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1 constituye un nuevo aporte 
desarrollo de la preparación preuniversitaria, Resultado de diferentes 

E estro colegas y. de nuestra humilde experiencia, motivado por el 

elicada labor de esta línea de acción educativa, tan interesante, y 
sde todas las regiones del Perú . Este texto de Trigonometría describe 
nun curso de Trigonometría plana y esférica (espacial) de nivel pre- 
'parte del estudiante, de los principios básicos de Geometría Elemental 


hemos sentido agudamente todos los que nos avocal Ss a la 
La experiencia nos ha demostrado que el e las 


no teóricos, sino fundamentalmente t 3 


cuenta las sugerencias planteadas y. 


En cuanto a su estructura, el libro se des y r 

la cual se da en forma de tabla o cuadro: óptico y un resumen de. E E recdos estrechamente 
relacionados . Una larga experiencia ha convencido a los autores de que para los estudiantes es una gran 
ayuda el uso delales resumenes ya que res, a,a inicios, un tanto difícil el manejo sistemático de todas 


ellas, * 
Cada capítulo contiene problemas resueltos y E los cuales estan dosificados e menora ma yor 
grado de dificultad , los primeros son ejercicios de aplicación directa, dados con la intención de afianzar el uso 
delos conceptos teóricos, los siguientes problemas son preguntas de examenes de admisión planteadas en 
las diversas universidades del medio (UNI, UN, h y €tc,) y los últimos restantes son de 
mayor grado de dificultad que requieren en alg: 'asos de algunos conceptos de Álgebra o Geometría: De 
esta manera el libro sehace didáctico y m al alurnno los deseos de aprender yendo de lo más simple a 
lomás complejo. e 
Este texto ha surgido con el propósito de. 
a la adquisición de nuevos conocimi: 
complemente lo estudiado, y e: ya en for 
De esta manera, te ofrecemos un te yjetivo principal es enseñar al estudiante a resolver problemas 
y darle los conocimientos para ello. Para estructurar y dosificar los contenidos del texto, se han 
analizado pruebas de ir e 5 E 


ceptos más importantes, con el propósito de dot: . 
a cabal enseñanza. Los estudiantes deben analizar con larnayor 
rar precisión y rapidez en sus respuestas. Después de todo, las 


con figuras que facilitan captar en forma grata y adecuada las relaciones 
a parte del contenido. Esto te permitirá desarrollar tu capacidad de 
a hará muy ameno el desarrollo de esta línea de 
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A diferencia de la Aritmética, el álgebra y la Geometría, 
que como se sabe alcanzaron gran desarrollo desde la 
época de los babilonios, los egipcios y los griegos. 

La Trigonometría solo logra su madurez en los últimos 
siglos de nuestra era, y esto es muy explicable, pues para 
desenvolverse plenamente necesita de una geometría ya 
razonada, y sobre todo un álgebra sistematizada, para 
darle toda la flexibilidad y desarrollo, 


En principio es la rama de la matemática que estudia las 
relaciones entre los ángulos y los lados de un triángulo y 
la solución analítica de ellos .. Para esto se vale de las 
razones trigonométricas, las cuales son utilizadas 
frecuentemente en cálculos técnicos. En términos 
generales, la trigonometría es el estudio de las funciones 
seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante, 
Interviene directa o indirectamente en las demás ramas 
de la matemática y se aplica en todos aquellos ámbitos 
donde se requieren medidas de precisión. La trigonometría 
se aplica a otras ramas de la geometría, como es el caso 
del estudio de las esferas en la geometría del espacio. 


Trigonometría proviene de los vocablos griegos TRIGON 
, que significa triángulo y METRON , cuyo significado es 


Gracias a la trigonometría se pueden hacer cálculos 
de longitudes inaccecibles , tales como el ancho de un 
río o la altura de una torre . Además de longitudes , 
permite calcular tiempos , como la hora en que pasará 
un satélite por determinado lugar. 


Las primeras aplicaciones de la trigonometría se 
hicieron en los campos de la navegación, la geodesia y 
la astronomía, en los que el principal problema era 
determinar una distancia inaccesible, es decir, una 
distancia que no podía ser medida de forma directa, 
como la distancia entre la Tierra y la Luna. Se 
encuentran notables aplicaciones de las funciones 
trigonométricas en la física y en casi todas las ramas 
de la ingeniería, sobre todo en el estudio de fenómenos 
periódicos, como el flujo de corriente alterna. 


La trigonometría se divide en plana y esférica , según 
los triángulos que se trate : planos o esféricos . 


ORIGEN: 


Desde el punto de vista etimológico la trigonometría 
trató de la «Resolución de Triángulos», lo cual quiere 
decir que dados ciertos elementos convenientes de 
un triángulo se deben hallar sus elementos 
restantes. 

En realidad nadie pudo sospechar antiguamente que 
de tan modesto origen pudiese surgir en el devenir 
del tiempo una ciencia de tanta importancia como 
la trigonometría (y que hoy en día es una 
herramienta fundamental del análisis matemático) 
que en un comienzo fue solo un simple capítulo de 
la Astronomía. 

Pero gracias a su aplicación a las distintas ramas de 
la matemática y de la física, y sobre todo al empleo 
invalorable que de ella hacen la Astronomía y la 
Geodesia, es que su progreso fue rápido y que pudo 
llegar tan lejos. 

Las dos ramas fundamentales de la trigonometría 
son la trigonometría plana y la trigonometría esférica. 


TRIGONOMETRÍA PLANA 


Se ocupa fundamentalmente de la resolución de 
triángulos planos. Para ello , se definen las razones 
trigonométricas de los ángulos y se estudian las 
relaciones entre ellas. 


La base de la trigonometría está en las razones 
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rigonométricas , valores numéricos asociados a cada 
ángu , que permiten relationar operativamente los 
os y lados de los triángulos. Las másimportantes 


son seno , coseno y tangente , que se definen más 
adelante. 


TRIGONOMETRIA ESFERICA 


La trigonometría esférica , que se usa sobre todo en 
navegación y astronomía , estudia triángulos esféricos, 
es decir, figuras formadas por arcos de cireunferencias 
máximas contenidos en la superficie de una esfera. El 
triángulo esférico, al igual que el triángulo plano, tiene 
seis elementos: los tres lados a,b,c, y los tresángulos 
A,B yC. Sin embargo , los lados de un triángulo 
esférico son magnitudes angulares en vez de lineales, 
y dado que son arcos de cireunferencias máximas de 
una esfera, su medida viene dada por el ángulo central 
correspondiente. Un triángulo esférico queda definido 
dando tres elementos cualesquiera de los seis, pues, al 
igual que en la geometría plana, hay fórmulas que 
relacionan las distintas partes de un triángulo, que se 
pueden utilizar para calcular los elementos 
desconocidos, 


Por ejemplo, el teorema del seno adopta la siguiente 
forma para triángulos esféricos: 

Sena  Senb- Seno 

SenA  SenB _SenC 
La trigonometría esférica es de gran importancia para 
la teoría de la proyección estereográfica y en geodesia. 
Es también el fundamento de los cálculos 
astronómicos. Por ejemplo, la solución del llamado 
triángulo astronómico se utiliza para encontrar la 


latitud y longitud de un punto, la hora del día, la 
posición de una estrella y otras magnitudes. 


TRIANGULO ESFERICO : 


Esun triángulo dibujado sobre una superficie esférica 
con tres arcos de circunferencia máxima. Todo 
triángulo esférico. se obtiene mediante la intersección 
de un triedro con la superficie de la esfera. 
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Los lados a, b, e del triángulo (arcos de circunferencia 
máxima) se corresponden con las caras del triedro. Los 
ángulos del triángulo son los correspondientes diedros 
del triedro. 


El estudio trigonométrico del triángulo esférico da 
lugar a la trigonometría esférica. 


HIPARCO (190 - 120 a.C.) nació en 
la colonia griega de Nicea en Bitinia (en 
la actualidad territorio turco) y se 


- luna en 386 100 Km valor muy 

cercano al real y para elaborar sus 

mapas estelares en los que traslada sus 

observaciones a planos. Antes de 

Hiparco, las tablas astronómicas 

basadas sobre métodos geométricos no 
existian. 


También se le atribuye la invención del astrolabio, instrumento 
que permitía fijar la altura de los astros. 

Ptolomeo (85 - 165) reconoce en la obra de Hiparco la más 
valiosa fuente para el desarrollo de su teoría geocéntrica, 


INTRODUCCION 
A LA TEIGONOMETREIA 


La trigonometría fue iniciada por Hiparco , 
aproximadamente el año 160 a.C. Tiempo después 
Tolomeo siguió con estos estudios, basandose en sus 
estudios y de otros personajes de la Astronomía, para 
crear su síntaxis Matemática llamada Almagesto. 


En el curso Comenzamos por tratar el uso de las 
unidades angulares, y sus equivalencias, para poder 
aplicarlas al cálculo de una longitud de arco de 
circunferencia , como también el área de un sector 
circular y algunos casos más , como es la determinación 
de la cantidad de vueltas que gira una rueda o dos 
poleas o más que estan trabajando en un sistema 


Después , nos introducimos a la columna vertebral de 
la Trigonometría que es el estudio de las razones 
trigonométricas , primero para un ángulo agudo y luego 
para un ángulo que posea cualquier medida , 
determinaremos dentro de ellos los valores de cada 
una de ellas por medio del estudio analítico y su 
representacion mediante segmentos de recta idos 
en la circunferencia trigonométrica . le 
Esta parte es fundamental ya que los temas 
trataran sobre las diversas identidades ue las 
relacionan , las cuales por cierto son muy nu: 
que solo con la constancia en la practica 
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dominar, porque un mal entendimiento de los primeros 
temas conducira , inevitablemente , a dificultades 
continuas en las partes más avanzadas. 


Dentro de las identidades, clasificaremos a aquellas 
que son imprescindibles , a las cuales llamaremos, 
identidades básicas, y otras que son menos 
importantes; pero se dan con el fín que nos permita 
resolver situaciones matemáticas de un modo mucho 
más breve. 


Seguidamente, le daremos uso a todo el bloque de las 
identidades en el estudio de las funciones 
trigonométricas ya sea en las funciones directas e 
inversas , al hacer el calculo de sus dominios y rangos 
, al resolver una ecuación e inecuación trigonométrica 
o al resolver problemas de figuras geométricas, tan 
solo con el uso de las razones trigonométricas que 
relacionan sus elementos . Finalmente, culminaremos 
con los temas de: límites , derivadas e integrales 
trigonométricos , traslación y rotación , números 
complejos y trigonometría esférica . 


Tenga presente que el objetivo, en el estudio de las 
Matemáticas no es mecanizarse, sino en saber aplicar 
correcta y logicamente una determinada definicion , 
propiedad o teorema a cada problema que se está 
resolviendo. Solo así , el estudiante encontrará en las 
Matemáticas una recreación amena y ágil , 


Hoy en día , los ingenieros y los físicos ocupan muchas 

de estas herramientas trigonométricas en su diario 
actuar , sin quizas conocer quien las crea y cual es su 
historia , la cual vamos a presentar a continuación. 


HISTORIA 


La historia de la trigonometría se remonta a las 
primeras matemáticas conocidas, en Egipto y 
Babilonia. Los egipcios establecieron la medida de los 
ángulos en grados , minutos y segundos. Sin embargo, 
hasta los tiempos de la Grecia clásica no empezó a 
haber trigonometría en las matemáticas. En el siglo 
KT a.C. el astrónomo Hiparco de Nicea compiló una 
tabla trigonométrica para resolver triángulos. 
Comenzando con un ángulo de 7,6” y yendo hasta 180? 
con incrementos de 7,5”, la tabla daba la longitud de 
la cuerda delimitada por los lados del ángulo central 
dado que corta a una circunferencia de radio r. Esta 
tabla es similar a la moderna tabla del seno. No se 
sabe con certeza el valor de r utilizado por Hiparco , 
pero sí se sabe que 300 años más tarde el astrónomo 
Tolomeo utilizó r=60 , pues los griegos adoptaron el 
sistema numérico sexagesimal (base 60) de los 
babilonios. 


Tolomeo incorporó en su gran libro de astronomía 


el Almagesto, una tabla de cuerdas con incrementos 
angulares de 0,5”, desde 0” hasta 180”, con un error 
menor que 


1/3600 de unidad . También explicó su método para 
compilar esta tabla de cuerdas , y a lo largo del libro 
dio bastantes ejemplos de cómo utilizar la tabla para 
calcular los elementos desconocidos de un triángulo a 
partir de los conocidos. Tolomeo fue el autor del que 
hoy se conoce como teorema de Menelao para resolver 
triángulos esféricos, y durante muchos siglos su 
trigonometría fue la introducción básica para los 
astrónomos. Quizás al mismo tiempo que Tolomeo, los 
astrónomos de la India habían desarrollado también 
un sistema trigonométrico basado en la función seno 
en vez de cuerdas como los griegos. Esta función seno, 
al contrario que el seno utilizado en la actualidad , no 
era una proporción , sino la longitud del lado opuesto 
a un ángulo en un triángulo rectángulo de hipotenusa 
dada , Los matemáticos indios utilizaron diversos 
valores para ésta en sus tablas. 


A finales del siglo VIII los astrónomos árabes 
habíanrecibido la herencia de las tradiciones de Grecia 
y de la India , y prefirieron trabajar con la función 
seno. En las últimas décadas del siglo X ya habían 
completado la función seno y las otras cinco funciones 
y habían descubierto y demostrado varios teoremas 
fundamentales de la trigonometría tanto para 
triángulos planos como esféricos. Varios matemáticos 
sugirieron el uso del valor r = 1 en vezde r= 60, lo 
que dio lugar a los valores modernos de las funciones 
trigonométricas . Los árabes también incorporaron el 
triángulo polar en los triángulos esféricos. Todos estos 
descubrimientos se aplicaron a la astronomía y 
también se utilizaron para medir el tiempo 
astronómico y para encontrar la dirección de la Meca , 
lo que era necesario para las cinco oraciones diarias 
requeridas por la ley islámica . Los científicos árabes 
también compilaron tablas de gran exactitud. Por 
ejemplo , las tablas del seno y de la tangente, 
construidas con intervalos de 1/60 de grado (1 minuto) 
tenían un error menor que 1 dividido por 700 millones. 
Además, el gran astrónomo Nasir al-Din al-Tusi 
escribió el Libro de la figura transversal, el primer 
estudio de las trigonometrías plana y esférica como 
ciencias matemáticas independientes. 

El occidente latino se familiarizó con la 
trigonometría árabe a través de traducciones de libros 
de astronomía arábigos, que comenzaron a aparecer 
en el siglo XIT. El primer trabajo importante en esta 
materia en Europa fue escrito por el matemático y 
astrónomo alemán Johann Miller, llamado 
Regiomontano. Durante el siguiente siglo, el también 


o alemán Georges Joachim, conocido como 
Rético, introdujo el concepto moderno de funciones 
Egonométricas como proporciones en vez de 
longitudes de ciertas líneas. El matemático francés 
Francois Viéte incorporó el triángulo polar en la 
trigonometría esférica y encontró fórmulas para 
expresar las funciones de ángulos múltiples, senn 0 y 
cosn 0, en función de potencias de sen 9 y cosAl 


Los cálculos trigonométricos recibieron un gran 
empuje gracias al matemático escocés John Napier, 
quien inventó los logaritmos a principios del siglo XVIZ. 
También encontró reglas mnemotéecnicas para resolver 
triángulos esféricos, y algunas proporciones (llamadas 
analogías de Napier) para resolver triángulos esféricos 
oblicuos. 

Casi exactamente medio siglo después de la 
publicación de los logaritmos de Napier, Isaac Newton 
inventó el cálculo diferencial e integral. Uno de los 
fundamentos del trabajo de Newton fue la 
representación de muchas funciones matemáticas 
utilizando series infinitas de potencias de la variable 
x. Newton encontró la serie para el senx y series 
similares para el cosx y la fgx. Con la invención del 
cálculo las funciones trigonométricas fueron 
incorporadas al análisis, donde todavía hoy 
desempeñan un importante papel tanto en las 
matemáticas puras como en las aplicadas. 


Por último, en el siglo XVIII, el matemático suizo 
Leonhard Euler definió las funciones trigonométricas 
utilizando expresiones con exponenciales de números 
complejos. Esto convirtió a la trigonometría en sólo 
una de las muchas aplicaciones de los números 
complejos ; además , Euler demostró que las 
propiedades básicas de la trigonometría eran 
simplemente producto de la aritmética de los números 
complejos. 


LA TRIGONOMETRÍA EGIPCIA 


El documento más antiguo con procedimientos 
matemáticos de que se tenga noticia, es el papiro del 
Rhind. En el se encuentran los rudimentos de la de la 
rama de las matemáticas que más tarde se llamaría 

En la construcción de las pirámides 
un problema fundamental era mantener una 


pendiente (inclinación) uniforme en cada cara y la 
misma en las cuatro caras. Este problema llevó a los 
egipcios a introducir un concepto equivalente al de 
cotangente de un ángulo. 


LA TRIGONOMETRÍA BABILÓNICA 


Se ha creído que toda la matemática que 
se desarrolló antes de la civilización griega 
tenía un carácter netamente utilitarista. 
E Sin embargo, en tablillas de escritura 

* cuneiforme de los babilonios se encontró 
$ una prototrigonometría donde se 
presentan listas con ternas de números 


z pitagóricos. 
LA TRIGONOMETRÍA GRIEGA 


La trigonometría al igual que cualquier otra rama de 
las matemáticas no es el fruto de la inteligencia de un 
sólo hombre, ni aún de una sola civilización. Con los 
griegos , se presentan por primera vez el estudio 
sistemático de las ralaciones entre los ángulos centrales 
de una circunferencia y la longitud de las cuerdas que 
subtienden . En los «Elementos de Euclides» no 
aparece la trigonometría , en el sentido estricto del 
término. 


Pero se presentan teoremas 
relativos a la razón entre los lados de 
un triángulo rectángulo y problemas 
concretos como el teorema del coseno! 
para un triángulo obtusángulo. 


La astronomía exigió a los científicos de la época la 
medición de arcos y ángulos cada vez con mayor exactitud 
. De esta forma todo el progreso de la trigonometría 
durante la civilización griega se produjo al lado del 
desarrollo de la astronomía. Se puede afirmar que la 
trigonometría fue nodriza de la astronomía. 


Aristarco de Samos, según cuentan Arquímedes y 
Plutarco , propuso un sistema astronómico heliocéntrico 
anticipándoce a Copérnico en más de mil 
años. Aristarco medió al ángulo entre la visual dirigida al 
centro del Sol y la visual dirigida al centro de la Luna 
cuando se encuentra medio llena y descubrió que este 
ángulo es menor en de ;, cuadrante. Esto significa que la 
razón entre la distancia de la Tierra a la luna y de la 
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distancia real de la Tierra al Sol y de la Tierra a la 
Luna a partir del radio terrestre. 


Hiparco de Nicea , Menelao de Alejandría y finalmente 
Ptolomeo desarrollaron casi toda la trigonometría que 
se conoce hasta la época. 


EL ALMAGESTO PTOLOMEO 


Claudio Ptolomeo vivió y trabajó en Alejandría alrededor 
del 150 d.c. En su principal obra , llamada Almagesto 
que en árabe significa el más grande, Ptolomeo desarrolló 
, no sólo los modelos astronómicos geocéntricos que 
perduraron hasta Copérnico , sino también las 
herramientas matemáticas que además de la geometría 
elemental incluyen la trigonometría. El Almagesto es 
una obra maestra , en ella jamás presentó Ptolomeo una 
tabla trigonométrica sin explicar previamente la forma 
de obtenerla y como calcularla. 

Ptolomeo fue el último gran representante de la cultura 
helenística y con él , el desarrollo de la cultura y los 
progresos de la ciencia termina para Occidente. El eje de 
desarrollo en el mundo se traslada al Oriente , a la India y 
Arabia. 


LA TRIGONOMETRIA INDIA 


Los indios adquidieron los conocimientos de los 
alejandrinos , pero la transformaron a la forma como se 
trabaja en la actualidad . Mientras que la trigonometría 
de Ptolomeo se base en la ralción funcional, a los arcos o 
ángulos centrales en una circunferencia y las cuerdas 
que ellos subtienden , los matemáticos indios 
transformaron esta relación y la convirtieron en el 
estudio de la correspondecia entre la mitad de la cuerda 
y la mitad del arco o ángulo central subtendido por la 
cuerda total . Así fue como nació , aparentemente en la 
India el antepasado de la función trigonométrica que 
conocemos como seno. 


LA TRIGONOMETRIA ARABE 


Así como los árabes tuvieron que definirse entre el sistema 
de numeración indio y el griego ; también en los cálculos 
astronómicos , hubo en Arabia al principio , dos 
trigonometrías . Una la geometría griega de las cuerdas 
tal como se encuentra en el Almagesto de Ptolomeo ; y 
la otra, basada en la tabla india de los senos. Así como 
en el sistema de numeración el triunfo correspondío a la 
matemática india , la trigonometría árabe adopto una 
forma más sistemática; en ella se demuestran algunos 
teoremas y se presentan las identidades para las funciones 
trigonométricas del ángulo doble y el ángulo mitad . Las 
funciones trigonométricas como coseno, tangente, secante 
cosecante y cotangente se estudiaron através de las 
sombras que proyecta una varilla vertical sobre el piso y 
sobre una pared vertical, 


La trigonometría se independiza de la astronomía por 


primera vez en el tratado del árabe Nasir Eddin (1201 
- 1274) . Desgraciadamente , la obra de este 
matemático tuvo muy poca influencia en el desarrollo 
de esta ciencia posteriormente. 


Pero es aquí donde propiamente se puede hablar de la 
trigonometría como una rama independiente de las 
matemáticas. 


LA TRIGONOMETRÍA EX 
EUROPA MEDIEVAL 


Asícomo el álgebra llega a Europa, gracias a los árabes 
,lo mismo sucede con la trigonometría, 


Los romanos nunca se interesaron por la 
trigonometría griega , a pesar de lo elemental y lo 
relativamente útil que era, Solo hasta el siglo XT los 
intelectuales latinos aprendieron la trigonometría 
árabe tal como aparecía en los tratados de astronomía. 


Roberto de Chester, al traducir del árabe la palabra 
jiba le asigno el término de sínus que es el nombre 
latino de la palabra bahía o ensenada. 


La 


LL LA TRIGONOMETRÍA 
RENACENTISTA 


El matemático que retomó la trigonometría en Europa 
es Johann Múller (1436 - 1476) más conocido como 
Regiomontano, quien fundamentalmente se preocupó 
por traducir al latín las grandes obras de los griegos 
» Regiomontano escribió el libro «De triangulis» en 
el cual siguió los pasos de Nasir Eddin y sistematizó 
todos los conocimientos de la trigonometría como 
ciencia independiente de la astronomía . Sus 
manuscritos eran conocidos en el círculo donde se 
desempeñaba como instructor en la ciudad de 
Nuremberg , que se convertiría en un importante 
centro del saber, de las artes y de la invención ; además 
de ser el centro de la impresión de libros. En esta ciudad 
se publicaron algunas de los más grandes clásicos 
científicos que iniciaron el Renacimiento. 

Durante la época que vivió Regiomontano , Polonia 
atravesó una verdadera edad de oro cultural y la 
universidad de Cracovia en la que se matriculó 
Copérnico gozaba de gran prestigio en matemáticas 


y astronomía . En el famoso libro que cambió toda la 
concepción sobre el universo «De las revoluciones 
y las órbitas celestes» , se encuentran importantes 
secciones de trigonometría que Copernico desarrolló 
con amplio dominio de la materia. 


A finales del siglo XVI se desarrolló un entusiasmo 
considerable por la trigonometría , el cual se 
materializó básicamente en la publicación de síntesis 
y libros de texto . Durante este período se le dio por 
primera vez el nombre detrigonometría a esta rama 
del saber. 


LA TRIGONOMETRÍA 


EN LA REVOLUCIÓN CIENTÍFICA 


Los momentos estelares de la humanidad se presentan 
durante las grandes crisis, cuando la aritmética, la 
geometría y el álgebra no pueden responder a los 
requirimientos del desarrollo de la ciencia ; una gran 
cantidad de nuevas ramas de las matemáticas surgen 
para dar respuestas a los interrogantes que la época 
requiere . La geometría analítica , el cálculo, los 
logaritmos y el estudio en general del movimiento 
producen lo que se llama la gran revolución científica. 
En ella, la trigonometría es la principal aliada de los 
científicos que con las largas y precisas observaciones 
del movimiento de los planetas pueden fundamentar 
, con Newton a la cabeza , una nueva concepción del 
universo regido por leyes mecánicas de una asombrosa 
precisión. 


¿Sabías que ... 
el matemático francés Jean Baptiste 
Zz Joseph Fourier (1768-1830) fue el 
2 descubridor de las aplicaciones más 
sorprendentes de las funciones 
trigonométricas?. 


Utilizó las sumas de estas funciones para describir 
fenómenos físicos como la transmisión del sonido y el flujo 
del calor. Sus investigaciones sobre este último tema le 
llevaron a introducir unas series trigonométricas conocidas 
hoy como Series de Fourier. 

Una aplicación moderna de los descubrimiento de Fourier 
es la codificación digital del sonido en los discos compactos 
(CD). 


Fourier quedó huérfano a corta edad, por lo que recibió 
su educación en una escuela militar, de donde se 
convirtió en maestro de matemática cuando tenía 20 
años. Más tarde rechazó ser designado profesor de la 
École Polytechnique para acompañar a Napoleón en 
su expedición a Egipto de donde Fourier fue 


gobernador. 


Cuando regresó a Francia empezó a hacer 
experimentos relacionados con el calor, pero la 
Academia francesa no publicó sus primeros trabajos 
por falta de rigor. Años más tarde, cuando Fourier fue 
secretario de la Academia logró publicarlos en la forma 
original. 


Quizá debido a sus años de estudio sobre el calor y a 
los años que pasó en el desierto de Egipto, Fourier 
estaba obsesionado por mantenerse caliente, usaba 
varias ropas encimadas, incluso en el verano, y 
mantenía sus habitaciones incómodamente calientes. 
Evidentemente éstos hábitos, sobrecargaron su 
corazón y contribuyeron a su muerte a la edad de 62 
años. 


La TRIGONOMETRÍA no se himita a la aplicación de 
resolución de triángulos a la geometría, astronomía, 
navegación y agrimensura sino que también se aplica 
en física. Así la vemos en el estudio de movimientos 
ondulatorios, vibraciones , sonido , corriente alterna, 
termodinámica, etc, Para lograr esto, se debe ampliar 
el concepto de razones trigonométricas al de funciones 
trigonométricas. 

SITUACIÓN PROBLEMÁTICA 

Unafuerte ráfaga de aire impacta sobre un rascacielos, 
lo que ocasiona que la construcción se mueva de un 
lado a otro según un movimiento armónico 
amortiguado . La frecuencia de la oscilación es 0,5 
ciclos por segundo y la constante de amortiguamiento 
es e= 0,9. Calcule una ecuación que describe el 
movimiento del rascacielos. (Suponga k=1 y t=0 
instante cuando la ráfaga de aire golpea al rascacielos). 


APLICAIONES HISTORICAS 


«El rasgo más importante de la matemática árabe fue 
la formación de la trigonometría, teniendo lugar la 
síntesis de diversos elementos trigonométricos: el 
cálculo de cuerdas y las tablas de los antiguos, en 
particular los resultados de Ptolomeo y. Menelao, las 
operaciones de los antiguos hindúes, la acumulación 
de experiencias de mediciones astronómicas. 


Sobre la base de este material heterogéneo los 
matemáticos de los países del Medio Oriente y el Asia 
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oeste (las áreas entre las cadenas de dejaron para más 
tarde) y se necesitaron décadas para completarla. 

En 1843 Andrew Scott Waugh se encargó del proyecto 
como Inspector General y puso especial atención a las 


Central introdujeron todas las líneas trigonométricas 
fundamentales. En relación con los problemas de 
astronomía, confeccionaron tablas de las funciones 
trigonométricas con gran frecuencia y alto grado de 
exactitud. Los datos acumulados fueron tantos que 
resultó posible estudiar las propiedades de los 
triángulos planos y esféricos, y los métodos de su 
resolución. Se obtuvo un sistema de trigonometría 
armonioso, rico en hechos, tanto plana como 


«...En el año 1461, apareció la obra «Cinco libros sobre 
triángulos de cualquier género», en la cual la trigonometría 
fue separada de la astronomía y tratada como una parte 
independiente de las matemáticas. La escribió el matemático 
alemán Johannes Múller (1436-1476), más conocido por 
Regiomontano...» 

Pero los hechos más famoso de la antiguedad fueron medir 
la altura de la gran piramide, para ello Thales sólo uso su 
bastón y las sombras de la piramide y el bastón y la medición 
del radio de la Tierra por Eratostenes. 

«La trigonometria ha sido una herramienta útil desde. la 
antigúedad, el famoso historiador griego Herodoto, describió 
tres hazañas de la ingeniería griega en la isala de Samos. 
Una de ellas era un túnel que trasladaba el agua a través del 
monte Castro a Samos, la capital. Este se descubrió en 1882, 
2500 años después de su construcción y tenía 1 Km. de 
longitud y más de dos metros tanto en altura como en 
anchura... 

Lo más notable del túnel es que los equipos de excavación, 
que comenzaron a cada uno de los lados, se encontraron en 
el centro con un error de solamente 10 metros 
horizontalmente y 3 metros verticalmente. Sabemos esto 
porque en el centro del túnel hay un recodo de este tamaño 
que hace que los dos túneles se unan.... 

Herón describió el posible método que utilizaron, desde su 
punto de vista usaron la semejanza de triángulos.» 


LA TRIGONOMETRÍA y EL EVEREST 
Una aplicación histórica de la trigonometría 


Un gran proyecto de reconocimiento de los 1800s fue la 
"Gran Planimetria Trigonométrica” de la India británica, 
Se construyeron para el proyecto los mayores teodolitos, 
monstruos con escalas circulares de 363 de ancho, cuyas 
lecturas se hacían con extraordinaria precisión con 5 
microscopios. Cada uno con su caja pesaba media 
tonelada y se necesitaban 12 hombres para trasladarlo. 
Usándolos el proyecto cubrió el pais con múltiples 
cadenas de triángulos en las direcciones norte-sur y este- 


montañas del Himalaya del norte de la India. Debido a 
las nubes y a la niebla, esas montañas se ven raramente 
desde las tierras bajas, y hasta 1847 no se consiguieron 
varias mediciones. Después de haberse hecho, los 
resultados necesitaron ser analizados laboriosamente 
por “computadores” en las oficinas de inspección; no 
eran máquinas sino personas que efectuaban los 
cálculos trigonométricos. 


La historia dice que en 1852 el jefe de los "computadores" 
fue hacla el director y le dijo: “Señor, hemos descubierto la 
mayor montaña del mundo”. Desde una distancia de más 
de:100 millas (160 km), se observó la montaña desde seis 
estaciones diferentes, y "no dio lugar a que el observador 
sospechara que estaba viendo a través de su telescopio el 
punto más alto de la Tierra”. Al principio se la designó como 
“Pico XV” por la inspección, pero en 1856 Waugh la denominó 
en memoria de Sir George Everest, su predecesor en la oficina 
de jefe de inspectores. El Everest fue el primero en registrarse 
y en usar los teodolitos gigantes; ahora están expuestos en 
el "Museum of the Survey of India” en Dehra Dum. 


Como dato adicional: para topografiar una 
tierra los topógrafos la dividen en 
triángulos y marcan cada ángulo con un 
*punto de referencia”, que hoy en día es, 
a menudo, una placa de latón redonda 
fijada en el suelo con un agujero en el 
centro, sobre el que ponen sus varillas y 
teodolitos (George Washington hizo este 
trabajo cuando era un adolescente). 
Después de medir la base, como la AB 
en el ejemplo del río, el topógrafo medirá 
(de la forma descrita aquí) los ángulos 
que se forman con el punto C y usar la 
trigonometría para calcular las distancias 
AC y BC. Estas pueden servir como base 
de 2 nuevos triángulos, que a su vez 
suministrarán bases para dos más ... y 
de esta forma construirá más y más 
triángulos hasta que se cubra la tierra al 
completo con una red que tiene distancias 
conocidas. Posteriormente se puede 
añadir una red secundaria, subdividiendo 
los triángulos grandes y marcando sus 
puntos con estacas de hierro, que 
proporcionarán distancias conocidas 
adicionales en las que se pueden basar 
los mapas o los planos. 


Hoy en día la posición sobre la Tierra 
se puede localizar de forma muyprecisa 
usando el sistema de posicionamiento 
global (GPS) de 24 satélites en órbita 
exacta, que están difundiendo 
constantemente su posición. Un 
pequeño instrumento electrónico de 
mano recibe sus señales y nos devuelve 
nuestra posición con un error de 10-20 
metros ( aún es más preciso para usos 
militares, los patrocinadores del 
sistema). Se usa una gran cantidad de 
trigonometría, pero lo hace todo la 
computadora que está dentro de su 
aparato, lo único que usted necesita es 
pulsar los botones apropiados. 


1 RESUMEN 3 


La época que al nacimiento de la 
trigonometría se quiera atribuir 
depende en realidad de la aceptación 
que a dicho término se le dé, vale decir, 
de la amplitud que a su significado se 
le quiere encontrar, 
Así, tomada en su estricto significado 
etimológico de «medida de los 
triángulos», la encontramos ya en las 
lejanas épocas de los babilonios, los 
egipcios y los hindúes, allá por los tres 
y dos mil años antes de nuestra era. 
Si la consideramos a la trigonometría 
como ese capítulo de la Astronomía, 
donde clertas funciones del ángulo eran 
ya conocidas y empleadas, la 
encontramos a partir de los trabajos de 
Hiparco allá por el año 140 a.C. 
Pero la trigonometría como disciplina 
autónoma y sistemática, como esa 
ciencia analítica que es ahora, solo 
surgió y se desarrolló en el siglo XVII, 
después que el gran matemático Vieta 
perfeccionara admirablemente el 
simbolismo algebraico, sin el cual jamás 
hubiera podido consolidar esta ciencia. 
Históricamente fueron los geómetras y 
astrónomos griegos quienes, entre los 
años 180 y 125 a.J.C. encontraron los 
principales fundamentos de la 
trigonometría plana. y esférica, 
deducidos de la geometría y los 
aplicaron a los problemas astronómicos. 
Según Theon, de Alejandría, entre los 
citados astrónomos. griegos, es a 
Hiparco, especialmente, a quien se le 
puede considerar como el verdadero 
creador de la trigonometría (Padre de 
la Trigonometría), pues sobre los 
fundamentos debidos a éste, Ptolomeo 
publicó en el primer libro de su 
almagesto, una tabla de valores de las 
razones trigonométricas, para ser 
usados en los cálculos astronómicos. 
Para resolver los triángulos rectángulos, 
los griegos lan así: calculaban los 
lados ja el Teorema de 
y los ángulos mediante un 
de Ptolomeo; la resolución de 


triángulos cualesquiera la hacían 
descomponiendo en triángulos 
rectángulos (trazando altura). 

Es a Reglomontano (1436 - 1476), al 
que se debe el renacimiento de la 
trigonometría, pues fue él quien, 
valiéndose de traducciones del griego, 
escribió un notable tratado de 
trigonometría rectilínea y esférica, que 
puede considerarse como el primer 
tratado de trigonometría europea. 


er sa 


Copérnico (1473 - 1543), fue el 
primero que demostró en forma sencilla 
las fórmulas trigonométricas de la 
trigonometría esférica. 


Viete (1540 - 1603), no era 
matemático de profesión, sino 
jurisconsulto que se ocupaba como 
abogado de asuntos de estado, pero su 
amor por la ciencia matemática fue tan 
grande que dedicaba la mayor parte del 
tiempo necesario para su descanso al 
estudio y a la investigación matemática. 
De posición económica desahogado, su 
espíritu noble y generoso lo llevó a 
proteger económicamente aun a sus 
contrarios científicos. 
AA 
OTERA 
MATHEMATICA. 


Como contribución a la trigonometría, 
en 1579 estableció las fórmulas que 
determinan las funciones 
trigonométricas de múltiplos de un 
ángulo, cuando se conocen las 
funciones trigonométricas del mismo, 
y por primera vez en occidente expone 
los métodos que permiten resolver 
triángulos planos o esféricas aplicando 
las 6 funciones trigonométricas, pues 
Reglomontano solo utilizaba el seno. 
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Neper (1550 - 1617), con la creación 
de los logaritmos, al notablemente 
los cálculos trigonométricos, aunque en 
realidad su nombre en la historia de la 
trigonometría se destaca por las 
analogías que llevan su nombre, así 
como por la conocida regla del 
pentágono de Neper, de tanta aplicación 
en la Resolución de Triángulos Esféricos. 


Es sólo en el siglo XVII que 
¿la trigonometría comienza 
a formar su carácter 
analítico, y es Euler (1707 
- 1783) el primero que en 
realidad hace progresar 
dicha ama de la 
1% matemática en este nuevo 
aspecto analítico, hasta 
darle forma que conserva 
actualmente. 


Completa los siguientes textos con 
los datos correctos que 
correspondan a los espacios en 
blanco. 

dl La Trigonometría aparece en 
Babilonia, ligada al estudio de la 


(2 Los astrónomos babilónicos 
de los siglos V y 1V a. de C. 
acumularon datos 


e y 
. que permitieron 
más tarde a los matemáticos 
griegos construir gradualmente la 


0 oido .... Que vivió 
entre 310 y 230 a. de C., en una 
pequeña obra titulada ASobre la 
dimensión y las distancias del Sol 
a la Luma , establece algunas 


trigonométricas. 


4% Hiparco de Niceo vivió entre 
a. de C., vivió 


en 
considerado el 
de la Trigonometría, 

4%, Ptolomeo escribió una oa 


muy significativa par 
trigonometría, que los 


significaba 


a 


PROPORCION GEOMETRICA 
Esla igualdad entre dos razones geométricas; siendo una 


razón geométrica la comparación mediante la división 
de dos magnitudes. 

Por ejemplo: 

[ = razón geométrica = 1, 

$ = razón geométrica = 1, 

n=.” > ES ésta es una proporción geométrica. 


Esta última relación se entiende como: “a” esa “b”, como 
*c” es a “d” se cumple: 


manrrrnrnnan rms: arrancar mn.” 


RR Arne rnnarnannnnia ra 


rn RARA ra rra r are rn ccoo 


ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO 
Forma general: 
ar+bx+rc=0; az0 
tiene dos raíces "x,"»"x," que se pueden obtener 
por: 
Fórmula 


De la ecuación: ares 0 


Las ecuaciones de segundo grado presentan dos raíces 
*x," Ax, que cumplen las siguientes propiedades: 


Por ejemplo, si la ecuación es: 
2x?-3x-6=0(a=2;b=-3;c=-6) 


c_ 6 
MN A Y 
EZ a 2 IZ 


TRIÁNGULO RECTÁNGULO : 
Cc 


a; b : Catetos 

e : Hipotenusa 

h : Altura relativa a la hipotenusa. al 
m  : Proyecciónortogonal del cateto "a"sobre "e", — 
n : Proyección ortogonal del cateto "b” sobre'e”, 


E: 


Relaciones: e 
* Cada cateto es media proporcional entre la hipotenusa 
y su proyección sobre ella. 


* La altura es media proporcional entre las proyecciones 
de los catetos sobre la hipotenusa. 


E producto de los os es igual al producto de la 
¿lipatenusa por tiva a ella. 


“Teorema de Pit : La suma de los cuadrados de 
-Jos E 
, RINA 


AREA DE REGIONES GEOMETRKICAS 


* Sector circular : 


* Corona circular ; 


20 26 
du e) ig 
Resolución: 
m_3 Mar 3 
Del dato: =37 > m2 
por proporciones: 
2n+m _ 22+3 
2n-m — -22-3 
25 
A=H 


dar 


A si: A 2A+8=10, Calcular: “B - A”. 


a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e) 5 
Resolución: 
A 
Del Dato: 7 =5 A 
Luego reemplazamos en: 
A +B=10 
y Oy 
2k+3k=10 > k=2 
>A=4 y B=6 
B-A=2 
POS Reducir: C=a*b*a?b3a?b?........ ap? 
30 términos 
señale la suma de los exponentes finales de "a" y 
apo 
a) 35 b) 55 c) 75 
d) 85 e) 95 
Resolución: 
En la expresión: 
Cc=a* bla? b?.....a?b? 
30 términos 
ordenando: 
C=(atata?...a?)(0éb?..b*) 
5 términos 15 términos 
tenemos que: 
(%a?....a2) = (a) = a 
15 términos 
(b3.b?....b3) = (0?) 5= b* 
15 términos 
Luego: C=a%.p* 
:30+45=75 


OS Factorizar: P=x-9x+14 


a) (x-7) b) (x-2) e) (x-2) (x - 7) 
d) (x- 5) e) (x- 2) (x- 5) 
Resolución: 
Por aspa simple: 
P=x-9x+14 
x 2 > 2 + P=(x-7) (x-2) 
-9x 
OS Resolver: x?-5x+5=0 
5/5 5-25 4445 
E a 
Resolución: 


“Por fórmula: e 5225-46) 
E 
ab 
US Calcular *x". 
x-2 x-9 


X 
Resolución: 
Por el teorema de Pitágoras: 
(x-22 + (x-9? = x? 


x-22x+85=0 
Xx -17 x=17 
Xx -5 x = 5 (No cumple) 


Q Un terreno tiene forma rectangular y se sabe que 
su perímetro mide 46 m, siendo su diagonal igual a 17 m. 
¿Cuál es el área del terreno? 

Resolución: 


2a + 2b= 46 
a+b=23 

T. Pitágoras: a? + b? = 172 
(a + b? = 23? 


a? +b? +2ab = 23? 
ao 


17? + 2ab = 23? 
2ab = 240 
ab = 120 


y 
Área = 120 


POS Calcular'el área de un círculo inscrito en un 


cuadrado de perímetro 16 cm. 
Resolución: 
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» Del gráfico: R=2cm 
* Luego: A9=1 (2 


a_3 a+b 
Si: 7 = 7; calcular: M= 2 
4% 8 b-a 


5 11 11 
CET bs eS 
7 11 
d) Er e) 7 
A-B 
¿a Sabiendo que: E= Z Calcular: P= 5 
9 9 9 
a) 7 b) 5 c) 19 
5 7 
d) 3 e) 3 
XV 2 Xp 
POS Si: xy 73: Hallar: y 
a) 1,5 b) 2,5 c) 3,5 
d) 5,5 e) 7,5 


0% Si la suma de dos números es a su diferencia 


como 11 es a 5. ¿Cuál es la relación entre los 
números? (mayor a menor) 


5 b) 5 37” 
d) : e) 1 
POS Reducir: A= (a + b)? + (a - b)? 
a) 2ab b) 2[22+b?) c) a?+b? 
d) 4ab e) a?-b? 
0S Simplificar: B = (a + b)? - (a - b)? 
a) 4ab b) 2ab c) a?-b? 
d) 2(a?+b%) e) 0 
E 
QL Reducir: C= by) es Y 
1 
a) 2 b) 4 c) z 
d) 1 e) 3 


> (x + a)? - 2xa 
D= 
¿8 Reducir: OA S 


b) 0,3 dos 


a) 0,2 
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ata 20% US, El perímetro de un triángulo equilátero es 36 u. 
O Factorizar : 1=x!+2x'+3x" Calalarel dende región 
a) x b)  (x +2) 2 
c) x* (3x*+x+2) d) x? (x+2) dina 16) e) 1843 
e) x(x-2) d) 2443 e) 3643 
a + Jea'b me $ pS ; ¿a Calcular el perímetro de un cuadrado, si el área de 
a) ab(a? + b) ab(a? +2 3 
€) abía?+b?+2) d) a(a+b) E rios be Pa cl 
SEO) d) 72 e) 80 
2. 
Es Resolver: x*-2x+1 =0 aos Hallar el área de un círculo, sabiendo que el 
a) sel b) us 0) x=3 diámetro de dicho círculo mide 12m. 
a: LAS a) l44xm2  b)72% c) 36% 
dS Resolver: x?-3x+1=0 d) 48x e) 24x 
E E €L) Calcularelradio de un círculo, si elárea de suregión 
a)3+Y5  b) A > mide 196x. 
a) 12 b) 13 e) 14 
eS Resolver: x"-5x-2=0 a) 15 e) 16 
Calcular el área de un sector circular de 60* de 
S 5 + 445 = 
a) 5+34/5 b) 2 E c) 5 ángulo central y 12 u de radio. 
a) 12 u? b) 24x c) 16x 
eS Calcular "x". 4 4) 32% e) 18x 
' SD Un sector circular tiene un ángulo central de 45* y 
x Eo y. suárea es 2x u?, Calcular el radio. 
e a) 2u b) 3 c) 4 
Y d) 5 e) 6 
Pza En el cuadrante AOB, AO = OB = 4 u. Calcular el 
área de la región sombreada. 
le) 


a) (1-2)u% b)2H-2  c)4(x-2) 
Ar) er 


5 Calcular el área de la región sombreada, si “ABCD" 


es un cuadrado de 2 u de lado. 
Xx A B 

a) 20 b) 10 e) 12 

4) 13 e) 15 
Ed Los catetos de un triángulo rectángulo son entre sí 
como 3 es a 4. Si el área de su región es 54 u?, ¿cuánto D A 
mide su hipotenusa? 

a) 5u b) 10 o) 13 a) (1-Du?  b)(Q-x) c) (4-2) 


d) 15 e) 20 d (1-4 e) 2(4-1) 


TRIGONOMÉTRICO 


OBJETIVOS : 


* Entender el porqué de la diferencia entre el ángulo 
definido en geometría y trigonometría ( el ángulo 
generado por la rotación de un rayo alrededor de un 
punto fijo (vértice), todo ello en un mismo plano). 


* Reconocer la características fundamentales de los 
ángulos trigonométricos en cuanto a su generación y 
tipo de rotación : horario y antihorario . 


INTRODUCCIÓN: 


Atravéz de la historia los avances que se producen en 
todos los campos de la ciencia son el producto de 
satisfacer las necesidades . La trigonometría no es 
ajena a este proceso y establece una definición de 
ángulo diferente a la definición clásica planteada en 
geometría . «intersección de dos rayos con un vértice 
común», 


Con el objeto de introducir en nuestro campo de 
estudio a los ángulos mayores a una vuelta , así como 
también , luego de establecer alguna conversión 
ángulos en el plano generadas en un sentido u otro 
(diferencias en el signo ). 


Se tienen desniveles en el terreno, y con la ayuda de la 
topografía se encuentran ángulos que luego se 
consiguen, tenemos planos horizontales para la 
construcción civil. Asimismo , en lo que respecta a la 
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recreación , se tiene deportes como el windsurfing en 
el que se hace uso del ángulo óptimo de estabilidad en 
la tabla para resistir no solo a las olas sino inclusive a 
la fuerza del viento que arrecia sobre la vela . 
Asimismo, los aviones , cohetes balas tienen un ángulo 
de salida para llegar al destino, los ingenieros hacen 
los cálculos necesarios para encontrar el ángulo 
adecuado. 


Lola: 


Los ángulos pueden ser medidos con una regla 
graduada llamada transportador. 


GENERACIÓN Y CARACTERÍSTICAS 


DEL ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 


Es aquel que se genera por la rotación de un rayo (en 
un mismo plano) , alrededor de un punto fijo llamado 
vértice, desde una posición inicial hasta una posición 
final.Consideramos un ángulo positivo cuando la 
rotación del rayo sea contraria al movimiento de las 
manecillas de un reloj (antihorario); cuando la rotación 
sea en el mismo sentido del movimiento (horario) el 
ángulos se considera negativo. 


¡by 
je Posición inici 
ación inicial 
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* Los ángulos trigonométricos serán medidos en tres 
sistemas que estudiaremos a continuación , pero es 
bueno mencionar una convención a cerca de la rotación 
que genera un ángulo trigonométrico y su medida. 


Pos Medida ] 
7 aná s 

horario negativa 

Sentido Medida 

antihorario positiva 
EJEMPLO : - 

0 <fo ) ¡2% 

Nótese en la figura : A 


*“g”es un ángulo trigonométrico de medidas positiva, 
* “g” es un ángulo trigonométrico de una medida 
negativa. 
>se cumple : x=-09 

*dLugulo nulo: 

Si el rayo no gira , la medida del ángulo será cero. 


"Angulo de una ella: 
PEI E es 


Se genera por la rotación completa de un rayo, es decir 
su lado final coincide con su lado inicial por primera 
vez. 


1V -1V 
== > 


MEDICIÓN DE UN ÁNGULO 


Cuando medimos un ángulo , tratamos de asignarle 
un número que indique la magnitud de este . Se debe 
tener presente para un ángulo positivo , que cuando 
sea mayor la rotación , mayor será el ángulo. 


ÁNGULO DE UNA VUELTA 


Es aquel que se genera , cuando el lado final e inicial 
coinciden por primera vez luego de cierta rotación . 
Podríamos asignarle a este ángulo el número 1 y decir 
que ángulo de una vuelta es: 1V. 


La forma más lógica para medir el ángulo es el número 


de vueltas o llamado también número de revoluciones 
,así podemos obtener de manera natural los ángulos y 
sus asignaciones numéricas , como se muestra en la 
figura. 


1y = 3600 


Sin embargo , estos no son los números que la mayoría 
de nosotros estamos acostumbrados a utilizar, cuando 


medimos los ángulos. 


CARACTERÍSTICAS 


ID) La medida del ángulo trigonométrico no se encuentra 
sujeto a restricciones pudiendo ser un ángulo de 
cualquier magnitud. 


Fig. 1 


$ 
Fig. 


En la figura (1), el ángulo trigonométrico mide “3 
vueltas”, en la figura (2) el ángulo trigonométrico mide 
“- 2 vueltas”, 


11) Si se cambia el sentido de la rotación de un ángulo, 
entonces su medida cambiará de signo. 


A 


OBSERVACIÓN : 


Para realizar operaciones con ángulos trigonométricos 
estos deberán estar en el mismo sentido. 
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* De la figura se tiene : 


a+(-0)= Vuelta 


1 
-0==Vv 
>a-0 3 


PROBLEMA 1: 
Del gráfico siguiente: 


Indicar cuál(es) de las proposiciones son verdaderas 
(V) o falsa (F): 


DEs: a=0 

1) a+B=180" 

HI) 0 es un ángulo positivo y es un ángulo negativo 
A) VVF B) VFF C) VFV D)FFV 
RESOLUCIÓN: 


* Para relacionar ángulos trigonométricos estos deben 
de tener el mismo sentido. Luego, en el gráfico: 


B 


DFALSA , puesto que: -a=0 
HI) FALSA , puesto que: a+ f£ = 180" 


HI) VERDADERA , puesto que Q tiene sentido 
antihorario y e sentido horario . 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
Interpretar “x” en función de "a" y "f" 
apra A B 
B)JB-a 
C)-B-a B 
D)2a- B 
Eja-2f8 0 Cc 
RESOLUCIÓN : 


* En primer lugar se debe tratar que los ángulos 


presentes aparezcan en el mismo sentido, de 
preferencia sentido antihorario . Por lo tanto el gráfico 
queda así: A B 


SB 


*Donde se aprecia que : 0 C 


=x=-Pra>x=P-a 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 3: 


Del gráfico , se cumple : 8 


p 


A)JO+B= vuelta B) B-0= 1vuelta 


C) B-0= vuelta D)0-fp = ¿vuelta 
RESOLUCIÓN : 
* Colocando todo en sentido antihorario : 


1 
4 (-0)+ B= vuelta 


B >$-0= vuelta 


RPTA: “CY 
PROBLEMA 4: 


Calcular “ax”, en función de "a", "f" y "0". 


Ajx=a+B+0 
Bljx=a-fP-0 
Cjx=a+B-0 
D)x=a-pP+0 
E)x=-a-B+0 


RESOLUCIÓN : 


* Según las recomendaciones anteriores, trataremos 
de colocar los ángulos en sentido antihorario : 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 5: 


Calcular “x” 
230" A)- 907 
B)- 190" 
C)- 1967 
320”  D)-80* 
E) - 180* 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando en un mismo sentido : 


* Del gráfico : 

230" +x +320" =360" >x =-190" 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 6: 

Indicar la relación que se cumple 

entre "4" y" 

ntre "$ y "fp" B 

Ajó + B=390" 

BJé- B=90* 

C)p+ B =-90” B 

D)-4-B=90" 

RESOLUCIÓN : 

* Ordenando el gráfico : 


8 
0 A 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 7: 
Calcular “a”. 
A) 30" 
B) -30* 


C)15" 30- 6x 

D) 10* 

E)-10* 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando en un mismo sentido : 


3x +30" 


90 
6x - 30% 


3x+30* 


* De la figura : 

BASH +6x — GO=180" => x = 107 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 8: 

El gráfico mostrado, indicar la 

relación que existe entre 

"a, "Py". 


B AJB-a+0=180" 
B B)JAB+a+0=180 
C)fA—a-8=180 
D 0 A Dja-$-0=180" 


RESOLUCIÓN : 


*Replanteando el gráfico a nuestra 
conveniencia : 


D 0 A 
* Por lo tanto :B-a-—0=180* 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 9 : 
Calcular “x”, en función de 
ey "fr. 


Aja+B 
Bja-fB 
Cja- 28 
D)JB-a 
E)-a-f 


RESOLUCIÓN : 


* Como “x” está en sentido 
antihorario ; vamos a procurar que 
todos los ángulos aparezcan en el 
mismo sentido ; para ello sólo 


cambiamos "$"; quedando : 


Se aprecia: 
7 a+(-8)=x 
>x*=a-pB 


RPTA: “B” 


2012 


PROBLEMA 10 : 


En el gráfico mostrado, ¿cuál es el 
valor de “y”? 


Ajx =450"-9 

Bjx=270"+0 

E Cjx = 540" -0 

(3 D)x= 450"+09 

Cc Ex = 440" -0 


RESOLUCIÓN : 
*Graficando o E 


*Porlo tanto: — x-907—1 8 
Ba 90" =3607 A 
>x=450+0 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 11: 
Calcular “x” del gráfico : 


AJ1 vuelta —a— 8 
B)1 vuelta +0 PB 


B SS C)1 vuelta -a+ $8 
= 1 
D)z vuelta -a-f 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando todos los ángulos en 
sentido antihorario ; tenemos: 


4 


a+(-B)+x=1 vuelta 
a-PB+x=1 vuelta 
>x=1vuelta-a+ fp 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 12: 
Calcular “x”, en función de 
a "Py 


AJa+p+0 
Bja-B+0 
Cja-fB-0 
D)JB-a-0 
EJB-a+0 


RESOLUCIÓN : 
* Note que el ángulo pedido está en 
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sentido horario, así que vamos a colocar todo en dicho 
sentido ; así : 


x=(-0)+ B4+ (a) 


Ordenando: 
A 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 13 : 
Del gráfico , se cumple : 
Aja+f = vuelta 

1 
Bla-fP= q vuelta B z 
C)Jf-a= vuelta a 
D)Ja+f=0" 

RESOLUCIÓN : 


* Colocando todo en sentido antihorario : 


(-a)+ f =— vuelta 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 14 : 


- Del gráfico , se cumple : 0 
AJa+0=1 vuelta 
Bja-9=1 vuelta (5 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico , colocamos todas las rotaciones en sentido 


C)Ja+0=0" 
D)J0-—a=1 vuelta 
antihorario : 


a+(-0)=1 vuelta 
>a-0=1 vuelta 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 15 : 

Del gráfico mostrado calcular el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

Da+pro0=lo ma-pro=lo mm p-a-o=lo 
ES NES 2 2 


21=-10-0 


A) VVF > 
B) FFF B 

C) FFV 8 a 

D) VFV 

E) VVV 0 
RESOLUCIÓN : 

* Colocando en un solo.sentido : 


(—a)+ B+(-0)=h0=>-a+p-0=hv 
> PB-a-0=hv 


* Porlotanto:D)F ; IF y UD V 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 16 : 


En el gráfico mostrado ¿cuál es el valor de “x” ? 


A) 3vu+0 
B) 4v-0 


C) Goto 


D) 0-0 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura: 


1 1 
+1 -0-Eyp)]= -0-2y= 
x to 2») lv>x-0 q lu 


x 


1 
>x-0=104+= 
x 1 qe 


2-0=7v=>:=2v+0 


PROBLEMA 17: 
En el gráfico mostrado. calcular “ac”, 


Ajto-0 
Bilv+0 ÓA 
06-20 A 
D)-10-0 
RESOLUCIÓN : 


* Dela figura: 10+x =-0 


A IETHIAS 


PROBLEMA 18 : 
En el gráfico mostrado. Calcular “x”, 


AJ5u-0 
az -0 
a+. 
D)j3v-0 
nE-o 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura : 


pa 
4 
=0= Lo 
* Despejando : «=50+0 
RPTA: “C” 


PRACTICAR 


(CD Indicar verdadero (V) o falso (F) : . 
D Ss a  —*“u”esnegativo( ) 
m 


a  —“«”espositivo( ) 


1D A “a” es negativo [ ) 
a 


A)JVVV B)FFF  C)VVF D)FVV  EJVFV 


a vuelta -9 


BD vuelta —- 29 


1 
C)3 vuelta +0 1) 


1 Y) 
DG vuelt =S 

1 0 
BJ vuelta +3 


AJ90"+a+0 
B)180"+a-0 x 
C)270"+a-0 0 a 
D)180"+0-a O 
(A) Determinar “x”: 

45% 
E x 
c)90* 
D)10* -3x 
EJ50* 0 Cc 
(E3) Determinar “x”: 
A)50* -100* 
B)-50* 
C)30* 150" An 
D)-30** E)-45* 


(09) Determinar “x” 


A) 1 vuelta -a—fB a 

B) 1 vuelta +a-fB 

C) 3 vuelta -a-B B x 
D) A vuelta +a-B 

E) 1 vuelta -a+f 


(3 Indicar la relación correcta , dado el siguiente 


gráfico : 
x 
a 
B 


A) 360*+a+ 8 
(03) Indicar el valor de “x”, si OM es bisectríz de 


B) 360"+a- $ 
<AOB- A 
20” x M 
3x-40" 
B 


C) 360”-a-fB 
D) 180"+a- f 
E) 360”-a+ fp 
AJ5 

B) 10* 

C) 165" 

D) 207 

E) 30" 
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09 Calcular * %” del gráfico : 


4) 10" 
BJ 15" 
C) 20" 
D) 25" 
E) 30* 


(OM Si: 1; 


L; /1 L,» calcular : “%x” 


A) 10% 
B) 20* 
C) 30* 
D) 40" 
E) 50" 


(O) Dela figura, hallar “x”. 


= 


(SHallar “2” en función de “a” y “e ”, además: OF 
es bisectríz del ángulo AOB: 


a+0 
A) 3 
D-0 :+0 
az 
3 a-3x 
a+0 
DG 
o 


(3) Del gráfico mostrado , ¿cuál es ds valor de “a”? 


a vuelta - 0 
mi vuelta - 9 
5 
la vuelta +0 x 
Dz vuelta +0 (:) 


mó vuelta -0- 
. (9Del gráfico mostrado, indicar verdadero (V) o falso 


(E) según corresponda : 
Le 


vn vuelta 
na vuelta 
oz vuelta 


Di vuelta 


Da+p 3 vuelta 
IDa-fPB= 3 vuelta 


unp=a=2 vuelta 


AJVVVv B)FFV 


C)FEF.  D)VEV—E)FVV 
(13 Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 


1) Al sumar ángulos en diferentes sentidos ; resulta 
una ángulo negativo emmm l) 


TI)Al sumar dos ángulos negativos resulta un ángulo 


Negativo ses. PR 
TI) Los ángulos negativos tienen sentido antihorario 


A) VVV  B)FVV C)FVF  D)JVFV EJFFF 
(9) Hallar la relación correcta : 


Aja +fPB= o vuelta 


O bes la relación correcta : 


Bja+ PB == S vuelta 
Cja-B= s de 
Dja-B==% 2 vuelta: 


E)JB-a== 7 vuelta 


Aa=8 
ES 

Cja-p=2 e 
Dja-B= 5% 

Eja-3B=20 


7 L, 
A) -40" B)-50* L; 
C)60" D)70* A 04 50 
E) 75 


(WDDeterminar “xr”: 


AJa+0 
BjJa-0 
C)J0—a 
D)-a-9 
E)2a-0 


Ed)Determinar “x” del gráfico 


ITA RIA 


GPDe acuerdo al gráfico , señale lo correcto respecto 
a los ángulos trigonométricos mostrados. 
Aja+0-85-f=1 vuelta 
BjJa+0+5- f=1 vuelta 
Cja+0+58+f$=1 vuelta 
D)J5+ fB-a-0=1 vuelta 
EJó+fB+a-0=1 vuelta 
(3) Del cr señale lo correcto : 


pra 


(EA Del ná ico , señale lo correcto : 


DJ0-fB= puelta + 


Olalar* 'x” en función de los ángulos mostrados. 


AjB+a=Z 7 vuelta 
B)B-a= 1 vuelta 


C)jB+a= z vuelta 


D)JPB-a= vuelta 


AJP-0== 2 vuelta 
> 
BJ0-fpB= 3 vuelta 


c)B-0 =3 vuelta 


Aja— fB-90* pe 
Bja+f =90* a+B 
C)B-a+90* 

D)B +a+90* 

EJ90"-a- fp 


(63) Hallar “x” en función de los ángulos mostrados. 


AJB+a-0 
B)B-a+0 
C)JB-a-0 
D)B+a+0 
“Eja-B+0 
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(GD De acuerdo al gráfico; señale lo correcto respecto a 
los ángulos trigonométricos mostrados. 


AJa+PB+0=1 vuelta 
BJa+fB-0=1 vuelta 
C)ja- fB+0=1 vuelta B 


Dja— $-0=1 vuelta e 


(M)En este caso , Calcular “x” en función de los 
ángulos mostrados. 


Eja+B-0==zvuelta 


AJ0r+a YA 'B 
B)0-a 

C)a-0 AQ, 
D)-0-a O C 


(3) Con ayuda de la figura mostrada, luego el valor de 
“a” será: 


A)J5* 
C) 18? 
E) 30” 


(E De la figura ; calcular “aw”: 


A) a+ pB=90" 
B) f-a=90" 
C) B-a=-180" 
D)a-B=90" 
E) a+f$=180" 


BJ10* 


D)20* 8x 


-2% 


(043) De la figura; calcular “a”: 


(3) De la figura ; calcular “a”: 


ajgor-2 
2 


B)90” E 
2 


0 
C)180" -= 
, 2 


g A O D 
2 


B C, 


D)180* + 
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(9 Si en el gráfico OX y OY son bisectrices 
del ¿COB Y ZAOB respectivamente ; señale lo 


B 


correcto. 
AJa-2f =90" 
Bja- fB=270" 
Cja-2f = 180" 
D)a-2f = 360" 


(63) Del gráfico , se cumple : 


AJP+ra= 5 vuelta 
B)JB-a= ruelta 
C)J28+a= vuelta 


(69 De la figura : 


AJa+c=b 
Bja-c=b e 
Cja+b=c 
Dja-b=c 


á 
b 


(MDEn la figura mostrada, calcular el valor de “zx”. 


A) 18 
B) 18,5 
C) 19,0 
D) 19,5 
E) 20 


(O) Calcular el valor de "a"y"f".Si: a+f8=90" 


3(x+2)" 


AJa=0"; B=360" 

B)a=225”; PB=-135” B 

C)a=240"; fB=-150" a 

D)Ja=135"; B=-225" 

EJa=150"; B=-240" 

(2) Indicar la verdad de las proposiciones: 
Da=430" y f=30" entonces a y f£ son coterminales. 
1)a=5 vueltas y f=4vueltas , entonces a y f son 
coterminales., 

'IIl)a=120" y A=840" entonces a y fson coterminales 
A)JFVV B)VFV GC)JVVV D)FFF  EJVFF 
(HDos ángulos coterminales a y £ cumplen que : 


Ls 0< f;600* <a + B<1900”, luego un valor de 
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"gq" será: 


A)600* B)700* C)720* D)1440*  EJ980” 


x 
(De la figura mostrada , el valor de y Será: 


x xr 


100 
2: 
pao y 


A) 


x 
Él 
AE 


3% 

xH 
((3)Del gráfico, señale la relación correcta entre "g" y 
Dja+ $ =-90* 


"gr 
a B 
E)B-a=90" 


AJa+ PB =180% 
B)B8-a=180" 

(19) De acuerdo al gráfico ; señale lo correcto respecto 
a los ángulos trigonométricos mostrados. 


Cja+ f=390% 
AJa+B+0=1 vuelta 
B 
0 a 


Bja-P-0==Zvuelta 
Cja+P-0=Zvuelta 
D)Ja-fB-0=1 vuelta 
EJa+ B-0= vuelta 


(De la figura ; calcular “x”: 


ES 


Aja-0 

BJ0-a 

CJO+ a 
D)-a-0 

EJN.A 

(GS Calcular “a”. 


DD —— E — 
yn 1] e 
1 PA pa: 
SE Le 
A 


Los instrumentos de medición que fue creando el 
científico para ayudarse en la investigación 
permitieron recoger los datos sobre los que se basarían 
los posteriores cálculos que procesarían la información 
tomada de los hechos . 


Expresar la medida de los ángulos en términos del 


ángulo de una vuelta no es muy común y poco práctica 
, para ello utilizamos los sistemas de medidas 


Los sistemas de medición angular fueron inventados 
con la finalidad de medir con exactitud y precisión al 
ángulo , siendo tres los sistemas más conocidos , los 
cuales son : seragesimal , centesimal y radial, siendo 
el primero muy utilizado en aplicaciones de ingeniería 
, topografía y navegación . 


SISTEMA SEXAGESIMAL 
O INGLÉS (S) 


Es el sistema más utilizado en las aplicaciones de 
ingeniería , navegación ,ete 

Es aquel sistema cuya unidad de medida es el grado 
sexagesimal (1”) , el cual resulta de dividir el ángulo 
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¿X_ Se divide en 360 


LD LIvta 
A AA partes iguales 


19/3600. 


L vuelta 


* Unidad : 1 (grado sexagesimal) 


> [<1 vuelta =360"| 


tal que: 
* Sub unidades : 
60" cimerno (1* : minuto sexagesimal) 
P=60"enceros (1” : segundo sexagesimal) 
* En consecuencia : 1?=3600” 


* Además debemos tomar en cuenta que : 


o 
A A z ) 


EJEMPLO : 


28" 24' 3" =28"+24'+3" 
NOTA: 


El sistema sexagesimal es un sistema de numeración 
posicional que emplea la base sesenta. Tuvo su origen en la 
antigua Babilonia. También fue empleado, en una forma más 
moderna, por los árabes durante el califato omeya. El sistema 
sexagesimal se usa para medir tiempos (horas, minutos y 
segundos) y ángulos (grados, minutos y segundos). En dicho 
sistema, 60 unidades de un orden forman una unidad de 
orden superior. 

El número 60 tiene la ventaja de tener muchos divisores (1, 
2;3;4;5;6;10;12;15;20;30 y 60), con lo que se facilita el 
cálculo con fracciones. Nótese que 60 es el número más 
pequeño que es divisible por 1; 2;3; 4;5 y 6. 

Al contrario que la mayoría de los demás sistemas de 
numeración, el sexagesimal no se usa mucho en la 
computación general ni en la lógica, pero sí en la medición 
de ángulos y coordenadas geométricas. La unidad estándar 
en sexagesimal es el grado. Una circunferencia se divide en 
360 grados. Las divisiones sucesivas del grado dan lugar a 
los minutos de arco (1/60 de grado) y segundos de arco 
(1/60 de minuto). 

El uso del número sesenta como base para la medición de 
ángulos, coordenadas y medidas de tiempo se vincula a la 
vieja astronomía y a la trigonometría. Era común medir el 
ángulo de elevación de un astro y la trigonometría utiliza 
triángulos rectángulos. 
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El primer sistema sexagesimal conocido en la historia fue el 
creado en la antigua Mesopotamia entre los años 2000 y 3000 
a.C. Este sistema usaba la cuña y para representar unidades 
del 1al 10 y la cuña horizontal < para representar las decenas. 
A partir del número 59, usaba un criterio posicional. 


1 


1x7 1260 Dx Ed = 443 

La supervivencia actual del sistema sexagesimal en la 
medida de los ángulos y el tiempo se debe a su adopción 
por los griegos para los desarrollos aritméticos. 
OBSERVACIÓN : 

Los ángulos se miden en grados, minutos y segundos 
sexagesimales. El grado sexagesimal es el ángulo que 
se obtiene al dividir la circunferencia en 360 partes 
iguales, 


+ Un grado sexagesimal tiene 60 minutos: 1? = 60' 
+ Un minuto sexagesimal tiene 60 segundos: 1' = 60" 


minutos 


EJERCICIOS : 


grados segundos 


Pasa a minutos las siguientes medidas de ángulos. 


7 =7x 60 = 420' 34 12 =34x60+12= 
15 = 26 7= 
25 = 40 51'= 
34 = 52 26= 


2 Pasa a segundos las siguientes medidas de ángulos. 


12=12x60= 32 19'=32x 60 +19= 
28 = 178"= 
S=5x60X60= 2143 = 
19 = 1456" = 


Pasa a segundos las siguientes medidas de ángulos. 
4" 35 17" = 4X 60X60 + 85x 60 + 17= 
6957= 
18 20 41"= 
2235 19 = 


28 
o A O 


180" = 180560 = 720" = 


300" = 960" = 


a Pasa a grados las siguientes medidas de ángulos. 
420 = 14400" = 14000+ 60+ 60 = 


660 = 32400" = 


Expresa en grados, minutos y segundos, 


* 24 983" 


AE 24 983" =6* 56 23" 


* 51 092" 


SISTEMA CENTESIMAL 


O FRANCÉS (C) 
Sistema cuya unidad de medida es el grado centesimal 
(15), el cual resulta de dividir el ángulo de una vuelta 


en 400 partes iguales .Este sistema es de poco o nula 
aplicación práctica. 


Se divide en 400 


partes iguales - Lota 


A 
1 vuelta... 


* Unidad : 1* (grado centesimal) 


<1 vuelta 3 


Tal que: 1" = 
at que; 200 


* Sub unidades : 
1=100"......(1" : minuto centesimal) 


IRIGONOMETRIAR 2 O IA CICAD ROTA) 


I"=100 vou (1* : segundo centesimal) 
* En consecuencia : 1*=10000* 


NOTA: 


El grado centesimal admite como submúltiplos el minuto y 
el segundo centesimales. El minuto centesimal es la 
centésima parte del grado centesimal y el segundo centesimal 
es la centésima parte del minuto centesimal. 

Este sistema, que tiene la ventaja de que los múltiplos y 
submúltiplos están vinculados por potencias de 10, pretendió 
reemplazar al sexagesimal, pero no consiguió imponerse 
dado que la casi totalidad de los aparatos para medición de 
ángulos: sextantes, teodolitos, brújulas, etc., están 
graduados según el sistema sexagesimal 


GRADO CENTESIMAL : Cada una de las porciones 
quese consiguen al dividir el ángulo recto en 100 partes 
iguales . 

En el sistema centesimal , la circunferencia se divide 
en 400g , cada grado se divide en 100 minutos y cada 
minuto en 100 segundos . Los segundos se dividen a 
su vez en décimas , centésimas , milésimas ... 


Los grados centesimales se designan añadiendo el 
superíndice « g » a los grados ,« m » a los minutos y ,, 
«8 » a los segundos . 

12% 35” 47,08'= 12 grados , 35 minutos , 47,08 
segundos 

* Además debemos considerar que : 


SISTEMA RADIAL 
O CIRCULAR (KR) 


Llamado también internacional, el cual es un sistema 
cuya unidad de medida es el radián (1rad) el cual 
representa la amplitud de un arco , en donde su 
longitud mide igual al radio de la circunferencia que 
lo contiene . 

La medida de un ángulo en radianes (número de 


£ 
radianes) viene expresado por :0 = E: 


SS 


Lados del IN 
AS, 2 Ángulo DN 
* El ángulo de una vuelta mide : 


1 vuelta 


[360*= 400% = 2aradl y 


EJEMPLO : 


£ _ dem 
> ici ¡0=—=—= 
De la definición :0 A 2 


* El número 2 no tiene 
0 unidades , así un ángulo 
de 2 (radianes) significa 
un ángulo que subtiende 
de un arco cuya longitud 
es dos veces la longitud del 
radio (£=2r). 


OBSERVACIÓN : 


* El ángulo de media vuelta mide : 


180* = 200% =xrad 
3 vuelta 


* Aproximaciones de “y ” 


* |133,1416 

+ [raJs+J2] > 
EQUIVALENCIAS FUNDAMENTALES 

m< vta = 360” = 400% = 2xrad| 

 2erad=000 = [e rad=107] 

= 2erad=008 [ersd=300 

> 360" = 400% =[9" = 10*] 


90* =100* = E rad 


Oh Nor/6 
21 
> ANS PS 


do en el lenguaje matemático no se escribe 
“radianes” pues ya se sobre entiende, por ejemplo, 


se escribe sen 5) en lugar de sen 5 rad) : 


Hamas QUE 

el los asocio 
A 

ns de cm main de en 2 30 


a parts 
iy dnde gls el os id 


¿Esástir algán sistema de mecida de dogulos relacionado con el 
itena decimal? La sespuesta 


ES racián mide el ángulo que ha pirado una rueda cuando la 
anta he rodado una distancia igual al radio de la misma. 


Es una práctica usual denotar un ángulo y su medida von la 
misma letra. Así so oscrlbe a = 45" =7 para indicar el ángulo 
a que mide 45” (an el sistema sexagosimal) o blenF (en el 
slolema ración), 


FACTORES DE CONVERSIÓN 


Son fracciones equivalente a la unidad y se obtienen 
dividiendo dos cantidades equivalentes , colocando en 
el numerador una medida en la unidad deseada y en el 
denominador se coloca su equivalente en la unidad a 
eliminar, 
MAGNITUDES ANGULARES 
EQUIVALENTES 

*<1 vuelta : lv => 360”= 400%= 2x7rad 

*<Llano : 1/24 > 180"= 200*=xrad 

* Grados : 9 =10% 

*<Recto : 114 => 90”= 100%= 1/2rad 
Nola: 


“Para convertir un ángulo de un sistema otro , 
multiplicaremos por el factor de conversión”. 


EJEMPLO 1: 

convertir a radianes la siguiente magnitud angular 
a=12 

ESO LLC . 


EJEMPLO 2: 

Convertir a radianes la siguiente magnitud angular 
B=15 e ñ 

RESOLUCIÓN : 


lagnitud equivalente 
arad = 200% 


7% arad _ 32 a 
2005 peri 


> fP=15% x 


EJEMPLO 3: 


Convertir a sexagesimales la siguiente magnitud 
angular 9=24g 


nitud equivalente | Factor de Coni 


EJEMPLO 4: 
Convertir 36” a radianes. 
RESOLUCIÓN : 


* Como : 


xrad 


rad =180" > 


* Ahora: 


xrad _ 36 


=83 
ya 180% 180 


xxrad=Erad 


EJEMPLO 5: 
Convertir 90* a radianes. 
RESOLUCIÓN : 


* Como: arad 


ss 


a rad =200€ > 


* Ahora; 908 = dE = rad 


EJEMPLO 5: 
Convertir a radianes y sexagesimales la magnitud 80*. 
RESOLUCIÓN : 


80D. =720 
gos 7 Ss 
80*,2rad -2:rad 
2004 5 
EJEMPLO 6: 


8 
_.. 
RESOLUCIÓN: 

* Recordemos : 1*=60* 
* Reemplazando en : 


Calcular: E= Le 


1%=100" 9 


ATRIGONOMETRIAS 
100” 10% 


e O E=60 + 100 +2 = 162 
E Fu + PA + ra > + 
EJEMPLO 7: 
Calcular «a + b»sabiendo que : gred =ab' 
RESOLUCIÓN : 
* equivalencia: arad = 180” 
x 180 _180_45 4 +1" 
rd AL --29+30 
de 
conversión 
* Luego : Frad=22* 30 
*Comprobando: a=22 ; b=30 
*Entonces : a + b=52 
Notas: 


*Cuando se escribe grados , se refiere a los 
grados sexagesimales . 

“Para convertir de un ángulo de un sistema a 
otro ; multiplicaremos por el factor de 
conversión”. 

EJEMPLO 8: 


Convertir a sexagesimal y radianes la siguiente 
magnitud angular «=16* 
RESOLUCIÓN: 


D 16 * >sexagesimales (*) 


Factor de conversión =?— 
108 
* Luego : 
gs. 1148 72. 
=16 === == 
a=16' 05 10. 5 14,4 
HI) 16 * >radianes 
. arad 
Factor de conversión === 
2005 
* Luego : 
arad _l6arad_2x 
=168x A 2 ALEA 
a=16x 200 is 
Recuerda ! 


En un sistema de medición dado , para pasar de una 
unidad superior a una inferior se multiplica por la 
equivalencia respectiva . Para pasar de una inferior a 
una superior se divide entre la equivalencia respectiva. 


Por ejemplo , para el sistema sexagesimal se tiene el 


EJEMPLO 1: 
Convierte 15"26'35" a segundos sexagesimales. 
RESOLUCIÓN: 

15” 15x3600""54000" 

26' = 26X60" = 1560" 


*Luego : 
15"26'35" = 54 000" + 1560" + 35" =55 595" 


EJEMPLO 2: 


Convierte 24,3075* a grados , mínutos y segundos 
sexagesimales. 


RESOLUCIÓN : 
* 24,3075” (se queda con la parte entera) soammmmmed? 
* 0,3075"=0,3075X60' =18,45....(parte entera)...18' 
* 0,45 = 0,45x60' = 27" 
*Luego : 24,3075" = 24"18' 27" 
EJEMPLO 3: 
Convierte 39 864" a grados y minutos sexagesimales. 
RESOLUCIÓN : 

39864 | 60 

39840 664 | 60 

24” 660 11” 
4 

> 39864" = 11424" 

EJEMPLO 4: 


Hallar el número de mínutos sexagesimales de un 
ángulo positivo , si se sabe que el producto de su 
número de grados y segundos sexagesimales es 32400. 


RESOLUCIÓN: 
* Sea: Mess.» (mínutos sexagesimales) 
$ : número de grados sexagesimales 
Pp : número de segundos sexagesimales. 
* Luego: Sxp =32 400..amomoooo(1) 
* Reemplazando equivalencias: S = 3 600p 
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* Reemplazando en (1): (3 600p)p = 32 400 
* resolviendo ; p=3 
* entonces : m =60'(3)=180* 


PROBLEMA 1: 

D) Convertir 36” a grados centesimales, 
11) Convertir 15%a (rad). 

111) Convertir 80% a (rad). 
RESOLUCIÓN : 

I) Utilizamos : 9? = 10%, entonces: 


ES 
3 Ez gos 


z 


1) Utilizamos : 180% =x rad, entonces: 


BO 


RESOL VOI ÓN: 


* Hay que convertir en un mismo sistema para poder 
Operar : $ 


= ¿rad > sexagesimal 


rada geo 00 


rad 

* Reemplazando : P= ES =7 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 3: 
091 

Simplificar : ez 
A) 61 B) 72 CJ52 D) 41 E) 60 
RESOLUCIÓN a 

22+2' 


*Dela expresión: PREZZO 


(tenemos que expresar en una misma unidad - 
minutos) 


* Recordar : 10 =60'=> 2 =120' 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 4: 


Del gráfico mostrado, calcular “xr”. 


A) 26 A 
ye, 9) 

C)-24 

D)-27 B 160” 

E) -17 

RESOLUCIÓN : 


* Del gráfico : (5x - 9)? =-1605 
* Transformando el miembro derecho al sistema 


2 E) 
sexagesimal : (5x—9)"=-160% x= 
ge (6x9) pa 


> (5x-9)”=- 144” > 6x -9=-144 
> 513-135 > x=- 27 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 5: 
¿Cuántos segundo hay en : $ =2%4'5"? 
A)7444 B)7445 C)7446  D)7404 
RESOLUCIÓN : 


es 


* Pasaremos a la misma unidad : f=2"+4'%+5" 
* Recordar que: 


*(1” =3600"|> 2” =7200" 
*1'=60"|> 4'= 240" 


* Luego: B=7200"+ 240"+5"=> B=7 445" 


PROBLEMA 6: 
¿A cuánto equivale 
sistema? 
4J30* 5.6085 5 E 
Ps 2x A o 
C)72 580€; rad D)64” ; 70% 


RESOLUCIÓN : 


* Sistema centesimal: za vuelta) la 00% 


ATHIGONOME TRIAS 


* Sistema radial: ¿a vuelta) = ¿er rad)= E rad 


* Se pide : 720; 808; 2 rad 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 7: 


Del gráfico, calcular “x”, si DG es bisectríz. 


A)17 e Ss 4B 
BJá 3 
C)16 S 
dare 49, 9 
EJ8 

0 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando los ángulos en sentido antihorario; como 


DC es bisectríz, entonces: 
€ ES 
(6=+8)”=(6x 9)" a >/* 
> 6x+8=6x —9 ANS 
> 8+9=6x% — 5x > x=17 
0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 8: 
Señale el valor de : a 
qna 
AJ1 BJ2 C)5 D)4 E) 6 
RESOLUCIÓN : 


* Como los ángulos están en unidades diferentes; los 
vamos a expresar en las mismas unidades para poder 
operarlos. Todo lo convertimos al sistema sexagesimal; 
sea: 


9 
308: Y - gqo 
AT 
180* 27 +23% _ 50 
AE 100 EZ 
B 18 E 10" >C 10 Pa 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 9 : 


Enu un triángulo, .dos de sus ángulos miden Erad. y 
rad ¿Cuál es la "medida sexagesimal del tercer 
éngulo? : 


AJ30* B) 340" C)840* Dj60> EJ50* 
RESOLUCIÓN : 

*Graficando , se nota que sólo debemos sumar los 
ángulos e igualar dicha suma a 180”. Pero primero 
convertiremos todo al sistema sexagesimal: 
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x 180* 
Ao 
ase 180% _ se 
3 xrad 
> 90460" + x =180* 
>2-90 MEA 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 10: 


Del triángulo mostrado, calcular la medida del ángulo 
“B” en radianes. 


RESOLUCIÓN : 


* Transformando todos los ángulos al sistema 
sexagesimal ; 


A 
B=9x" 

¿FE E 20 e 
Ci Td 


> A+B+C=180" >3x” +9x” +6x” =180" >x=10 
* Como: 
B=9x" => B=900x 2202 _ 


= 
180% 2 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 11: 


Del gráfico, hallar 9” e 0 08 ista 


4)2 -C)J6. DJ12 


BJ4 > 
RESOLUCIÓN: 


EJ 18. 


* Colocando los ángulos en sentido antihorario ; como 
OC es bisectríz , entonces ; 


(5x —3)"=(6x — 9)” 
> 5x-3=6x-9 
> -34+9=6x —-5x 
>x=6 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 12: 
Señale el valor de; C=2L+1E 
grada 
4)1 B)2 03 DJ4 EJ6 
RESOLUCIÓN: 
_ 27413 400 
a= 30, =2 => 12" Tap 720 
105 
>C=2 
180 
=Eradx 122 20 
RPTA ; “B” 


PROBLEMA 13: 
En un triángulo, dos de sus ángulos miden 5 rad y 5 


rad. ¿Cuál es la medida sexagesimal del tercer ángulo? 
A)84* B) 74% C)94* D)64 EJ54* 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando; se nota que sólo debemos sumar los 
ángulos e igualar dicha suma a 180”, pero el primero 
convertiremos todo al sistema sexagesimal: 


A 180 2 
== = (> 
A gredx rad 60" 
x 180" 
€ = rad qe 
. A A, 
Luego 7 > 


A+B+C=180" 
260" +34 36"=18" > x= 84” 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 14: 
Enun triángulo rectángulo, los ángulos miden (401) 
y (24n)”. ¿Cuál es el valor de “n”?. 
4) B)2 03 Dz 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando la situación; note para poder operar los 
ángulos deben estar en las mismas unidades ; 
Convirtiendo : 


3 
Dz 


e Ú 
C =(40n)% 0 36 


eee 


qe 
LC) 
A B 
* Luego , sabemos que : A + C = 90? 
* Esto es: 
(24n)"+ (36n)” = 90” => 60n =90=>n == 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 15: 
Calcular “x”, en la igualdad : 
Grad + (40:)%=38? 


1 
D) 3 


A)J1 B)2 > 5 
RESOLUCIÓN: Es 
* Para poder operar , convertimos todos al sistema 
sexagesimal ; sea ; 
ES arad A 180% 
9 xrad 


Edd > 
B NA = (36%) 


C)3 


>a=20* 


* Reemplazando : 
20"+(36:)'=38' > (861J'=18' => x= 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 16: 


Simplificar : €= E 


A) 36 B) 46 
RESOLUCIÓN : 


C)56  D)66 EJ76 


* En la expresión : q ¿EI +4 
4 4 

* Tenemos que expresar en minutos, para poder operar 

¡como : 17=60'> $ = 180" 

180 + 4 

PA 


* Luego: C= 10 02d 


PROBLEMA 17: y 
¿Cuántos segundos hay en ; ¿LS PAI 
4)4 B) 384 C) 7384 D)7944 

RESOLUCIÓN: E E 
* Pasaremos las unidades a segundos ; así :- e 


ISI ZLIAAS 


E 


* Como: 
1"=3600" > 2”=7200" 
1'=60"> 3'=180' 


* Luego : 0= 7200"+180" + 4" 0 = 7384" 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 18: 
¿Cuántos minutos centesimales hayen: 0. =3145"7 2 
AJ45 C)145 B)245  D)345 E) 445 
RESOLUCIÓN: 


* Convertimos todos a minutos: 

0= 3% 45"=35 + 45” 
* Como :]£ = 100” > 3% = 300" 
* Luego: 0= 300"+ 45" > 0= 345” 


PROBLEMA 19: 
ato: hallar ts 


7 BJ1S  0J27 
RESOLUCIÓN: : 
*Colocando todos los ángulos en sentido antihorario y 
convirtiendo al sistema sexagesimal : 


D)23 4 


a=706x 2 53 
105 


708 


* Luego : 
70g + x= 90" 
2 634 x"=90" > x"=27 > x=27 


RESOLUOIÓN: 
* Sea “a” el ángulo ;luego:a= (7n+1)” y a=(8n)* 


* Pero para poder igualar y operar , lo expresamos en 
la misma unidades: 


PCI 
a=(8n) Ex > 2 7 


- ej .. 
Ahora si; igualamos: (In+1)= 
* Operando: 35n + 5 = 36n>n = 5 
*Luego: a=(7n +1) =36* 
*Lo convertimos a radianes: 
x x 
= —_ =—rad 
a Ains 5 


RPTA: “C” 


RESOL U OT ÓN: 


* Graficando ; tenemos: 


A=(7n-2)” y C=(7n+4)", para poder igualar 
convertimos ; B 
Ó 


AD Le 


9 9 , 
>C= (m+ VA + 4) 


* Ahora si; igualando : A = C 
* Operando : > (7n-—2)" 5 (7m+4) 


70n -20 = 63n +36 

> 70n - 63n = 36 + 20 >7n =56> n =8 
* Luego : 
A=(7n-2) =54 ; 
* Como: 
A+B+C=180" >54* + x + 54” = 180" 
> 1 + 108" = 180 > x = 72 


C=A=54* 


RESOLUCIÓN : 


* Graficando la situación, note que para poder operar 
los ángulos deben estar en las mismas unidades. 


PROBLEMA 25 : 


Convirtiendo : 


e o pod 0 =(18n) 


A 
* Luego, sabemos que: A+C=90", esto es; 


(12n)” +(18n)” =90" > 30n=90>n=3 
RPTA: 


«q» 
PROBLEMA 23 : 

0 O A E 
Simplificar + F =—_—__—_-— 
e BH 28 438448 + ...+100% 


A)3,24 B)4,12  C)J442  D)4,98  EJ5,02 
RESOLUCIÓN : 
* Para este caso debemos recordar : 
1424 AD 
* Que al aplicarla, se obtendrá : 
( a, 
E 2 = 102 _ 102% 10% 4020 _, yo 
(290-301 101% 1018 9 909 
2 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 24: 
Si: 9=ab" D6' e7",esel complemento del ángulo de 


medida 14,39267, calcular: H=24? 

ví Bm. 02 D3 EJ5 
RESOLUCIÓN : 

*Debemos plantear : 

as" b6' c7"=90"-14,3925 

>ab" 66 c7"=75,6075 =75+ 0,6075 

>15* D6' 07"=76*+ 0,6075" x «e 

> a5" b6' c7"=75+36,450'=75"+36'+ 0,45" 


>05*D6'07"=75"+36% 0,457 


215 D6' 07"=75*+36'+27" 
:=>a5* b6'c7"=75%36'27" 


* Entonces: a=7;b=3 yc=2 


RPTA: “E” 


Al simplificar la siguiente expresión: y 
arre gr dar | 
5 +4 + + 5) 

Se obtiene en grados sexagesimales: 

10Y 2 > 20Y 9 Y 

a(5) a) or az) az) 

RESOLUCIÓN: 

* Factorizando “a”, se obtendrá : 


LS 
4 e (1149 Fm") ais 
5 (1119 Fm") ad 
da 


10€ 9 
* Transformando : K Es 7 Eon x—= 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 26: 
Dado al ángulo trigonométrico de la figura, luego 
o A 8 cumplen la relación. 


AJll2a=3pP 
Bjll5a=4f 
C)jl4ba=6f8 
D)162a=5f 
E)1814a=9fB A 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : q” =p" 
1E Pla 

m o 
>a”x 1007 B E 
NA 

100" 10% “60 60" 
e pg 
62x= 
> 1000 3600 102% =8B 


RPTA: “D” 
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RESOLUCIÓN : 
* De lo obtenido en el problema anterior, se obtendrá: 
5 


162a = =50> => 


* Se pide : 
FS «E 5 _ 
4b 162 
PROBLEMA 28 : 


Un ángulo 9, mide en los sistemas sexagesimales y 
centesimal m y n respectivamente, calcular la medida 
de « en grados eentesimales y unto esttésimales, 


(7) 

> n 

A) 21590" B)61% C)21596" D) 2136" E)23:36m 
RESOLUCIÓN : 


255 _ 
4x54 


125 _5 
216 6 
RPTA : 


“pr 


Del enunciado : m*=n8 => 2=2 .(D 
n 10 
* Ahora en ; A ¿1 
n' 9 
e 
a A scsro AE) 
n 9 
* Reemplazando (1) en (1) : 
a- (0x5) 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 29 : 


Para un ángulo central en el primer cuadrante sean a 
y f sus medidas en los sistemas sexagesimales y 


centesimal respectivamente. Si a: EA entonces 
la medida de eS ángulo en radianes. 
x de 
7 a 3 7 Da z 
RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado : 
O =P  =a=9k y B=10k 


* Que al reemplazarlo en la relación dada se obtendrá: 


9k= 27,2 got = 


10 *10k 27k+9 


>10k9—2k-1=0 A 


5 
> okt por negativo 
ES 
* Se pide : 
ES 3)= y ¿Arad_x 
P 10+( E agpr =4p e 
RPTA: “D" 


PROBLEMA 30 : 

Determine el valor de la sumatoria infinita siguiente: 
F=arad+9+50% Grad 45 +25 riada 2790 III 
4) 6007 B) 615" C) 630" D) 645 EJ660>. 
RESOLUCIÓN : 

* Agrupando adecuadamente : 
F=xrad+90'4+60+% rad +45”+ 25% hen. 


+ rad + 22030'+ 12550" +...(infinitos términos) 


* Ordenamos; 
ro dejo E o 
1 
3 3 43 


* Recordemos el uso de una progresión geométrica 
decreciente (suma límite): 


a+rart+tari+a.=;0<r<l 
1=-r 


£ 
* Que al aplicarla en “F”, se obtendrá: 


o E 
ri ral PO) (080% 
y-1 pill, 2 
2 2 2 
>F=2xrad+180" + 100% =630" 
360% 90 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 31 : 


Del gráfico siguiente, indicar cuáles) de las 
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RESOLUCIÓN : 


*Para relacionar ángulos trigonométricos éstos deben 
de tener el mismo sentido. Luego, en el gráfico : 


B 


IFALSO, puesto que:-a =9 

IFALSO, puesto que: $—a =180" 
HIVERDADERO, puesto que y tiene sentido 
antihorario y « sentido horario. 

RPTA: “C” 

PROBLEMA 32 : 


A partir del gráfico , calcular ;a-g 
A) 400? 
B) 360" 2 
C) 180 

D) 470" 9 

E) 4507 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 


a-9=1800+B+y 
zo 


>a-0=450" 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 33 : 


En un triángulo ABC se cumple que: 

A+B=32 rad; B+C=135" Dicho triángulo es: 

E B)Escaleno - rectángulo 

C)Isósceles — rectángulo D) Obtusángulo 

RESOLUCIÓN : 

* Dado: 
*A+B+C=180".. 


É CSA+B= a a 
ely ni X 


(1) 


1807 
xarad 


)=190 


* Reemplazando en (1): 

135+C = 180" > C = 45” 

>B+C=135* 
* Reemplazando en (1) : 

1354 A =180"> A=45"; B=90* 

=>Se trata de un triángulo isósceles rectángulo 
PROBLEMA 34 : 
Las medidas de los tres ángulos de un triángulo son: 
(ES a (x+1)radianes y (1+2)%" 
El mayor de ellos expresado en radianes es; 


100 1007 x EI ES 
100+% Bl 100+x o 100+x 2 10+x sn 90+x 
RESOLUCIÓN : 


10 10 
"(+2 =(+2)% x 


*(x+I)rad 
Como son los ángulos internos de un triángulo. 


“180 200 


xrad (*+2)rrad 
2008 200 


xa, (x+2)x xr(2x+2)  200(x+1) 
a = a A A 
200 200 *+O"> 299 +0 
Era cn0 e > 2x+100):+2(100+x)=200% 
E 991-100 
a+100 
Luego el mayor ángulo será: 
99-100 1007 ) 
Drad=| rad=| ——= A 
(+1) ( 5100 +1)rad=(5+1 e rad. 
RPTA : “B” 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


(3) Expresar en grados : 
a) 5316" 50" = 


b) 170” 36" 50" = 


Rpta : 53,28056556" 
Rpta: 170, 8138889" 


c)28” 10" = 
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d) 4536" = 
e)276" 09" 07" = 


(2) Expresar en minutos : 


Rpta : 45,01 
Rpta :276,1519444* 


a) 1629" 32" = Rpta : 989,57 

b) 148" 19" 37"= Rpta : 8899,6 * 
e) 4510" = Rpta : 2710" 

d) 82” 18" = Rpta : 4920,3” 
(E) Expresar en segundos : 

a) 35” 19" 43" = Rpta : 127183" 
b) 7240" = Rpta : 261600" 
e) 180" 19" = Rpta : 496819" 
d) 342" 18" 56" = Rpta : 1232336" 


(E) Expresar en grados, minutos y segundos : 


a) 38,466" = Rpta : 38 27" 57,6" 
b) 126,03334" = Rpta : 126” 02* 

€) 136,44" = Rpta :2* 16" 26,4" 
d) 362,62" = Rpta : 6” 02” 37,2" 
e)40436" = Rpta : 11% 13" 56" 
P/68367" = Rpta :18* 59" 27" 
(63) Reducir al sistema circular. Para 7 = 3,14. 

a) 42229" 36"=  Rpta:0,74 rad 

b) 150" = Rpta : 2,61 rad = (5/6)x rad 
e)36* 18" = Rpta : 0,63 rad 

d) 14636" = Rpta : 2,54 rad 

e)184,68* = Rpta : 0,05 rad 

1) 68348" = Rpta :0,28 rad 

8) 270= ., Rpta : 4,71 rad = (3/2)7 rad 
(9 Reducir al sistema sexagesimal. 

a) 1,36 rad = Rpta : 7757" 42,42" 
b) 0,28 rad = Rpta : 16” 03" 03,44" 
e)(3/2)x rad = Rpta : 270" 

d) (3/4)x rad = Rpta : 42 59* 37,07" 
e) (2/5)x rad = Rpta : 72? 

D (3/7)x rad = Rpta : 77 08 34,29" 
8) (5/9)x rad = Rpta :100* 

h) (11/12)x rad = Rpta : 165" 


Se considera para 7 = 3,14. 
(DExpresar en el sistema circular un ángulo de: 
a) 18 = Rpta : (1/10)x rad 


b) 30” = Rpta : (1/6)x rad 
c)36" = Rpta : (1/5)x rad 

d) 4 = Rpta : 0,75 rad 

e)45” = Rpta : (1/4)x rad 
f)/60" = Rpta :(1/3)x rad 

g) 72 = Rpta ; (2/5)x rad 

h) 75 = Rpta : (5/12)x rad 
1)80” = Rpta : (4/9) x rad 

1 120" = Rpta : (2/3)x rad 

k) 161 = Rpta : 2,81 rad 

1)540" = Rpta: 3x rad 

1) 35-40" = Rpta : 0,62 rad 
m) 42 27" 32" = Rpta : 0,74 rad 
n) 42759" 37" = Rpta : 0,75 rad 
ñ) 46” 2030" = Rpta : 0,81 rad 
o) 55 84*= Rpta : 0,98 rad 
p) 97725" = Rpta: 1,70 rad 
q) 150703" 24" = Rpta : 2,61 rad 


(63) Expresar en el sistema sexagesimal un 


ángulo de: 


a) (1/12)x rad = Rpta : 15? 

b) (1/8)x rad = Rpta : 22? 30" 

e) (115)x rad = Rpta : 36" 

d) 1irad= Rpta : 57 19" 29,43" 
e) (3/5)x rad = Rpta : 108” 

N (2/3)x rad = Rpta : 120? 

8) (3/4)x rad = Rpta : 135" 

h) 2,5 rad = Rpta :143" 18" 43,5" 
1) (4/5) x rad = Rpta : 144? 

1)2,7 rad = Rpta : 154" 46" 37,4" 
k) 3,6 rad = Rpta : 206” 22” 09,94" 
D) (4/3)x rad = Rpta : 240" 

11) 4,18888 rad = Rpta : 240" 07" 36,76" 
m) (7/6)x rad = Rpta : 252" 

n) (5/3)x rad = Rpta : 300% 

ñ) (7/4)x rad = Rpta : 315" 

o) 555555 rad = Rpta : 318" 28” 15,6" 
Pp) 6rad= Rpta : 343" 56" 56,5" 
q) 6,17222 rad = Rpta : 353” 49" 17,5" 
r)J(7/3)xrad = Rpta : 4207 
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EJERCICIOS 
(3) Expresar en radianes cada uno de los siguientes 
ángulos: 
AJ80”. B)54" C)135" D)60" EJ22"30* 
(03 Expresar en radianes cada uno de los siguientes 
ángulos: 
A)25% B)150* C)600: D)50=* EJ20+* 


(3) Convertir a grados sexagesimales: 

Xx nd x xr xr 
A)177 ¿rad BJ7 ¿rad 0)13 ¿rad DY? ¿rad E) rad 
(3) Convertir a grados centesimales. 

x A x A 

an pa ES rad EJE 
803 ¿rad B)29 2 rad C)2. ¿rad D)3x EJ ¿rad 
((43)El complemento de 40* en radianes es: 

ES x a x x 
20704 BJ3 ¿rad C2:rad DS ¿rad ER rol 


(43) Señale el equivalente de 40% en el sistema 

sexagesimal. 

AJ18* B)27" C)36* D)45" EJ54* 

(3 Señale el equivalente de 50” en el sistema 

centesimal. 

AJ10c B)20* C)30+ D) 40* E)J60* 

(63) Señale el equivalente de 15” en el sistema 

internacional. 
Ed x x 

A)¡grad BG Su 


ed x 
is EE 
Do 3 


(9 Señale el equivalente de 60* en el sistema circular, 


xr x x x xn 
d)grad B)5 o E 25 
(9 Siendo : Grad =(x+ 10) 
Calcular: “x”. 
A) 45”  B)35” C)20" D)25" EJ10* 
OSiendo: rad =(5x +15) 
Calcular: “e”, 
A)Jlrad  B)2 C)3 D)4 EJ6 
(13) Siendo: (x+4)"=2x+10% 
Calcular: “a”. 

35 25 15 52 53 

A)- 4 B)- 4 C)- 7 D)- > E)- 


A 


10"-2x" 
Calcular “a”. 
33 35 37 53 145 
az DF a DS Dz 
Z rad+408 
(3) Determinar: g = 3 
se 
AJ10 B)12 C)13 D)14 EJ16 
s0r+E rad 
(8) Determinar : k= e e 
AJ4 BJ6 CJ8 D)J10 EJ12 


(12 ¿Cuántos segundos sexagesimales hay en: 
0=4%30'10"? 
A) 16210 B)16 120 C)16012 D)4300 E)43 120 


(3) Determinar :e= qe 


3 
A)J41 B)J51 


C)61 D)71 
(E) Determinar: e= 


EJ81 
xx" 


Ed Si: 7380"=x"y'z" 
Determinar : x-y+z 
AJO BJ5 C)-1 


MAREANDOMICIETAR 


¿A cuánto equivale E del ángulo de una vuelta en 
3 


el sistema sexagesimal? 


AJ20* B)100” C)120"  D)140”  EJ160* 


Asia=4 del ángulo de una vuelta del sistema 
centesimal. Calcular el ángulo en radianes. 

x x x Ed x 
A) S rad B) Z a D) 5 E) F] 


Msi: Grad+(10x)?=408 -3* 
Calcular “a”. 

14 24 
NE B- 
(Si: Grad =ab* 


48 
C)- Dis 


LES 


34 
25 


En 
Calcular : Ja +5 
ANZ 


BIS CNS DNG ENT 


PRIMERANPRACTICAS 


(3) Convertir a radianes 135”. 


DIRIGIDA) 


x 


x 
4A)zrad BJ 


rad 0% rad DF rad Elxrad 


(63) Convertir a radianes 140* . 


Tx Sx 9x 1x x 
Ara BG rad Oral D) Tribal E) 770% 


(63) Convertir a radianes 60”. 

a x x x x 
4A)zrad B)zrad Cc) ¿rad D)¿rad, Brad 
(E Convertir a radianes 160", 

Alirad Blirad OF rad» Disrad mó rad 


(63) Con ayuda de la figura mostrada; mg ABC =40*, 
M<ACB=75". Calcular ma BAC 


(E) Con ayuda de la figura mostrada m< ABC =50%, 
calcular mBCD: 


A) 120 jY 
B) 135" 
€) 150" 
D) 180* 
EJ 210" 


D 


AN 
A 


80% +8" 


(03 Simplificar: E = 


A)J7 B)J8 C)j4 D)12 EJ2 
(043) ¿A cuánto equivale 0 del ángulo de 1 vuelta, en 
el sistema sexagesimal? 


AJ18" B)20" C)36* D)J50" EJ40* 
4 

O Simplificar: K=*27- 

AJ90 B)100 C)101 D)87 E)J88 


(O En un triángulo rectángulo los ángulos agudos 
miden Ey rad y 24n”. ¿Cuánto vale “n”? 


AJ1 B)2 C)J5 D)J3 E)8 


(O) En el triángulo, dos de sus ángulos interiores 
miden 70% y 90%. ¿Cuál es la medida sexagesimal del 
tercero? 


AJ20" B)30* C)40" D)36" E)72* 
(A) ¿Cuántos minutos centesimales hay en: 9=3*45"”? 
A)223 B)224 C)331 D)345 EJ420 
(3) Al calcular: E=1E+s, se obtiene : 
AJ60 B)61 C)62 D)63 EJ64 
, En 
(OA calcular: W= 24222, se obtiene 
AJ160 B)161 C)162 D)163  E)164 
(3) Al calcular se obtiene : 
Y LADA A naco 
1rad+2rad+3rad+ 


xr 200 x 
Ni Be DAS 


rn 1 a; 
(9 Al calcular: E= 7H» se obtiene : 
AJ160 B)180 C)190 D)200 E)240 


(O Si se cumple : 2*62'63"=Q*Q'Q”. Calcular Q*. 
AJ1 BJ4 C)9 D)J16 EJ25 


(9) Se sabe que la suma de dos ángulos es Fred ysu 
diferencia es 4”. calcular el menor ángulo en 


sexagesimales. 
AJ22" B)24* C)26* D)28*  EJ30" 
(WD) Si “a” representa la cantidad de minutos 


sexagesimales de un determinado ángulo y “b” es el 
número de milésimas de radián, contenidos en dicho 


des 
Determinar la relación <z +* 

4,54 54 20 19 x 
A > Pi 7 


€) Hallar 305 con ayuda de la figura mostrada : 


(3) En un triángulo dos de sus ángulos miden 


grad y 80%, ¿Cuánto mide el tercer ángulo en el 
sistema sexagesimal? 

AJ8S" BJ89" C)J87" D)86" E)78" 
(19) Se tienen dos ángulos cuya suma de medidas es 
14* y su diferencia 10", ¿Cuál es la medida sexagesimal 
del mayor? 


AJP42' B)J8'12' CjYP15* D)1042*  EJ10"18' 
(13 Si: a+b=64, calcular: N =a'b'+b'a'. 
AJ64'4' BjJ6454* C)j65%64* D)654' EJ66"44* 


(7) Si: Grad =(3n+2)?, calcular “n”, 


AJ1 B)2 C)3 DJ4 EJ6 
(09Si: ne =a*b0"5c', calcular: ESA 
AJ1 B)2 C)3 DJ4 EJ5 


AJ47 BJ56 C)J58  DJ64 EJ68 
A c-a 

(9 Si: qred=10 '2b'4e , calcular: > 

AJ1 B)2 C0)3 DjJ4 EJ5 

DSi ryiz"=342'48"4+05'29'34* 

Calcular: J= a 

AJ1 B)2 C)J3 D)J4  EJ5 


El Canadarm 2, un brazo manipulador robótico 
gigantesco de la Estación Espacial 
Internacional. Este manipulador es o] 

controlando los ángulos de sus articulacl 
Calcular la posición final del astronauta en el 
extremo del brazo requiere un uso repeti 
de las funciones trigonómetricas d 
ángulos que se forman por los 
movimientos que se realizan. 
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OBJETIVOS : 


*Reconocer la fórmula de conversión entre los sistemas 
conocidos . 


*Interpretar correctamente los ejercicios que 
involucran a los números de grados sexagesimales , 
centesimales y de radianes de un mismo ángulo. 


LECTURA 


El origen de la palabra trigonometría proviene del 
griego. Es la composición de las palabras griegas 
trigonon: triángulo y metron: medida; trigonometría: 
medida de los triángulos. 

Se considera a Hiparco (180-125 a.C.) como el padre 
de la trigonometría debido principalmente por su 
hallazgo de algunas de las relaciones entre los lados y 
los ángulos de un triángulo. También contribuyeron 
a la consolidación de la trigonometría Claudio 
Ptolomeo y Aristarco de Samos quienes la 
aplicaron en sus estudios astronómicos. En el año 1600, 
el profesor de matemáticas de Heidelberg (la 
universidad más antigua de Alemania) Bartolomé 
Pitiscus (1561-1613), publicó un texto con el título 
de Trigonometría, en el que desarrolla métodos para 
la resolución de triángulos. El matemático francés 
Francois Viéte (1540-1603) hizo importantes aportes 
hallando fórmulas trigonométricas de ángulos 
múltiples. Los cálculos trigonométricos recibieron un 
gran impulso gracias al matemático escocés John 
Neper (1550-1617), quien inventó los logaritmos a 
principios del siglo XVII. En el siglo XVIII, el 
matemático suizo Leonard Euler (1707-1783) hizo 
de la trigonometría una ciencia aparte de la 
astronomía, para convertirla en una nueva rama de 
las matemáticas. 


Originalmente, la trigonometría es la ciencia cuyo 
objeto es la resolución numérica (algebraica) de los 
triángulos. Los seis elementos principales en todo 
triángulo son sus tres lados y sus tres ángulos. Cuando 
se conocen tres de estos elementos, con tal que al 
menos uno de ellos sea un lado, la trigonometría 
enseña a solucionar el triángulo, esto es, a encontrar 
los otros tres elementos. En este estado de la 
trigonometría se definen las funciones trigonométricas 


¡55 coseno, As etc.), de un ángulo agudo en 
un triángulo rectángulo, como las razones entre dos 
de los lados del triángulo; el dominio de definición de 
estas funciones es el conjunto de los valores que puede 
tomar el ángulo /0;180]. 

Sin embargo , el estudio de la trigonometría no limita 
sus aplicaciones a los triángulos: geometría, 
navegación, agrimensura, astronomía; sino también, 
para el tratamiento matemático en el estudio del 
movimiento ondulatorio, las vibraciones, el sonido, la 
corriente alterna, termodinámica, investigación 
atómica, etc. Para lograr esto, se debe ampliar el 
concepto de función trigonométrica a una función de 
una variable real, en vez de limitarse a una función de 
ángulos. 


RELACIÓN ENTRE LOS 
NÚMEROS QUE REPRESENTAN 
LA MEDIDA DE UN ÁNGULO 
Consideremos ahora un ángulo trigonométrico positivo 
como se muestra en la figura : 
rS 
0 A e 
AxRrad 
* Siendo : 
$ : Número de grados sexagesimales del ángulo 9. 
C : Número de grados centesimales del ángulo 9. 


R : Número de radianes del ángulo 9. 
* Se cumple : 


* También se cumple : 
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USO DE LA FÓRMULA 


1) PARA CONVERTIR DE UN SISTEMA A 

OTRO 

EJEMPLO 1: 

Convertir 54” al sistema centesimal. 

RESOLUCIÓN : 

* En este caso, tenemos: 

Dato: S=54 ; incógnita =C. 

* Sabemos: 
Ss E EA 54_C 
9.109 10 
> 54 = 608 


>C=60 


EJEMPLO 2: 
Convertir 36” a radianes. 
RESOLUCIÓN: 
* Ahora tenemos : 

Dato : S=36 ; incógnita =R. 
* Sabemos : 


180 x 18 

>36" = e Z rad 
EJEMPLO 3: - 
Convertir 1 rad al sistema sexagesimal. 
RESOLUCIÓN : 


lrad=>R=1 

En la fórmula : 

¡5 Ss 1 180 

o E s-2%-57,2958 
180 7 180 0% T 5d 
*Luego : 


1rad=57,2958"=57"+17,748" 
=57+(0,2958X60)'=57"+17,748" 
=5717'+(0,748X60)” 

=> lrad=57"17'14,88" 


2) EN PROBLEMAS CONDICION: 
EJEMPLO 1: 
Hallar la medida de un ángulo en danés $ si su 
número de grados centesimales (C) y sexagesimales 
(S) cumplen: -—Ss=4 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso , partimos de un ángulo : 
Re Ss 
E R— incógnita 


* En el dato, procuramos colocar todo en función de la 
incógnita ; para ello usamos : 


* Luego : C-5=4> 200% 180% =4 


>0Lu43R=E 
x 5 


> el ángulo mide Grad, 


Nola: 


Para todo ángulo trigonométrico se tiene que: 


medidas 
m«09=80 >| So<>CESBrad| aqutoalóitas 
0<) 0 4mx0=C3 
valores numéricos 
m40=Rrad=|SCwR | diferentes 
* además: 


* Si: m6 es positiva > C>S>R 
* Si: mxo es negativa => C<S<R 


PARA TODO ÁNGULO EN EL SISTEMA 
SEXAGESIMAL 


Po mxa =S0  =>*Hde grados =S 
a —— ma =608* => *de minutos =608 
— m«a =360058”> + de segundos =36005 


PARA TODO ÁNGULO EN EL SISTEMA 


CENTESIDIAL 
m«a=C0 =ifdegrados=C 
a axanimd 4 de minutos =1000 
— bed ) 


ATHIGONOMETRIAS 


COMPLEMENTO Y SUPLEMENTO DE UN 
ÁNGULO 


D ¡;/—=mxo= 8? 
ma =C? 


A —_— 


Le mx =(100-CP => 
mcr(5-2jea 


pr E m«=(180-8)” 


de —— m«=(200-C)” > 
a m«=(x-—R)rad 


BUEMASIRESUELTOS) 


PROBLEMA 1 : 


Señala cuál de las laternativas presenta la equivalencia 
incorrecta . 


T Tr 
36"<>Z2rad 15"<>—rad 
A <> B) 12 
T 
e ¿ras D) yrad<>20 ¿ 


Ed 
=. <>18" 
575 rad: 


RESOLUCIÓN : 
*Analizando cada una de las alternativas : 
A)36"=36"x mt EP naa (VERDADERO) 
arad _x 

81610 2=72rad ......( VERDADERO) 

z x 180* 
C)zqrad = rad» =7,6" «cc. (VERDADERO) 

X a 180" 
D)gred a cuina! (VERDADERO) 

Ed E 180? 
EJigred 7 ind OS (FALSA) 

RPTA : “E” 

PROBLEMA 2: 


Señale la medida centesimal de un ángulo que cumple 
35 -C=34, siendo “S” y “C” lo conocido. 
A) 108 B)i6e  C)20% D) 5s 
RESOLUCIÓN: 


E) 30+ 
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* La condición: 38-—C =34 .....(1), pero : 
S=9K 
*En (D) : 3(9K)-10K =34 
>17K=34>K=2 
>C=10(2)=20 


> el ángulo mide 20% 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 3: 


Si los números que representan la medida de un 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesimal son 
números consecutivos, ¿cuál es la medida radial del 
ángulo? 

x -x 
A) ¿ru B) 4 C) 
RESOLUCIÓN: 


* En estos casos:se debe interpretar el enunciado . 
Tenemos un ángulo “az” medido en : 


sexagesimales - S 

centesimales - C 

-R 

* del enunciados: “S” y “C” > consecutivos. 


ES 


x 
10 D) 20 E) 


ES 
3 


radianes 
* Es decir, si: 


* Como piden “R”: C-s=1 
20-180 -1>20-1>R- 
z x x 


E 
20 
E 


rad 
20 


>el ángulo mide 
RPTA:; “D” 
PROBLEMA 4: 


Señale la medida circular de un ángulo que verifica : 


S+C+R=95+7, siendo “8”, “C” y “R”lo conocido 
por dicho ángulo. 


eS x H A x 
A) grad B) 4 C) 5 D) 3 E) 6 
RESOLUCIÓN: 
* En la condición : 


S+C+R=7+9b.. 


* Como piden la medida circular “R” del ángulo, 
colocaremos todo en función de “R”; para ello 
usaremos 

R 


s=180E; c=20É 
xr x 


E 1802, 202 +r-=95+% 
TO RO BI 
eso ros, > S80R+AR _ 380+x 
” 4 x 4 
R(380+x) _380+x _R_1 x 
A LAT 
> el ángulo mide Frad 
RPTA: “B" 


PROBLEMA 5: 
Sea S, C y R la medida de un mismo ángulo en los 
sistemas convencionales , tal que se cumple: 

4R _ 3008 


x(S+C) (JI9CY 
Halle la medida del ángulo en radianes. 


27x 27: 27x 9x EL 
y EZ lr DG EJ 
RESOLUCIÓN : 
5. ?80R 
a 4R_ _ 3008 _ "amo * 
Condición: (5+C) * 190? c=200R 
*r 
Reemplazamos: 
300 y 180R 
4R Sr 1 _ 300x180xRxx* 


> 77 —E 
19(2%2) 95 19x200x200xR 
x 
Luego: 1_ 3x180x _27 
5 T2X2OR 4 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 6: 


Siendo “S”, “C” y “R” los números convencionales, 
para un mismo ángulo. 


2 
Calcular el valor de “R”; siendo : E 
ed x xr x xXx 
E Ls Z E Es 
5 B173 cr95 D)1 3 EJ57 
RESOLUCIÓN : 
* De la relación numérica : 
S CR R R 
== >8=180—; C= a 
O a 


* Reemplazando en la ecuación inicial , se tiene 


PROBLEMA 7 : 

Halle la medida de un ángulo en radianes que cumple 
E 
"10 a * 18 x 


siendo “S” y “C” lo convencional. 


Ajtrad  BJ2 os 
RESOLUCIÓN : 


3 1 
DJS E)5 


* Restando miembro a miembro: 


CA 
. 


10 - 0 


O 


E 8 
18 ES 


18 x x x 
R_ 5 


1 
=407=7>R=3> el ángulo mide rad 


z 
2 
RETA: “E” 
PROBLEMA 8 : 

La diferencia de las inversas de las medidas de un arco 
en grado sexagesimales y en grados centesimales es 
igual a su medida en radianes dividido por 2y. Hallar 
la medida de dicho arco. 


x E 

Mgrad B)J6" Cc) red D)7g  EJ10g8 
RESOLUCIÓN : 

* Sean “S”, “C” y “R” los números de grados 


sexagesimales, centesimales y radianes del ángulo, 
entonces: 


VETE 
e (dato) 
* Sabemos que; s-22E; c-20A 


* Reemplazando en la ecuación se obtiene: 


ATHIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 9 : 


El número que representa el valor de un ángulo en el 
sistema centesimal es mayor en 11 unidades al número 
que representa al mismo ángulo en el sistema 
sexagesimal. Entonces, el valor del ángulo, en radianes, 


es:(usar x= 3,14) 
A) 0,172 B)0,727 C)2,750 D)1,727 E) 3,172 
RESOLUCIÓN : 


* Sabemos que : 
$ : es el número de grados sexagesimales 
C : es el número de grados centesimales 
R : es el número de radianes 


* además: 
8 0 E 
180200 x 
s-180R , ¿_200R 
x x 


C=S+11 


la _11(8,14) 
DA 


* Entonces el ángulo mide : 1,727 radianes 
RPTA : “D” 


=>R= =1,727 


PROBLEMA 10: 


La diferencia de los recíprocos de los: números de 
grados sexagesimal y centesimal de un mismo ángulo 
esigual a su número de radianes que contiene el ángulo 
dividido por 6 x . Halle aproximadamente, el valor de 
dicho ángulo en radianes. 

A)0,128  B)0,181 C)0,256 D)0,362 E) 0,543 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato: == AS Pi) 
* Sabemos que : :5> Z- > ¡52502 0 PE 
20 

* Reemplazando en (1) : 

Ad E 

180R 200R 6x 20RL9 10) 67 

la A E a 01198 
20RK9O, 2 300R zx E E 

RPTA : “A” 
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PROBLEMA 11 : 


En el gráfico al medir el ¿pap se obtuvo 20% 20”. ¿Cuál 
es su medida en el sistema sexagesimal? 


A) 18,17” B)18,18 C) 17,16" 
D) 16,15” E) 16,16" 


RESOLUCIÓN : 
*Se tiene : 
1S 
a=20% 20"'=208+ 20" x E 90,28 


02 
*convirtiendo al sistema sexagesimal : 
a=20,208 2. + a=18,18" 
10% . 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 12: 


S,C y R son los números de grados sexagesimales : 
centesimales y radianes de un mismo ángulo 
respectivamente , donde se cumple que : 


mS+nC=20R »..........- Antona raNa (1) 
Tr 
6m+5n=75 (11) 


Determine el valor de n/m 
A) 7/9 B) 4/7 C) 5/9 
RESOLUCIÓN : 


*Sesabe: S___C€__R_ 


180 200 1 
> S=180K ; C=200K ; R=xK 


*De los datos : 


D)1/10 E) 9/10 


mS + nC =20R 
> m(180K)+n(200K)=20(1K) 


*Luego : 
9m+10n =Tessoras 
6m+5n=71/12. 


*Resolviendo : m=r/18 » n=r/20 
*Piden : n/m =9/10 


RPTA : “E” 


Hallareléngulo, enradianes, que satisface la siguiente 
condición: La media geométrica de los números que 
representan la medida de ese ángulo, en grados 
centesimales y sexagesimales multiplicada por la suma 


de las inversas de los mismo, es igual a op veces la 


semi diferencia de esos números. 


AJ 10% ao C)10/x  D)J10% 


RESOLUCIÓN: 


E) /11x 


* Del dato se deduce que : VSC (E ¿)- 5) 


2 
* Sabemos que : 5 _E_g-180R 
180 x xr 
A O 
E 200 x x 
* Reemplazando en el dato : 


200R _ 180R 
NA sol e ) 
(225 se). E, 


* Simplificando : 410 =%5 R=Ji0x 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 14 : 
Calcule la medida de un ángulo , en radianes si S, C y 
R son los números que representan sus medidas en 
los sistemas sexagesimal , centesimal y radial, 
respectivamente ; y además se cumple: 


20? + 5CS +38? _ 38R 
Cc?+C0s- 28? x 
23x EYES 6x 25x Ir 
= C 
OS A DI 
RESOLUCIÓN : 
Condición; 2C4+58C+38* _ 38R 
C?+SC-—28* a 
Conocemos que: 
Reemplazamos : 
2x100R*+5x90k*+3x81k? _ 38R 
100K*+90k* - 2x81k* x 
893k?* _38R _ 19x47 _2x19R 47x 
TI 28 5 
E d=- RPTA : “B” 
5 


Si los números que representan la medida de un 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesimal son 
números pares consecutivos, el valor del complemento 
del ángulo, expresado en radianes, es: 

Ed x 3x Ta 
A) 70 D) 


BJ C) 0 


5 20 
RESOLUCIÓN: 
*Sea: S=2n a C=2n+2, neZ 


Lx 
1 


* Sabemos que: PE 
* Por propiedades, podemos decir que: 


SE: KH 


R_2n-(2n4+2) =E> 
180-200 zx 


a 
20 20 
* luego: R= 5 
* El complemento de este ángulo es: 


2.10 10 5 


PROBLEMA 16 : 


Sean dos ángulos, el primero mide p grados 
sexagesimales y el segundo q grados centesimales. La 
diferencia numérica de estas medidas es 15 .Si la suma 
de estos ángulos en el sistema sexagesimal es 129, los 
ángulos, tal como estaban medidos originalmente, son: 


RPTA : “E” 


A) 30 y 15 B) 45 y 30 C) 60 y 45 
D) 75 y 60 E) 90 y 75 
RESOLUCIÓN: 

* Dato: p-q=18 ousccosmerrecrinora (11) 


* Si el segundo ángulo mide q grados er - 


entonces, su medida en grado sexagesimales , es: 


0 


*Dato:p+SÍ=129. (1) 
* Restamos las igualdades (11) - (1): 


Ex 19q _ 
129-165 =114 
10 —+9= >= 10 


>9g=60 


* Entonces: p=75 


PROBLEMA 17: 


SiS, € y R son los números de grados a, 
centesimales y radianes de un mismo ángulo, además 
se cumple: 


S + C+R = 76,62832; calcule la medida ! 


en radianes (asuma x= 3,1416), 


x 
413 B)>5 0 OT sd 
RESOLUCIÓN : 
Condición: S+C+R=76,62832 
Conocemos que: 
|¡s=180R e c-200R — 190R | 200R ¿AR _ =76+x 
xr x xr xr xXx 
— PU380+x) _(380+x) _, y _x 
xr 5 5 RPTA : “E” 
PROBLEMA 18 : 


Los tres ángulos de un triángulo son (5) grados 


sexagesimales, (x+1)radianes y (+2) grados 
centesimales. El mayor de ellos, expresado en radianes, 
es: 


100 180 2 100% x 9 9%x 
Mora o 00 1005 10 * 1005 
RESOLUCIÓN : 


* Sean a, £ y y los tres ángulos del triángulo: 
* Por dato: a= E >, ; P=(x+Drad; ¿=(x +2) 
* Pasamos a y $ al sistema radial: 
YY _x xx 
(o s)>«= apre 


-2()>. = 2 ad 


* Observar que: B>4>a 
* Además: a+B+4=xx 


ES 


* De esta igualdad, obtenemos : += a 
99x - 100 100x 
EA IS 
RPTA: *C" 


PROBLEMA 19 : 
Sean “S”, “C” y “R” los números que representan la 
medida de un ángulo en los sistemas sexagesimal, 


centesimal y radial respectivamente. Si 
CS? +53 =(C-S)?. Halle R. 

xr xr x x ” 
ETT) 0750 ETE) Deo ETT 
RESOLUCIÓN: 


* En la condición : CS? +S* =(C-—S)? 


* Que al reemplazar, ge obtendrá: 
10K(9KY +(9K)Y =(10K-9KY 


1 
K*+729K* = K? = =—— 
>810K” + NA 1>K 1539 
xr xr 
* Se pide Bo 7355) 
+ 
RPTA : “B" 
PROBLEMA 20 : 


SiS y C son los números que representan la cantidad 
de grados sexagesimales y centesimales de la medida 


de un mismo ángulo, calcule: gs 2222 (SF +C%)E 


(S4+C8 J> 
181 181 181 
a "A a 
RESOLUCIÓN : 
s_ Cc 
Co LS =C081É=— 
nocemos que: So=C AG 10 
(sta) 9 
EnE: E= 
SE (508) 105 
9 [Sst+0r os(s.. cr sin » Ca 
El 25 a males) 
2 (2, 110) q 81,1 y 161 
a p)> nz? > E= 200 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 21: 
Si “S” y “C” representan la medida de un mismo 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesimal 
respectivamente, y se cumple que A 
calcule: P= 6 +8)x- 3;x>0 


A) 12 B)9 
RESOLUCIÓN : 


* Considerando: y 


* Que al reemplazarlo en : Le 2. Es eS 


9K-13_10K-2 
2 3 
>27K-39=20K-4>K=5 


c)8 D) 13 EJ6 


* Se obtendrá: 


¡FORMULAS DE CONVERSION 4 [ 50 | EDITORIAL RUBIÑOS 


* Se pide: r=(S+3)e-8=18 


PROBLEMA 24 : e 


Un ángulo mide x segundos sexagesimales e y minutos 
centesimales. Calcule el valor de: 


H= x(x- Ze 4y) 
(34) 
A)321 B)322 C)324 D)344  E)424 
RESOLUCIÓN: 


de x=% de segundos sexagesimales, 
Por condición: y=% de minutos centesimales, 


x=36008 x_368 95,2 25 162 
y=100 y «€ y 10 y 5 


así:x=162k a y=5k 
Ahora en H; 


. = RPTA : “D” 
PROBLEMA 22 : < 
ol ; 
Sia E , entonces la medida de « en 
lanes , es: 

x xr x r xr 
ET B) 20 O DI Dz 
RESOLUCIÓN: - 

yz yo Pl(xryrz yy 
a=| —_—_— 3a=l — =———== 
xt yt+zl 1lx+y+z 
sa. 10%) _10% 
rg 9 
SS " _10%  grad _xrad 
Convertimos a radianes: a= 9 *“200s ==350 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 23 : 
El ángulo de la figura, cumple la relación: 
SONOROS OA nana 
* Hallar su medida en radianes 

x x Ed Ed E 

E paz ge DE E 
y 10 B) 15 a 20 25 30 
RESOLUCIÓN : 


* De la condición, se obtendrá: 
1 TL 1 1 


s cto *totor* 


* Factorizando E 


>l- ¿lr + s] 
o 


* Ahora utilizamos: 
Ñl 
* Que al reemplazarlo en (11), se obtendrá: 


Ja PE 
9 2K 


mE See 
9K 10KL'*9K 


LIA 
Ha =1 
AE 


RPTA : “C” 


p=t-24y), 1 0 2,4) 
3y slyAy 


Gal EJER 1 (102) (250) > 11=304 


35 5 5) 315 5 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 25: 


Calcule el número de radianes de un ángulo diferente 
de cero, para el cual sus números, de grados 
sexagesimales (S) y su número de grados centesimales 
(C) verifican la relación: 


ER APA 
YC NS 
Xx A A A A 
D, 
vo B) 180 o 2 360 ET] 
RESOLUCIÓN: 
* Operando en la condición : 
SE_ST q ¡POR y 
Ya Ye x 180 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 26 : 
Las medidas de los tres ángulos de un triángulo son: 


E) (+1)radianes y (1+2)% 


El mayor de ellos expresado en radianes es; 


100 100% Ed EZá La 
Moor Prior O 100+x TT rn 
RESOLUCIÓN : 


AAN 


EAGONOAETAS A OI ENCICIOPRD A) 


Convertimos cada uno de los ángulos a radianes 
.¿9x_9x_smrad_ xrad 

A 

10 10 180 200 
arad (A+2)arad 


(42 =(x+2" x— 
(A 
*(x+1)rad 
Como son los ángulos internos de un triángulo. 
xx, (x+2)x e a(2x+2)  200(x+1) _ 
ral 200 HADAS AA a =x 
Cue 20042 — => 2(5:4100)x +2(100+1)=200% 
—99x — 100 
x+100 
Luego el mayor ángulo sera: 
99% — 100 _[ 100% 
(o+2)rad=/ +10 +1]raa=(x+Drad=[ 229) vaa. 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 27: 
Se crea un sistema de medición X, el cual tiene como 


unidad al grado (1%). Si los ángulos 22*30” y 10% se 


expresan en el sistema X como los menores números 


enteros , halle dichos ángulos , y una fórmula de . 
* conversión entre el sistema X y el sistema radial 


x_R EE E 
A; MA EG 03; DO 
E nl 
D)J3"; tz DS; ibi 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: 1*:un grado x. Supongamos que: A*=m< 


de una vuelta.—> 


Convertimos los ángulos dados a radianes 
2290 tE * + 100% 100% xrad _arad 
8 6 6 
Ahora a ángulos los convertimos al sistema “a” 
Eg AE BE grado ADA 
8 2xrad 16 12 “2xrad 24 


Por condición, estos ángulos deben de contener los 
menores números enteros en grados x. 


16 
, > A=mem(16;24)=> A=48 
24 


Así los ángulos son: ¿rad=3* A rad=2" 


> A= 


También: 48*=2xrad luego 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 28: 

Sabiendo que el número de grados centesimales de un 
ángulo es al número de grados sexagesimales de otro 
ángulo como 5 es a 2; halle la diferencia de las medidas 
de estos ángulos en radianes, considerando que son 
complementarios. 


2x Yx Yx Sx 3x 
A) 73 B) 29 C) 26 D) 26 E) 13 
RESOLUCIÓN : 


* Sean los ángulos: “a” y “g”, luego: 


00 + B?=900 snerosoros (1) 


*De (1) en (II) ; a? + Za =90* 


0 0 a 90? 


105 
360" 360" 810" 
+ A 
7 810% 360 450" xrad 
* “ge A 
Espias Pa? = === 5537 gg 
5x 
> a= ¿rad 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 29 : 


Un alumno al convertir 75% a grados sexagesimales 


utiliza la fórmula S = 0. Halle el error cometido 
por el alumno (en rad). 


13x 15x 17x 19% 21x 
A, B, C, 
z 10 dl 163 2 198 Da 216 ET 
RESOLUCIÓN : 


* Al utilizar la fórmula erróneamente, se obtendrá : 
e 75 1% 760% 

76€ =75€ x gr 7 

* Donde el error, será : 


Error . lo real - lo erroneo 


> Error = zo 708 
2 750' yErad _ gg Erad 
9 180% 2008 
19% 
> Error = 316 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 30: 


Un estudiante observa que las agujas de su reloj forman 
un ángulo, cuyo número de grados sexagesimales y 


B) 6:30 A.M. 
E) 12:30 PM. 


12 


Y 3:16 A. C)6 AM. 
DJ 12M. 

RESOLUCIÓN: 
* Piden: hora 


8: representa la medida del 
el horario y minutero. 


S: número de grados sexagesimales. 


ángulo formado por 


C : número de grados centesimales. 
* Por dato: número 9=S=C 
* Por relación numérica: número 9=9K =10K 
* El valor que cumple: K=0 
* Entonces la medida de y = 9? 


* Esto significa que la aguja esta superpuesta, entonces 
existe 12 veces (12 horas) cuando el horario a partido 
de la primera hora hasta las doce horas. 


* Por lo tanto, existe 24 horas una de ellas es 12m ó 
12 p.m. 


RETA: “D” 


PROBLEMA 31 : 
Si un grado Shary (1%) equivale al 960ava parte de 


una vuelta, ¿a cuántos grados shary equivale 7 rad? 
A) 6% B) 37% 
RESOLUCIÓN : 


* De la condición: m<1 vuelta =9609% 


C) 5 D) 7% E) SH 


7 
* Luego: 2x rad =960% > Irad = 290 
* Entonces : 


¿prad= 5 Za rad)= a 


480 2) ¿Sn 
xr 


PROBLEMA 32 : 

Determine el ángulo entre 100” y 220" que sea 
coterminal con 1285”. 
8)45" B)65" C) 65? 
RESOLUCIÓN: 

> importante observar que hay muchos ángulos 
dif ntes que tienen el mismo lado inicial, lado 


D) 765 E) 205" 


al y el mismo vértice. A cualquier par de estos 


0-a=360n |; Vez 


8 a Pa 
Lado Inicial “o” y “0” son 
oterminaler 


* Ahora en el problema, se tendrá que : 
1285” - x=360"n;Vne Z 


> x= 1285” -360"n 
* Pero : 100” <x < 220" 
> -1185" < 1285" - 360" n < 220" 


> -1185* <-360"n <-1065” 
1185" e ls 1065? 
360" 360 

>n=3 » 


> 3,29>n> 2,96 


* Se pide :1 = 1285" - 360? (3) = 205" 

RPTA; “E” 
PROBLEMA 33; 
Se creó un sistema para medir ángulo tal que el número 
de grados de un cierto ángulo es equivalente a la quinta 
parte de la diferencia del duplo del número de grados 
sexagesimales y el número de grados centesimales del 
mismo ángulo, ¿A cuántos radianes equivalen 128 
grados del nuevo sistema? 


A)2xrad B)3xrad Oz rad D)6xrad Ejfxrad 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando : ge 


Cs 
Rrad 
A? 


0< ja 


* Condición del problema :A= ¿es -0) 


* Se pide el equivalente del 128* en radianes. 
* Del gráfico mostrado se tiene : Rrad= A* 
* Convirtiendo 128* a radianes : 
128* (E53)- (129 %)raa 
Ar A 


128R ] 


> 128* = 7 
5 280) 


* Reemplazando : R=xk; S=180k; C = 200 
* En (D) se obtiene: 128* = 4xrad 


PROBLEMA 34: 


Siendo “S” y. “C” los números de 5 
y nicole de un mismo ángulo que 


SARGONOMETRIAS 88) IA ESCICIOPEDT 3013 


SEZCOAIO O 
Calcular la medida de dicho ángulo en radianes. 


Az BJE at DE EE 
477 5 5 120 13 
RESOLUCIÓN : 
PRESSE LE A 1 
"Desc toatatat o “o 
* Factorizando 5 en el segundo miembro : 
L=J1 VEGE 
raro) 
Le PREIS Jo E2- 9-2 
A s Ss 9. 8 
1 
5 
xXx 
= es —rad 
*>S 93M 1 E 
RPTA : “D" 


PROBLEMA 35: 


Hallar R en:(SR)"=(SC)”.Donde S, C y R 
representan el número de grados sexagesimales, 
número de grados centisimales y el número de radianes 
respectivamente de un ángulo. 


a E a ES 


A 
Condición: (SR)" = (SC)"  ; 


R=? 


Conocemos que: 0% 


xr 
(E, ]- (102 20Ey 180" x R*" 
R —| > —_— 


E 17 
x x x 


180” x 200” xR?" _ R?" _ 180” x200" xx" 
> Em NET TIO q 
=> RP 77180") 200" x o 2m 


ma ”-Im 
PS E 


180%" x 2007" xx” 


RPTA :; “A” 
PROBLEMA 36 : 
Siendo S y C los números que expresan la medida de 


un mismo ángulo en los sistemas sexagesimal y 


centesimal que cumple 20 < 3C- 28 < 60. 


Halle la medida del mayor ángulo en radianes ,tal que 
$ y C son números enteros. 


AJx/10 B)Jx/5 C)x/4 D)Jr!3  EJx/2 
RESOLUCIÓN : 
Condición para el ángulo pedido: 20<3C-28<60 
Conocemos que: ¡RG 00e 
A x 
=>20< LR O 9 SE 
+. Lo 


15 ue 
Como la medida del ángulo en los sistemas sexagesimal 
y como centesimal deben ser representados por%, 
enteros y además. 


a=(9k)"=(10k)% => a=36"< +7 rad cuando 

' RPTA : “B” 
PROBLEMA 37 : 

En la figura mostrada se cumple: 


AS 


Entonces, e valor de a-b, es: 
AJ55 BJ4,55 0)-3,5 
RESOLUCIÓN : 


E 


Del gráfico: a* = 


Cy) [20055200 [+==+] 


Además se nos da que: 9, 
a+b+e= 47,6 + 0,1261 > 380k +xk==+2 


290) $ h=l 
8 8 
luego: a—b=180k-200k=-20k 


—b=-20:7>a—b=-2,5 


D)-2,5  E)-1,5 


Bi=crado 


h=(380+x)=( 


RPTA ; “D” 
PROBLEMA 38 : 


Los números que representan la medida de un 
en los sistemas sexagesimal y centesimal son a% y 


ES! respectivamente. Halle el valor del 

complemento del ángulo , expresado en radianes. 

A E 

RESOLUCIÓN: 

* Nos piden el complemento del ángulo en radianes: 

* Tenemos: S=4"%, C=x"%+41 

* Siendo C,S y R los números que representan la 

medida de un mismo ángulo. 

Sabemos : S=180k, C=200k, R= xk 

* Entonces , de los datos : 1 A 
C-S=1> 200k-180k=1=> => =>R== 

20 20 
* Piden complemento del ángulo en radianes : E 


RPTA ; “C” 


Lx 
lira 


PRIMERANERAGTCANDIRIGIDA: 


(DCalcule el ángulo en radianes que cumple con la 


E OS 
relación : SS 43 
x A x x x 
A) 5 B) 6 C) 3 D) 3 E) E 
C_S-2 
(03 Calcule el ángulo que cumple : E 
A)27 B) 30" C)25"  D)J33" E) 22* 
(43 Calcular el ángulo en radianes si: 6S+5C=1040 
x x x x 
A) 7 B) 5 C) 3 D) $ EJx 
3S-C 
(043 Calcular el valor de : us 


Siendo $ y C lo convencional para una medida angular 


A) 18 B)17 C) 16 D) 15 E) 14 
C+S 
((3Calcular : CARS 6 
$ : Número de grados sexagesimales 
C : Número de grados centesimales 
a4)5 B)5 C) +5 D)25 E) +25 


(9) Señale la medida radial de un ángulo sabiendo 
que “S”y*C” representan lo convencional 2C+S=58 

A x Ín 3x 
Algred B) O DI Di 


o 
9 


(3) Señale la medida circular de un ángulo que cumple 
que: 28-C+4R=40+x- 


x A A x 
dr] rad BJ o Ej 


A 
77 60 
(3) Señale la medida sexagesimal de un ángulo 


sabiendo que su número de grados sexagesimales y el 
de grados centesimales son enteros consecutivos. 
A)8" B)9 C) 107 D) 11" E) 12" 
((Señale la medida centesimal de un ángulo, sabiendo 
que verifica; C+S+2R=286.28 

A) 180: B)200* C)220*  D)240* D) 260 
(O) Señale la medida radial de un ángulo que verifica: 
C-S=4. 


x xr 3x 
Aljpred 


x 
Bl Cl DE DE 
(Señale la medida sexagesimal de un ángulo que 
verifica : C=n +4 ; S=n-2 
A) 36? B) 48" C) 54" D) 72* E) 817 
(63) Sabiendo que el número de grados centesimales 
que contiene un ángulo excede a su número de grados 
sexagesimales en 8, ¿Cuánto mide el ángulo en 
radianes? 

xr Xx 2x 
A) Z rad 5 D) a 
(A) Señale la medida circular de un ángulo sabiendo 
que le cuádruple de su número de grados sexagesimales 
es mayor en 217 que la mitad de su número de grados 
centesimales. 
A) 30: B) 40: C) 50: D) 60: E) 70* 
(3) Señale la medida sexagesimal de un ángulo si la 
suma de la novena parte de un número de grados 
sexagesimales con la décima parte de su número de 
grados centesimales es igual a 40. - 
A)120”  B)150?  C)180” D) 200: E) 240 
(E) Señale la medida centesimal de un ángulo que 

CR S 

ifica: RE 01 y 
verifica : 5 Er 0,19% 
AJ120” B)18"  C)150%  D)90? 


x Ed 
B)5 C) Do 


3100 


(O Señale la medida circular de un áng 


([STEIGONOMETRIAS> — __________]585)] AA ENCICLOPEDE 2018 


(63) Halle la medida internacional de un ángulo que 
verifica: [07 +87 + (078? = J181 + J19 


x Ed 
Bo 


400 
(9) Hallar la medida circular.de un ángulo que 


cumple: E- [E 


A)JFrad m5 


x x x 
Niyred co DS E) 


at DE 
15 15 EJx 


€)) Hallar la medida francesa del ángulo que 
cumple: S“=C*, 


10" gy” 10 sy 
a(5) 2/75) ol y) Ds) Sa 


DÍR) 


SEGUNDANERACTICA 


. AQ 0» . EA: 
(E) Siendo “S” y “C” lo conocido, reducir: J = 08 
AJ8 B)9 C) 12 D) 19 E) 16 


(9) Determinar la medida centesimal de un ángulo que 
cumple; 35-20 =14, siendo “S” y “C” lo conocido. 
A) 108 B) 20 C) 30+ D) 40: E) 50< 


(3) Determinar la medida circular de un ángulo'que 
cumple: C—S+R=20+x, siendo “S”, “C”y“R”lo 
conocido. 


Ajrrad - 


O 
(M)Determinar la medida sexagesimal de un ángulo 
que cumple :20C-—S=22, siendo “S” y “C” lo 
conocido. 


A) 20* 


xr ES x 
B)5 Di Er 


B) 12 C) 18* D) 24” E) 12? 


(03) Sabiendo que “S” y “C” son lo conocido para un 
mismo ángulo no nulo; simplificar: 


20 +8 
L= C=8 +7 
A)1 B)3 C)5 DJ6 E)7 


(49) Determinar la medida de un ángulo en radianes si 
su número de grados centesimales excede a su número 


de grados sexagesimales en 4. 
x xXx x xr 
A) 3 B) 4 C) 5 D) 5 E)x 


((2Determinar el ángulo en radianes, que cumple : 
S=x* +1Y C=x* + 3,siendo “S” y “C”lo conocido. 


xr xr x 
10 Cc) 3 D) 3 
(3) Sabiendo que “S”, “C” y “R” son lo conocido para 
un cierto ángulo no nulo; calcular : 

A 2x1C -1S+40R 
218-1C-30R 
AJ1 B)2 C)J3 D)4 E)5 
(09 Siendo “S” y “C” lo conocido para un ángulo no 
nulo ; simplificar : 


EJx 


ed 
A) 5 B) 


A) 1 B)2 C)3 D)J4 E) 5 


(E) Sean lo números “S”, “C” y “R” lo convencional 
en la medición de un ángulo, luego al calcular : 


5C-S E 
A= Cs e obtiene: 
A) 21 BJ683 C)41 


(O) Sean los números “S” y “C” lo convencional en 
la medición de un ángulo, luego al calcular : 


D) 71 E) 61 


A , se obtiene: 

A) 19 B) 20 C) 21 D)22 E) 23 

(Señala la medida circular de un ángulo que cumple 

a = as , siendo “S”, “C” y “R” lo conocido. 
A x 3x 3x bx 
rad BJ == E =z 

4 4 Y o 4 Y 2 my 4 


(3) Señale la medida radial de un ángulo que 
cumple: 35-20 +35R=7,1416, siendo “S”, “R” y 
“C” lo conocido para dicho ángulo (+= 3,1416). 

x x xr xr xr 
A) = rad  B) 7 C) 35 D) 7 De 
(O) Sabiendo que la diferencia de los cuadrados de los 


números de grados centesimales y sexagesimales de 
un ángulo, es al producto de dichos números; como 38 
veces su número de radianes es a 135, señale la 
medida radial del ángulo. 


AE Ze de Lia 
ygrad Bla Ox DIR MA 


(63) Los ángulos interiores de un triángulo son «, p y e de 
tal manera que se cumple:a+P=“Erad; B+0=120". 
Según esto, calcular: E= AS 


[SFORMULAS DE CONVERSION 2] 56 | 


AJ1 BJ Cj5 D)7 E)9 
(£8) Un alumno del colegio escribe 60? en lugar de 60%. 
¿Cuál es el error en radianes ? 

x Íx x x x 
Mzred 7 AT DI De 


(DEl número de grados sexagesimales de un ángulo 
más el número de grados centesimales del mismo 
ángulo es igual a 304. Hallar la medida del ángulo 
referido en radianes. 
xk 2x 3x dx 8x 
A) 5 B) 5 os D) 5 E) 5 
(63) Si: 7 grados “poker” equivalen a 9 grados “R”, y 
27 grados “R” equivalen a 4 grados “z”. Calcular 84 
grados poker en grados “z”. 
A)J1 B) 4 C)8 


D) 12 E) 16 


Mic +S)1r-20R 


(Calcular el valor de: A=12 


30R+ ES 
“S”, “C” y “R” son lo convencional. 
4)2 B)4 C)6 D)J8 E) 10 


ñ 90 100 x _ 
(0) Calcular la medida del ángulo: ol 


A) 360” B) 400* C)2xrad D) 1 vuelta  EJTA. 
(63 Calcular la medida de un ángulo en radianes si: 


s Cc Cc+s 
EIA 
x xXx x x x 
MNgrad BJ5 e Di E 
C-R S-R_C4+S 
((3)Hallar R 10 ¡89% 105 
A) 19 rad B) 18 rad C)17 rad 
D) 16 rad E) 15 rad 
(3 Calcular la medida de un ángulo en radianes si: 
(1801) R* =—L— 
14 
S-R 


£8”, “C” y “R” son lo convencional. 


2%.» 10% 
Ni 


10 9 9 
rad aa DI a EJ jp rad 


*S”, “C” y “R” son lo convencional. 3 
7H 9% 11x Tx 10% 
a Bl rad a a DA yr 


(63) Siendo “S”, “C” y “R” lo convencional, calcular: 


E= C+S, [0+28, [c+ 68 
NN ES C-S 
A)2 B)3 C)4 D)5 EJ6 


(()Determinar un ángulo en radianes, si se cumple : 


ah E ¡ES 
) 5 D) 5 E) 577 
(63) Si a cinco veces el número que representa los 
grados sexagesimales de un ángulo se le disminuye el 
doble del número de grados centesimales del mismo 
ángulo resulta 25; determine el número de radianes 
del ángulo. 

x Ed E x x 

BE at En Ez 
2 10 y 20 ) 15 ze 25 % 5 


(3) Determine la medida circular de un ángulo que 


1 1 1 Cc 
A AE les 2) 5 


n factores 
1 n 
€, 
rad  B) 0 ) 


wi za 

(O Determine un ángulo en radianes, si: 
Vs ls+J57= = [0 - [c- 8 

A)1,9rrad B)2,9 C) 3,9 D)4,1  EJ3,8 


(O) S y C son lo Sa y son números enteros, 


además se cumple “Nos Je=3” 1 


EJ9n 


Calcule : ¿ = 5-9 _ gC-10 
C)1 


A4)9 B)-1 


(€ El símbolo ¿7 indica un número de 2 cifras cuya 
primera cifra es a y la segunda es b. Dos ángulos cuyas 
medidas son y e y son tales que: (x= 1(y=1)Y nes 

> 1980 


equivale a (x+y) grados sexagesimales ,. 
(180x — 180y) grados sexagesimales equis 21 
radianes. ; 


ES E el 
z : ¿ a 
Entonces - cuando x e y están en grados centesimales 


será igual a: 
AE B)-10+x C)J-104+2 D-10 E 
90 90 10 


(VD) Si el complemento del arco x es - 2% radianes, 


hallar el valor de x en grados centesimales. 
A) 282 g 85 m 718 B) 272 g 85m 718 
C)262 885 g 715 D)25g08m E)142 g 85m 718 


(3)La conversión de rad en grados 
sexagesimales : 
A) 460? B) 620” 


(1) Sean dos ángulos, El primero mide p grados . 
sexagesimales y el segundo q grados centesimales. La 
diferencia numérica de estas medidas es 15. Si la suma 
de estos ángulos en el sistema sexagesimal es 129, los 
ángulos tal como estaban medidos originalmente, son: 
A)J30 y 15 B)46 y 30 C)60y 45 D)75y60 EJ90 y 75 
(63) La diferencia de las inversas de las medidas de un 
arco en grados sexagesimales y en grados centesimales 
esigual a su medida en radianes dividido por 2xr, hallar 
la medida de dicho arco. 


C)560” D)650” E) 640? 


Ed 


3ared 


e o 
ET rad B)J6 C) 
D)7 grados centesim ales. 


E)10 grados centesim ales. 


(3) El número que representa el valor de un ángulo 
en el sistema centesimal es mayor en 11 unidades al 
número que representa al mismo ángulo en el sistema 
sexagesimal. Entonces el valor del ángulo, en radianes, 


es: (Usarx= 3,14) 
AJ0,172 B)0,727 C)2,750  D)1,727  E)J3,172 
(1) Si los números que representan la medida de un 
ángulo en los sistemas sexagesimales y centesimales 
son números pares consecutivos, el valor del 
complemento del ángulo, expresado en radianes, es : 
x x 3 7 27 
_ BJ co DIJ— EZ 
sl 10 » 5 a 20 y 40 d 5 
(3) Hallar el ángulo en radianes que satisface la 
siguiente condición: 
La media geométrica de los números que representan 


la medida de ese ángulo,en grados centesimales y 
sexagesimales multiplicada por la suma de las inversas 


de los mismos es igual a 05 veces la semidiferencia 
de esos números. 


V10 


A)/10x Br Cj10Jx  D)J10x  EN1Ix 


(()) Se tiene dos ángulos que se diferencian en un 
múltiplo de 360”. Se sabe que el cuádruple del menor 


es a la suma del ángulo menor más el triple del mayor 
de los ángulos, como 4 a 5. 

Hallar el menor de los ángulos si se sabe que está 
comprendido entre 1080" y 3240". 

A) 1280” B) 2160” C)3200"” D)3210" E) 3230" 


(0) Las medidas de un ángulo, en el sistema 
sexagesimal y en el sistema centesimal, son: 


TT 
S=n 19 * C=n*+ 19 
el valor del ángulo en radianes es : 
xn x xr xr x 
2 119 md 109 al 10 Dg TT 


(0) Hallar el ángulo que forman las prolongaciones 
de las direcciones AB y ED expresada en radianes en 
donde: a=60" ., y=75" , B=45" 


'B D 
= 


A C E 
Tr 3x7 x 3x1 Ed 
A) 3 B) 2 C) 4 D) 4 E) 3 


(S) Según las representaciones numéricas comunes 
C, R, $ : Centesimal. Radianes y Sexagesimal, 
respectivamente. 


Hallar un ángulo negativo que cumpla : 


C+S 
az 


A)-7 rad B)-6 rad C)-9rad D)-5rad E)-4 rad 
(A) Halle la medida sexagesimal de un ángulo mayor 


de una vuelta, si en la siguiente ecuación R representa 
el número de radianes que mide dicho ángulo. 


4R Ya 
e +00 
A) 390 B) 405” C)555” D)625” E)810* 


(B) Del gráfico, calcular: 
C= 10x-9y 
1+2z 


AFORMULAS DE CONVERSION 4 


E 


A NA 
x x xr xXx xr 
(63) Se crean dos nuevos sistemas de medición angular 
A y B, tales que sus unidades (1* y 1%) equivalen a 
1%20'y 1%20” respectivamente. Determine la medida 
circular del tercer ángulo de un triángulo; si dos de 


ellos miden 60* y 50* 


19% 
90 


17x 


23x 297 
rad B)gg red O ral D) 


23% 
A) =p red EN red 


((9 Siendo S y C dos números que expresan la medida 
de un mismo ángulo en los sistemas sexagesimal y 
centesimal que cumple: 


Halle: N=R,¿-R,, 

Si Ry, y R,, son los números de radianes del mayor y 
menor ángulo, respectivamente, que satisfacen la 
relación anterior y además S y C son números enteros. 


3x 
má 10 Je 9 5 


(O En un triángulo ABC: se cumple que : 
8 
A+0=860t+ po 


Ed 
10 


E) 


14 
A-C= Er 788 
(E3) Determine la medida circular del ángulo “B” siel 
ángulo «A» toma su menor valor posible. (x e R*) 


da Sa 2a Ta 
qa C)-¿ rad DS EJ rad 
(9) Si la diferencia de los números de grados 
centesimales y sexagesimales que contiene un ángulo, 
es iguala: 


AE rad B) 


(nar y) +(x—ny)? 
(x+y)? (xy? 


x; y > 0. Señale el menor valor que toma la medida 
radial de dicho ángulo. 


An Bat E Ola? 1 E 
2 Li 2H 
pesto Ejn 20 


€D ¿En la igualdad, calcule “K”, si :48”; “Cy “R” 
son lo conocido para un ángulo no nulo? 


(S4+C)+(C+R)J"+(R+S)?=2(S+C+R)JEKS* 


1800 + 19% 1800 + 197 1800+19x 
Y 90 B) 810 pa 81 
1800 +19% 1800+19x 
2 720 E) 8100 
Ed Señale la medida circular de un ángulo que 
cumple : 


(S+C-R)J+(R4S+C)*+(C+R-S)= 3(S+C+R)*- 
SCR 


Siendo S, € y R lo conocido, 


19x 19% 19% 
s— e 
al +75)red m5 e )rad ce ig)rea 
19x 19% 
D/(9+722)rua 2er z5)raa 


€2) Señale la medida sexagesimal de un ángulo que 
cumple: 


s? 0? 


e LOS 


Siendo S y C lo convencional para dicho ángulo. 
AJ9%  BJO,9% CNIG  DIYB/1  EJ/7,2 


3) Exprese el equivalente de "9" en radianes. 
a 7 EA ¿jercacy” 
o C , sn 
Siendo $ y C lo conocido para otro ángulo generado 


en sentido antihorario. 
103x 


da 5x 
e B)]—=rad 19) 

A) 5 rad ) 6 :) 121 rad 
107% 105x 

Do rad Dir rad 


€3 Sabiendo que el número de radianes de unángulo, 


zi 


es de la forma: E 
ab 


Además cumple : A 
nC-S+11R=n3,1416 


(1=3,1416) e 
Donde: S, C y R son lo conocido para dicho ¡ de 


Calcular : a+b 

A)2 B)3 C)4 D)7 E)J8 
É3) La unidad de medida de un nuevo sistema es 1* y 
ésta se define como la media aritmética de las unidades 
de medida en los sistemas estudiados. 


Hallar el equivalente del ángulo de una vuelta en el 
nuevo sistema. 


10800 * B) 10800x * 108001 * 
19x + 2000 19x + 2000 19x + 2000 
10800x* E) 10800* 
19x + 1800 19x + 900 


Ed) Al medir un ángulo generado en sentido horario, 
se observó que los números que representan sus 
medidas en los sistemas convencionales, se relacionan 
como se indica. 

8x es a la diferencia entre el doble del número 
intermedio y el menor como 1,25 es al recíproco del 
mayor número. Halle la medida de dicho ángulo en 
radianes. 


ed x 
ES ¡a ho a E)-E 
A)J-4 B) 5 C)-3 D)-2 ) 3 
€2 Sabiendo que : 
S =+f de grados sexagesimales. 
C = éf de grados centesimales. 
Para un determinado ángulo, tal que : 
a s E Cc 
1+ 2 2+ E 
E [e] 
+ 2+ re] 
l+x 2+ 
2+x 
Halle la medida de dicho ángulo en radianes: 
x x x x 2x 
Es E o E EE 
A) 4 B) 5 ) 10 D) 20 ) 5 
3) Sabiendo que : 


a>fdeminutos Sexagesim ales. 

b=>%*desegundos Sexagesim ales. 

ec> fdesegundos Centesimalesdeun 
mismoángulo. 


Exprese la medida circular de "g", 


2 
+ a-[Me=2e T 
ac 
A)J0,132xrad B)0,262xrad C)0,272xrad 
D)0,212xrad EJ0,136xrad 


J0|13)D 


_ SEGUNDA PRACTICA 


HD 


ANT 
[05)5j09)E[10)] 


DISTINTOS CAMINOS EN EL 
DESARROLLO DE LA TRIGONOMETRÍA 


Ningún historiador se atreve a fijar los inicios del desarrollo de la 
ciencia trigonométrica, La trigonometria surgió seguramente através 
de distintos hilos conductores y asociada a otras disciplinas como la 
aritmética, la geometria y, más tarde, el álgebra. 


Uno de los caminos por los que se abrió paso la trigonometria fue el 
de la resolución de problemas de astronomía de la ciencia griega. 
En esta línea podemos citar la obra «Sobre las medidas y distancias 
del Sol y la Luna» en la que su autor, Aristarco de Samos, calculaba 
las distancias relativas Tierra-Sol, Tierra-Luna con procedimientos 
geométricos. Aristarco aproxima el seno de un ángulo expresado a 
partir de las razones de los lados de un triángulo rectángulo. La 
utilización de la geometría como base para cálculos que hoy 
consideramos trigonométricos es una constante en la ciencia griega. 


Otro camino que contribuyó al desarrollo de la ciencia trigonométrica 
fue la construcción de tablas de cuerdas correspondientes a 
diferentes ángulos, Aqui podemos citar la obra de Hiparco de Nicea 
(150 aC), Menelao de Alejandria (70 dC) y sobre todo Ptolomeo 
(150 dC) con su obra el «Almagesto», En esta obra Ptolomeo calcula 
las cuerdas asociadas a ángulos centrales de 60”. 90”, 120", 72" y 
36”, a partir de diversas proposiciones de los «Elementos» de 
Euclides y de un teorema que aparece por primera vez en el 
«Almagesto» y que ahora conocemos con el nombre de teorema de 
Ptolomeo y que es básico para demostraciones geométricas de las 
fórmulas trigonométricas. 


Históricamente se puede considerar que los árabes fueron quienes 
dieron el paso decisivo para el tratamiento sistemático de la 
trigonometría. Seguramente fue esta civilización quien más 
contribuyó al desarrollo de la ciencia trigonométrica presentándola 
como ciencia independiente de sus aplicaciones en astronomia. Aquí 
podemos citar la obra Traité du quadrilatére de Nassir al- Din al- 
Tusi. Este tratado está dividido en cinco libros y cada uno contiene 
varias proposiciones y capitulos de trigonometria plana y esférica. 


Si la sistematización de la trigonometria la hicieron los árabes, en 
Europa quien transmitió y mejoró esta sistematización fue 
Regiomontanus con su obra De friangulis Omnimodis. Esta obra 
consta de cinco libros, dos de trigonometría plana y tres de 
trigonometria esférica y presenta una exposición sistemática de los 
métodos de resolución de triángulos cualesquiera planos y esféricos. 
A partir de la difusión de esta obra se sucedieron otras que 
profundizaron en la trigonometria conduciéndola a la situación actual. 


PRIMER REPASO PARCIAL 


¿QUÉ ES UN ÁYGULO TRIGONOMÉTRICO? 

En geometría se define al ángulo geométrico como la figura formada por dos rayos que 
tienen el mismo origen. 

En trigonometría se define al ángulo trigonométrico como aquel que se genera por la 
rotación de un rayo (en un mismo plano), alrededor de un punto fijo llamado vértice, desde una 
posición inicial hasta una posición final. 

OA : Posición inicial 

OA": Posición final 

O : Vértice 

a: Ángulo trigonométrico 


E A 
OBSERVACIÓN: 2 


-  Siel giro del rayo es en sentido antihorario, el ángulo 
que se genera es positivo. 


-  Siel giro del rayo es en sentido horario el ángulo que 
se genera es negativo. 


=- Si el lado final coincide por primera vez con el lado 
inicial luego de un giro entonces el ángulo es el de una 
vuelta. 


A 


1V 
ES mo 


Enun gráfico para poder sumar ángulos trigonométricos. 
estos deben de tener el mismo sentido. 


EJEMPLO: 


De la figura, 
Hallar: a — $ 


le] O A 
RESOLUCIÓN: 


De la figura adjunta: a+(-B)= z vuelta 


1 
-pB==v 
del 


SISTEMA DE MEDIDAS ANGULARES 


Expresar la medida de un ángulo en términos del 
ángulo de ] vuelta (caso del ejemplo anterior) no es muy 
común, por ello se utilizan sistemas de medidas 


he 
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I)SISTEMA DE MEDIDA SEXAGESIMAL: 


También conocido como sistema de medida inglés. 


Es aquel sistema que divide al ángulo de una vuelta en 360 
partes iguales. 


Cada división es la unidad del sistema llamado “grado 
sexagesimal” (19). 
Porlo tanto: 4 1 vuelta = 360% 


También tenemos: 
donde: 
T' : minuto sexagesimal 
1": segundo sexagesimal 
2) SISTEMA DE MEDIDA CENTESIMAL 
También conocido como sistema de medida francés. 


Este sistema es de poca utilización y carece de 
aplicaciones prácticas. 


Es aquel sistema que divide al ángulo de una vuelta 
en 400 partes iguales. 


Cada división es la unidad del sistema llamado “grado 
centesimal” (1%) 


Porlatanto: Y 1 vuelta = 4008 


También tenemos: [7* = 100” 


1" = 100] 


donde: 

1" : minuto centesimal 

1": segundo centesimal 
3) SISTEMA DE MEDIDA RADIAL : 
También llamado sistema de medida circular ó internacional. 
Este sistema es el de mayor utilización en matemáticas 
superiores, 
La unidad de este sistema es el radian (1 rad) y se define como 
aquel que divide al ángulo de una vuelta entre 27. 

Porlo tanto: X 1 vuelta =2x rad 


Valores aproximados de x 


rr =3,1416| ; ¡"== 


*Conclusión: | rad >1%>18 

FACTOR DE CONVERSIÓN 
Delas definiciones anteriores para el ángulo de una vuelta 
tenemos: < 1 vuelta = 360% = 4008 = 2x rad 
Asítenemos: 180? = 200% =7 rad A 9 =10* 
EJEMPLO: 


Factor de 
E conversión OR 
=36" x (TIM e 36%== rad 
1) 36 =36 ED , 3 


e 

je, Conversión qe: e 

Do Im=Z, Qs -. —rad=50' 
Zrad querra) 4 


RELACIÓN NUMÉRICA ENTRE LOS TRES 


SISTEMAS 
Considerando un ángulo trigonométrico positivo como 
en la figura. 
se 
a cr 
R rad 
Siendo: 


S :Número de grados sexagesimales del ángulo u 
C : Número de grados centesimales del ángulo u 
R : Número de radianes del ángulo u 


Entonces se cumple para el ángulo ac: S' = (+ =Rrad....... (1) 
Sabemos: 180% = 200! = x rad ....... (ii) 
(i) entre (ii) se cumple: a Ll 
De lo anterior se concluye que: 5 
Obserración: 
Para un ángulo positivo como es nuestro caso se cumple: 
C>S>R 
EJEMPLO : 
2R 


Si para un ángulo positivo se cumple: E 


Siendo S, C y R lo convencional para dicho ángulo, hallar su medida en el 
sistema internacional. 


RESOLUCIÓN: 


De (*) obtenemos: sE e 


1 _2R 
Reemplazando en el dato tenemos: nn a 


e 2R 
Operando en el primer miembro: a 


2 
> 5 => R=G 
EJERCICIOS : 
1. ¿Cómo se genera el ángulo trigonométrico? 


Ed 
+. Elángulo mide — rad 
ángulo mide 


SISTEMA DE MEDIDAS ANGULARES 


2. La medida del ángulo puede ser positiva o negativa, 
dependiendo de: 


3. ¿Todo ángulo trigonométrico es generado mediante una 
rotación? Explique, 


4. Para medir ángulos trigonométricos. ¿Cuántos sistemas se 
pueden utilizar? 


5. ¿Cuáles son los sistemas convencionales de medida angular? 


6. Hallar la relación de orden entre S, C y R, para un ángulo 
en el sentido antihorario: 


7. Ordenar en forma creciente 
30%, 209, 271rad 


9, ¿En qué caso los tres números convencionales S, C y R son 


iguales? 


10. ¿Qué es el radián? 


GUIA DE REPASO 
NIVEL: 
1)- Calcula: 
3600 + 270% 
216" =/10rad 
m1 b)2 3 ds 01m 
2)- Calcula un ángulo en radianes, Si: 
2845C = 13, 6 
2) x/10 rad b)x/100 rad 
€) x/1000 rad d) 2/50 rad 
9) 7140 rad 


3).- Calcula un ángulo en radianes, si cinco 
veces la medida en centesimales menos 


e) n/100 rad 


4)- Reduce: 
p. HC + S)+n(C-S) 


3) 10 
d) 40 


e) 30 


12 bj4 cj6 d8 ejNA. 
A A 
ángulos intemos 


A=9": B=10x%; C-Torad 


b) x/2 rad 
0) 1/5 rad 


c)x/3 rad 


st  b)2 d)4 
goto o o E 
radianes, sí 


c)3x  d)4x 


e)5 


a)x b)2x 0) 5% 


10)- Sí se cumple que: 2'62' 63" =a'a'a" 
Halla “a”. 


a) 1 b)2 c)3 d)4 e)5 
11)- Reduce : 
En _X ¿30-5) 
Aa” ars 
et  b)2  c)3 94  e)5 


12).- Los ángulos de un cuadrilátero AMOR 
se miden en tres sistemas diferentes. El 
Card he el ángulo M mide 5/87 

rad y el ángulo O mide 80*, Determina la 
medida del ángulo R. 


a)x/20rad  b)11x/20 rad 
c)a/30 rad  d)3x/20rad 


13). Halla el ángulo en radianes que cumple 
con la relación: 


e) NA. 


14).- Calcula el equivalente de 20%, 


210 b)9" 04 
d)x/Orad  ejx/18rad eS 
15)-- Calcula el equivalente de x/1 
310 b) 107 4% 5 
915 2) 24 CS, 
NIVEL Il XS 
1).- Calcula el de n/48 rad. 
2215 5 0) 245" 
345 215 
27 Cole cinco 2 
b) 607 25" 
e) 45” 
'- Convierte a centesimal : 81" 
a) 50* b) 150' e) 250* 
d) 200" e) 125' 


4).- La suma de dos ángulos es 80* y su 
diferencia es 18”. Encuentra uno de los 


ángulos en sexagesimales. 
a) 40” b)45" £) 82 
d) 13 e) 15 


5).- Se tienen dos ángulos suplementarios, 
tales que el doble del menor es igual al 
mayor disminuido en 30”. Halla el mayor en 
radianes. 


8) 13 1/7 rad b) 13 1/20rad 
€) 13 x/18rad d) 5 1/18rad 
0) x/1Brad 


6).- Sabiendo que S y C representan lo 

Pap dd tv 
-S=4 

Hala la medida circular de “a” 


a) r/4 rad D) n/2rad 
d) /8rad 0) r/9rad 


7)- Determina la medida circular de un 
o a: S=x -10 
=x+10 

siendo S y C lo conocido, 
a) rad b) n/2rad 
d) x/6rad 0) Znrad 
8)- Determina la medida circular de un 
ángulo que verifica : 

S+C+R=383,1416 
Siendo S, C y R lo conocido. 


a) arad b) x/2rad 
d) Zarad e) n/Srad 


9)- Halla la medida circular de un ángulo 
que cumple : 


EE-(az)es 
8) 1/20 rad b) n/10rad €) x/Mrad 
9) n/S5rad e) n/Brad 


10)- Halla la medida circular de un ángulo 
que cumple : 


€) n/Srad 


c) niárad 


e) rad 


a 
GR r R 
85 1/9 rad b)10x/8rad  c)m/9rad 
d)3x/10rad  e)9x/1Orad 


11).- Determina el valor de “a” (a>0) para 
que sea falso: 


a) Absurdo 
d)-2/18 rad 


b)rBrad  c)x/Grad 
0)-7/8 rad 


CLAVES DE RESPUESTAS 


NIVEL | 
ve 
6)d 
11)e 


2b 
7) 
12)b 


3)b 
8)d 
19) c 


4b Sc 
9b  10)c 
14)d 15)c 


NIVEL 11 


1d 
6)c 
tte 


2)b 
Ta 
120 


ATRIGONOMETEIA 4 


* Aplicar correctamente la fórmula para el cálculo de 
la longitud de un arco de circunferencia. . 


LECTURA 


Ya los griegos anteriores a Sócrates descubrieron la 
parte de la Matemática que llamamos Trigonometría, 
de trascendental importancia en el desarrollo del resto 
de la Matemática, así como en todas las ciencias 
aplicadas. Entre las aplicaciones que entonces se 
hicieron de la Trigonometría encontramos una que 
nos llama poderosamente la atención. Tales de Mileto, 
en un viaje que hizo a Egipto, calculó la altura de las 
Pirámides por procedimientos trigonométricos. Para 
hallar esta altura solamente precisó dos datos que no 
le fueron difíciles de obtener. Estos son: la longitud de 
la sombra proyectada por la Pirámide y el ángulo con 
que el rayo de sol incide sobre la horizontal, ambos 
datos tomados a la misma hora. 


h=altura de la pirámide 
e=gngulo del rayo con la horizontal 


La medida de la longitud de la sombra no ofrece 
dificultad alguna. Para la medida del ángulo del rayo 
solar, muy bien pudo hacerlo dejando resbalar la 
sombra sobre un plano paralelo al rayo de sol y 
perpendicular al suelo y a la cara de la Pirámide que 
queda en sombra, tal como muestra en la figura . 

Al revizar capítulos posteriores estaremos en 


condiciones de solucionar este problema que, unos 
siglos antes de Cristo, fue capaz de resolver Tales de 
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Mileto. 


Hasta el hallazgo de la Trigonometría no se conocía 
más camino para resolver los problemas que el de la 
Geometría. En dicha parte de la Matemática se 
relacionan magnitudes de la misma naturaleza entre 
ellas para llegar al conocimiento de otras magnitudes 
desconocidas, pero que son también homogéneas con 
las primeras. Es decir, se manejan solamente elementos 
de un mismo conjunto: longitudes entre sí, áreas entre 
sí, ete. 


Los griegos, descubridores de la Trigonometría, 
tuvieron la genial ocurrencia de salirse de estos 
conjuntos cerrados y relacionar elementos de conjuntos 
distintos, tales como las longitudes y las amplitudes. 
Este es el objeto de la Trigonometría: estudiar las 
relaciones que existen entre la longitud de uno o más 
segmentos y la amplitud o ángulo con que estos 
segmentos inciden unos sobre otros. 


LONGITUD DE UNARCO 


Se denomina arco a una porción cualquiera de una 
curva, como se observa en el gráfico: 


arco 


| 


Nosotros vamos a tomar una porción de circunferencia 
que también sería un arco; y su longitud será nuestro 
objetivo en esta parte del curso, En el gráfico, tenemos 
una circunferencia de centro O y radio R. 


* Donde: 
:número de radianes del ángulo central. 
r:radio de la circunferencia. 


aid *AOF:L,=0R $ 
se PROP. es EOD:L,=0r> L,L,=00rRemmmmd(2)" 
PeEnelgritco: > Luego: (1) = (2) > L,L, = L,L, 
E a É CIRCUNFERENCIA 
Y CÍRCULO 


Circunferencia 


Se cumple: 
Longitud de la Circunferencia 


Lo = 2 


Círculo 


SECTOR CIRCULAR 


Cc 
* Sector COD: 4m=b 
* Sector AOB: 0(m+c)=a 


a—-b 
m+0c=a>0c=a-b>0= 
me o ; 
1) En el gráfico A y 
a . 
ES PROBLEMA 1: 

Lg Calcular la longitud del arco correspondiente a un 

ángulo central de 80? en una circunferencia de 18m 

B deradio, 


AJrm B)2x C)3x D)j4x EJ8x 


Se cumple: |, x Ly = Ly XL, RESOLUCIÓN: 


DEMOSTRACIÓN : * Graficando , tenemos que convertir primero el ángulo 


A central a radianes : 
D ad 4 
L ¡A =80rx E" Pri 
IE e in LOS dl 
ZA qe 11) Calculamos la longitud : 
L=0R=%x18 : 


B 


7 
Lg 


R 
, B * Operando: L=8xm 
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PROBLEMA 2 : 
En un sector circular, el ángulo central mide 30” y el 


radio 12 em. ¿Cuánto mide el arco? 


RESOLUCIÓN: 
Graficando: 12 
0< E 
12 
0 = 30d =>0 = Grad E 


*L=0R=>L=5x12> L=2nem 


PROBLEMA 3 : 


En un sector circular, el ángulo central mide 36" y el 
arco correspondiente mide 6xm . ¿Cuál es la longitud 
del radio de dicho sector? 


A)10m B) 20 C) 30 D) 15 E)J5 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : R 
0< L = 6x 
R 
B 
D) convertimos el ángulo central: 
036 xE190 9-32 vag 


180 5 


11) Aplicamos la fórmula : L=0R=61=ExR 


* Despejando : R=10m 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 4 : 


En un sector circular, el ángulo central mide 72* y el 
radio 20 em. ¿Cuánto mide el arco? 


RESOLUCIÓN: A 
Graficando: 20 
0 EL 
20 
rrad 27 y 
iS Ta H4= q rad 


*"L=0R=>L=%x20=>L=8rem 


PROBLEMA 5: 

Calcular la longitud de un arco cuyo ángulo central 
correspondiente mide 10% y el radio del sector mide 
10m. 


Ajzm B)2x o D)áx EJ8x 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando: 5 A 
0 L 
10 
B 
I) Transformamos el ángulo central: 
x xr 
108 =10% x 0 
11) Luego: L=0R 
>L=7*10>L=Zm 
RPTA ; "C” 


PROBLEMA 6: 


En un sector circular, el arco mide 12 cm. Si el ángulo 
central se reduce en su tercera parte, se genera un 
nuevo sector. Determinar la medida del nuevo arco. 


RESOLUCIÓN: 
Interpretando: 


D 


Ex R=>L= Hor) =3(12)>L=8em 


PROBLEMA 7: 


Sip ts 


Del gráfico, determina: € L, 


Sectorgop : L, =0x2= 20 

Sectorgop : Ly =0x5=50 

Sector,og : Ly =0 x6=60 

Luego: 

L,+Ly _ 20 +60 
pan 50 

PROBLEMA 8 : 


Calcular la longitud de arco que corresponde a un 
ángulo central de 50” en una circunferencia de 


diámetro 36m, 
A)J25xm BJóx 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando y cd el ángulo central en radianes : 


80 8 
C=— C== 
EN 


E 50 


C)J10x D)20x  Eji6x 


* Calculamos la longitud : 
L=0xR= 72:18 L=5xm 


RPTA; “B" 
PROBLEMA 9 : 


Una pista está formada por dos arcos consecutivos 
correspondientes a ángulos centrales de 27” y 60* con 


EDITORIAL RUBIÑOS 
radios iguales a 20 km y 18km. repectivamente. 
Determina la longitud de la pista. 
RESOLUCIÓN: 4 


Graficando: Es 


Ed a 


* Sectorjon:0=27" 


Se 
L,=0R = o q 


= Forad 


* Sectorgoc :0= 60 Erad _ z 


L, =0R == x18=6n km 
> L, + L, = 9n hm 


PROBLEMA 10 : 


En un sector circular, el ángulo central mide 40* y el 
arco correspondiente mide 8x . ¿Cuánto mide el radio 
del sector? 


A) 10 B) 20 C) 30 D) 40 E) 60 
RESOLUCIÓN: A 
* Graficando : R 
o L=8x 
R 
B 
* Convirtiendo el ángulo: 
0=40% x nd >0=E rad 
200% 5 


* Aplicamos la fórmula: L=0R > 8x=ExR 
* Operando: R=40 

RPTA: "D" 
PROBLEMA 11 :; 
En un sector circular, se cumple que el arco mide 3x y 
el radio mide 6. ¿Cuál es la medida sexagesimal. del 
ángulo central? z 
A) 107 B) 207 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : 


E 
Cc) 90 D)40* ger 
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PROBLEMA 13 : 
6 Del gráfico, calcular "g". A 
= Ajxrad 
o< L= py? 
6 C) S 
B D) ¿ 
La 
* En el gráfico, aplicaremos la fórmula: E) rl 2 
L=0R>3x=0x6 > 0=5rad RESOLUCIÓN: B 
* Convirtiendo al sistema sexagesimal: * Aplicando la observación anterior : 
arad 180” _ÍR2H_ E = 
y ae ea => >0=xrad 
RPTA: "C” BPTA: “A” 
PROBLEMA 12 : EROBLEA 
E El péndulo de un reloj mide 75 em y al balancearse se 
Dela figura, hallar: 5 A desplaza 12% cada lado de la vertical. ¿Cuál es la 
A) 1 longitud del arco que describe? 
2 A)5xcm B)7x C)10x% D)8x E)6x 
B)1 RESOLUCIÓN: 
al * Por condición del enunciado tenemos: 
4 
D)2 
EJ0,3 
RESOLUCIÓN: B 
* Asumiendo que: mx AOB =0 
=> recordamos: 0 E 
* Para cada sector : 
EI VO ETA 07) ñ 
e. Tan” * De la figura: Por dato la medida de « en grados en 
* Igualando (1) y (1D): 12", por consiguiente la medida en grados del ángulo 
x_ 3x 50 ¿Ua>b=2a AOB es 24”, equivalente en radianes a $2. 
+b 
E * Aplicando la relación: £ = 9r, tenemos: 
* Pide: EL 2x 
OTE] e-(55)65cm) 
ESA longitud del arco: AB(£)=10. 
ES arco: =10x cm 
OBSERVACIÓN: AA 


En un problema cuyo gráfico tenga la forma: 


PROBLEMA 15 : 

Calcular la longitud del radio de una circunferencia 
en 

la que un ángulo central, que comprende un arco que 
mide cm ,tiene una medida en grados 
centesimales representada por un número entero y en 
grado sexagesimales representada en la forma x%x”. 
A) 3m B) 4m C)2m  D)2,5m E) 3,6m 
RESOLUCIÓN: 


* Además: 


. 
20-00 e 


* Transformando a centesimales: 


61 10% _61 
9= 57% 5 = 5g**» luego para que "9" sea entero 
en centesimales, se tendría que: x= 54> 0 =61% 
* Que al transformarse a radianes , será : 
xrad - Lx 
1008 100 


* Finalmente aplicamos: 


0=61f x 


RPTA : "C” 
PROBLEMA 16 : 


Sobre una circunferencia de centro “O” se tiene 3 
puntos: A, B y C(B entre A y C): si el punto B divide 


ala longitud del arco AC, de modo que la longitud del 
arco AB es media proporcional entre la longitud del 
arco AC y el arco BC. Se pide hallar la relación 
existente entre los ángulos ADB=0 y BOC =a 


AJO” +a=00 BJ0* +a* =204 Cja*-0=204 
DJO*-a*=0%  EJO*-a=20 
RESOLUCIÓN: B 
* Graficando : A 

C 
* Además según enunciado ; 


—>010+a* =0* 
Or ar 


20 -a=a0 


AC_AB_(0+x)r_or 
A 


. 


PROBLEMA > 2 
dos poleas de igual diámetro, conectadas por 


RPTA: “D" 


na faja de longitud igual a “m” veces (m e 1) la - 


(SLoscrroD pg amco.  J68|[ 


EDITORIAL RUBISOS 


longitud de la circunferencia de una de las poleas. 
Hallar el diámetro de las poleas, si se sabe que la 
longitud de la faja que no hace contacto con las poleas 
es 2L. 
L+2 


L+2 2L e 


1) > a” =D ms pe 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando adecuadamente : 
EL 
IR rál sá R 
L 


? Se aprecia que : 
Longitud de la Faja =2L +2 (xR) 
o pr 


¡— MOxR)=2L +25R =R=L> 
dato 
* Se pide el diámetro, el cual será: 
L 2L 
as a 5) —a(m-1) 


RPTA : *C" 
PROBLEMA 18 : 


La figura muestra un montacarga con un tambor de 


60 em de diámetro, si el montacarga gira = radianes, 


entonces la carga se eleva aproximadamente a una 
altura de: (tomar x= 3,1416) 


A) 1,68m 
B) 1,67m 
C) 1,66m 
D) 1,65m 
E) 1,63m 


RESOLUCIÓN: * a 


* Debemos deducir que la longitud del arco girado, es 
igual a la altura elevada de la carga. 


y 


r=30cm=0,3m 
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* Ahora aplicamos: 
Ta _7(8,14) 3, 
>L= 4 x(0,8)= L === x3p > L=1,65m 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 19 : 
De la figura, calcular el E: del sector circular 
D)8 


AOB. 

E) 14 E) 
RESOLUCIÓN: 

* Del gráfico : 


A) 20 
B) 16 
C) 12 


L=Rx0>x+9=(x+1Dx 
>xr9=a dra I=0 > B=x 


*Se pide Perímetro: x+1+x+1+x+9 


> Perímetro: 3x +11=3(3)+11=20 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 20 : 
Determine el valor de “E” en el esquema mostrado. 


AJ6 
B)7 
C)9 
D) 10 
E) 12 
RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico 
2 4 
3 
A 
0H RO = Anciana (1) 

* Además : 


(R+5)0=14 > RO+50=14 


> 4+50=14 > 0=2 a R=2 


* Se pide: L=(R+3)0=(2+3)2=10 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 21 : 
Calcule el perímetro de la región sombreada, siendo A 


y D centros, además AB=AD=4u. 


A D 
041 az od 321 213) 
RESOLUCIÓN: 


Bp ql 


* Trazando los radios, 
adecuadamente : 


*Se deduce que:  Í 


* Se pide el perímetro de la región sombreada, es decir: 
2x7  2x 
Eñ + E +4=4 E + =) 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 22 : 


En la figura mostrada se tiene un péndulo en 
movimiento. Hallar aproximadamente la longitud del 
péndulo si su extremo recorte 10xm 


RESOLUCIÓN: 


* Sea x la longitud del péndulo y L,, con L, los 
recorridos del extremo : 


* Del gráfico se estopa que: 
L,= 


A La TE 10) 


180 


! qe por dato: +L,= 10% reemplazamos; 


ex Ta 20)=10x 
ES TIE 

180 180 9 9 
>x=28,2 RPTA : “0” 


PROBLEMA 23 : 

En la figura mostrada la longitud de la cuerda AB es 
igual a 4m y la base sombreada'es un cuadrado cuyo 
lado mide Im, si se gira en el sentido indicado hasta 
envolver toda la cuerda de dicha base. Calcular la 
longitud que recorre el extremo A. 


A)4xm 
B)J6xm ( 
C)5xm 


E 
L, =77*12=L3=ñ. ico (049) 


D)10xm 
E)20xm AÁ B * Sea 2P el perímetro de la figura sombreada: 
RESOLUCIÓN: P=L,+L¿412 occomossscrio (IT) 


* Trazamos los recorridos del extremo A : *Reemplazamos 1 a 11 en HE 


P=4xr+1+12=5x +12 
RPTA : «B» 


PROBLEMA 25 : 

Dos ángulos centrales de una circunferencia cumplen 
lo siguiente : 

D) Son suplementarios. 

1) La diferencia de los arcos que subtienden es 2em. 


* Del gráfico notamos que : 111) La razón entre la medida de los ángulos es . 


3; 
L, = a >2L,=2x ; L,= $33 L; > Halle (en en) la longitud del radio de la circunferencia. 


x y z 2(4+1) 3(4+x) c 7(4+x) 4(4+1) 
O a RÁ E) E) ex (4—1) DAED 
> La longitud total que recorre A es: RESOLUCIÓN: 
3x x * Graficando : 
Ly + Lo + Lg + L ¿20 +7 4045 =6x AER > a 
O, Ed RN A A 09) ¡MN 
qna z OR-AR=2 ms (049) 
Calcular el perímetro de la figura sombreada siendo O 94 
y B centros. A IA A: (0449) 
a xx 
A)J5x+6 > z 
B)5x+12 Ax 


*De (1) y (11) : Lian > a 
dan 
* Que al aa en (11), se obtendrá: 


2 
dt DR 


C)sx+12/2-12 12 
D)4x +3 
E)6x +24 


e : drr dra 
RESOLUCIÓN: 


A TEÍ ¡ETHRIA 4 
PROBLEMA 26 : 


Calcular el radio del cuadrante ACD, sabiendo que la 
esferita al soltarse del punto B, llega al punto C, 


además: AB =(1 +2)cm. 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico : 
AE=AB 


> Grir=x+2 € 


* Resolviendo : r = 2 

RPTA : «C» 
PROBLEMA 27 : 
Se tiene una lámina en forma de sector circular cuyo 


ángulo central mide Z rad , al cubrir el arco con un 


hilo de SH de longitud este no queda cubierto 
totalmente, faltando una cierta longitud de hilo. Pero 


8x 


si es cubierta con una longitud de “2 ,msobra una 


longitud igual a la que faltaba anjdfénenta, Halle 
(en m) el radio de la lámina. 
AJ3 BJ4 C)5 
RESOLUCIÓN : 

Gráficamos de acuerdo a la condición: 


1”caso: R L 
“G 6x 
7 
R 


D)J6 E)7 


8x Ax 

AER Pts ansurcnss (MI) 
6x 87 _2x7R 

Sumamos (1)A(11) E E 

luego el radio de la lamina es: 3m. 


= an > R=3 


RPTA : “A” 
PROBLEMA28 : 
En el gráfico se muestran tres tuberías del mismo 
diámetro de longitud D , que para sujetarlas se las 
envuelve con un alambre de diámetro despreciable . 
Determine la longitud de dicho alambre . 


A) Dix + 3)u 
B) Dfx + 2)u 
€) Dix + 4Ju 
D) Día + 5)u 
E) Díx + 6)u 
RESOLUCIÓN : 


*Vista frontal de las tuberías : 


*A] unir los centros se forma un triángulo equilátero 
00,0, 


*Se pide : 
Longitud det atambre = L=3TP + EPR cocino (1) 
*Del gráfico : 
TP = 2r 
(PR=rx = eta 
*Reemplazando en (1) : 
L=3(2r)+ e E (2r) 


*Pero : D=2r 
> L=D(1+3) 
PROBLEMA 29 : 


De la 


RPTA : “A” 


figura mostrada 


¡si Liz = Lg=6u, 
AC =1,5u, La=Lap=L5p- Halle en radianes la 


medida de 9. 
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A 
€, 
o 
D 
B 
A)1/2 B)2 C)1/3 


D)J4/8 E)3/4 


RESOLUCIÓN : A 


Se cumple: 


L_-L- 
En el problema: se ESE 30 >0=4/3 
2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 30 : 


A partir del punto A se coloca una cuerda de longitud 
£ sobre la superficie mostrada . Indique el punto en el 
31 


EA E 
cual coincide el extremo de la cuerda , si A 


AJB D) E 


B)C 
RESOLUCIÓN : 


E)JF 


r: 


¡R= SS 3 2xr=t 
*Datos: a 


“27* 
> 1> (longitud del arco AB) 


*Sea: 
(=(ABMWUBDT) 

2 le DE 
di o ió ir = 


Bx _3_2r E 


1=4+% >£2%>2=E> xrad=* rad 
E ES 4 


d x 4 
>rrad=45 wd 4 E T=D 


RPTA : “C” 
li 


(PRIMERANPRACTCARDIRICIO 


a 
(GDDeterminar:: “x”. 

A) 1,2 cm 02 cn 
B) 0,75 cm 

C) 12 cm Ed 
D) 7,5 cm Á 

E) 4,3 cm 


(2) Determinar “x”. 


A) 0,5 m 
B) 1,0 m 
C) 1,5m 
D) 2,0 m 
E) 2,5 m 


(E3) Determinar “x”. 
A) 1 
B) 0,1 Z 


C) 0,2 SS 


D) 0,5 
E) 1,1 x 


(E) Determinar la longitud de un arco correspo) l 
a un ángulo central de 15”, en una circunferencia de 
diámetro 48m. pe 


Ajzm B)2x 


C)3x 


ATRIGONOMETRIAL 


(63) Determinar la longitud de un arco correspondiente 
a un ángulo centrald e 40% en una circunferencia de 
radio 10cm. 
A)xem B)2x 


C)3x D)óx 


(9) En un sector circular, el arco y el radio están en la 
relación de 4 es a 3. Determine la medida del ángulo 
central correspondiente. 


3 3 
AE = 
rad 5 


E)7x 


4 4 3 
C)> D)J= E> 
z 3 4 5 d 7 
(7) En un sector circular, el arco mide 57m y el ángulo 
central 30%, ¿Cuánto mide el radio? 
AJ30 m B) 33 C) 38 


D) 42 E) 48 


(63) En un sector ciruclar el radio mide 2 y el 
x 

ángulo central mide 45”. Determinar el arco 
correspondiente. 

AJ0,lcm  B)0,2 C) 0,3 D) 0,4 EJ0,5 
O En un sector circular el arco mide 16xm y el 
ángulo central mide 144”. Calcular el radio. 
A) 14m B) 16 C) 18 D) 20 


O En un sector circular el arco es la cuarta parte del 
radio. Calcular la medida del ángulo central. 


1d S 2 2 
al ale] 2 (2) me 


xr xr x 


E) 23 


(O) En un sector circular el radio es el recíproco de la 
medida radial del ángulo central. ¿Cuánto mide el 
ángulo central de otros sector circular de radio 4, si 
poseen el mismo arco? 
1 1 E 1 1 
E BIZ E 1-2 E 
E a ALO O 
(MD En un sector circular el arco y el radio están 
representados por dos números enteros consecutivos. 
Si el semiperímetro del sector mide 7m, calcular el 
ángulo central de dicho sector. 


AJ0,2 rad B)0,4 C)0,6 
(3) En un sector ciruclar el ángulo central, el radio y 
el arco están representados por número consecutivos, 


Calcular el ángulo central de dicho sector. 
A)1,1424 rad  B)1,4142 C)1,731 D)1,39 E)1,35 


D)0,7EJ0,8 


(O Calcular “g» del gráfico mostrado, si: Ea =S. 
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lx 10% 
AP DIE 


(5) Del gráfico, calcular »g" en el sistema francés. 


Ed 
Ds 


A) 125 D sA 
B) 15: 
C) 30s 
E) 40: 
Cc 
B 


(o) En el gráfico, Determinar "g". 


8 Ss 
A) 75% E 
B) 88? 
c) 1020] 7a 
D) 115" 
E) 135 RS 


3 

(2 En el gráfico, Determinar “E”, 
A)J2x D tE 
B)4x 

C)J6x. 0<] 107 
D)8x 

C: 
E)10; 
E A 


(13) En el gráfico, Determinar “a”. 


A 
D 
A) 12 
Bj158 p9<] 147 
C)17 
D) 20 
E) 23 A 


(9) En el gráfico, Determinar "9". 


A)3x 17, 
B)6x KE 
az 

e 7I 
pa 2 

2 

lx 

Era eE 


0) Del gráfico calcular la longitud que recorre el punto 
“P” si este cubre totalmente el cuadrado. 


A)12x km 
B)i4x 

C)17x 

D)20% P 
E)l4x 4 


ALOSGITUD DE ARCO £ [ 72 ] EDITORIAL RUBIVOS. 


(0) Determinar el radio de una circunferencia tal que 
un arco de 15 cm de longitud subtiende un ángulo 
central de 3rad. 

AJi5cm B)1i2cm C)10cm  D)J5em  E)2,5 em 


(02) Determinar la longitud de arco en un sector 
circular cuyo ángulo central mide 40” y el radio es de 
15 em. 


1 eS 


án 3x 
u— Bs Os 


AN 


3 Ed 
D) 577 El 


Sn Determinar “E”. 


A)2 
B) 4 
05 
D)7 


E)8 === 


(E3 Del gráfico determinar “R”. 
3 


8 


A)J1 
B)3 R 
C)4 
D)J5 
E)6 E 


3 

(3) Determinar “a” en los sectores mostrados. 

e 
A)2 3 
B) 2,5 
C)3 
D) 4 
E) 4,5 > > 


o 
a 


DIRIGIDA) 


(7) Determinar la longitud de un arco correspondiente 
aun ángulo central de 60”,en una circunferencia cuyo 
radio es 3m. 

AJr B)3r .  C)9x 


DJS E)2x 


(02) Determinar la longitud de una circunferencia cuyo 
radio mide 5m. 
Alam  B)5xm C)ji0xm 


D)20xm E)15xm 


(3 Del gráfico, hallar “x”. 


(E) Determinar la longitud de arco correspondiente a 
un ángulo central de 80 en una circunferencia de 36m 
deradio. 


A)4xrm B)16x C)32x% D)36x Elx 
(03)Determinar la longitud de arco correspondiente a 


un ángulo central de > rad en una circunferencia de 
8m de radio. 


AJam  B)32x  C)2x D5 E)4x 
(E) En un sector circular, el ángulo central mide 60* y 
el arco correspondiente mide 6x. ¿Cuánto mide el 
radio? 

A)6 B)9 C) 12 D) 18 E) 15 
(E3En un sector circular se cumple que el arco mide 
6x y el radio mide 12. ¿Cuál es la medida sexagesimal 
del ángulo central? 


A) 45" B) 60* 


(7) En un sector circular, se cumple que el arco es el 
triple del radio, ¿Cuánto mide el ángulo central? 
A)1lrad: B)2 C)3 D)J6 E) 12 
(69) En un sector circular, el arco mide 2:rcm y el radio 


Gem. ¿Cuál es la medida sexagesimal del ángulo 
central? 


A) 30" B) 45” C) 60" D)75  E)15 


(0) En un sector circular la medida del radio y el arco 
están representados por dos números enteros 
consecutivos. Si el perímetro del sector es 17m, ¿cuál 
es la medida del radio? 

AJ)3 cm B) 4 C)5 D)6 E)8 
(5) Señale la longitud de un arco, correspondiente a 
un ángulo central de 45” en una circunferencia de 
Sem de radio. 
A)jrcm  B)3x 


C)90"  D)180* E) 120" 


C) 5 D)4x  E)2x 
(9 En un sector circular, el ángulo central mide 40* y 
el radio 20cm ¿Cuánto mide el arco? 

A)J2xcm  B)dx C)6x D)8x  E)10x 


(3 En la figura halle el perímetro de la ecc 
sombreada , 5 
AJ(12+x)m 
B)J(12+21)m 
C)(12+3x)m 
D)J(12+4x)m 


x 
2(6+2)m 


ATHIGONOMETRIAS 


(O) En la figura mostrada, la masa “M” se desplaza 
una distancia igual a 3m, de tal manera que la polea 
efectúa un giro de rotación igual a 45” alrededor del 
punto “0”. Determine la longitud del radio de la 
circunferencia aproxime (7 = 3) 


B) 2 
C)1 
D)4 
E) 5m | 

mon” 

(9 El tramo de una carretera está formada por 2 arcos 
de circunferencia , el primero tiene un radio de 18 km 
y un ángulo central de 40” y el segundo tiene un radio 
de 36 km y un ángulo central de 50”. Calcular la 


longitud total de este tramo [aproxime 2) 

A) 40m B) 44 m C)48m D)52m E)53m 
(8) En la figura, calcule el espacio que recorre la masa 
“m>” alir desde “A” hasta “B”. 

Datos: BC = 4m ; CD = 2m 


(O Hallar la longitud recorrida por la esfera “m>” al ir 
desde la ubicación “A” hasta su nueva ubicación “B” 
según la figura mostrada. 


Punto de rotación 
(9 Si la longitud de un arco es igual a 5xcm y su 


radio es 3er. ¿En cuánto debe disminuir su ángulo 
para que la longitud del arco no varíe y su radio sea 4 
em? 


A) 1507 B)160?  C) D) 200* E) 75 
(9) ¿Cuál es la longitud de un arco de circunferencia 
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correspondiente a un ángulo central de 30? si el radio 
de la circunferencia mide 18 m? 


AJam B)2xm C) 3xm D)6xm E) 18xm 
ÉDEn el gráfico : Determinar “zx”. 

O: centro de los arcos AB y CD 

AC=BD=2 " D 

mlóD)=0 SÓ 

m (AB)=x = 

M<AOB=1Irad pe 

Calcular “e” At=2 —ce 

A)7 B)2 03 D)4 E)5 


(7) Determinar el perímetro de la región sombreada 
siendo 0, y 0, centros de la circunferencia de radio 
6m. 


A)2xm 
B)6xm 
C) 12xm 
D)18xm 
E)8xm 


(7) Del gráfico, Determinar "g". 


3m (3 
A) 15% R 
B) 30* 
C) 45" 3m 
D) 60* A 
ESP ¿RO D 


(72) Del gráfico ; determinar "g". 


(€3) Determinar la longitud de un 
arco en un sector circular cuyo 
ángulo central mide 60? y el radio 
12m. 


42rm B)4rm 
D)8x m E) l2xm 


C) 6rm 


(MWEn la figura, determinar la 
longitud del arco BC ,si AC=18 m 


A) xm 
B) 3xm 
C)5xm 
D) 6rm 
E) 8x mA E C 


(E) En la figura si 20A=AD, 


D) 4 
E)6 


(Determinar la longitud del 
arco de un sector circular de 
ángulo central 45”, sabiendo que 
la longitud dela circunferencia 
es 600 m. 

A)75m  B)60m 
D)65m  E)80m 


C) 120 m 


(3) En figura determinar la 
longitud del arco BC si AE=20m 


[76 ] 
(9) Determinar Ls L¿=5L, 


AJr/3 
B)r/4 
C) 1/5 
D)x/6 
Ejx 18 [Aprad 


(2) Determinar la tenga delarco BO 


(9) Dado un sector circular de arco 
12m de radio (x+3)m y el ángulo 
central 2 radianes, Calcular y." 

A)2 B)J3 C)6 DJ8 EJ10 


Determinar "g " 


A)JO,5rad 

Bjirad <Q 

C)j2rad 

D)3rad 

E)l,5rad 

(MHEn la figura se cumple: 
A) 1 R 

B)2 L 

C0)3 <)arad 

E) 5 E 

(1 En la figura AOB y DOC son 
sectores concéntricos, Determinar 
B) 0,2 

C) 0,3 

D) 0,5 


Calcular el área del sector: 
D) 4 
E 
A) 0,1 B 
E) 1,5 E) -l 
b 
Yel 


(G) Calcular la longitud de la 
circunferencia inscrita si la longitud 
delos arcos AB y CD miden 2 y 5. 


_ad+bitoe? 
O lar: Á a(ec-—b) 
A) 14 
B) 13 
C) 12 
D) 11 
E) 10 


(O Calcular +9" 


(3) La medida de un ángulo 
poe de una circunferencia es 


un arco 


ETE 


Es longitud es - E 


Calcular "ag" si el radio > la 


[XATRIGONOMETRIA5 | 

D)118  E)1/10 

(OD A partir de la figura, calcular: 
a + 2b 

des a—b 

AJ1 a 

B)2 

C)3 

DJ4 Es 

EJ5 LD 

€DSi la longitud de la 


circunferencia es 247r , calcular la 
longitud del arco 4 


A) 67 

B) 9x5 

C) 121 0) 
D) 157 

E) 247 


TA 


y pr 


(0) Del gráfico. calcula «Le 


36cm. 


0) L 
36cm 


B 
Alrcm B)2xcm C)3xcm 
D)4xcm E)5xacm 


(1) Del gráfico. calcula «L». 
18cm. 
0) L 
18cm 
B 


Alrem B)2xcm 
Dj4xom E)JGxcm 


(63) Del gráfico. calcula «L». 


C)3xcm 


[| 77 | 


Ls 


AJrcm  B)2xcm € e 
D)4xom E)5xcm 


(1 Del gráfico. calcula «oy 


ds 60% 


A)2xcm B)3xcm Sn 
D)J9xcm E)i2xcm 


(63) Del gráfico. calcula «L,-Ly». 


x 
pa 18 


yz e cut 


x 
D)23 75 Ed 


(3) Del gráfico. calcula "L,-— Lg" 
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Ajxcm  B)2acm C)3rcm 
D)áxcm E)5xcm 


(3 Un tramo de una autopista 
curvilínea está formado por 42 
arcos sucesivos. El primer arco 


corresponde a un ángulo de E ¿ri y 


con un radio tal como R, el La 
corresponde a un ángulo central 
que es el doble del anterior y con 
un radio que es el doble del anterior, 
el tercer arco corresponde a un 
ángulo central y un radio ambos 
triplicados respecto al inicial, y así 
sucesivamente hasta el último arco. 
Determine la longitud total de la 
autopista curvilínea. 

A) 593 B)5945R C) 5951R 
D) 596R E) 5971R 


(CLAVES DELLA PRETERA PRACTICA 


LONGITUD DE ARCO 


En matemática, la longitud de 
arco, también llamada 
rectificación de una curva, es la 
medida de la distancia o camino 
recorrido a lo largo de una curva o 
dimensión lineal. Históricamente, 
ha sido difícil determinar esta 
longitud en segmentos irregulares; 
aunque fueron usados varios 
métodos . 


Al considerar una curva definida 
poruna función f(x) y su respectiva 
derivada f *(x) que son continuas 
enun intervalo [azb], la longitud $ 
del arco delimitado por a y b es 
dada por la ecuación: 


= [+ [PJ Far 


* Usar correctamente las fórmulas para el cálculo de 
la superficie de un sector circular. 


* Interpretar los ejercicios que contienen condiciones 
en forma literal sobre sector circular. 


INTRODUCCIÓN : 


El profano confunde a menudo circunferencia con 
círculo. Para no caer en dicho error, siempre hay que 
tener en cuenta que la circunferencia es una línea y 
no una superficie. Un ejemplo de aquella es una llanta 
de bicicleta vista de perfil. 


Se denomina sector circular al área de la porción de 
círculo comprendida entre un arco de circunferencia 
y sus respectivos radios delimitadores. Para tener un 
sector circular hacen falta dos parámetros, a saber: el 
radio y el ángulo central en grados. 


ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


A la porción sombreada de la figura, se denomina 
sector circular. Si 9 es el ángulo central expresado en 
radianes, de una circunferencia de radio r y si "S" 


denota el área de un sector circular subtendido por 9. 


Dado el sector circular AOB de 
A y ángulo central AOB, de medida 
SJL O rad , radio r y arco AB de 
longitud L ,se puede calcular su 
superficie de la siguiente 


También por longitud de arco, se tiene: L=0xr de 
donde se obtiene las siguientes relaciones: 


OBSERVACIÓN : 

En la primera fórmula si hacemos 9 = 27 tenemos que 
el área del círculo es xr*. 

propiedad : A 


* Bases del trapecio: Ly Lg Ñ vzs 


* Separación de bases: AD=BC=R-=r. 
* Para que el trapecio exista, se debe cum 


] 


ETRGOSOMETIAS > 7 IA ENCICIOFEDIA 201) 


O <mx<central <m< 1 vuelta 
Srad Srad Zxrad 


=» [0<0<2r] 


ÁREA DE TRAPECIO CIRCULAR (87) 


* Área del trapecio circular 


Ea 
2 


OTRAS FORMAS DE CALCULAR EL 
ÁREA DEL TRAPECIO : 


*En función de los radios y el ángulo central: 


S,xS¿=8S), xS, 


mm 


PROBLEMA 1: 

En un sector circular el radio mide 4 m y el arco 
correspondiente mide 3,rm . ¿Cuál es el área del sector? 
AjJ6xm? B)8x C)10x% D)l2x  Ejl4x 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando, reconocemos los siguientes datos: 
R=4m; L=3xm Sa 


Ad 


* Luego, usamos: sh 


* Reemplazando: sl > S=6xm* 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 2: 
Calcular el área de un sector circular cuyo ángulo 
central mide 40% y su radio mide 10m. 
AjJ8xm?*  B)10x  C)40x  D)6x 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando, notamos que el ángulo no está expresado 
en radianes, por lo que el primer paso será : 


E)4x 


A 
10m 
g "rad Ed E j 
0=40 pr >0=rad 10m SÁ 
B 


* Reconociendo datos : oz AR=10 


xr 
ExioYy 
. ¡s=9B "506% 100% 
Luego usamos :S: 3 > 3 10 
>S=10xm*? 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 3: 
Calcular el área del sector circular mostrado. 
A)2xm* 
B)3x 
Cjx 
D)Jx 
E)2,5x 
RESOLUCIÓN: 
= o sanos 309 FTOd_x 
Convertimos 30” a radianes : 30 x 199% = ¿rad 


x 


* El número de radianes es : 0 


ASECTOR CIRCULAR 6 
*La longitud del radio es :6m => r=6 
* Aplicamos la fórmula : 


r? (60 zx 
1707 A= 2 > A=3x 


> el área del sector circular es: 3xm? 


RPTA : “B" 
PROBLEMA 4: 

En un sector circular el ángulo central mide 20* y el 
arco correspondiente mide 4x. ¿Cuál es el área del 
sector circular? 
Aj24x B)36x 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando, notamos que el ángulo central no está 
expresado en radianes, así que : A 


C)487 D)72x EJ96x 


arad Lor 


80? 


os) 


0=20" x >0=rad 


B 


* reconociendo datos: 6 = > A L=4x 


=> usaremos entonces la fórmula : 
(4xY _ 161? 


25 2x5 


* Reduciendo, queda: S=72x 


>8S= 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 5: 
Un satélite describe una órbita circular alrededor de 
la tierra, a una altura de 572 kilómetros. En un cierto 
intervalo de tiempo, su radio vector (origen en el centro 
de la tierra), genera ángulo de 100”. ¿Cuál es el área 
de la región barrida por el radio vector? Considerar el 
radio de la tierra igual a 6 376 kilómetros. 


AJO x km? BJ(10* -D)xkm? 
C)1226 308x km? D)13 409 640x km* 


RESOLUCIÓN: 
* Graficando tenemos: 


Satélite 


*0 : Es el ángulo central cuya medida en ados es 
100, convirtiendo a radianes dicha medida se obtiene: 


S O: 
*Entonces de la relación : sE, donde r=R+d 


* Se tiene :S= E q 


2 


* Por consiguiente : S=13 409 640x km? 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
De la figura , hallar el área de la región sombreada : 
(x+4)m 


A)12m* 
B)6 m* 
C)8m* 
D) 10 m* 
E) 12 m* 


RESOLUCIÓN: 
+ Debemos recordar que en un Trapecio circular : 


* Aplicando la fórmula : 


a-[€ 0-0) 


> a-(5)= 4> A=12m* 

RPTA: “E" 
PROBLEMA 7: 
En un sector circular de área 100, se reduce el ángulo 
a su mitad y el radio se duplica, obteniéndose un nuevo 
sector circular cuya área es: 
AJ100x  B)200x  C)50x 
RESOLUCIÓN : 
* Situación inicial: 


D)25x 


EJ400x 
2 
* Aplicamos: sE 


2 
> s,=2=100x 


=>0R?*=200x% 


A 


RPTA: “B" 
PROBLEMA 8: 
En un sector circular el ángulo central mide 40” y en 
otro sector circular del mismo radio, el ángulo central 
mide 36”. Siendo “S,” y ““S,” las áreas de los sectores 
circulares mencionados respectivamente, calcular: 


S, 
K=3 
á 5 9 10 9 
NE BE 0% DI mz 
RESOLUCIÓN: 


* Para el primer sector: 


or? er? %y AR? 
eS 2 7 EE Y 
* Para el segundo sector : 


2 
* Usamos la fórmula : sE 
xr 
ar E ¿A 
er a ES 7 
ar? 
Luego piden £- 2-2 k-> 


REZA: "0" 
OTRO MÉTODO : 
Como tienen el mismo radio, entonces se puede aplicar 
la propiedad : 
S, A] 9 


A a 
Si a 


S, 36 9 


PROBLEMA 9: 


De la figura: Si AOB y COD son sectores circulares. 
Hallar el área de la región limitada por ABCD (en u?) 


A) 4(x+1) 
B) 4x+2 
C) 4x+3 
D dirá 
E) 4x+5 


RESOLUCIÓN : 
* Considerándolo el ángulo central"g", se obtendrá : 


* En el gráfico : a 
>2x+4=0(x+2)>0=2 
* Ahora en el trapecio sombreado : 


E Ja > Soma =$2+16:10)) 
> Sromb, =4(2)+23+4> Siomp, = 4 (x +1) 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 10: 


Dada la figura , determinar el perímetro del sector 
circular COD , sabiendo además que el área de la 


región limitada por el trapecio circular es Tur. 


RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado : E 


7 
E 


>EED, 1,10 


2 2 4 


* Resolviendo :x=3 


* Ahora consideramos que : 


* Se pide el perímetro de COD, el cual será: 


ar+s=2(3)+3=0 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 11: 


Del gráfico DQC, CPA y AOB, son sectores circulares. 
Además 


2DQ=PC,2PC=0A; AB=6AC y 6Spoc=Scra; 
se pide determinar: £ 
0 


E)2 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


y 
* Del sector AOB : al4r)=6L .......(1) 
preeeca: Pr =L coca (ID) 


+ 6 B=S o (UM) 


IAEA E 


RPTA : “B" 


PROBLEMA 12: 


En el gráfico mostreado , E y el área de la región 
sombreada es igual el área de la región no sombreada 


Halle: £ 
a 


* AOD y EOPF son sectores circulares 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : O 


* Por dato : 
S/+8y+S,=Sz 

2 2 
E e a [PRESIDE 
* Operando : 242k*%7=73k* 8 


At 
a 73 


Y 


determine SL 4oB > Sector circular 
el 


A) 58 B)59 C) 60 D)61 E) 62 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 
Ba? 
ST 
S. - UBIxP" _0(30x)* 
131 2 2 
O 2312-30? 
Sa (31-30?) 
a y 5 =61 
1 eta ? 
2 RPTA : *D" 


PROBLEMA 14: 

Un molinete de riego tiene un alcance de 12m y un 
ángulo de giro de 135”. Calcular el área (en m?*) del 
sector circular mojado por el molinete 
Usarx >=3,14. 

AJ161,56 B)163,56 C)165,56 D)167,56 E)169.56 
RESOLUCIÓN: 

*El área de la región sombreada representa el área 
mojada por el molinete. 


PROBLEMA 15: 

En la figura se tiene un ángulo central de medida4 
radianes y arcos de longitudes “b” y “e” 
respectivamente. Entonces el área de la región 
sombreada mide : 
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roji tol bol tojm 


> 
: 


PROBLEMA 16: 
Hallar el radio del sector COD D 


AB=0metros;S yypc=0m* 
ANS 
B) 
C)2 
DN2 
ENS 


RESOLUCIÓN: 
Primero: 
* Ahora aplicamos : 


a+b 
suo (Pe 


= Sarco =(* mz 


Ji» 


0 
ae: = y +H6e=3) 
DATO 
>2=x*-I>x=V3 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 17: : 
a de un sector circular es de 4m*, su perímetro 

es de 8 1. Determinar el radio. 

Aim  B)2m C)3m 

RESOLUCIÓN: 

* Del perímetro se deduce que : 
2R+L=8 R 

=> L=8-2R vo..a... (1) 

* Ahora del área: 


RL 
ot AR 2019) 


D)4m E)J5m 


* Reemplazamos (1) en (11) : 


LCD ¿2 -4R+4=0 >(R-2)'=0>R=2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 18: 
Halle el área de la región sombreada , siendo AOB y 
POQ sectores circulares , además OM=0,Q 
A)2xR* 


EJxR* 
RESOLUCIÓN : 
* Completando datos en el gráfico : 


* De donde se deduce que : 
Siemsritás = Sá -S,4 


Y 


1 k 


| E pro L 
Suombreado (e /3+R) geRY 3 


BETA La 


[8% ] EDITORIAL RUBIÑOS 


PROBLEMA 19 : A 
Calcular el área máxima del trapecio circular de 
perímetro “p”.. pia 


2 2 2 2 
2 Jude EE - e Es 
br Br pl DE E) 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : 
* Por dato : 
(— perímetro 
2h +b+B =Ponial 1) 
* Además : , 
b+B 
s(239)a........I1) 
* Reemplazando (1) en (11) : 
P-2h),_Ph-2h* Ph ,2 
s (EE Jae 385 55 
* Tratando de completar cuadrados: 
PR pa PP 
SM 
artificio 


=> A 


* Se pide el perímetro:  P=2R+L....... (11) 
32 
* Reemplazando (1) en (11): p=2(7)» L 
PEL 
* Pero por desigualdades tenemos : 
se +L 
E 7 2 y: 
>P216 
* Luego: Puimimo=16 
RPTA: “B" 
PROBLEMA 21: 
Saop_1 


Dela figura, si: o 1 


Hallar "9"(O es centro y 28C=0C=0D) 


o 


9 


e 


RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 

* Dato : 
2BC=0C=0D 
a | (0) 


* Sabemos que el área para un sector circular se calcula 
: Área =2 gr? 
2 


* Reemplazando en I': 


155 2 IA ESOO PEDIA 2013) 


1 
A RE 
Faro * Cr-D4r? 4 


> 90=2x-0> 100=2x > 0=% 
PROBLEMA 22: 
Del gráfico, dados los sectores circulares, calcular el 


RPTA: “B” 


área sombreada . Datos : AB=* u; BC=4xu ; ÁD=2%u 


Au? 

BJ10p? 
C)1247 
D)15p? 
E)20p? 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Dato; ap=Í y 
ER a D 
BC=4xu ; AD =2xp E 

* Entonces : Cc 

Arca memedo= [ES ÁreG mombreado =1514 


2 
RPTA :“D" 
PROBLEMA 23 : 


De la figura mostrada, si PM=L,,QN=L,,L¿=3L,, 


además: m< ABC=60",P y Q son puntos de tangencia, 
OP=0Q=R. Determine S,+S, 


B 
P, 
Q 
Cc 
E N 
Rx Rx Rx Rx Rx 
E E 
RESOLUCIÓN : 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 24 : 


En la figura mostrada AOB, COD, EOF son sectores 
circulares L¿=b,L=b-a, Lg, =a, determine el 
área de la región sombreada en función de 9, a y b. 


RESOLUCIÓN : 
*Graficando : 


F *Sabemos : rd con alcance 


Cc E Ox. a 
B (CAD+BC)Z > * $ 
6028 > b S= ell) 
AN 07 Bla-b) Cb 20) 57 d 
za b a-2b . 60'=-rad 
D)ía-—2b) 30 E) 29 3 
A AD=Expat otr 
RESOLUCIÓN : > (AD=G1 Y (BC: ri 3 
*Reemplazando en (1): 
rn, dx 
E 
2 2 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 26 : 


De la figura mostrada S y 28 son las áreas del sector 
circular AOB y del trapecio circular ABDC, además 


Ela? a?o (b-aP-at_ o 5 
(573 IR RAN CA ORT] 
RPTA : “C” 


a que se muestran en el gráfico gira un BE 
60*.Si tiene un alcance máximo de 4m y un 3 
lo de Im ; ¿cuál es el área de la región RESOLUCIÓN: 


PT ARS 


1 
Az 
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RPTA : “D” 


PROBLEMA 27: 


En el gráfico se muestra una plancha de madera . Si 
AB=0C=a y DOC es un sector circular , entonces 
el área de la región sombreada es : 


MS ae o) [205+3 Ju 
Ds 5+ Jue Es e/3+ E 


RESOLUCIÓN : 


* E. OBC: m£0CB=60* 
D 
D 
=E 

Se sA,+2s As, ; S0=Erad 

(la? 3 AB) 
> Sy 3(5jo = 
> 555 +4/5)ut 


RPTA : “B” 


(PRIMERANERACTCANDIRIGIDA) 


(DDeterminar el área de un sector circular de radio 
6m y un ángulo central 60”. 


Al3am*  Bj4x C)6x D)8x E)12x 


(63) Determinar el área de un sector circular cuyo arco 
mide 8m y su ángulo central correspondiente 3 rad . 


Ajó”  BJ4 os Dj12  EJ16 
(63) Determinar el área de un sector circular de ángulo 


central 20% y de radio 10m. 
AjJacm? B)2x  C)6x  D)i0x  E)i5x 


(EHDeterminar el área de un sector circular de una 


circunferencia de diámetro 10m y un ángulo central 
de 12". 


1 o E E 
AJA B)* CJ" DIG" EJ 


(63) Determinar el área de un sector circular cuyo radio 
y arco son números enteros consecutivos y de 
perímetro 16m. 

A) 11m? B) 12 C) 15 D) 16 E) 17 


(9) Determinar el área de la región sombreada. 


¡ea 


H—1B2m= 


(E2Determinar el área de la región sombreada (“O” 
centro). 


EOI CIRCULAR 4 


minar el área del sector AOB mostrado. 
e ye 
Dio E 
EJ12 Ta 


B 
(Osi: OA=AB=8m, Determinar el área del sector 
AOB. 
PRESS 
A) qa E 
32 
BG" 
33 
CG" A 
(O) Determinar el área de la región sombreada. 
A 


B 
(O) Si el área del sector mostrado es igual a 20 m?, 
Determinar "g". a 


2x+2 


AJ8 

B)10 
Ccji12 
D)16 
E)20 


ta O 
el, área del trapecio circular 


sombreado. A 


(Determinar 


EDITORIAL RUBIVOS 
AJ30  BJ32  C)35 D)39 El42 


TAREANDONMICIARIA) 


(CDA un alumno se le pide calcular el área de un sector 
circular cuyo ángulo central es 2”, pero él describe 2 
radianes obteniendo un área A, si el área correcta es 


B. Determinar: $. 


x 180 9 200 
A) Ba > DG EJ 
(El ángulo central de un sector circular es igual a 
16” y se desa disminuir en 7”. ¿En cuánto hay que 
aumentar el radio del sector para que su área no varíe, 
si su longitud inicial era igual a 27m? 

AJ3m  BJ6 c)J9 D)J12  EJ15 


(E) Determinar el área de la región sombreada. 


AJ1 
B)J2 
C)3 
D)J4 
EJ5 


S, 
((HSi: OA=2AB, Determinar : Ss, 
al 
5 


PRACTICAR 
(1) Se tiene un sector circtilar de radio iguala ASI 
el ángulo central que subtiende el arco 
Determinar el área del sector circular. 


EL dr ar a 
nm E NO 


(03) En un sector circular el ángulo central mide 30* y 
el radio 10 em. ¿Cuál es su área? 


l6x 


A)J30xcm?  B)i6x DS D)24x mz 


(GHEn un sector circular, el arco mide 3 em y el radio 
10 em. ¿Cuál es su área? 
Aji0xcm?  B)80%x  C)20x  DjiSx  E)24x 


((3)En un sector circular, su área es 27 em? y su ángulo 
central mide 40%. ¿Cuánto mide el radio? 


A)/ñem  BJ2/5  C)/10  D)2/10  EJ8/5 


(MW) El área de un sector circular es 2xcm*. Si 
duplicamos el radio, sin alterar el ángulo central, se 
genera un nuevo sector circular cuya área es ; 


Ajáxem?*  B)8x  C)l6x  D)82%x  EJG4x 
(02 Del gráfico mostrado , Determinar el área de la 


O Del gráfico, Determinar : K=L 


(O) Determinar el área de la región sombreada. 
A)25x 3 
m2 tor - 3) 


Cc (2-3/3) 


10 


DJ40x- Ja O CB 


(O) Determine el área de la región sombreada en la 
figura: 
AJ16- 2xr 
B)16-4x 
C)16-6x 
D)J16-8x 
EJ8-4x : : 
(B)'En un sector circular el ángulo central mide 20? y 
el radio 6m. ¿Cuál es su área? 


Ajam?  B)6x  C)5x  D)3x  E)2x 


(3) En un sector circular, el ángulo central mide 40* 
y el radio 20 em. ¿Cuánto mide el arco? 
A)2x em B)4x C)6x D)8x 


E)10x 


(MW En la figura Determinar el área de la región 


sombreada . 


A)Jx 

B)6x 

C)12 

D)24 

E)18 E Centro elarco 
cuadrante OA 


(2) Se tiene un sector circular cuya longitud de arco 
es numéricamente igual a la mitad del área de un 
cuadrado cuyo lado es igual al radio del sector. Si el 
ángulo central "g" expresado en radianes toma su 
mayor entero posible. ¿Cuánto mide el arco del sector 
(0<0<2x)? 

AJ12 B) 24 C) 72 D) 48 E) 96 
(19) El ángulo central de un sector circular mide 16”, 
si se quiere disminuir en 7”, ¿en cuánto habrá que 
agregar el radio del nuevo sector, para que su área no 


A A A TS 


iia radio tia era 27 em? 


4)9cm B)3cm  C)lem  D)Gcm E)7cm 


O! Determine el área de la región sombreada. 
O : centro de los arcos . D 

AB y CD 
mlAB)=5 
m(0D)=7 
AC=BD=4 0% 


A) 12 B) 36 C) 18 
(Determinar el área sombreada : 


D) 24 


A)jr-1 
B)x-2 


Cir 

ña 17 
(MD Si: S,+S,=15xu*; Determinar “x”. 
A)izred 
B)izrad 
CE rad 

D) ¡rad 
EJE rad 

EDSabiendo S=51? ; calcular “x”.S; Área. 
A)J2L 


CITA RIA 


(03) Del gráfico , determinar: 


2m*+n* 
2 5 A 
A)lxa m 
B)3x 
C)j4x 
D)5x 


6 EG DIRIGIDA; 
"AREA DEISECTORICIRCULAR: 


(3 Determinar el área de un sector circular cuyo 
ángulo central mide 30? y su radio 6cm. 

A)rem?  B)2x em? C) 8x cm? 

D) 4xrem* E) 5rem* 


(3) Calcular: S, +S,. (S, y S, son áreas) 


ES 


B) 48m* 
> po E) 38m? 


(63) Determinar el área del sector circular: 


C) 28m* 


A) 20x m? 
B) 407 m* 
C) 607 m* 
D) 807 m* 
E) 100x m* 


(9 En la figura: Calcular: ¿* 


A)2 
B)3 
C)4 
D)6 
E)5 


A) 107 m* 
B) l4x m* 
C) 187 m* 
D) 24x m* 


AREONOAFTAZ A) 


(9) A partir de la figura. Determinar 
el perímetro de la región sombreada: 


Ajía 3a 
B) 6a a 
C)8 0 
D) la 
E) 12a B 
D 


(E) Dado un sector circular si el 
radio disminuye a la mitad la 
longitud de arco se duplica. ¿Cómo 
debe variar el ángulo central para 
que se cumplan todas las 
condiciones? 


A) Se duplica B) Se triplica 
C)Se cuadriplica D) Se quintuplica 
E) No se puede determinar 
(03) Del sector circular mostrado. 
Calcular (L, + Ly)? 

A 
A) 2m y” 
B) 4m 
C) 16m O le 
D) 64m BS 
E) 128m € 

2) 

(9 Calcular «S» (área) 
A) 3ab 
B) 5ab 
C) 26 E 
D)ab 
E) ab/2 Ei 
(Q) Determinarel área de laregión 
sombreada. 
AJ35em? 
B)20cm* sl 4em 
C)30cm* 
D)40cm* b: 
EJ60cm* dem, 


(O) Se tiene un sector circular de 
radio "p"y ángulo central 36”. 
¿Cuánto hay que aumentar el 
ángulo central de dicho sector para 
que su área no varíe ,si su radio 
disminuye en un cuarto del 
anterior? 


A) 64 
D) 20* 


B) 100” C)36* 
E) 28" 


(1) Dela figura, calcular el área de 
la región sombreada. 
D) 56m? 


1 
Im 
4m 
E) 6m*? 


(A) Determina el área del sector 
circular AOB 


A 
(2x+10)m 
E) 7 (x+2)m 
B 


A) 54m? B) 34 m* C) 44gm* 
D) l4xm* E) 52 m* 


(MSi: S, y S, (son áreas);O: 
centro. Calcular S, - S, 


A) 2m* 
B) 3m* 
C) 4m? 


R OR 
4)0 B)r Cjult1 Dz EZ 


(43) De la figura, calcular el área de 
la región sombreada. 
A)18u* q 


Y 


B)15u* 
C)12u* 
D) 9u* [Ss] 
E) 6u? 
a 

=> 
(1 Calcular"g" si el área de la 
región sombreada es de 16 u* 


(O Calcular g si 2L, = 3L, 
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L 
Ar 12 
B)Jr /3 La 
Cir 14 
D)x 15 LKóRad 
EJx /6 O 


En los sectores circulares 
mostrados hallar: g 


=> 


(9) Calcular el área del circulo 
sombreado. Sabiendo que: 
OA=0B=2+W2 

A 


10) 
Ar B)2x C)3x 
D9r 14 Ejár 


ED4S y 128 son áreas. 


“y 
A) 1/2 
B) 1/30 y 
O) 1/4 
D) 1/6 


Identificar la relación para el número de vueltas y el 
ángulo girado por una rueda . 


INTRODUCCIÓN : 


¿Cuál es el número de vueltas que da una rueda de la 
bicicleta? 
RESOLUCIÓN : 


de 


a». 
1] 
Supóngase que una rueda de radio r gira una 
trayectoria recta . Entonces el centro de la rueda 
también se mueve en línea recta. 


Í 
A medida que la rueda gira , un radio genera un ángulo 
6. Cuando el ángulo generado es de 211, la rueda 
también se mueve una distancia igual a su perimetro, 
es decir ¿= 27 r. 


Entonces observamos que cuando el centro de la rueda 
avanza una longitud igual a 215, la rueda ha dado una 
vuelta. 

Luego para saber el número (n) de vueltas que dará 
la rueda de radio r, en una pista horizontal , cuando 


su centro se desplaza una longitud /, aplicamos una 
regla de tres simple; así : 


1vuelta —— 2nr 
n vuelta —— £ 


NÚMEROS DE VUELTAS QUE DA UNA 
RUEDA SIN RESBALAR AL 


DESPLAZARSE DE UNA POSICIÓN A OTRA 


En la figura se muestra una rueda de radio r, que se 
desplaza de una posición Á a otra B, sin resbalar. 


* El número de vueltas que da dicha rueda para tal 
condición se calcula mediante la siguiente relación : 


* Donde: 
n, : Número de vueltas que da la rueda. 

£.: Longitud descrita por el centro de la rueda, 
r : Radio de la rueda . 


DISCOS - RUEDAS - ENGRANAJES 


1) CUANDO UNA RUEDA (ARO , DISCO poo.) VA 
RODANDO SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA : 


n : Número de vueltas al ir desde A hasta B 
8 : Número de radianes del ángulo de giro (De A hasta B) 
L : Longitud que recorre la rueda . 


Se 


O 


2) CUANDO UNA RUEDA (ARO ,DISCO ) VA 


3) RUEDAS UNIDADES POR UNA FAJA 
TANGENCIAL O EN CONTRATO : 


4) RUEDAS UNIDAS POR SU CENTRO : 


RODANDO SOBRE UNA SUPERFICIE CURVA : 


* Se cumple : 


L,_L, 


5) ENGRANAJES EN CONTACTO Y POLEAS 
UNIDAS POR UNA FAJA DE TRANSMISIÓN : 


* En la figura (1) se tiene dos engranajes y en la figura 
(2) se tiene dos poleas unidas por una faja de 
transmisión. En cada caso si Á gira un ángulo «, 
entonces B girará otro ángulo 0,. Además las 
longitudes descritas por los puntos P, Q y F son iguales, 


es decir: 

* De donde se concluye que : 
OpTA=0pg=fp 

NOTA 


£ p : Denota la longitud de la trayectoria descrita por 
el punto P, análogamente para los otros puntos 
mencionados. 


* En el diseño de los dientes de los engranajes se 
emplean curvas cicloides (así lo propuso Gérard 
Desargues en el año 1630). En Física se puede ver que 
un péndulo que tenga por límites una curva cicloide 
esisócrono y el centro de gravedad del péndulo describe 
a su vez una cicloide. 


Un uso practico es el diseño de ciertos toboganes. Los 
hechos con forma de cicloide se utilizaron en la 
industria aeronaútica, pues se requería una forma 
apropiada de salir deslizándose desde un avión en caso 
de emergencia. 


CICLOIDE 


Una cicloide es el lugar geométrico generado por un 
punto de una circunferencia al rodar sobre una línea 
recta; es la curva que describe un punto perteneciente 
a una rueda que gira sin deslizarse. 


Si pensamos en la trayectoria de una válvula de una 
bicicleta tendremos una cicloide acortada y si pensamos 
en un punto de una rueda de un tren que sobresale del 
raíl tendremos una cicloide alargada. 


Comola posición del punto P depende del ángulo girado 
0 y la constante r (radio de la rueda), entonces las 
ecuaciones paramétricas de la cicloide serán: 


x=r(0-senQ) ¡  y=r(r-c080) 
VELOCIDAD ANGULAR y LIVEAL 


Una fórmula muy relacionada con la fórmula de la 
longitud de arco 4=0r es la fórmula 


VELOCIDAD ANGULAR , 


La velocidad angular de una rueda que gira a velocidad 
constante es el ángulo generado en una unidad de 
tiempo, por un segmento girante que parte del centro 
de la rueda y llega al punto P sobre su cireunferencia. 


VELOCIDAD LINEAL 


La velocidad lineal de un punto P en dicha curva es la 
distancia que recorre P por unidad de tiempo. 


PROBLEMA 1: 

Del gráfico mostrado, calcular el ángulo que barre la 
rueda al trasladarse de la posición “A” a la posición 
«p”. 

A)2 2007 
B)J1240- 
C)1440" 
D)920* 
E)J3x 


a 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Para calcular "9," aplicamos : a 
* Reemplazando valores : 


0 >0p=4x 


> El ángulo que barre la rueda es : 
4x radianes ó 1 440? 
RPTA:“C* 
PROBLEMA 2: 


Calcular el número de vueltas que da la rueda al ir de 
la posición “A” hasta tocar la pared. 


— 


a 
x 
B)7 
C)2x 
D)?£ 
x 
E)8 


ATRIGONOMETRIAS 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
Una rueda de una bicicleta tiene un radio de 50 cm si 
la rueda esta rodando sobre un plano horizontal a una 
velocidad de 10 RPM (revolución por minuto). ¿Cuál 
es la distancia aproximada que recorre la rueda en una 
hora? 
A)J300xam  B)600x 
RESOLUCIÓN : 
* De la condición el número de vueltas que da la rueda 
en un minuto es 10, entonces en una hora el número 
de vueltas será : 10(60)=600. 


* Graficando : 


C)400x D)500x  EJ650x 


* Datos : ny=600;r=0,5m 
Incógnita=d 


* Se observa que : d=£¿ 
* De la relación : 
£ d 
=L 0= == > d=600 
"E Zar > g 27 (0,5m) E evi 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 4: 


En la figura, el elemento circular de radio r, rueda sobre 
la superficie mostrada, desde A hasta B. Si 


L,=7 GR y R=9r, determine el número de vueltas 
dada por el elemento circular . 


A) 35 
B) 27 
C) 21 
D) 18 
E) 15 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido : 


* Recuerde que : B 
ames dela trayectoria gl 
a por el centro dela ruedo 


* Entonces del gráfico, se tendrá que : 


RPTA: “D* 


PROBLEMA 5: 
La figura representa una transmisión dentada de 
radios r, y r, como se indica. Si el punto P sobre la 
rueda de mayor radio r, gira un ángulo 4, entonces el 
punto Q correspondiente sobre la otra rueda girará 
un ángulo igual a : 


D)(r, xr3)0 
E)¡QP|0 

RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Como ambas ruedas recorren la misma longitud de 
arco, entonces : 


Oxr,=arz > a-(5)o 
Ta 


PROBLEMA 6: 


En el sistema mostrado, la polea de radio 2 da ocho 
vueltas. ¿Qué ángulo gira la polea de radio 8? 


RESOLUCIÓN : 
* Si la polea de radio 2 da ocho vueltas, entonces: Giró 


2880". 


d,¿=d, |>0,x4=03x2 
=> 0, x4= 2880" x2> 0, = 1440" 


* Entre la polea de radio 4 y la polea de radio 6, 
barren el mismo ángulo. 
> 05=1440" 


* Para las poleas de radio 6 y radio 8, recorren la misma 
distancia. 


> 04x8=05x6 > 0,x8=1440" x6 


A ol RPTA : “C* 


PROBLEMA 7: 

Los radios de las ruedas de una bicicleta son entre sí 
como 4 es a 10. Calcular el número de vueltas que da 
la rueda mayor cuando la menor barre un ángulo de 
1840x radianes. 


A) 286 B)368  C)184 D)390 E)736 
RESOLUCIÓN : 
* Sean R y r los radios de las ruedas de la bicicleta, 
por dato : 

AS Mm 

R 10 


*Sean n, y 1, los números de vueltas que dan la rueda 
mayor y menor, respectivamente; entonces , se cumple: 


mx BR=n3XfH lemmmcrmooo (IL) 


* Por dato, el ángulo que gira la rueda menor es de 
1840x rad ; entonces: 


1840x 
e =920 
* De (II): ES aj > rr 998 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 8 : 

Supóngase que una máquina tiene una rueda de 0,8 
m de diámetro y gira a una velocidad de 60 vueltas 
por segundo. 

1) Calcular la velocidad angular de dicha rueda. 

11) Determinar la velocidad lineal de un punto P en 
la circunferencia. 


AJO Doo; 4857 B)32x;32 C)40x; 42 D)48x; 60 


RESOLUCIÓN : 

1) Sea 0 el centro de la rueda y P un punto en su 
circunferencia , como el número de vueltas por 
segundo es 60 y como cada vuelta corresponde a un 
ángulo de 2x rad . El ángulo generado por el segmento 
girante en un segundo será (60)(2x)rad, o sea: 


> Velocidad angular= w =(60) (am =i20r 


M1) La velocidad lineal de P es la distancia circular 
que recorre en un segundo , se calcula esta distancia 
con la fórmula £=0rdonde 


r=0,4m=2m A 0=120x, así : 
2 
¿-or=(1200)(7)-48xm, y por consiguiente, la 


velocidad lineal de P es 4817. 


* A diferencia de la velocidad angular, la velocidad 
lineal si depende del radio de la rueda . 

RPTA: “A ” 
PROBLEMA 9: 
Los radios de las ruedas de una bicicleta son como 3 a 
1. En hacer un cierto recorrido la rueda mayor dio 25 
vueltas menos que la menor. Hallar la suma de los 
ángulos girados por cada rueda. 


A)80xrad B)100x rad 


D)i50xrad E)90xrad 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


C)120xrad 


* Del enunciado : 


Número de Número de 
vueltas de la |-| vueltas de la |=25 
mayor menor 


L L 
zar EN 


* Al operar se obtendrá : L=75xr 
* Se pide la suma del número de vueltas, es decir ; 
L 2 L__75xr, 76ar 
2xar 2x(3r) 2xr  2x(3r) 
% Que en radianes , será : 


50x1 vuelta=50x2xrad=100x rad 
RPTA: “B" 


=50Vueltas 


PROBLEMA10: 

Si una rueda de radio “Ga” se mantiene fija y otra 
rueda de radio “a”, puede girar alrededor de ella, 
¿cuántas vueltas dará la rueda pequeña si parte y llega 
al mismo punto por primera vez? 
A)3 B)J4 C)5 
RESOLUCIÓN : 


D)J6 E)7 
espacio recorrido 


* Se sabe que : AAA > 
E es perímetro de una vuelta 


Móvil 


* Luego en relación al disco móvil diremos que, cuando 
este retorna por primera vez al punto P, su centro habrá 
recorrido la longitud de circunferencia de radio (R +1) 
2x(R+r) 
$ Vueltas= EA eeccircnnos (mM 
2xr 

*Pero, como: R=6a y r= a, luego al 
reemplazar en (1) 
* Se tendrá que: * de vueltas=2> 

RPTA: “E ” 
PROBLEMA 11: 


En la figura mostrada el cuadrado de lado 2em rueda 
sin resbalar hasta que el punto A vuelve a tocar el 
piso. Calcule la longitud (en cm) recorrida por el punto 


B)(1+ J2 )x cJ(»+ 2), 
ENM2+ 2/2 )x 


AJ1+ VE 
DAM2+J2 )x 


RESOLUCIÓN: 


* Si queremos que el punto A vuelva a tocar el piso, 
este punto describe longitudes de arco como muestra 


el gráfico. q 


. 
Pd . .. 
As 


“A 


* Entonces , la longitud recorrida será: 
LL tt 
=5 (274% (2/2)+%(2)> L—=(24/2 Ja 
2 2 2 Año 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 12: 


Cuando el disco de radio y=] cm pasa de A a B lo hace 
rodando sin deslizar por la superficie ACB, ¿cuántas 
vueltas logró dar en dicho recorrido? AC=44cm; 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


e,¡+e9+€s 
2xr 


* Se pide: Xy = 


RPTA:“B" 
PROBLEMA 13 : 
De la figura mostrada, calcular la distancia AB. 


RUEDAS y NUMERO DE VUELTAS 4 


A)4+52x 4 vueltas 


B)6+82x 
C)8+52x 10 yueltas 
D)4+26x 
E)2+26x 


RESOLUCIÓN : 
* Consideremos la posición inicial y final de los centros 


* Se pide: AB=201+4+32x 
> AB=52x+ 4 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 14 : 
Una rueda de radio r da 10 vueltas al recorrer z dela 
circunferencia de una pista circular de radio R+r. 


Hallar el valor de ES 


A)2 m7 c)3 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


37 
DG 


£ mer) 


Hde vueltas=10> L-=10=>2 =10 
2xr 


2ar 


* Al operar resultará : 3R+3r=40r => 2 
RPTA:* D* 

PROBLEMA 15 : 

En el gráfico mostrado se tiene un sistema de 

engranajes y poleas. La polea A de radio “8” gira un 

ángulo de 30”. ¿Qué ángulo gira el engranaje C ?, si el 

radio de la polea B es de longitud “12”. 


* En el sistema se cumple : 


> Op xTg=04 XTA > 0px12=2x8= 0y=3 


SS z 
* También se cumple : a 0=¿=20" 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 16 : 
Un aro de radio igual a Em recorre una pista circular 


de radio igual a 15m. Calcular el ángulo que subtiende 
el arco recorrido en el centro de la pista cuando el aro 
da 7 vueltas. 


A) 128"  B) 126” C)200"  D) 102? E) 98" 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : a 


e. 


* Ahora : 
de vieltas= E 
2ar ( ) 
a(15) 7r _ 71180" 
7= == z 
> a 3) 0 so =126 
4 RPTA:“B” 


PROBLEMA 17 : 


Del gráfico mostrado, hallar el ángulo que barre la 
rueda al ir de la posición A a la posición D , si 
AB=10m; BC=8m y CE=6m. 


A)9rad 
Bj9 
rx 
Cc) =P rad 
184% 
D) 3 


EJN9+x)rad 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido del centro de la rueda : 


* Reemplazamos : Óp= tderdot de 


8+6+1+4_18+x 
2 2 


PROBLEMA 18 : 


Calcular el número de vueltas que da la rueda de radio 
1 m al recorrer el perímetro del sector circular AOB 
de radio 6 m. 

aJt+2 


> 0p 
RPTA:“D” 


z 
Br- 1 


crl+s O< 
x 


DE=$ 
Ss 


E) x 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido : 


* Ahora: 4 de vueltas=>2— 
EE, Eg tz 12+4x 6 
= A > 
có 2x.1 És 2x A 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 19 : 

Del gráfico mostrado calcular el ángulo que barre la 
rueda al dirigirse de la posición A a la posición B, 
pasando por el “Rompemuelle”. 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido : 


* El ángulo de 30”, se obtuvo debido al triángulo 
notable de 30? y 60”. > 
* Del gráfico: d= Ex tE 


LTL ne 


8x 
* Se pide :p= 73 9% 9400 
y” 3 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 20 : 
Una rueda se desplaza sobre un plano horizontal de A 
hacia B, barriendo rad Calcular x, considerar 


(=>). Dato: r=0,5u 


A) 6u 
B) 7u 
C) Bu 
D) Yu 
E) 10u - 
Al x B 
RESOLUCIÓN : 


* Sea el ángulo barrido por una rueda «a , entonces: 


* Del gráfico : a a 


RPTA:; “B” 
PROBLEMA 21 : 
Del gráfico adjunto, calcular el número de vueltas que 
da la rueda en ir de la posición “A” hasta la posición 
“Cc”: 
Si: BC=2AB=3xr cm 


A) L5 
B) 1 
C)0,5 
Dj3 
E) 2,5 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


Para el número de vueltas (N) que da una rueda de 


radio r, 2 , donde L¿ es la longitud que describe 


el centro de la rueda. 
* Del gráfico: N¿c=N 1 +Np+Npe 
* Dato: BC=2AB=3xr 
3, x, 

_ 2" .3xr 

* Reemplazando : Y ¿¿= A 
Mo >Nac=26 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 22 : 


En el sistema adjunto, se tiene que el disco Á gire 
900”.¿Cuántas vueltas da el disco C ? 


AJ1 BJ1,5 
RESOLUCIÓN : 


C)2 


Se pide: n.(*f de vueltas de e) de BAC:n¿=ng 


SujeN 9007 3 
de ===: n¿X3=Rp 0200) x8=6m9 mp2 3 


> Hvueltas dec= E 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 23: 
En la figura mostrada , si la manivela gira un ángulo 
de 30”, que distancia recorre (en m) el bloque. 
manívela 


Cj2x 


AJxI2 Bla 
RESOLUCIÓN : 


Djx!3 EJx/6 


De BAC: Lp-L¿ => 1x0p=2x 30" 
A 
Op =60" 
De BAA: 03 =0, > 0, = 60" 


Ahora: L=L,-04xr, > 1=[5)xa > Lex 
RPTA; “B” 

PROBLEMA 24: 

Una rueda de radio a metros da 10 vueltas para 

recorrer un tramo de longitud L metros; otra rueda 

de radio (a? + 62a — 3) metros gira 60" para recorrer 

el mismo tramo. Calcule a? + 2a ,en metros. 


A)3 B)8 C) 15 D)24 E) 35 
RESOLUCIÓN: 
* Piden : a*+2a 

* Para ello debemos recordar : 


* Radio de la rueda (r):r =a 
* Número de vueltas (n) :n=10 


* Recorrido: L 246223 


L=¿xla? +62a-3) 


(1) 
* Radio de la otra rueda ¿r =a?* + 62a - 3 
* Recorrido : L 


* Medida del ángulo de giro: 60? 
* De (Dy (1D) : 
20xxxa=Exla?+62a-3)>a*+20=83 

S RPTA : “A” 
PROBLEMA 25 : 
En el gráfico se muestra una plancha semicircular de 
radio igual a 30 cm . Si rueda hasta que AB queda 
horizontalmente (por primera vez) , ¿cuál es la 
distancia entre el centro ubicado en la posición 
mostrada y su posición final? 


10% 
a e a 


*Por número de vueltas de una rueda , sabemos : 


Longitud recorrida por 
el centro de la rueda 


rueda de radío r en 
radianes 


fi 


6 RPTA: “C*” 
PROBLEMA 26: 
Si las ruedas A y B dan 6 y 3 vueltas repectivamente 
desde su posición inicial, hasta el instante en que llegan 
a tocarce; además, R, = lu, R¿=4u. Calcule D. 


A)2(91+1) B)49x1+1) C)4(8x+1) D)36x+5 E)36x 
RESOLUCIÓN : 


Del gráfico, luego de que ambas ruedas giran 6 y 3 
vueltas, como señala la condición. D=12xr + 4 +61 R 
dono: 7 >D=121+4 +24 >D=4(91+1) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 27: 
Dos ruedas cuyos radios miden 3m y 15m recorren 
espacios iguales. ¿cuánto debe medir el radio (en m) 
de una tercera rueda, para que recorriendo el doble 
del espacio de las anteriores realice como número de 
vueltas 6 veces la diferencia de las otras dos? 
A)1,25 B)J1,5 C)1,75 D)2 
RESOLUCIÓN: 


E)2,25 


—e 
e 
L 
Sea: n:Hf de vueltas. 
E L A L> PUE 
2x(3) 6x 2x(15) 3S0x 
Luego para una 3er rueda: 


EEXRQ_ÁXnN ad 


2L 
Por condición: n,=5(n yn ¡5) 
Reemplazamos: 
E e- Ss) S Lo) Sa 
mx 61 30% mx 307 2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 28: 


Determine la suma del número de vueltas que dan las 
ruedas de una bicicleta de radios 20 em y 22 em al 
recorrer 10 m sobre una pista rectilínea. 


SOLUCIÓN : 


£ 
Se sabe n= y “omo las ruedas recorren el mismo 


y 1000 1000 
espacio > N4= == — vueltas 


1000 1000 250 
= =—vueltas 


MB PB 24(22) 11x 


vueltas 


525 
M4 + MS 


PROBLEMA 29 : 


Q es la nueva ubicación del punto Q , al girar la rueda 
desde la posición (1) hasta la posición (2). Determine 
la distancia (menor a 2pr que hay entre Q y la 
proyección de Q” Pl plano parts: 


A)1,1r 
B)2, 1r 
C)3, ir 
D) 4, 1r 
E)5,1r 


RESOLUCIÓN : 
() 


* Se pide: x 


* Se tiene de la figura : d=q r 
Sar 


(q : ángulo de giro) 
>d= 

A AS =2,1r 
La RPTA ; “B” 


(€3) Determinar el número de vueltas que da la rueda 
de radio “R”, al trasladarse desde “P” hasta chocar 
con la pared . 


(3 ¿Cuántas vueltas da la rueda, si el bloque 
desciende hasta llegar al piso, siendo h=120x cm? 


B) 10 
C) 12 
D) 18 
E) 24 


(E) De la rueda mostrada, determinar cuántas 
vueltas da la rueda de radio “r” sobre la pista circular 
de centro “O”, al recorrer el tramo AB(R=9r). 


(2 Una rueda de radio “r” gira sin resbalar por un 


camino circular de radio “R”, como se muestra en la 
figura. Calcular cuántas vueltas dará hasta 


que llegue a su posición inicial (R=5r) 


A)J5 
B) 6 
C)7 
D) 8 
E) 9 


((3)Del gráfico mostrado, calcular el ángulo que barre 
la rueda de radio 6 m al trasladarse desde el punto “A” 
hasta el punto “B” 


(69) Si la rueda de radio 2m recorre una distancia de 
16xm en forma rectilínea. Calcular el ángulo barrido. 


A)2arad  Bj6x  C)8x  D)10% Elx 


Del gráfico mostrado, calcular el radio de la rueda 
si ésta barre 300” . 


30 
5xr+3 
40 
3x+4 
60 
5x4+3 
50 
3x+5 
10 
Sx+3 


(63) Una rueda de radio 16 está sobre una pista circular 
de radio 36 y describe sobre dicha pista un ángulo 
central de 240”. ¿Qué ángulo barre la rueda en este 
recorrido? 


A) 
B) 


C) 
D) 


E) 


3 3 3 4 2 
A) 3red B) Má Cc) D) 3 El 
(69 Calcular el ángulo que barre la rueda al dirigirse 
de la posición “A” a la posición “B” 


A) 120" 
B) 180” 
C) 270" 
D) 720" 
E) 217" 


(0) En el esquema mostrado, se tiene que al hacer 
girar la faja, las ruedas A y C giran longitudes que 
suman 28x . Determinar cuántas vueltas dará la rueda 
D) 2,5 


mayor. 
9 $ 
E)3 


A) 1 5 
B) 1,5 
(O) Calcular la altura del punto “P”, luego que la 


CJ2 


rueda da ; de vuelta. 


A)8 
B)7 
C)6 
D)5 
E) 4 


(2) Los radios de las ruedas de una bicicleta, son entre 
si como 3 es a 4. Calcular el número de vueltas que da 
la rueda mayor cuando la rueda menor gire 8x7 


radianes. 


A)2 B)3 C)4 D)6 E)8 

(M Calcular el espacio que recorre una bicicleta, si la 
suma del número de vueltas que dan sus ruedas es 80. 
Se sabe que los radios de las mismas miden 3u y 5u. 
AJI00x  B)200x C)250x  D)300x  E)J500% 
(BLa rueda de radio 1 m se desplaza desde A hacia 
B, dando 12 vueltas, determinar el valor de “d”. 


4146 A 

B) 47 

C) 48 

D) 49 

E) 50 B 
AAA > dl 


(1) Se tienen dos ruedas conectadas por una faja, si 
hacemos girar la faja , se observa que las ruedas giran 
ángulos que suman 144”. Determine la diferencia de 
los números de vueltas que dan estas ruedas , si sus 
radios miden 3m y 5m. 

1 1 1 


1 1 

3 B9 5 nd 7 D). 6 El 10 
(Q) Dela figura, calcular el ángulo barrido por la rueda 
de “r” metros de radio. 
A)l0xrad 
B)3x 
C)6x 
D)7x 
E)8x 


A) 


(OCalcular la longitud de arco recorrido por “A”, si 
la longitud de arco recorrido por “C” es 
127. R¿=1; Rp=4; R¿=3. 


'ARTA 


TAREANDONMIE NE 


(CDEn la figura, se muestran dos ruedas fijas A y B; 
cuando A gira (2n-4) vueltas, B gira (3n +4) vueltas. 
Calcular “n”. 


A)5 

B)7 

C) 10 

Diz A B 
E) 17 


Se tiene dos ruedas en contacto cuyos radios están 
en la relación de 2 a 5. Determinar el ángulo que girará 
la rueda menor, si la rueda mayor da 4 vueltas. 


A) dr B)5x C)10x% D)20x E) 40x 
(E3) Una rueda de radio “r” da 30 vueltas al recorrer 


: de la circunferencia de una pista circular de radio 
"R+r”. Hallar. 


(€) Calcular el número de vueltas que da una rueda 
para ir desde la posición “A” hasta la posición “B”. 


A) E vuelta 


SEGUNDO REPASO PARCIAL 


¿QUÉ ES UXA LONGITUD DE ARCO DE 
UNA CIRCUNFERENCIA? 


Se le denomina así a una porción de la circunferencia. 


En la figura adjunta se la longitud 
de arco “L” que subtiende un ángulo central “0” 
(medido en radianes) en una circunferencia de 
radio “r”. 


Se cumple: 
La L=9.r 
0<08<2x 


Ala figura sombreada se le llama sector circular AOB. 
EJEMPLO: 


Calcular la longitud de arco de un sector circular de radio 20m 
y ángulo central de 72”. 


RESOLUCION: 
De la figura: 
r=20 cm 
20 
nrad 

0< E ad rol 180 ) 
1% má ez 

5 Bs 


Reemplazando: L-[5) (20 cm) + L=dxcm 
$ 
APLICACIONES 


1) Engranajes en contacto y poleas unidas por una faja. 
A 5] 


pA D 
B 
En cada caso se cumple que la longitud recorrido por los 
puntos es la misma. 


Es decir: L¿=Lg Le=Lp=Lg 
11) Discos unidos por un eje. 


Eje 


e) 


En este caso el ángulo girado por los puntos es el 
mismo, 


Es decir: 0, =9p 


11) Número de vueltas que da una rueda de una posición a 
otra. 
En la figura se muestra una rueda que se desplaza por la 
superficie desde una posición inicial A hasta una posición 
final B. 


al 


£ 
Se cumple: n,, ss £ 
er 


Donde: 

n, : Número de vueltas que da la rueda 

£* Longitud descrita por el centro de la rueda 
r: Radio de la rueda 

EJEMPLO: 


Un niño sobre su bicicleta recorre una distancia de 10xm 
sobre una pista horizontal, si el número de vueltas que dio la 
rueda mayor es 10. ¿Cuánto mide su radio? 


RESOLUCION: 


ld 


n,_=10, (¿=d=10xm. 


(10%. m) 
25 (r) 


E 10= r=50cm 


c>r=05m .. 


Número de vueltas Cuando la rueda gira: 


Casos particulares 
1. Superficie lineal 


£ (> E “a 


ym: Ángulos de giro y número de vueltas de 
la rueda (r,) 


0, y n2:Ángulo de giro y número de vueltas de la 
rueda (r,) 


A. Área de un sector circular (s) 


Se cumple: A 


0<08<2x 
B. Área del trapecio circular (A) 
A _— 


Poleas unidas por una faja y engranajes en contacto 


< 
Donde: a: Longitud del arco AB 


b : Longitud del arco CD 


h: La distancia AD ó CB 
Donde: , 


e, yn; : Ángulos de giro y número de vueltas de la rueda (r,) 


6, y n,: Ángulos de giro y número de vueltas de la rueda (r,) 


GUIA DE REPASO A 13)- Calcula 8 si 2L, = 3L2 


2 
1).- Halla la longitud de un arco en un sector o $ 
circular cuyo ángulo central mide 60” y el 2m 
radio 12m. 0. mM 
2) 2xm b) 4xm c) Sxm 
d) Bxm e) 12xm do pá c)5m o 
2)- Enla figura, halla la longitud del arco BC,  g,. gy ja figura, halla la longitud del arco BC añ b) n/3 e) 4 
SUPE si AE = 20m. po daa ; 
B 14).- En los sectores circulares mostrados, 
halla : 9. 
ES 13 S 
A Sy € Dz A 
c)1 
4 
21m b) Inm e) Sxm bd a il 
9) Gm e) 8xm >) n= 
3). Halla la longitud de una circunferencia si PS 
e. ur 4 
el ángulo central de trad subtiende un SS PS EF 7 
arco de longitud Gm, 15)- Calcula: == 
8) 12xm b) 13xm a A 
d) 16xm e) 19xm at 
La 0) b)2 E l4 
c3 
4), Enla figura, si 20A = AD 5 
L+L, La 7 E 
Calcula : La 
AT 16). Determina la longitud de arco de un 
A sector cuyo ángulo central mide (3) rad 
an c) m5 y su radio mide (6x)m; sabiendo además 
L que el perímetro de este sector es de 
o k 110m. 
E a) 20m b) 30m £) 40m 
E d) 50m e) 60m 
17). Si a un sector circular se le duplica el 
bs E 9 ángulo central y a su radio se le 


disminuye en 3m, se obtendrá un nuevo 
sector de longitud de arco igual a la mitad 
de la longitud del arco Inicial; determina 
el radio del nuevo sector. 


5).-- En el gráfico, halla la longitud del arco 
AB, si AC=6m. 


a) 5m b)4m c) 3m 
d) 2m 8) im 
18)- Determina el valor de “L” en el 
A le esquema mostrado. 
o 
5 
aj :m b) 2xm Cc) Im b)7 
d) 4am e) 5xm c)9 
12)- Calcula la longitud de la circunferencia — ¿10 
6). Halla la longitud del arco de un sector inscrita sil longitud de 1 AByCD 
A miden 2y5. ES e e) 12 0 ENEE 
A id SS < CLAVES DE RESPUESTAS 
2) 75m b) 60m €) 120m sE E / E tb 2c 3a 4)b 5b 
qn Sm 8) 5x Ñ Sa Te 8b 9d 10h 
7)- En el gráfico mostrado. Halla la longitud 8 Z tidad 120  13)c  14b 158 
del arco BC. E 


16d 17) 18d 


ór Ela pelin 


nc+as+20R 
iS 
son las medidas de un ángulo en grados 
sexagesimales, centesimales y radiales 
respectivamente. 


AJO Bl c)1 
2 


3 
Dz 2 
de E) 


ón Se crea un nuevo sistema de 


medición angular, donde su unidad 
fundamental es el “gradón” (denotado por 
19), Si un “gradón” equivale a la quinta parte 
de un ángulo recto. ¿A cuántos gradones 
equivale 36%. 
A)2 
D) 3,5 


B) 2.5 C)3 


EJ4 


nn El ángulo de la figura cumple las 


relaciones 
C+S=a.... (1) 
e-=s=1...(2) 
a 
c 
Ss 

Hallar la medida radial del ángulo. 

A) 0.036 B) 0.052 C) 0.068 
D) 0.072 E) 0.082 


Le 
E Si y representa el número de 


segundos sexagesimales; x representa el 
número de segundos centesimales para un 
mismo ángulo; entonces calcule x cuando 


la medida del ángulo es ES E 


C) 1400 
E) 4000 


A) 200 
D) 2400 


Y 
NS Si se cumple que: 


167(p- q)=157(p+9)p, siendo p y q, los 
números de segundos sexagesimales y 
números centesimales de un mismo ángulo 
respectivamente. Determine el valor de p. 


B) 800 


AJ1 
D)4 


B)2 c3 
EJ5 


06 La diferencia de los recíprocos de 


a su número de radianes que contiene el 
ángulo dividido por 2x. ¿Qué parte del 


ángulo de una vuelta es dicho ángulo?. 
E Bm us 

a 20 , 30 S 60 
Dz es 

: 10 a 80 


SÍ sena ideado unmuevo sistema para 


medir ángulos tal que el valor de cualquier 

ángulo expresado en este nuevo sistema es 

equivalente a la tercera parte de la 

diferencia de la cuarta parte del número del 
grados sexagesimales y de la quinta parte. 
del número de grados cetesimales del 

mismo ángulo. ¿A cuántos radianes 

equivalen 10 unidades de este nuevo 

sistema?. 


A) 2x 
D) 5n 


C) 4 
E) 6x 


B) 3x7 


1% 
087 Si a y b:son dos números reales 


positivos. Hállese la mayor medida (en 

radianes) que puede tener un ángulo que 

cumple: 

_(o+bf'-(a-bY 
(a+b)+(a—b)' 

son su medida en grados sexagesimales y 

grados centesimales respectivamente, 


C+S ¿donde CyS 


a 12 p) 19 cy 380 
us rn x 
PLA FE 
190 380 
0; Enla figura, hallar 0; 
o < S 
2 
A)1 B) 2 C)3 
D)4 EJ5 


iO; Se tienen dos circunferencias 
concéntricas, en las que se inscribe un 


ángulo central determinando longitudes de 
arco sobre dichas circunferencias de 80cm 
y 45 cm respectivamente. 


Calcule F=16-2; siendo r y R los 
radios de las circunferencias (r<R). 


A)7 B) 8 c)9 
D) 10 EJ 11 


JÚR De 12 figura mostrada, halle el 


perímetro de la región sombreada, siendo 
A, B, Cy D puntos de tangencia. 


A) 9+5x+3/3  B)3+101+243 
C) 12+151+4/3  D)6+5x+y3 
E) 18+102+643 


1 
ES Se tiene un sector circular cuya 


longitud de arco es numéricamente igual a 
la mitad del área de un cuadrado, cuyo lado 
esigualal radio del sector. ¿Cuánto mide la 
longitud de arco del sector, si la medida del 
ángulo central expresado en radianes, toma 
su mayor valor entero posible”. 

A) 12 B) 24 

D) 72 


C) 48 
E) 144 


1 
“dy Siendo 0 el ángulo central de un 


sector circular cuya longitud de arco es 27 
metros, calcular la longitud de su radio, en 


metros, si: aro. 
E 0 


825 B)2 
D)4 


c)3 
EJ1 


ne, 
Non Si AOB y COD son sectores 


circulares, ÁB=3u, CD=4u y 
AC=BD=1u. Se pide hallar el área del sector 
AOB (en u”). e 

A, 


3 
De jo] 


2 
2 
D2 O 
3 


ús En la figura se muestran las A,, A, y 
A, que están en progresión aritmética, 
además 

L¿=2, Lg=b y L¿=<c 


Calcular: PE". A 


E 


B 
c)2 
ES 


1 
E 
D)3 


ys Hallar el área de la región 
sombreada si AOB y COD son sectores 


D 
Dos ciudades están separadas 
1250km en un mismo meridiano, Hallar la 


diferencia de latitudes, suponiendo que la 
tierra es una esfera de 12500km de ' 


diámetro. Usar o. 


(5) 
ol 


a (28) 
3 
Úe Dado un trapecio circular cuyo 


perímetro mide 20cm. Halle el valor 

máximo, en cm”, de su área. 
A) l2com?  B)l60m* 
D) 25m? 


Ó Un arreglo de flores debe tener la 
forma de un sector circular de radio r y un 


C) 20cm* 
E) 30cm* 


ángulo central 0 (es decir, como un trozo 
de pastel). Hállense ry O sielárea es fija e 
igual a Au" y el perímetro es mínimo. 

A) JAu:;2rad 


B) 2/Au; ¿má 


C) V2Au: 2rad 


D) /Au; trad 
E) Au; 2rad 


EA 
Só Dados los puntos P(-2; 5) y Q(7; 12). 


Se pide hallar el área de la región triangular 
formada por los puntos OMQ. Donde O es 
el origen de las coordenadas y M es el punto 
medio entre P y Q. 
a 2 
2 


B 22 q 2 
2 2 


p) 22 32, 

4 a 
ór En la figura adjunta calcule el 
número de radianes que gira:la esfera de 


radio r al radar de'A hacia B, sobre la 
superficie curva de radio R(R=29r), si 


B) 6r rad 


£ 
A) ¿má 


D) 5x rad El 


5 Calcule la altura en términos de R, 


a la que se encontrará el punto A de la 
rueda, cuando éste gire un ángulo de 1305", 
desplazándose sobre una pista horizontal. 


A) (V2+1)R 


OZ) 
oe) 


a 


SÍ Dos ruedas de radios R y 1. RO, 

realizan el mismo recorrido si la rueda 

menor da 10 vueltas y E 3. Calcular el 
r 


número de radianes que gira la rueda 
mayor. 


A)2x 
D)10x 


B) 4x C)8x 


E) 12x 


pS Dos ciudades separadas 1270km 


están sobre el mismo meridiano. ¿Cuál es 
su diferencia de latitudes, en forma 
aproximada”. Suponga que la tierra es una 
esfera de 12700km de diámetro y considere 
a =22/7. 


Ay us 


B) 11.45%  C)11.90% 
D) 122 E) 


12,259 


s En el sistema adjunto. ¿Cuánto 


medirá el ángulo (en radianes) que se debe 
girar para que los centros de las esferas Ay 
B se encuentren a la misma altura si 
inicialmente dicha diferencia de alturas es 
de 14 unidades?. 


* Conocer correctamente las definiciones de las 
razones trigonométricas de un ángulo agudo. 


* Calcular las razones trigonométricas de un ángulo 
agudo a partir del triángulo rectángulo en que se 
encuentre. 


INTRODUCCIÓN : 


Una figura quizás poco conocida en 
algunos aspectos es la de Pitágoras, 
filósofo nacido en Samos hacia el siglo 
VI a. C., gran matemático, autor de 
famosos legados: la tabla, el teorema 
y el triángulo, que llevan su nombre. 


Se cuenta que era muy hermoso, al extremo que sus 
discípulos lo comparan con Apolo andando sobre la 
Tierra. La leyenda, al efecto, le atribuye un muslo de 
oro. Antíclides, en su libro 1 de Alejandro, anota que 
Pitágoras desarrolló grandemente la geometría y la 
aritmética, oficios de medir y contar para los antiguos. 
Incluso sostiene que inventó la escala musical por una 
sola cuerda. Aristóxenes el Músico, le otorga el haber 
introducido en Grecia las pesas y medidas, Fue 
respetado con veneración por romanos, lucanos, 
picentes y mesapios. Su casa era llamada Templo de 
Ceres. Lo seguían normalmente no menos de 600 
discípulos, que consideraban su palabra como el verbo 
de Dios mismo. Se le atribuye, a más de su condición 
de matemático, la de un hombre muy sapiente en las 
cosas del vivir. Algunas de gus máximas se parecen a 
las de nuestro viejo Vizcacha, como aquélla de " no 
herir el fuego con. lá, éspada”, significando que no 
debemos fomentar el encono o la enemistad de los 
poderosos, una variante del "hacete amigo del juez, y 
no le des de que quejarse”. Su posición frente a la 
existencia tuvo un claro sentido moral y estético, 
exhortando a usar del pudor, a huir de la gordura, a 
no andar siempre derrochando risa o trasuntando 
melancolía, a no hablar cuando la ira nos embarga, a 
opti los dioses y alabanza a los amigos. En 
alguna manera tuvo el sentido fatalista de los griegos, 
die el destino 
¡bres y la historia. Ya en su tiempo sostuvo 
ndez de la tierra, que será confirmada 
ente por Sebastián Elcano recién al 


PRESA la vuelta al mundo en el siglo XVI. Enseñaba 
que la salud es perseverancia de la belleza y el cuidado 
y que el alma humana a la que consideraba inmortal 
se divide entre la mente, la sabiduría y la ira cuyo 
albergue es el corazón; que el alma se alimenta de la 
sangre, y que las palabras son como su soplo. Es 
Aristóteles quien dice que Pitágoras proscribía las 
habas, por cuanto éstas se parecían a "las partes 
pudendas”. También proscribía los funerales, la cama, 
el ocio, el proceder como las bestias y la desarmonía 
entre los amigos. Su pensamiento matemático hacía 
derivar todas las cosas de la unidad, derivándose de 
ella lo múltiple, que es infinito. De los números 
devienen los puntos, con estos se hacen las líneas, con 
las líneas las figuras planas, con las figuras planas los 
cuerpos, Estos constan de cuatro elementos: fuego, 
agua, tierra y aire, los que conforman la creación 
entera. Dio al Sol condición de dios y fuente de vida 
porsu calor benéfico. Tuvo mujer, hijos y alto concepto 
de la pobreza. Murió octogenario según algunos, y 
sobrepasando los 90, según otros. Una sentencia suya 
para no olvidar: Pongamos sal a las cosas, ella recuerda 
la justicia pues conserva todo lo que ocupa y penetra, 
y está hecha de cosas purísimas, como el agua y el mar. 
En este capítulo definiremos las seis razones 
trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotagente, 
secante y cosecante. Los nombres de estas se abrevian 
como: sen, cos, tg, clg, sec y esc. 


TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


Se denomina así a todo triángulo en el cual uno de sus 
ángulos es recto; los lados que determinan el ángulo 
recto son los catetos del triángulo, el lado mayor es la 
hipotenusa y se opone al ángulo recto. 


A 
IN, 
B===4=30 2 


* Catetos: CA y UB=CA=bACB=a 


([STRIGONOMETRIAS [M1] 


* Hipotenusas: AB>AB=c 
* Ángulos agudos: 
CÁB y CBA=mCAB=armCBA=0 


TEOREDIA DE PITÁGORAS 


El Teorema de Pitágoras es una proposición atribuida 
a Pitágoras, según la cuál en todo triángulo rectángulo 
el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de las 


longitudes de los catetos. 


AB?=CA2+CB? ]>[c?=a2 +82] 
>c=va? +b2 


El Teorema de Pitágoras lleva este nombre porque su 
descubrimiento recae sobre la escuela pitagórica. 
Anteriormente, en Mesopotamia y el Antiguo Egipto se 
conocían ternas de valores que se correspondían con los lados 
de un triángulo rectángulo, y se utilizaban para resolver 
problemas referentes a los citados triángulos, tal como se 
indica en algunas tablillas y papiros, pero no ha perdurado 
ningún documento que exponga teóricamente su relación. La 
pirámide de Kefrén, datada en el siglo XXVI a. C., fue la 
primera gran pirámide que se construyó basándose en el 


lamado triángulo sagrado egipcio, de proporciones 3-4-5, 


ÁNGULOS AGUDOS COMPLEMENTARIOS 


mCAB+mCBA=90" |> a+0=90% 


OBSERVACIÓN : 
En un triángulo rectángulo, también se verifica que: 
D) La hipotenusa es mayor que cualquiera de los 


catetos y menor que la suma de ellos, es decir en el 
triángulo se tendrá que: 


11) Al mayor ángulo se opone el mayor lado y así 
recíprocamente. 


EJEMPLOS : 
* Determinar “x” en cada caso: 


172 =152 +32 
B >289=225+x2 
17 => 289-225 = x? 
e > 64=x2 
15 > x= 64 


>[:=8] 


RAZÓN TRIGONOMÉTRICA 


Es aquel número que resulta de dividir las longitudes 
de dos lados de un triángulo rectángulo. 


CÁLCULO DE LAS RAZONES 
TRIGON ¡CAS 


El valor de las razones trigonométricas de ángulos 
agudos, se determinan en un triángulo rectángulo, 
estableciendo la división entre las longitudes de sus 
lados tomados de dos en dos y con respecto a uno de 
sus ángulos agudos. 


Cateto opuesto 
Hipotenusa al ángulo “0” 
e a 
A? e 
Cateto adyacente 
al ángulo “9” 


* Ahora considerando al ángulo “ O ”, se tendrá que : 


Seno - Longitud del cateto opuesto a 9_a | Seno de 
Longitud de la hipotenusa € Theta 
Cosg - Longitud de cateto adyacente a 9 _ b|  Coseno de 
Longitud de la hipotenusa €l Theta 
Longitud de cateto opuesto a 0 _a A 
O ngitud del cateto adyacente 0 — b 
ctgo- Longitud AREA ad « EjOotangenis de 
REO Theta 
Iria deco auna A 


triángulo 'se define como SENO de 
un ángulo agudo al valor obtenido al dividir la 
del cateto opuesto al ángulo entre la 

d de la hipotenusa. 


Bono como COSENO de un ángulo agudo al valor 
obtenido al dividir la longitud del cateto contiguo 
al ángulo entre la longitud de la hipotenusa. 


Se define como TANGENTE de un ángulo agudo de 
un triángulo rectángulo al valor del cociente obtenido 
al dividir la longitud del cateto opuesto entre la 
longitud del cateto contiguo. 


OBSERVACIÓN : 
Para todo ángulo agudo “ € ” se cumplirá: 
[0<sen0<1| tg80>0 | secO> 1 | 


[0<cos0<1]01g0> 0 Josc0>1 


EJEMPLO 1: 


Calcule los valores de las seis razones trigonométricas 
del menor ángulo * 4 ”, en un triángulo rectángulo, 
cuyos catetos miden 5 y 12 unidades. 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando: 


* Aplicando el teorema de Pitágoras: 
x 
E E =/537+12% 
17 => x= v169=13 


* Luego definimos : 


5 la esc 
OS 
cos0=5 E 

5 12 
1-5 E 


EJEMPLO 2: 
Del gráfico, calcula seng- A 


13 
cobra == 
5 


*n?=1+3* =10>n=yV10 


*sng=z S ES 
n 1 
a 
A 3 
> senf = z 
J10 
EJEMPLO 3 : 


En un triángulo rectángulo, los lados menores miden 
2 y 3em. Si el mayor ángulo agudo es «, calcula senta 


RESOLUCIÓN : 


Recuerda que los lados menores en un triángulo 
rectángulo son los catetos y que a mayor cateto se 


opone mayor ángulo agudo: 
n 
2 
3 

*n*=224+3* =13>n=W18 
le 3 

13 

. => senta =9/13 

EJEMPLO 4: 


En un triángulo rectángulo, los lados menores miden 
2 y /3cm. Calcula el coseno del menor ángulo agudo 
del triángulo, 
RESOLUCIÓN: 
Graficando: 
*n?=22+/37=7=>n=v7 
* O: menos< z 


LA) 
A 2 B 
0802 > 0080= z : 
Luego : A A 
EJEMPLO 5: ; 
Del gráfico, determina: C= cos Ó ctg0 E 
1 
LA 
4 B 


(ATRGONOMETRIAZ 08 IA ENCICLOPEDIA 3015) 


RESOLUCIÓN : 
Del gráfico; Cc 
*n+Pr=3>n*+1=9 


>n*=8>n=2/2 3 


A n B 
Luego: C=c080 ctg9 
n_n 242 
Ens 
>C=8/3 
EJEMPLO 6: 
Del gráfico, calcula C = cosa cosf 
Del gráfico: 
ps) | 
A 
RESOLUCIÓN : D 


Luego: € = cosa: cos $ = 


de 
n 


q 
4 

>C=3/4 
EJERCICIO 1: 
Indica la verdad (V) o falsedad (F) de las siguientes 
proposiciones: 


1)La cosecante de todo ángulo agudo es mayor que su 
A A ER A RRA () 


2) El coseno de un ángulo puede ser iguala $ 


3)Para determinar el valor de las seis razones 


trigonométricas de un ángulo agudo es suficiente 
conocer el valor de solo una de ellas. A 


4) El seno de un ángulo agudo puede medir 0,5 m ) 


5) Silos lados de un triángulo rectángulo se duplican; entonces 
el seno de sus ángulos agudos también se 


6) Si: tga=0,5 y “a” es un ángulo agudo; entonces 
podemos afirmar con seguridad que el cateto opuesto “a ” 
mide 1 unidad de longitud y el cateto adyacente mide 2 
unidades de longitud ...cmocionrnnenrosnscerssmres 


EJERCICIO 1: 
Completar la tabla usando los triángulos rectángulos. 


NOTA: 


Los valores de las seis razones trigonométricas 
dependen únicamente de la medida del ángulo y no de 
las longitudes de los lados del triángulo rectángulo. 


* Lo anterior lo podemos describir a continuación, en 
la siguiente figura : B' 


* Del triángulo rectángulo ACB tenemos que: an0=2£ 


AB 
* Por otra parte del triángulo rectángulo AC*B” 
tenemos que: m4 


* Así o el mismo valor para »nv sin 
importar cual sea el triángulo rectángulo que 
utilicemos para calcularlo, una idea similar podría 
servir para las otras razones trigonométricas . 


ENMAZONES 


PROBUEMASARESUELTOS) 


PROBLEMA 1: 


En un triángulo rectángulo, los lados mayores miden 
13 em y 12 em. Calcular el coseno del mayor ángulo 


y pe E 5 mI 
iz 33 9 Dg: Di 
RESOLUCIÓN : 

* Uno de los lados mayores involucra a la hipotenusa, 
por lo tanto se puede graficar. 


13 


A 12 B 
* Por Pitágoras: 132 =122+x2 
>169=144+x2=>x=5 
* A menor lado se opone el menor ángulo y viceversa, 
por lo tanto, el mayor ángulo agudo es “g ”. 


* Nos piden : cos => 
RPTA: “C* 
PROBLEMA 2: 
En un triángulo ABC(B=900); reducir : 
L=senA.csc A+cos A.secA 


AJI  B)2 C)3 Dz EJF 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando tenemos: 
A 
e b 
Sé qc 


* Reemplazando ep lo pedido se obtendrá : 
L=2xb,£xb>1=2 


b a be 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 3: 
Si: sec0=4/7 ; calcular: P=1920+ /42sen0 
AJ10— B)12 C)14 — D)J18 E) 20 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: 
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* Ahora por el teorema de pitágoras : 
12412 =17*>x=v6 
* Luego reemplazamos en lo pedido ; 
E day Ya p=0+ [E/i- 
p-(% +/42. 7)>P=8+* 16 =12 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 4: 
En un triángulo rectángulo ABC, recto en “C” 
reducir: J'=csen B- actg A+ bese B 


A)2a — B)2b  Cja  D)b Eje 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando el triángulo ABC : 

C 

a c 


B ” A 
* Reemplazando en lo pedido : 
J=c(?)-a(?)+0(2) =>J=b=b+e=0 
e a b 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 5: 
Se tiene un triángulo rectángulo ABC.(B=90%), 


calcular: P= Been A+ Bsenc + tg A 
A)a+b+c B)2a C)b D) 2c EJ 3 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando el tana rectángulo ABC : 
a b 
B e A 
* Reemplazando en lo pedido : 
-bfaj,b(e], efa E > 
pta 2(2)>P=1+1+1=8 
RPTA : “E” 
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PROBLEMA 6: 


En un triángulo rectángulo, un cateto es el doble del 
otro . Calcular el coseno del mayor ángulo agudo . 


A lr A ES 
E E 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando y respetando la condición: 


AS BB 
* Por Pitágoras : 12 = (a) +(2a) 


E 


x2=a2+4a2> x2 =502 > x=V5a 


* Mayor ángulo agudo: "£" 


1 
* Por lo tanto: 088 == 008 B=-Jz 
> c0s f= E PELA 
56 
RPTA : 


PROBLEMA 7: 


Siendo “o” un ángulo ago, cn que; 2o00= 
oa ea 
a 5 Eo 0 E a 


pco AS 


* Interpretando la condición : cos8 = 3 === 


* C.A.=2a nH =3a, entonces llevando a un triángulo 


rectángulo. C 


3a x 


A a B 
* Por Pitágoras : (3a)? =(2a)? + x2 


>9a2 =4a? + 1x2 > 12 =542 >x=V5a 


* seno=30: >, seno= 34 - 3 


RPTA : 


“p»” 


PROBLEMA 8: 
En un triángulo rectángulo ABC, recto en O se 
sueo e StgA sl ea; calcular; 


-M= Vbtg A+ 6se0C 


45 BJ7 c)9 D)11 Ej13 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando el triángulo rectángulo : 
Cc 
a 
A c B 


* Del dato : 2) =2 (1) E 


* Para hallar “e”, aplicamos el teorema de Pitágoras: 
b?=at+cf 


* Reemplazando : 32 = 92 > e=v5 


* Luego : 


3 2 


A B 
* Reemplazando : v5 
. 2 3 al = 
M= 45 (5)+0(3) =>M=2+3(3)=11 


RPTA ; “D” 
PROBLEMA 9: 


Del gráfico mostrado calcular : E =1an tano 


RESOLUCIÓN 


* Del gráfico, sea: BC =naA AM = MB=m 


“IS ABC: tana=2% 


"IX MBC : tano=Z 
y » 2m 


o Reemplazando en “L”: L= ES =1 


2 


RPTA : “C” 


De 

B)L5 

(0) 2,5 

D)1 

EJ6 

RESOL UCIÓN : 


La 


7 
73 AC 


le] 


* Del dato : iga= Reemplazando : 


B EJ 
* Hallamos “x” (por Pitágoras) : 
22 +52=72=>x=2/6 


* Luego: 61g.0= 6 E P. 
26 
RPTA : *C” 


PROBLEMA 11: 


Del gráfico, hallar: Bl = e 04 PR 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Del gráfico, asumiendo valores para poder ia 
la expresión pedida , es decir: 


P= [SL +2r (+=) = rs dm p= YI =3 
z RPTA: “C” 
PROBLEMA 12: 


En un triáng ss dada ABC, recto en. Cr 
reduwelr: 7 


D)c*  Ejabe 


B)Ja* 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando el triángulo rectángulo : 
B 


4)2 -CJb* 


Cc b A 
* Reemplazando : 


rl 2 
7 1 IM 2 =8 -a? 
elo) (5 
* Pero por el teorema de Pitágoras se tendrá : 
c2=al=b2 
* Que al reemplazarlo en (1), se obtendrá : 


PS E 
Pop HIS 1+1=2 


RPTA : “A” 


AA ocio (D) 


PROBLEMA 13: 


Enun triángulo rectángulo se cumple que la diferencia 
de las medidas de la hipotenusa con uno de los catetos 


es 8 y con el otro es 9. Calcular el valor de la tangente 
mayor ángulo agudo de dicho triángulo . * 


7 24 21 30 41 
Vi Do 
RESOLUCIÓN : 

* Sea (a > b) An 
b e 
C a B 

ii a? +b2 =c2 (Pitágoras) 

c-b=9>b=c-9 d 


* Reemplazando : ; 
(8 + (0-9) =0? > 0? 34c+145=0 
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* Factorizando : 
02-34c +145 =0 


negativo 2m 
E > sento= 
* Se pide : tg0=35 e 8 RPTA : “A” 
RPTA : “C” S . 4 
PROBLEMA 14: Cuando una persona en A está de pie en la cima de 


una montaña, es la primera en ver los rayos del sol 


Del gráfico, hallar: bi naciente. La persona en B aún no los ve. La persona 
a): 5% “ en B ve los primeros rayos del Sol sólo después de que 
Bl ES la tierra ha girado de manera que B alcance la posición 
03 e. Considere radio de la Tierra = 6366 km. Altura de 
DJa la montaña = 6000m sen 87* 30'48"= 2961 
E)2 o == 1062 
RESOLUCIÓN : Saca el ángulo central que subtiende el arco BC, 


* Del gráfico, asumiendo los Ars para poder 
resolver: 


* Ahora lo pedido será : 1ga180=(37](2)= 3 RESOLUCIÓN : 


Como O es centro de la tierra y C punto de tangencia, 
RPTA : “B” tenemos el triángulo rectángulo AOC (recto en C). 


PROBLEMA 15: Donde 

Del , calcular: P= cenas B »OC=6366km 

ME a +OA=0B +AB 

B)2 > 0A=6 36646 
1 A > 0A=6372km 

ge VÁ c 

D)9 - - Luego 

EJ5. OC _ 6366 1061 

" ¡4AOC)=— == > 008 cos(m«A0C IE 
RESOLUCIÓN : ia OA 6372 
* De la figura : cos(m< AOC)=sen 87%30'48" 


> mx AOC=90"- 87730'48" 
> max AOC=2"29'12" 
PROBLEMA 17; 


E 
sabe. tangent 2 de uno ( 
652,4. Calcular 


de sus 


* Luego : 


perímetro = 180 

PAS 
13k +12k +5k =180 +k=6 
*Se pide: 13% =13(6)=78 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 18: 
En un triángulo rectángulo ABO (recto en “B”), de 
lados “a”, “b” y “e”, se cumple que : 
MAREA 


MI BE 
RESOLUCIÓN : 


* Interpretando la condición en función de los lados 
del triángulo rectángulo. C 


58, reduce ; K =[cot2 A+ 2sen AJ*S 
LES DE E 


ID Reemplazando: £_4=83 


(at+0*)be _ 


1) Efectuando operaciones : 
aclb* —e*) 


8 


JH) Utilizando Pitágoras +. 


at+c=b2 1b2 S0t= u* entonces queda : 


¿> =32=2 
Ts 


* Comparando : b=2n, a =n => reemplazando en 
eltriángulo rectángulo inicial. 


n 


1) Por Pitágoras : (21) =(1)* +x2 < 
4n?=n2+x2=>3n2=x2>x=x/3n , 
11) Reemplazando en “K”: 


n 
2 
K=[cot? A+25en A] = [(s6n) + qa)" 
1 

> K=[(WaY +2(1)]'=> 
PROBLEMA 19: 
En un cuadrado ABCD, se traza BE y CF (“E”:en 
UD y “F”en AD); tal que: FD=3AF y CE=ED, si: 


RPTA: “D” 


4BEC =0 y £CFD= f; calcular: 4 
E J=2cota +3tanf 

415 BJ3 C)1 D)4 EJ2 

RESOLUCIÓN : 

* Interpretando el gráfico: y B 


ID) Como: CE = ED > “E” ; punto medio 
II) Además: FD=3AF > AF =aAFD=3a 
111) Reemplazando en “J”: 
24 sí 
J=2| TE |= 
E). 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 20: » 
En un rectángulo ABCD, se ubican los puntos “M”, 
“N”y“P”en EC, AD y AB respectivamente, tal 


03 B)3 C) 3 

RESOLUCIÓN: 

* Graficando adecuadamente : 
a 


a) Bm=Ap=MC=BP=ND- 


54 AA 591 
mm += FET id 3g+2 3 
RPTA :*C” 
PROBLEMA 21 ; 
Calcular: tan $ Cc 
AJ2 
BJ)4 . 
ol bm+2 at 
Dl DN 
“ A“ dmis BP 
Di 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando el teorema de Pitágoras en el: 


DABO: (5m+2)* =(3m-1D)* +(4m+3)* 
* Efectuando : 
255á +20m+4=9á —-6m+1+169é +24m+9 
>2>im=6>m=3 
* Ahora reemplazamos el valor de “m”, y luego 


prolongamos el cateto BA hasta un punto Q, tal que 
la longitud AQ sea igual a la hipotenusa, con el se forma 


un triángulo isósceles de ángulos iguales as 
c 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 22: 
Enun triángulo rectángulo ABC (B=90") delados a, 
e-b 


b y e respectivamente, demuestre tan ($) 


RESOLUCIÓN : 

Graficamos el triángulo rectángulo ABC y 
prolongamos el cateto BA hasta el punto D. Tal que 
AD=CA=b Como el triángulo CAD es isósceles 


entonces ma ADC=m< ACD=5 En elbxCBD 


A 
tan($) Ln A AS O 


Por el teorema de Pitágoras (AABC) 
bé=at+e? >b?*-c=a? >(b + e b—c)=a? 
b-c_a 


A A 1 9) 


a  b+e 


Reemplazando (II) en (1) tan (5) 


.b-e 
a 


PROBLEMA 23: 

En un triángulo rectángulo. ABC(B= 900), se traza 
la ceviana AD, tal que: DC=3BD. Si: m¿BAD=a 
y m¿DCA=0 ;calcular: K=cota-4tand 


Aa)1 B)0 02 D)-1 E)-3 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando, tenemos : 
E m 
D 
n 3m 
A Cc 


AB=n; BD=m => DC =3m 
*RABD: cota=% * ABC: tan0=_ 
m 


* Nos piden: K=cota-4tand 
=>K=%-4x 2 >K=0 
m ám 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 24: 
En la figura mostrada, AOB es un sector cicular, 
a ir ed ia 
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AJ2+ 45 S BJHJ5 CNE DN5-1 ENZ PROBLEMA 26: 
RESOLUCIÓN: A Enun triángulo ABC(m<B=90”),sitan(A) xcos(C)=3 


halle: M=4(s0c*(A)= 3cse(C) 
AJZ BJ2 CJ DMá EMZ 
RESOLUCIÓN : Cc 


A T B 
Condición: tanA x cosC=3 


Ns o 


Se pido jo? 36 jo? 3be 
M=VsecA-3cscC. M= A A 
e e e 


Reemplazamos el dato 


se e ES => M=1 
> eot0=V5+2 e? e? RPTA : “C” 


RPTA : “A” PROBLEMA 27; 
PROBLEMA 25: De la figura mostrada, si BC=CD=DE, entonces el 


Del gráfico mostrado, calcular: K = Dn valor de tan(«)tan(f),es: 
sen B 


E)1 
RESOLUCIÓN : C 
* Del gráfico, sea: BC=n 


AJIZ— —BJUS  C)/4 — DJVS EJ2 


RESOLUCIÓN : 
n B 
46 MB 
— Sena 
Eg (1) 
*ISABC: sena = E * IoMBC: send = e 
m 


2b 3 
Luego de señalar la semejanza de triángulos,tenemos 
que: 


a b a 
Tana=ATanf= > TonoLanf=> 


— 
* Reemplazando en (1) : K=3M>K=3 


m 


ad RPTAS“D” RPTA : “C* 


A THIGONOMETRIA 
PROBLEMA 28 : 


El perímetro de un triángulo rectángulo es 338 m y la 
tangente de uno de los ángulos agudos es 2,4. ¿Cuánto 
mide el cateto menor? . 
A) 13m B) 56,83m  C)46,8 m D) 36,3 m E) 65,3 m 
RESOLUCIÓN : 


13d, 


* Dato: tana =234>tana=2 Ped 
* Además : => 
(perímetro delL>.)= 338 


o 


> 5k +12k +13k = 838 >> 30k =338 


* El cateto es : 5k=656,3 m 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 29: 
En la figura mostrada; m<CAD=9", m<BDA=7", 
m<ABD=m<ACD=90"” y AD=20u.Calcule la 


longitud BC,(en u). c 
B 
A 'D 
AJ16  B)172  C)18,4  D)19,2  E)20,4 
RESOLUCIÓN : 
LO ABCD; inscriptible 
1 
'A o 
A BOC; BC=2(10sen74') 
BC=20 ES) > BC=19,2 
RPTA ; “D” 


PROBLEMA 30: 
En la figura mostrada, si AD=3u, DC=1u, además 
BD es bisectríz del ángulo HBC, calcule cos(4) 
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DJUS 


AJ3/á B)2/8 EJ1/4 


RESOLUCIÓN : 


C)2/5 


3 
Observe que el /1ABD es isósceles 
3 


>AB=AB=3=Cowp=12 =Cosp=7 


RPTA : “A” 


(DSi: sena =0,2 - Determinar : E=cos*a+tg%a 


7 13 25 
E pd Po al 
25 12 di 7 
(09 Si: tga=1,5 . Determinar: 
6/2 J13 az 
2) 13 ae 5 >) 13 


A) B) E) 1 


F=sena+cosa 

D)J1 EEE 

(03) Si: seca=2. Determinar: N = Tga? + csc%a 

4 13 EN 3 

A)1 B)5 (1 Dz Eljz 
Si: L_=q3 Determinar: P=3c0s'4— 

(7) 0 0,3 nar a—2sena 


A)2 B)J3 C)4 D)5 EJ6 

Determinar: sen Si: 1p=L 
(7) B 4B=-5 

y3 NE NE JE. 1 
VA AEGA SE A E 
(9 Si “a ” es agudo, además: 3tga—-2=0- 
Determinar : E=sena cosa 

6 6 2 5 

VEIS 
(O Si: sena=0,75 ,0%<a<90" 
Determinar : 3/7ctga 
A)1 B) 2 C)3 D)7 E)9 


(63) Si: tn 0<a 90 


Determinar: 3sec%a + 2csc%a 
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AJ5  B)10 C) 16 D) 20 E) 25 
(9) Si: seca=2,6 10"<a<90" 

Determinar : ctga +esca 

AJ5 BÉ oz D)3 E)2 


a 


(0) De la figura: sena = z 
Determinar : BCxAC 
AJ8 
B)3J/3 
C)8/2 
D)10 
E) 10,/2 
(O) De la figura: tg) = it AB-BC 
A)8 
B)J6 
C)4 
D)2 
E)1 

d 2/10 
(|) Determinar: sen0+ Sra 
A)J1 
B)12 
C)1,3 
D)1,4 
E)1,6 
(E) De la figura ; Determinar : e 
AE 
B)/H 1 
C)/13 
O Tn 

En un trián, lo 1 te di di 

sus opulos pr es digual a De. a el 
perímetro de dicho triángulo si la ponia mide 39 
cm. 
A) 3S0cm B)60cm C)90cm D)120 cm E) 150 cm 
(6) Determinar: cfg a tg P 


A)J1 B)2 C)F D)3 EL 


(O Determinar : £g 0 tg P 


*=3n===2n-—1 

1 2 7 3 1 
4) 3 B)3- CO) D)5 E) 
(1 Determinar : 
AJ1 
B)2 
C) 2 
D)J3 
EJJ3 
(3) Determinar : 
A)1 
B)2 
C0)3 
D)4 
EJ5 b 
(9) Enun AABC ,recto en “C”, “M” punto medio de 
BC . Determinar : sen<MAC 
A) J10 3) 3/10 cy Yo DÍ EJ1 


Ed Dela figura: csca=2 Determinar : BC? - AC 
B 


ctgo 


tg 0+ctgO 


Jbab 


A) 4(1+43) 

B) 4(4-/3) 

C) 4(1-J3) 8 
DJ 443 

E)16/3 


TARE 


(DSi: tg B=V3; PBeIC 
Determinar: sen*fB —cig*f 


C)1 


12 5 
4)-$ B)33 


12 5 
DF E)- 33 


(1) Dela figura: tga = 1,3 , Determinar el área del 
cuadrado ABCD. 


B 
A)25 
B)100 
C)8 
D)36 
E) 16 A D 


(63) De la figura ctgo =2;tg PB =0,75 
Determinar la medida de la altura relativa a AC 
A)1,4 
B)3 
C)5,2 
D)6 
E)5 


SEGUNDANERAGTICANO 


(E) Con ayuda de la figura mostrada . 


Determinar : 


IRIGIDA 


3 E=sena+cosa 
A) F 
d 
B) 7 
7 
Cc) 57 
12 
D) o 3 
EP 
(1 Si se sabe que : sena=-L , Determinar: tga. 
yl 2 5 
A)1 B)J>5 C)2 DJS E) 5 
(1%) Si se sabe que: csca=4/10. Del gráfico, 
Determinar: M = cot20+ esc?0 . 
AJ15 
B)16 
C)17 
D)18 
E) 23 


'(3) En un triángulo rectángulo ABC (C=90"); se 
cumple: secA.senA+secB.senB=2. 


Determinar : Q =cscA.cscB 


AZ BIV3 CI/6 D)J2 EJ3 
€3) Con los datos proporcionados en la figura, y 
sabiendo que: £g 0 = 3 , Determinar el valor de “b”. 


A) 2/10 | 

[ 
A 
(63) En un triángulo rectángulo ABC (B=300). 


EN _bsenA 
Simplifique: N oe 


O + D)1 


(9 Sabiendo: ctg0 =0,4 (“g”es un ángulo agudo). 
Determinar : P=sec0.cscQ 


A)a B) a? E) be 


A) 2,9 B) 2,8 C)2,7  D)2,6 E) 2,4 

(03) En un triángulo rectángulo ACB (recto en “B”) 
: - p_tanA+cotA 

ci rr 

A)1 B)2 c+ D)3 EJ 


(7) Determinar el perímetro de un triángulo 
rectángulo ABC. Si el mayor lado mide 100 em y el 
valor de la tangente trigonométrica de sus ángulos 
agudos es 0,75. 

A) 100cm B) 180 em C)120cm D) 240 em E) 480 cm 
(O) Determinar el área de un triángulo rectángulo 
ABC,si: tana= E y la hipotenusa mide 26 m . 


A)100m* B)120m* C)140m* D)260m* E) 240 m* 


(5) Determinar “tan0 ”, del gráfico, mostrado si 


ABCD es un rectángulo y MD=3AM=3% . 


A)1 
B)2 
C)3 
D)4 
E)J5 
(9 Los lados de un triángulo rectángulo están en 


progresión aritmética. El coseno del mayor ángulo 
agudo de ese triángulo es: 


E 
(O Si el área de un triángulo rectángulo BAC (recto 


en A) es de 5m* y senB=2senC. Determinar el 
perímetro del triángulo. 


A) 10m Í)(15-24%) C)(15 - 2/3 )m 
D)5Jim E) (5+3/3)m 


(19) Si x e y son los ángulos agudos de un triángulo 
rectángulo y además: 


tanx+asecy _coty+bescx Determinar: e 
cotx tany 
A)J1 B)2 C)3 D)4 E)5 


(1) En el triángulo ABC(Ó = 900). Determinar 
“sen A”, sise cumple que: 2cotA =3cotB. 

VE 10 10 J5 J5 
8% 5 BA 5 ca 10 ad 10 2) 3 
(M) Si: AL=a ,PL=b. Determinar: E=2 sen?0—1. 
ne 


mE 4 


(1 En un triángulo rectángulo ABC (B=3900) 


Simplificar : -senA+senC 
mpubens= E cos A +cosC 


A)1 B)jtanA C)jtanC D)secA E) escA 
(69 Si 9: ángulo agudo de un triángulo rectángulo y 


si tano=22 y su hipotenusa es 26. Determinar el 


área de PE triángulo rectángulo. 

A) 80 B) 100 C)120 D) 140 E) 160 
(9) En un triángulo rectángulo ABC (recto en B). 
Determinar tan$s sib=-c=2a 

AJ1 BE C)2 m5 EJ3 
€9) En un triángulo rectángulo ABC (recto en A). 


AT 1-cosB 1-cosC 
Simplifique: M = Pra. 
E ES Y T+cosB TFcosC 


aAJb B)a+b 10JN1) D)Je E) -b 
TAREARDOMICIPIARIA 


(3) De la figura , Determinar el valor de “x”, si 
tanó =0,25 . 


A) 15 

B)20 

C)30 

D)40 A 

E)60 x 

(7) Sise conoce que: secó = ES , entonces determinar: 
ctg0. 


13 11 9 dE 1 
E E A (ME 
(63) “o” es un ángulo agudo y 1eno= 2. 
Determinar : tan (90*-0) 

11 13 17 19 21 
0V3 Biz Ven Pi Pz 


(3 Conociendo los datos en la figura , y además: 
tg a = 2,4. Determinar el valor de “a” 


E) 26 TER C 
(7) Con ayuda de la figura, Determinar : W=tgu+seca 


2k 
(CLAVES DEZA SEGUNDA PRACTICADE R.T.DE ASGUIOS ACIDOS 
1BJ2)8 3)€ 4/6) 1774] 5) PJLIO)a 


(DSi "a" es un ángulo agudo tal que: 


Cosa = 2 catcular Tga+1 


A)15 B)265 C)3,5 D)4,5 E) 5,5 


(BSi:0"<0<x/2 donde: 
/3Seng=1 Obtener el valor de: 
M =/2Tg0 +3Cos*0 


AJ1 B)2 C)J38 DJ4 EJ5 
(6) A partir del gráfico. c 
000 
Lg) 

+: 1000  B 
Calcular el valor de: E=Seca.Tga 
a Jo  BJ2/10 C) 3/10 
D)4Jm EJ5 fm 


(WA Si 9" es agudo tal que: 
Sen(90” —8) = 0,96 

Obtener: E = Csc9 + Cot0 

A)3 B)5C)7 D)16 E)3,5 


(3) En un triángulo rectángulo 


recto en B se cumple que: ¿2 » $ 
Reducir: 

N = (SecA + TgA) (SecA - TgA) + ¿SecA 
AJ4 B)5 C)J6 D)7 E)J8 


(9) En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en B)Reducir: 


A) ab B) a?+b* C) a*-b* 
D)1 E) 2 
(1 En un triángulo rectángulo la 


secante de uno de sus ángulos 
agudos es 2,6. Calcular el perímetro 
si la diferencia de sus lados mayor 


y menor es 24m. 
A) 30 B) 60 €) 70 
D) 90 E) 120 


(MS) En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en B) TgA =5 sisu 


perímetro es (10 +2/17)m - 
Determinar la medida de su área. 
A) 4m* B) 6m? C) 8m* 
D) l0m* E) 12m* 


(69) En un triángulo roctinalo 
ABC (recto en C) si la suma de sus 
catetos es "y" veces la hipotenusa. 


Calcular E =(SenA + SenB)? 


4) 5B)nC)2n  D)n' E)2n* 
(O) En un triángulo rectángulo 


ABC (B =390"): se sabe que: 
SenA = 2senC. Si 


N =TgA — qq + Seca 


A)1B)2 C)4 D) 3 E) Jz 
(O) En un triángulo rectángulo 
ABC (B = 90") , reducir: 


2=0+)18 7 ++ TES 


AJe B)Jb+c C)a+b 
Dja+c EJa-e 
(MD) A partir del gráfico: c 
10 
A LS) le 


10 


Calcular: 4 = 9Csc*9 — CotO 


EN 


1 17 29 39 
AGO 


(O En un triángulo rectángulo 
BAC se cumple que : 


CosB CosC ==. Determinar la 
altura relativa a la hipotenusa, 
sabiendo que esta mide 6/2. 


A) fm  B) Jim C) dm 
D) Jim E) Jim 


(O) En un triángulo ABC(C=90") 
Determina "SenA" si se cumple: 


2CotA = 3CtgB 
A) 35 B) Jos C) Jío10 
D) uo El 33 


(5 A partir del gráfico ABCD es 


(O A partir de la figura: Se tiene 
BC = 14m, CosA =0,96 y 


A 'B 
Calcular el perímetro del triángulo 
rectángulo ABC. 

A) 224m  B) 112m C) 114m 


-D) 214m E) 216m 
(O Si: Tga= 3, siendo "a" un 
ángulo agudo . Reducir : 
M = J10 (Sena + Cosa) 
A)2 B)4 C)J6 DJ8 E)J12 
(A Del gráfico, calcular: 
P = Cota —Tgf8 


413 B)-1 C)-2 D)1 EJ2 
(9 En un triángulo rectángulo 
ABC(B=090" )se tiene que: 

TgA = 2TgC 

Calcular: P = SenA senC 

A) 2/3 B) J213 C) /5 16 
D) Jól3 E) 316 

€ A partir de la figura mostrada: 
Calcular: N = Tga + TgfB 


OBJETIVO : 
Identificar y analizar la relación entre las longitudes 


delos lados de un triángulo rectángulo, cuyos ángulos 
agudos pueden ser 30", 60", 45", 37 y 63”. 


INTRODUCCIÓN : 

Pitágoras y los demás geómetras griegos se ocuparon 
tanto del triángulo, porque lo usaban mucho en la 
construcción, Fueron ellos los que inventaron las 
cubiertas de dos aguas. Eso les permitió ensanchar 
mucho las naves de los templos y los grandes salones. 


Descubrieron la manera de repartir el peso de la 
techumbre entre tres vigas, de tal manera que el 
trabajo que realizaba cada una al trabajar 
conjuntamente, era muy inferior que les 
correspondería si se distribuyese entre las tres 
colocadas como vigas planas. Y según el trabajo que 
hacen así las nombraron: a las dos vigas que sostienen 
la techumbre las llamaron catetos, porque tienden a 
ir hacia abajo (kazfemi); y a la viga de abajo la llamaron 
hipotenusa porque es la que lira (tenusa) por abajo 
(hipo) de las otras dos para que no se abran. 


Los ángulos que miden 30% ; 45” y 60” son muy 
utilizados en Trigonometría. Podemos calcular los 
valores de las seis razones trigonométricas de estos 
ángulos notables sin necesidad de utilizar tablas o 
calculadoras. Para encontrar los valores de las razones 
trigonométricas del ángulo de:45”, consideremos un 
cuadrado cuyo lado tiene una longitud 1. 


le vz) 


Sí trazamos su diagonal tenemos que los ángulos 
agudos del triángulo rectángulo sombreado miden 45”. 


Con el teorema de Pitágoras podemos encontrar la 
longitud de la hipotenusa. 


Para encontrar los valores de las razones 
trigonométricas de los ángulos de 30* y 60%; 
consideramos un triángulo equilátero . 


TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 
NOTABLES 
Son aquellos triángulos rectángulos, donde conociendo 
las medidas de sus ángulos agudos, se puede saber la 


proporción existente entre sus lados. Van a destacar 
los siguientes triángulos: 


EN UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO DE 45" 
LOS CATETOS 


TIENEN LA MISMA LONGITUD 


Consideremos un triángulo rectángulo con tales 
características y catetos con longitud igual a 1; 
llamemos “e” a su hipotenusa. 


(Pitágoras) 
P+rP=ct >= 2 


de 


1 
Tal triángulo rectángulo se muestra en la siguiente 
figura. Con ayuda del diagrama podemos determinar 
con suma facilidad los valores de las razones 
trigonométricos para un ángulo de 45”. 


ZE 


* sen450 187 E JE 
1 
a 
*cosaso= E 1 . 
*1gaso=l=1 *sec45e= 2/2 


antigu 
babilonios (1700 a.C.) 
ya calculaban la hipotenusa' 
de un triángulo rectángulo 
isósceles multiplicando 


AHORA CONSIDEREMOS UN THLÁNGULO 


EQUILATERO > 

Cuyos lados tienen una longitud igual a 2. Si bisecamos 
uno de sus ángulos, obtenemos un triángulo rectángulo 
que tiene una hipotenusa de longitud 2 y un cateto de 
longitud 1. El otro cateto tiene una longitud “a”, cuyo 
valor podemos calcular con base en el teorema de 
Pitágoras como sigue : 


ar+1?=2* 
=> =4/3 


3 
* EN GENERAL : 2h 502 
Rk 
vA30” 
* Ejemplos z RJ3 4 
J3 


Usualmente se utilizan triángulos rectángulos cuyos 
ángulos agudos han sido aproximados. Así por ejemplo, 
en el triángulo rectángulo de lados 3;4y5. 


se tiene que tan37"=3/4 

(pero haciendo uso de una calculadora científica 
tendremos que :Tan36"52*11,63"=3/4, logrando así 
una mayor exactitud ) 


Así, considerando la aproximación calculemos los 
valores de las razones trigonométricas de los ángulos 
de 37"y 53”, los cuales obviamente serán aproximados. 
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e] OBSERVACIÓN 


Una forma práctica para calcular las razones 

tricas de la mitad de un ángulo agudo es la 
siguiente: Partimos de un triángulo ABC (recto en 
C). Si queremos las razones trigonométricas de 163] 


entonces prolongamos el cateto CA hasta un punto 
“D” tal que: AD=AB luego el triángulo DAB es 


isósceles, <BDA=%. 


aC O e 
A_c+b 


* Por lo tanto: co 


* Entonces: 


a cotL=cec A+cotA 
2 a U« 2 


* Análogamente : 


A_a _c-b A 
ARES == LA 
tan E Es tan esc Á— co 


* Consecuencia de lo concluido es: 


C C 
J104 

a a 

La B ER B 


posible aproximar el ángulo agudo 4 en el 
siguiente triángulo seco. 


LEE 


si:2>10 
a *Se aproximará ast: 


AN m Si: 10 = 5; +?) 


EJEMPLO: 


AS a 
23 


23 2 
C :—=>10>0=57,3 | 
omo ns > 7, (5) 
=>0 24,98" 


OTROS TRIÁNGULOS UTILIZADOS : 


ye 
7% (45 .2)e 
BENE ne 
C 
(a 
y2-/2 a 
Á (B.dJa B AS 


ÓN el 
a 
PE B 


e para recordar 


Y/ Trigonometría significa 'medida de ángulos". 
Y En un trlángulo rectángulo Isósceles (viéngulo 45* - 45), la 


hipotenusa mide: a (2. 

Y/ En un triángulo rectángulo 30 - 60* el cateto mayor mide (7 
veces el cateto menor: a=3Yb. 

Y La razón tigonométrica es la relación ontro los lados del tiingulo 


y se expresa como una fracción. Ejm.: 0 . 
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PROBLEMA 1 : 
Calcular: P=1g*60" + sec 45" x csc 45” 
AJI B)J5 C)6 D)7 E)8 
RESOLUCIÓN : 
* Reemplazando los valores: 
P=(VS)+(12)(/2)=3+2=5 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 2: 
Calcular: Q=sen* 30"+tan37" 
4)2 B)F C)1DJ4 EJOS 
RESOLUCIÓN: 
* Reemplazando valores en la expresión : 
ANS A SAMBA 
0-3) AA 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 3: 
2 2 
Calcular: a= 8" 45"+8ec" 60” _ 
5-3tg 60" xclg 60* 
A)1 B)5 C)2,5 D)3 E) 4 
RESOLUCIÓN : 
* Reemplazando los valores : 
2 2 
a Wi yes 
5-3(V3 a 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 4: 
2 450 o 
Evaluar: A= 24% 45"+c08 60' 
csc 30” 
L=(sec53"+tan 53*)co8 60" 
T=(tan? 60"+5sen 37") sen 80" 
Calcular : L+A+T+A 
A) 5,5 B) 6,5 c)7 D)4 E) 3 
RESOLUCIÓN : 


hs os valores en cada expresión : 


a] A 
22 02_ 23 A 
2 2.32 2 

Ts) GS 


52 


3,1 1 
* Se pide: 7 +2+34+2=6, 
Se pide ia 3 5,5 


RPTA : 


“ap 
PROBLEMA 5: 
Hallar; “%e+y” 
AJ1 

B)2+/3 

0) 4+2/3 
DIS 

E)5 
RESOLUCIÓN : 
* Recordar que: 


* Se nota: a=2> x=a/3 => x=2/3 
y=2a > y=4 


+23 


PROBLEMA 6: 
Hallar: %cty” 
AJ6 

B)7 

C)10 

D)8 

E)12 y 
RESOLUCIÓN : 
* Recordar : 


* Luego: a+y=4 


RPTA: “C” 


5/2 


+ Entonces : 
E /2=5/2 > k=5 
xa=k => x=5 


y=k> y=5 
* Se pide: a+y=5+5=10 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 7: 


Hallar; “ae+y” 
A) 48 


B)60 
C)64 
D)72 
E) 80 


EDITORIAL RUBISOS 


RESOLUCIÓN : 
* Recordar : 


* Entonces : 
4k=32 > k=8 > x=5k > x=40 
> y=3kh > y=24 

* Se pide: x+y=40+24=64 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 8: 


Si “0” es un ángulo agudo y efg 0 =csc60". 
Calcular + P=sec* o+tg?0 


aJ7 B)8 C)9 D)11 E) 12 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : ctgo=c08 60” 
E a 
z 1 
! 5 2; 
n 0 
H , 
y F 
e 1 e 
Atado ..” 
13 
> ctg0=1 
A 2 
* Se pide: pa(:£) +(5) =9 
1 1 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 9: 
Hallar “x” de la ecuación: 
4xsen? 60"+sec* 45" 7x sec 60” —91g 45" xcsc 30" 
A)20 BJ2 CJ DÍ DE 
RESOLUCIÓN: 


* Reemplazando los valores de las R.T. de los ángulos 
notables : 


Ja Y 2 
4%) +(JZ) =7 (2) -9(0(2) 
e 42(3)+2 =14x-18> 20 =14x-3x 


20 
ERO 
EST 
Ein RPTA : “D” 


PROBLEMA 10: 

Del gráfico mostrado , calcular “fgA ”. 
1 A 

A) 7 
3 


DB 


2 
C) E 


D)J3 
E)2 B 


RESOLUCIÓN : 
* Utilizando adecuadamente el ángulo de 37”. 
A 


* Como : AB=3k B 2k D 2k C 
LD :gc=ar > BD=DC=2k 


ES 2h t =2 
a EA 3 > Ef 3 


RPTA : *C” 
PROBLEMA 11: 


Del gráfico, calcular: “tg y”. 
9 
A) 37 
ME 
17 
2 
C) 3 
13 
IS 
E)5 
RESOLUCIÓN: 
* Se observa que el ángulo agudo “y ” no está en un 


triángulo rectángulo. En estos típicos problemas 
tenemos que hacer un trazo . 


B) 
15 


A Ps 


43 € 


* La altura BH 1 AC 
* Recordar : 


ATHIGONOMETRIAS 


>5k=15=>k=3 
*Luego : BH=3k > BH=9 
HC=4k => HC=12 > AH=31 


*Del DAHB>tgy=2 


31 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 12: 
En el gráfico mostrado, hallar “tanG”. 
1 1 1 
A)2 pr Cc) 3 D) Pa E)4 
RESOLUCIÓN : 


* Construyendo un triángulo rectángulo notable , 
exteriormente : 


21 
> tand===- 

8 4 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 13: 
En un triángulo rectángulo, la tangente de un ángulo 
agudo es igual a la cotangente al cuadrado de su 
complemento. Calcule la suma del seno y coseno de 
dicho ángulo. 
RESOLUCIÓN : 


Graficando 


a:agudo 
Complemento dea :90*-— a: 


Del enunciado tana = cot*(90” - a) 

Por propiedad de complementarios 

cot(9—a)=tana > tana=tanta => O=tan*a- tana 
Factorizando O=tana(tana—1) Igualando a cero 
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tana=0v tana=;a=45 => sen45” +008 45" 
y2 2 
Es a 


PROBLEMA 14: 
Enla figura adjunta, se sabe que : 
AB=18m, <CAD=15"” y el <CBD=30", calcular la 


longitud “CD”. 


A)6m 
B)7 
A 18m B 


C)8 
D)9 
E)5 
RESOLUCIÓN : 

* Podemos observar queel ¿ADB resulta : 15”, luego 


el triángulo ABD resulta ser isósceles, por lo tanto : 
BD=AB=18m, en el triángulo BCD, se tiene : 


Á— 18m B C 
* Luego : seno”, cD=BD+>=18(+)=9 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 
En la figura adjunta, se sabe que : AB=12m, 


¿CAD=30" y el <CBD=45". Calcular la longitud 
D 
D)16,2 


“cp”. 
EJ 16,4 A RS 


A) 17m 
RESOLUCIÓN : 


B)16 
C)15,8 
* Graficando: 


B xr C 
* Como en el .5cp es isósceles : BC=DC=x 
* En el (£ACD, por definición : 


4 12 


4 gabe 


t30" 
es DC 


>x=16,4m 


RPTA ; “E” 
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PROBLEMA 16: 
En un triángulo ABC equilátero mostrado. Caleular 
LA B 
yá A 
J3. 
Ds 
343 
iaa 


D)3 
EJV3 
RESOL: UCIÓN : 


* Como el ángulo “y” no está en un triángulo 
rectángulo, entonces debemos hacer un trazo, la altura 
del punto D1 AB. 


A 12 DaáCcC 


AT de 


"Dro > tgy> a 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 17: 


Si ABCD es un cuadrado, calcular “fan x”., 


az B EC 
7 
Dz A 
18 
0% 
17 
Di ; , 
EJ4 
RESOLUCIÓN : 
* Utilizando el ángulo de 37”: 
B__134 3a Cc 
4a 
16a E 
2a 
AAA DD 


EDITORIAL 


* ESADE notable de 37” y 53”, entonces: 
AD=16a a ED=12a 
* Por ser un cuadrado: AD=CD, entonces EC=4a. 


* ISFCE notable de 37” y 53%, entonces : CE=4a, 
CF'=3a, entonces : BF=13a. 


» (SABF: tanos > (ano 


16 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 18 : 
Se tienen dos círculos tangentes exteriormente cuyos 
radios son “r” y “3r” respectivamente . Calcular el 
ángulo que forma la recta que pasa por los centros de 
ambos círculos con una de las tangentes exteriores a 
ambos círculos. 
A) 457 B) 60" 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando : 


C) 30* 


D) 185" EJ 53 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 19: 

En un rectángulo ABCD, se traza DH perpendicular 
a AC.SiAD=2AB ym=<xHAD=60", halle la 
cotangente del ángulo BHA. 

RESOLUCIÓN : 


B 


2K 


Se pide cot9 Trazamos 


BRL AE oo a A) 


Como AD=2AB Sea AB=2K => AD=4K 
Enel [MAPB : BP= K y AP=KJ3 


A=ATRIGONOMETRIAS 
EnellMAHD: AH=2K => PH = 2K - KJ3 


28 co19 2-15 


Reemplazando en (1) cot9= 


PROBLEMA 20 : 


Dado el cuadrado ABCD, determine cfg6, además; 
4EC=AD. 


0] 
E 


E)2 
RESOLUCIÓN : 
* Utilizando los datos adecuadamente , se obtendrá : 


* Luego del triángulo sombreado se aprecia que : 


da 
ctg 0==—=2 
E 2a 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 21 : 

Dela figura mostrada ABCD es un rectángulo, AD es 
diámetro de la semicireunferencia inscrita, “O” punto 
medio de AD, Halle: m<EOD. 

AJ53? 
B)37" 
C)30* 
D)60? 
E) 45* 


*RESOLUCIÓN : 
* Utilizando los ángulos en el gráfico: 


* Del (LACD: 


[as HA ESCICIOPEDIA 3018) 


N_r 0Y_1 _0_53 
(3) 5>.(3)-3=3- AS 


RPTA ; “A” 


PROBLEMA 22 : 
Una semicircunferencia de radio (1+./3)cm se divide 
en treinta arcos iguales. Calcular la proyección del arco 


comprendido entre la quinta y décima división sobre 
el diámetro pur en centímetros , 


a+ B) a cJ1> DÍ EJ 4 
RESOLUCIÓN: 
* Como la semicircunferencia se divide en 30 partes 


iguales ; entonces , cada ángulo central mide: e =6" 


* Hasta la quinta división , el ángulo central e 30". 
*Hasta la décima división , el ángulo central mide 60". 
* Graficamos el arco comprendido entre la quinta y 
décima división (sólo por facilidad). 

* Observar en la figura que : *=0Q-OP. 


EJE 


0Q=Rcos30"= 


¿RJ 


A OP=Rcos60"=3 


R A 0) 


* Por dato: R=/3+1 
> 2 HDD, Ve 
2 


PROBLEMA 23 : 
Del gráfico, calcular “cof 9” 
JE 

Bj 

C)2N2 

D) 23 

EJ4 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


ES 30% 
H5/s B 5j3 C 
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I) Trazamos la altura AH (observe) 
1) Como: m<ABC=150” > m<ABH=30" 
ISAHB:: notable > AB=10 > AH=5; HB=5/3 


coro 108 2/5 


UI) LAHC: 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 24 : y 
En la figura mostrada, si MN=NB,tan(a)=0,76 , 
calcule la medida del ángulo x. 
D, 


AJ5S* B)30" 
RESOLUCIÓN : 


C)20* 


D)J37/2 EJ15* 


Dato: tana=5 >5a=37 


RPTA : “B" 
PROBLEMA 25 : 


Del gráfico, calcular “egta”. 
Ed 
B)J2 
6 
O 


RESOLUCIÓN : 


* El ángulo agudo “a” debe estar dentro de un 
triángulo rectángulo, por lo tanto se traza una altura 
desde el vértice “B” B 


DD) Trazamos: BH 1 AC 
11) [ AHB : notable (45*) 


AB=10/2 => AH=HB=10 
111) Como : AH=10 => HC=12 


z E IS 
IXBHC:cot a= E 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 26 : 
Calcular el valor de : 
sen? 3004 co 60*+ see? 60" 
A TARA RT ETT 
3 4 1 7 9 
pa EL AS Le, ¡Es 
BEOST B 33 ) 13 Di 2 
RESOLUCIÓN : 


* Reemplazando sus valores , resultará : 


2 4 
11121 42 (9 1,8,2 
116) +25) +35 el ato 
WI+J2 +80 9+2+8 
=N36 61 
TER TEST 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 27 : 


En un triángulo rectángulo ABC: (recto en B) se 
construye exteriormente el cuadrado ACDE. Calcular 
la cotangente del ángulo BEA, si además m<ACB 


mide 30. 
AJ2H3 Bj4H/3 DIH D4J3 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


Ov3 


4n E 
*Enel DMEHB: e1g0= 203 > elg 0=4+/3 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 28: 
Si AOB es un sector circular, F es centro de la 
circunferencia, D y E son puntos de tangencia, halle 
tan(0). 
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[24+2/2 BN4-2/2 CWN3+2/2 
DA[3-2/2 ENZ4J3 z 
RESOLUCIÓN: 

A 


Como: 0 E > tan0=/2-1 


3-2/2 


RPTA : 


tan0=((/2-1)? > tan0= 


“p” 

PROBLEMA 29: 

En un triángulo rectángulo BAC,(AB=c ; AC=b; 

BC=a) el lado e es media proporcional entre los otros 

dos lados además se cumple: 

tan(=)=sent(Bj+ 2 a Ls , calcule la medida 
del ángulo x en las. ¿ 5 

AJA B)x/10  C)x/12 D)3x/10  EJ5x/12 

RESOLUCIÓN : 

El lado “C” debe de ser un cateto. Cc 


a b 


B A 
Condición: C=,/ab Pero por el teorema de pitagoras: 
a=bi+e? ab +ab 


2 
O=b%+ab-a?*>+a? ¡0,2 7 
ara 


Como: > =senB > 0=sen*B+senB -1 


Luego: senB=—_=—— ES Y6 dado que: 
Be(0": 90%) => senB>0 
así que senB= e z > senta 15 
Se nos da: tans=senta E! 11443 
Reemplazamos lo obtenido: 
tanz=*2- E, Y/5- 41448 > tanx=2+ 43 
.- 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 830 : 

Un niño, haciendo centro (fijo) en su mano, gira una 
piedra atada a una cuerda inextensible y de longitud 
igual a 1 m, tal como muestra la figura. Si para un 
tiempo igual a cero la piedra está a su mínima altura, 
que es de 30 cm del suelo, calcule la altura de la piedra 
transcurridos 2 segundos (asumir que el giro de la 
piedra se realiza en un mismo plano vertical y además, 
la velocidad angular constante es x/3 rad/s). 


4)1,28 m 
B)2,15m 
C)1,8m 
D)J1,5m 
E) 2m+ 


RESOLUCIÓN: 


* El fenómeno representa un movimiento circular que 
la analizamos de acuerdo a una vista frontal : 


EDITORIAL RUBISOS 


Datos : 
».y= 1 m =100 cm (longitud de la cuerda) 
» o==radís (velocidad angular) 


» Para t=0, la piedra está en A a una altura de 
30 cm; AH=30 cm 
Para t=2 s, la piedra está en B, donde : 


azoxt=[Fradr)e 8) 


entonces, a= =120* 


2arad 
3 
» Se forma el triángulo rectángulo notable 
BON, en el cual ON=50 cm 


*» Finalmente 
BP=0N+0A+AH 
BP=50 cm+ 100 cm+30 cm 
> BP=180 cm=1,8 m 
PROBLEMA 31 : 
Del gráfico mostrado , calcule tan*(Grad + 15). 


A)J2 


RPTA: "C” 


RESOLUCIÓN : 
Dato 


Por definición de RT para un ángulo agudo: 
enip“ateto opuesto 


seng= HS 
hiponusa 
Reemplazamos del triángulo : 
A 
Tx xr 
3 
resolviendo e. es solución, pues : 
x 
ER Du 
6 2 


Nos piden : 
tan*(Orad + 15*)=tan? te rad + 15%) 


=tan*(30*+15*)=1 


RPTA; “E” 


AJ3 B)2 C)4 D)8 E)-3 
(A) Determinar: sen” 45*+sen 30 
AJ1 BH CIJZ D)2  EJ4 
o 
(O) Determinar : cos* 459 ES? 
A)J1 BJO C)2 D)-1 E)4 
(A) Determinar: sec? 45" - tg 30* 
ctg 53" 

AJ4  B)2  C)8  D)WJ6 E) 1 
(63) Determinar : esc 30"+ sec 60"+ctg 45? 
A)1 B)4 C)5 D)6 E) 8 
(8) Determinar: 

sen 37*c0837"tg 37" ctg 37” sec 37" csc 37" 
A)2 B)1 C)8 D) 12 E) - 
(02) Determinar “x” en: 
A) 44 
B)30 
0)33 
D)55 

DA 

E) 23 24 
(03) Determinar “%” en: 
A)J3 
B)J/3 
C)3J/3 y 3 

43 
D) E A 
E)1 


(9 Determinar “x” en: 
A)2 
B)V/Z+1 
C)3 
D)4 
EJ5 


A TRIGONOMETRIAOS 
(O) Determinar : 1875" 
A)/8-2 BIV/3+2 0) /3-1 
(O) Determinar :1g9 4 
AJ1 
B)2 
0)3 


1 
Dz 
Y 


D)/3-3 E)3-/3 


a 
así 


E) 
= 


E) —= 
6 
(E) De la figura a cuadrante. Calcular tg 9 


3 3 1 3 3 
ALS BG Cc) 5 DIS E 


(G)Determinar aproximadamente : ee 


1 


1 1 
A) 2 B)1 NS DI ED 


(Q) Determinar aproximadamente : te 
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D)2 


1 1 
413 B)3 Cc) 5 E) 4 


(O Determinar tg0,en : 


az 
A 
a? ! 
4d 
D)1 
; 1 
a 9 


(6) En el problema anterior, calcular : sena, 


8 7 5 9 1 
(ODeterminar : d2+/2+/2+/3e0* 450 
A)J4 B)J2. C)J8  D)1 EJJ2 
€D)Determinar : Y 10tg 53" —4ctg 37? 
AJ3 B)2 C)4 D)J5 EJ6 
Ed Determinar “x” en: 
AJ8 
B)16 12 < 
C)20 
D) 10 A 
E) 12 
(8) Determinar “n” en: 
A)2 
B)4 
C)3 
D)5 
EJE 
€3) Determinar : 3sen 37"4+4c08 37" 
A)1 B)2 C)3 D)4 EJ5 
3) Determinar : ctgó0, en: 
A)2-/2 | 
B)J/2-1 
C)2/2-1 E 
D) 2,/2+1 | 
mi O 


: C=3tan* 30% sec? 452008 
€3) Evaluar an sec cos5 


A)J1 B)2 C)3 D)4 E) 6 


TAREANDOMICITTARIA 


(EDDeterminar : 

C=(cos 45"+ cos 60"+2 tan 37”) sec 45" 
A)3 B)4 C)56  D)J7 E)N.A. 
(02) Determinar: 

E=(sen 60” csc 45") +(sen 53” cot 60") 

2 5/2 15/2 15/2 72 

A a A > DE 
(63) Siendo : tan a=sen 60* 
Determinar : C=78sen*a+8 cof? a 
A)1 B)3 C)5 D)7 E)J9 


(03 Siendo : cot0=c08 37" 
Determinar : E=(esc* 9-1) xtanó 


AJ0,2 B)0/4  C)0,6 D)0,8 E) 0,96 
(63) Determinar : g=*en:60%c08 30% 
sen 45% cos 45" 
J6 y6 J3 J2 
AJJE  B) 3 0) 0 DI 
2 2 
(03) Determinar : E= E 30"+ 090" 46? 
esc30? 
5 5 5 
AJ5 B) Cc) Pz D) y E) 10 


(2 Evaluar: R=2sen 30%+3 tan? 60% seo? 5 


A)2 B)4 C)6 D)8 E)12 


(7) Determinar : C= 35e0c? 45%40sc 53 3 cot 45" 
2 cos" 4543 tan 53" 

A) 1,2 B) 1,3 C)1L4  D)JL5 

(9) Determinar “x” en la igualdad : 
xtan37"- esc? 30"=4 tan? 45%x sen? 30" 

A)2 B)4 C)8 D) 16 E) 32 

(9 Siendo: sen 8==3c0860* “6” es agudo, 

Determinar ; tan*0, 

AJ5 B)1/10 C)1/15 


SEGUNDANARACITCANDIRIGIDA 
(03) Determinar el valor simplificado de : 
E= sen? 30”+sen 60" +tan37" - cos 30" 


2 1 
a BY 042 D)3 


E) 1,6 


1 
E 
) 3 


(2) Determinar: E=sen30"+2tg 47” —csc 40” 


AJO B)1 C)2 D)-1 EJ2 
(63) Si :seca=2tg 45”, Determinar: senctga, 
A)J1 B)12  C)J13 D) 1,4 E) 1,5 
60? ¿2en 60 BAS” 
Reducir: p=E6% 
o 18.30% * 209 30% clg4o? 
A)2 B)3 C)4 D)J5 EJ6 


(03) Determinar la altura del árbol : 


A) óm 
B)6 
C)7 
D)8 
E)9 


(63) Al calcular ; 219.45” - 3sen*30%+65 cos? 60” , se 
obtiene : 


7 3 1 
A Cc 
) 3 B) 3 J) 4 D) 3 3 


(1) Si: E(x)=tg* 2x+2 sc x+/31g x , luego al calcular 
E(30") se obtiene : 


AJ1+/3 B)2+/3 C)5 D)8 E)3+243 
63 Si: 3719730" —5x sec? 30718 45"+5 sec 60" 


Calcular: P=tg? 15x+ctg* 10x 
AJ)2 B)3 C)4 


(9) Calcular “a” a partir de : 
xi ar 2 1g45".coc? 204 en sec IP = 19 00 


D)5 E) 6 


AJ6 B)2 


(O) Del triángulo ABC (B=90") . Calcular: AC. 


AJ4 

B)6 

C)8 

D)10 
E)12 
(O) Del gráfico, calcular “£g0”. 
AJ0,1 
B)0,3 
C)0,4 
D)0,6 
EJ0,8 


1 1 
C) -2 D) SA E) =ñ 


A B 
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( Del gráfico, hallar : “sen 0”. 


Sa-2 
A)0,1 B)0,2 C)0,3 D)0,4 E)0,5 
(E) Si: ABCD es un cuadrado, calcular “tg x”: 

B E 


13 13 
AJÉS 
75 B) 


13 17 15 
D E 
Té E 


sec37"+tan37" 
O A id 
(E) Calcular el valor de : sec53"+tanb3" 


AJ1 B)2 o+ DE 


(63) Calcular el valor de : a 
U=(sen*45"+tan? 60”) (sec 60"+4tan 37") 
A)17 B)15 C)15,5  D)17,5 E) 19,5 
(E8) Calcular el valor de : 
D=(2sen*60"+sen*45")(/3 cot 30%+3 tan 58”) 
A) 10 B)12 C)9 D)16 E) 14 
(O Evaluar: J=sec 30" .tan60"+ cos? 45" 
AJLS_  BJ2  CJ25 D)3 E) 3,5 
(3 Ayudándonos de la figura mostrada, calcular el 


16 Oo 


1 
E) = 
2 2 


valor de “tga”. 

1 

= 0 
p% 
B) 3 
2 


ai 
d 0 _— 
LL Centro 


(9) Con la ayuda de la figura mostrada, calcular : 
tga, AB=BC=AC 


A) sen 30” 

B) sec 30" 

C) cos 30? D 
D) esc 307 2 
E) tg 30" A o 


€d En la figura mostrada AG=2GD; m<ABC=60"; 
CD=BD. Calcular el valor numérico de tg. 
B 


43% 
a D, 
aL 
5 
NE 
037 Cc A 
C «di fin tE E 4 
€) Calcular; Y: Fan- «sen ¿coto 
A)J1 B).2 C) 1,5 D) 2,5 E)3 
á sen? E +sen? E 
63) Calcular : J=——£ 3 
cos? E 
6 
2 ES 5 3 
A) 1 B) 3 Cc) 3 D) s E) 5 
3) Del gráfico , calcular “tan £ ”. 
1 Cc 
05 
1 Bl 
B)5 
0 
2 
DD; 4 
ni AR 
El 


€3 Con ayuda del gráfico, donde ABCD es un 
cuadrado. Hallar el valor de “£ga”. 


1 

y A B 
y 

5 

0)1 

D)2 

E)9 D e 


€E3) Del gráfico, calcular “fg0”, si ABCD es un 


'AMAZONES TRIG. DE AYGULOS AGUDOS NOTABLES / 


cuadrado. 
A4)2 

5 
B)3 llo 

7 
04D 

TAREANDOMICIPIARTA 

(0) Calcular: 
E=46 tg 60".sen 45" — 5sen 37" 
a4J0 B)1 €) 2 
D)-2 E)-1 
(63 Calcular ea si: 
3x.sec 53" — sec 60”=x+6tg45” 
4)0 B)1 C)2 
D)1 E) 2 
(63) Calcular “%”, si: 
21.(sec 465" - sendos") =4c0860* —x 
AaJ0 B)1 C)2 
D)-1 E)-2 
(9 Calcular : 


E= nec 60*+2ctg 457 (sen 30"+5sen 53”) 
A) /2  B)JV3  C)2 

D)3  EJ2V3 

(3 Del gráfico, calcular tg. 


(43) Determinar el valor de: 


E = 8Sec60"+2Sen* 45"+10Sen37* —Tg*60" 
A) 10 B)12 C)18 D)20 E) 24 


(62) Reducir: 

M = 20Cos60" — 10Cs030"+ Tg45"+2Sec*45" 
AJO B)1 C)-1 D)-2 E)-3 
(E Determinar "z" en: 


Seo*63" —Tg?63"_, sen30” _ 
Senta7” + senos” x see'00” 
A) 1/2 B) 113 C) 1/6 
D) 1/4 E) 1/12 
(E) Determinar AB 


Si: AP=10/2 =PC =24 


AJ14 
B)22 
C)24 
D)20 
E)28 


(63) En la figura, obtener: 
k = Cig0 —Cig30? 
A 


Tanx + Cotx Si: BC //AD 


(2) A partir del gráfico, obtener: 


EDITORIAL RUBIÑOS 
ajano BY c)! Do EY 


(63) En la figura, calcular: E= 7 
500 


=D 


A) 1/7 B) 3/7 
D) 17/16 E)7/9 


(09) A partir del gráfico. Calcular: 
Tg?* (40 + 17") 


C) 7/16 


ya eri 
c)3 

D)4 O A 

16 *secc0 

(O Si: CD = 2AD = 20, obtener: 


(O) De la figura. Calcular: 3Cof6 


B 
A 8 € 


A)24 B)28 C)26 D)32 E) 38 
(A De la figura. Calcular: Tg0 


AJ4 B)2 


C)1 D)3 


EJ5 


(S Calcular "y" 


AJ4/3+1  BJ4J3 
D)2(/7+1) E) 4./7+2 


C)2/3+1 


(9) Si: BC = 4, obtener el valor de: 
Cig0 — cig45” 


AJ1 


(3) Calcular el área del triángulo 
ABC.Si: AC = 100cmn. 


E 
AD ES 


A)2100cm* B1050em* C)1000cm* 
D)2000em* E)1160cm? 


(MDel gráfico; calcular "£g0 "si 
ABCD es un cuadrado. 
E 


2 


B)2 C)3 D) J3 E)2.3 


A) 4  B) 1/4 C) 1/2 D) 3/2 E) 2/3 


(O Del gráfico, calcular "tgg" si 
el área del triángulo PMC es igual 
ala del pa 


A) 1/3B) 2/5C) 1/15D) 2/15E) 4/15 
(E)Determinar "tga”" 


B 
A 
A) 2/9 B) 4/9 C) 1/3D) 2/3 E) N.A. 
(O) En la figura AB = 18, calcular 


s D 
4 
aa B Cc 
A) 9/3B)12C)16 D) 15 /3E) 12.5 
€0 Calcular "Tg0" 


B a Cc 
A D 


A) 1/7 B) 8/7 C) 4/7 D) 5/7 E) N.A 


(€3) En un sector circular de radio 


36cm el ángulo central mide 20*, 
¿Cuánto mide su arco? 


A) FndB) 187.C) 35D) 97 08E) 

(623) Determinar la longitud de la 

circunferencia pequeña inscrita en 

el cuadrante. AOB. Si: OA = OB 
2+1 A 


AJr B)x/2C) 25 D) 2,57 E) 37 
(63) Del gráfico.Determina: " y" 


B 
A)1 B)2 C)3 D)4 E)5 


(3) Se tiene un sector circular de 
arco igual a 100m. Si el radio se 
duplica y el ángulo central se reduce 
a su mitad.¿Cuál es la longitud del 
arco del nuevo sector? 
AJ50m B)70m 
D)25m E) 200m 
ao el perímetro de la 
región sombreada. 


Al) 


> py 1% 


C)100m 


A) . B) Z a? 
(03) A partir del dan 


Y 


ES Ett 
£y 


AJ1 B)2 C)3 D)J4 E)J65 
(D Del gráfico o obtener 


A) 100 B) 80 C) 120 D) 60 E) 40 
69) Si se tiene que "a "es'agudo y 
además: Tga = 3Ctga 

Calcular: E = Sen*a+Cosa 

A) 1/4 B) 1/2 C) 3/4 D) 1 E) 5/4 
(0D) ABCD es un cuadrado y 
DE = 3AD 


A) 1/7 B)7  C) 1/2 D) 1/6 E) 5 


(O Del 
E=(Tg0 + Ctg0)* 


gráfico. — Calcular: 


DIE BB 


A 
so 100 82 21 
4) 7/50 B) 7 C) =D) GE) 


(DA partir del gráfico. Obtener: 
E 


y 
8 y 
x 
2ém2 05D) gy € 
(MD) Calcular: Ctg0 
E D 
C 
F 5 
A lB 


A) LS B) 1,6 C) 1,4D) 1,2 E) 1,1 


(3) Del gráfico: 


Determinar: y 


4)3/5 B)6/3 C)7 D)% E)Í 
(AM Calcular "Tg0 " del gráfico, si 


31 
na 


(3) Reducir: 


1 21 17 
A) 75 B) 77 C)8/7 D) 7; E) 5; 


E = 25Co853"+ 367437" 4Sen* 60? 
A)20 B)25 C)35 D)45 E) 55 


(TD) En la Gigura: Tga=¿. 
Determinar: Tg0 


A) 5/4 B) 5/8 C) 6/5 D) 4/5 E) 8/5 
(O Del gráfico. Determinar Cfga: 


15 


ÍN 


> 
21 


A)1 B)2 C)J38 DJ4 EJ5 
(3) Calcular: 


P = Sec0 + (Cotx)"*" Sabiendo 
que: Coss =-7z y Cotó = (Ire, 


Además considerar: =/2 7 
A)27r B)3r C)r D)4r El5x 


(O A partir del gráfico, Calcular el 
valor de: E =r( J10—1) 
A 


A)10 B)6 C)8 D)20 E) Ji 


€0 A partir del gráfico obtener 
aproximadamente: Tgx 


5 


Ape7r 


1 
E) yr] 


07D 
EL SISTEMA 
DEPOSICIONAMIENTO GLOBAL 
(Global Positional System, GPS), EL 
SISTEMA CARTESIANO ESPACIAL 


El GPS es un sistema espacial de radio 
navegación compuesto por 24 satélites 
que circunvalan la Tierra a una 
altura aproximada de 17 600 km y 
una red de estaciones terrestres de 
recepción y transmisión. 


El servicio básico de GPS 
proporciona un error no mayor de 
100 metros en la determinación de 
la posición, y puede reducirse en 
determinados casos hasta un 
mínimo de 10 a 15 metros. 


'RA 


Determinar equivalentes entre las razones 
trigonométricas de un ángulo agudo. 


ASÍ NACIÓ LA TRIGONOMETRÍA ..cmemmmmenooo 


Desde los primitivos babilonios; la trigonometría era 
una auxiliar de la agrimensura, la astronomía y la 
navegación. 

Los griegos relacionaban las medidas angulares con las 
de longitud, midiendo la cuerda del arco; esa es quizá la 
forma más sencilla y natural. Llamaron trigonometría de 
la función cuerda a esa medida, siendo el astrónomo 
Hiparco quien utilizó las relaciones trigonométricas 
alrededor del 140 a. C., para encontrar distancias en línea 
recta a través de la bóveda celeste, y Tolomeo (siglo XI 
«dd.C.) sus más grandes cultivadores. 

Pero en los siglos VI y X de nuestra era, los astrónomos 
indios empezaron a usar no ya la cuerda del arco, sino 
la mitad de la cuerda del arco doble, que es la función 
que nosotros llamamos seno. 

Los árabes adoptaron esto, que simplificó mucho las 
fórmulas trigonométricas; las perfeccionaron y luego las 
transmitieron a Europa juntamente con el álgebra a partir 
del siglo XI. Tuvo como centro de apogeo a España 
(Córdova, Toledo y Barcelona). 

En los cursos preparatorios para los modernos ingenieros 
se desarrollan programas intensivos de física, química y 
matemática. En ellos los alumnos resuelven ecuaciones 
que, hasta no hace muchos años sólo un puñado de 
matemáticos podía hacer. 


PROPIEDADES DE LAS 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


* Tenemos el [LABC como referencia: 
B 


Al comparar de dos en dos los lados de un triángulo, 
algunas razones resultan recíprocas; esto es: Dos 
razones son recíprocas si el numerador de una es el 
denominador de la otra y viceversa. 


RAZONES RECÍPROCAS 


Son aquellas parejas de Razones Trigonométricas 
cuyos valores numéricos son inversos. 


EJEMPLO : 
snA=2 —p cA=£ 
e a 
al invertir se obtiene 


* Ahora veamos que sucede si multiplicamos estos 
valores: e 
senAxcsc A=>x==1 
a 


* Notamos que todo se elimina y el resultado es 1, 
análogamente se efectúa con cos y sec; tg y ctg. 


> Esto sólo se cumple para ángulos iguales. 
EJEMPLOS: 
* Determinar “x” en cada caso : 
ángulos iguales 
D Si: sen4x,csc48” =1 >4x=48% 
ángulos iguales 


> 1-12 


1) Si: cos (60* - 5x).secx =1 => 600 - 5x =x 
> 60”=6x > x=10* 

ángulos iguales 
III) Si: tg 3x.ctg (800 - 6x) =1 > 3x =800 - Bx 
> 8x=80" > x=10" 


1V) Si:seno=7 > csco=Í ;0080=> > seco=6 
E Ss 3 2 
coLón => da HO senó=5 


send.csc$= 1 


V) Si: |cos9.sec4=1> [94] 
tg0.ctgH=1 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS 
COMPLEMETARIOS 


* Dos ángulos agudos se llaman complementarios si 
su suma es un ángulo recto. 


* En la figura que se muestra : 
6y a: Son ángulos complementarios (9 + a = 90%) 
hemos nombrado el ángulo opuesto al cateto “b” como 


0 y el ángulo opuesto al cateto “a” como a en 
consecuencia : 


senA <= y cwB = además: A +B =90% 


valores iguales 


b a 
send=—=c080 ; cosó=—=sena 
e e 


IA cot0==tana 
a 


a 
secO=—=csca ; 
a 


esc 0=¿=seca 


El seno de un ángulo agudo es igual al coseno del ángulo 
complementario; la tangente de un ángulo agudo es 
igual a la cotangente del ángulo complementario, la 
secante de un ángulo agudo es igual a la cosecante del 
ángulo complementario. 


Debido a estas relaciones las razones: 
* seno y coseno 


» tangente y coltangente 
* secante y cosecante 


e llaman co-razones trigonométricas una de la otra 
respectivamente . 


Ejemplos ; 

* send0"=c0860" * sec20”=csc70" 
* tan80”=cot10" * cotS'=tan87" 
* cos62=sen28" * esc24”=sec66" 


PROPIEDAD DE LAS CO-RAZONES 


Las razones trigonométricas de todo ángulo agudo, son 
respectivamente iguales a las co-razones 
trigonométricas de su complemento. 


sen8 =c08 (900 - 6) 


[u=0 21070] uo =ael-0) 


secó =csc(90" - 8) 


Si RT(6)=CoRT(Y) mp[0+9=90-] 
Ay 
ángulos complementarios 
EJEMPLOS : 


*Sen35” = Cos(90” — 35”) = Cosb5” 
» =). E-2)- z 
Tan 5 Cot a Cot 30 
*Csc52” = Sec38” 
EJERCICIOS : 


* Hallar “%x” en cada caso : 


OD Si: senlx+2")=cos(x-—2%) > x42%+x —2%=90" 
> 21=90" > x=45" 

(1 Si: tg 3x=ctg3x > 3x0+3x=90" 

> 61=90" > x=15" 

(0) Si: sec[4x—20%)=08c7x => 4x+20"+7x=90" 

> 1Mx=110* > x=10* 

EJERCICIOS: 

Indicar la verdad de las proposiciones: 


DA 0) 
(3) 1g 50" xcot 40%=1 esrseseronrieccereecsessiareeniessos () 
(03) sec 40" «esc 40 =1 eonucirerresrrenirnoseeraniesrsiión () 


(03 sen 20" xesc 20%=1 rocisrronioraerenerasareermasmnses (9 


(>si ¿x2=10% > c08 xx sec 10"=1 anass 
(0) Si: x=20* > tg x xcot 20"=1 ... 


PT 0) 


(7) sen55"=c08 55" ssnmmroow 


A 1] 


0d) tg 40"=cot 50" «a. 


(O sec 80"=csc 10" eorarsseressrersseererseesess ( ) 


PROBUEMASARESUELTOS 


PROBLEMA 1: 
Determinar “x”, si: tg 4x.c1g60*.sen 30” .csc 30”=1 
4) 10" B) 20* C)12 -—D)J25"  EJ15 
RESOLUCIÓN : 


* Por la propiedad de las Razones Recíprocas: 
1g 4xctg 60”.sen 30”.csc 30” =1 > tg 4x ctg 60”=1 
1 


* Tendremos : 4x=60" > x=15" 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 2 : 
Sabiendo que: sen 4x.csc 40”=1, Determinar: “cos 6x”. 
4)2 B)1 C)3  DJ0O5 E)7 
RESOLUCIÓN : 


* Por la propiedad (razones recíprocas) : 
> send4x.csc 40”=1> 4x=40" = x=10" 


* Piden : cosGx=cos60%=2=0,6 


RPTA : “D" 
PROBLEMA 3: 


me A z 
C) 12 


Reducir= Qq= 
AJ1 B)2 
RESOLUCIÓN: 
*Aplicando razones trigonométricas complementarias. 
D sec70”=esc20"; 

HI) cos25"=sen65" 

TI) senb0"=cos40" 

* Por lo tanto : 


DJ4 — EJOS 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 4: - 
Determinar : E=(tg 25"+c1g 65”).ctg 25" 


RT. q =COR.T.(90* - 9) 
65 
> ctg 65”=tg 25” 
*EnE: 
E=(tg 25"+1g 25) xctg 25" = E=21g 25" xctg 25" =2 
J 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 5: 
Si: tgsrrcrg(ar20)a E A 
sec(y+40%)=c8 -(y+10*) AS 
Determinar: sen(x+y) : 
AJ112— - B)2 C)1 D)J3 ma 
RESOLUCIÓN : 


* En (1) tg y cfg son recíprocas puesto que son inversas 
y además su producto es 1, entonces sus ángulos deben 


iguales; 
E arms+209 > | s=10*] 


*En(I) sec y esc son razones complementarias, por 
tanto si son de valores iguales sus ángulos suman 90. 


> y+40"4y+10"=90" => 
* Finalmente : 
sen(10"+20%)=sen30=2 
2 RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 


Sabiendo que: eos (60 — x)xsec 2x=1; sen 3x=c08 3y 


Determinar: “Qy-x” - 
A) 107 B) 30" 
RESOLUCIÓN: 


* Por recíprocas : 


C)607— —DJ40" EJO? 


cos[ 60” — x)x sec 23=1> 60” -=2x > 60"=3x > 1=20" 
* Por complementarias: 
sen3x=c083y > 3(20")+3y=90" > y=10" 


* Piden : 2y -x=0" 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 7: € 
Reducir ; P=(7sen 424200848") xcsc 42%+5 sec60* 
49 BJ1O  EJ22 
RESOLUCIÓN: 


* Por complementarias : sen 42%=c08 48? 
* Luego reemplazando : 


P=(7sen 42%+25en 42”) csc 42+5(2) 
> P=9sen 42" x esc 42*+10=19 


1 RPTA : “C” 
PROBLEMA 8: 
Determinar “x”: . . 
tg (20%+x) x sen 6x=ctg (70* =x)xcos3x 
4) BJ 10" Cy 19 -D)21% + E)22* 
RESOLUCIÓN : 


* Se observa : (20%+x)+(70* — x)=90" 
> tg (20"+x)=ctg (70 - x) 
*Reemplazando : 
tg (20"+x)x senbx=tg (20*+x)xcos 3x 


> sen6x=c08 3x > 6x+3x=90" = a=10" 
RPTA ; “B” 
PROBLEMA 9: 


Si:sen2x »sec y=1 , Determinar : 
P=csc* Ez Jrcaet E ) 


2 
AJ4 B)6 C)8 D)5 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : 


E) 10 


sen2xx secy =1 


(s0*-y) 
escl 90% -y 
* Luego : 
sen 2x xcsc(90* - y)=1 > 2x=90" - y > 2x+y=90" 
. 2 | 90* 2[ 90% 
Reemplazando en ; P=esc' y lo 


> P=csc* 30"+0a0? 45% > P=2%4+/27=6 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 10; 
a pr 
Becucio A 
il 
A4)1 B)2 C) 1/2 D) 1/4 E) 12 
RESOLUCIÓN: 
* Por razones trigonométricas complementarias : 
E 3Ía x 1x 27 x 
E ; = ¡hs 
2):860:¿=080 >; seno, ne sob 
* Por lo tanto : 
x 3x 1ix 
cOb Xx 080 ——X 008 
ASE RADAAD2B7 > DA = Y 
secEx sen e tan ge 
8 24 5 
Se Lx LS 
STE AO 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 11: 


Si:a=15% z 

Calcular ; A A A 
A)1 B)2 C) z Dye E) ca 
RESOLUCIÓN : 3 


* Reemplazando “a” se obtendrá: 
Q=sen 15” xsen 30" xsen45” x sen 60” xsec75" 


NI 


5 8 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 13: 
Si: seca=csc 24 , Determinar : 
r=tan[ 3-4] esco (330" 32-69) 


AJ1 B)2 E) 1/2 
RESOLUCIÓN : 


1) seca=csc 24 > a+2$=90" 


R=tan (229). sec[330” - 3(a+24)] 


107153 D)4 


bn 25) sec[ 330" - 3(90*)] 


> R=tan 45” +8ec60”=14+2=3 
RPTA :“C” 
PROBLEMA 13: 


Si:senla 20%) =cos(9-30*) ,“a” y “0” son ángulos 
agudos , Determinar : 


tan[E2 + cor ($9) 


AS 4 2 
cotla+9-85")+tanla+9-120" 
4)2 B)38  C)1 D)1/9 E) 3/5 
RESOLUCIÓN : 


* senla —20")=cos(9-30") > a—20"+0—30"=90" 
> a+0=140" 
* Reemplazando: 


o o 
tan(190 + cos 140 ) 


cot(140* - 85%) +tan(140 - 120?) 


_tan36o +cot 700 


_tan350 +cot 702 
—cot55e +tan200 


A —tan350 +cot 700 


=>A =1 


complemento 


RPTA: “C” 
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PROBLEMA 14: 

Si: a=7"30', Determinar : ; 

pa ana, cos 2a cos2a , sen3a EE 

cosila senida cos9a senda cos7a 

AJ1 B)3 C)7 DJS EJ y 

RESOLUCIÓN: 

* Dato :a=7"30'=7,5* ; reemplazando en “R”: 
_sen7,5"  cosl5”  sen22,5” y 108 30" sen37,5* 


eos82,5” senT5* cos67,5” senG0” cosb2,5" 
1) sen7,5"=c0882,5" II) sen22,5"=c0867,5" 
1I) sen 37,5%=c0852,5" IV) cos 15”=sen75" 
V) cos 30”=sen 60” 
* Reemplazando : 


Ra2en7,5* cos 15” sen22,5” , cos30* sen37,6* _ 
sen7,5” cosl5” sen22,5” cos30” sen37,5” 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 15: 

Si:0+a+A4=90", reducir: É 

$ gueenióra), AA: ELENA! 

7 zz 

4)2 B)3 C)7 DJ9 EJ 

RESOLUCIÓN : 

* Se observa : 

+ (0+a)+8=90" > senl0+a)=008 B 

- a+(0+8)=90" > tg a=ctg (0+8) 

+» (0+2)+8=90" > tg (0+a)=ctg B 

* Luego reemplazando : 

cos B, ctg(0+B) 
a +aglorp) "CELE. = 329 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 16: 
Si:sen(4x+10%) xtg (3x +30") xsec x=ctg (60 -3x) 
Determinar: P=6tg* (3x—18%+71g* (+29) 


A)2 B)7 C)9 D) 11 E) 13 
RESOLUCIÓN: 

* Del dato : 
senl4x+10") x tg (32+30") sec a=ctg(60" -32) esoo (1) 


> (35300) +(60" -3x)=90" > tg (3:+30")=ctg(60" -3x) 
*En (D) : 


senl4x+10%)x ctg (60* - 3x)x sec x=ctg (60* - 3x) 


>senl4x+10%)x secx =1 
_— 
csc(90”- x) 
> senl4x+10%) xesc(90” - x)=1> 4x+10=90" —x 


> 51=80" > x=16" 

* Piden :P=6tg* (3% 18*)+71g* (x+29) 
> P=6tg? (48* -18")+71g* (16+29") 

> P=6tg*30"+7tg* 45" 


* Reemplazando: 


p=o( 5) +7(1* =0(¿)+7=0 
RPTA: 


“qn 


sen 89”=c08 1" 


* Luego reemplazando : 


cos 8F cos 88 xc08 87 ...... cos 2x 0081” 


ue cos 1" c08 2"......008 87 008 88 cos 8P A 
>M=H3(D=4 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 18: 

Si: 

Q=tanI"- col I*+tan2=cot 24... Han 8P—cot 8 
R=tan'xtan P xtan S.....tan 88 «tan 89 
S=sen19—cos 1". +senZP 00824... ton 89 — cos 8 


Determinar : M=Q+R+S 


A)J1 BJO  C)2 DA E) JZ 
RESOLUCIÓN: 
* Q=tan I'+tan2+tan32"+.....+tan89" 


(Cot 1"+Cot2"+Cot3"+... +Cot89") 
> Q=tan 1"+tan 2+tan 3+.....tan87'+tan88"+tan89 
a a il 
tg cot2o coro 


lisa V4 col 24 cotas db ai 


tana” tana” toni” 
R=tan1"xtan 2xtan 3".....tan 87 x tan 88 xtan 89 > R=1 
A AA 


cora cot20 caro 
S=sen 1*— cos 1*+8en 2*—c08 2+.....+8en 89 — cor 89 
> S=sen 1"+8sen 2%+8en 3*+ ..,.. sen 87 + sen 88” +8en 89 — 


(208 1*+ 008 2+0083*+.....+0887:+00888"+c08 89 ) 
EA E A 
smnBY  mnSs  sen8T sens sent sent? 


Porlo tanto : S=0; osea ; 
M=Q+R+4S =>M=1 
A 
07 RO 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 19: 

Siendo “a” y O Di An PORO 
verifican las relaciones; 

. sena ec (Sato) =1 acciona 1D. 

tan stam (248) Lo (1) 


* Como: 


sena xsec(3a+8)=1> sena= 


1 
Ena > sena=c08(3a+0) 


> a+3a+9=90" => La+0=90" ermano (1) 


* Además: 

tanOxtan(2a+0)=1=tanó=——2_— > tan6=cot(2a+0) 
tan(2a +0) 

>0+24+0=90" > 20+20=90" coman (1) 


* De (1) y (1) : a=15" a 6=30" 
* Por lo tanto : 
M=2sen(4x 15" - 30")+tan(2x30" - 15%) 


> M=2sen 30"+tan 45” > M=2 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 20: 


o iria y 


YI BJ3 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : 
sen(+oen <)=coo(3Hc04 y) > s+sen x+y+cosy=5 
* Ordenando : 

a 

a 


D) sena=c0s0 


PROBLEMA 91: 
Siendo + sengaxcse P=1; tan B=cot6a 
Determinar: K=tan*(3a+15*)+ sec? (24-16) 


ANI B)2 .Cj8 D)4  EJ1/2 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos ; senda x cese P=1> 308 cren (1) 


* También : tan P=cot6a > B4+60=90" coccaro. (1) 
* De las ecuaciones (1) y (11): 
a=10"; B=30" 
* Luego: K=tan* (30+15*)+ sec” (28-165*) 
> K=tan' 45% sec? 45% > K=1"+/2* > K=3 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 23: 
Si; tana=cot 24. Determinar el valor de : 


toro(28)ra(209) 


3 
A)J3/2  B)J2/8  C)1 D)2 E)4 
RESOLUCIÓN : 
*Si: tana=cot2f => a+28=90" 
A A 
Luego : K=sen 30*+tan45 =pEs 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 23 : 
Siendo 3x e y ángulos agudos, además se cumple lo 
siguiente :sen (y+x)=sen(2y-2x); tan 3x.tan y=1. 
Determinar: E=cot 3x+ cof y+tan y 
4)2 B)J3 C)1 D) 3/2 
RESOLUCIÓN : 

* De los datos: sen (y+x)=wsen(2y-—2x) 

> yta=2y-2x > 3x=y 


EJ0 


* Como: fan3x tan y=1 
> tan3xtan3x=1> tan? 3x=1> tan8x=1> 3x=45" 
* Entonces: x=15* a y=45" 


* Reemplazando en E: E=cot 45 +cotá5*+tand5” 
>» Esl4+1+1=3 


PROBLEMA 24: O 


Si: es de-co(90" 28) y y y sen7p=> 


E =ú 


ATRIGONOMETRIAS 
Determinar; sen9 a 
JZ 
AS 
RESOLUCIÓN : 

* Datgse 4a.cos(90* - 28) =1 


nap 
> esc da sen 2fB=1 


yz 


L 1 
Al B) 3 3 3 


* Por razones trigonométricas recíprocas : 
da=2P => P=2a 


cria 
y 


> sen? f=cos4a 
* Por razones trigonométricas 


complementarios :7 2 +4a=90* 
Za 


> 1Ma+40=90" > a=5" ; P=10" 


2 


* Nos piden : sen 9a=sen O 
RPTA: *“C” 
PROBLEMA 25: 


Si: 
sec(40)xcos(0+45)= tan(40)x tan(50")xsen(107) 
cos80” 


Calcule: M=cot(9)-tan(46) 


AJ BJ3-4/3 CIS 
RESOLUCIÓN : 
Se nos da: 


DJ2 — EJS+J3 


Tan40'Tans50"xSen10" 
Sec49xCos(0+ 45) __—__—— 
a Cos80* 

Tenemos: Tan40"=Cot50? 
Cos80"=Sen10" ; 
Cot50"<Tans0 xSen10? 


Sec40xCos(0+45")= Sen10* 


ahora: 
Sec40xCos(0+45")=1 > 400445 >0=15 
luego: M=Cot0 - Tan40 
> M=Cot15"-Tan60? 


> M=(2+4/3)-/3 > M=2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 26: 

Si cot(2x+10)xcot(x+5)=1 y 

cos(3y) xese(2y)=1, entonces el valor de ; 
Bsec(x+ y +10") es: 
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AJ5 BJ6 CJ8 

RESOLUCIÓN : 

Condición : 

1) Cot(2x+10") xCot(x+5")=1 
Tan(80*- 2x)xCot(x+5”)=1 

>280"-2x=x45” >x=25" 


1H) Cos3 y xCsc2y=1 


Cay => Cos3y=Sen2y > y=18" 
Complementarios 


D)10 —EJ15 


Luego: > 
M=3Sec(x+y+10")=3Sec53* > m-a(5)> M=5 


RPTA : “A” 


IERACTEANDIRIGIDA 


(3) Resolver “0” (agudo) que cumpla: sen0=c080. 


A) 10? B) 25 C) 35% D) 45 
(02) Resolver “x” (ángulo agudo) que cumpla; 
tg (x+20").cot 80"=1 


E) 55" 


A) 10" B)20”  C)40* D) 607 E) 80" 
(3) Sabiendo: sena=cosb 
Determinar : na 
cosa 

A)1 B)2 C0)3 D) 4 EJ5 
(7) Se sabe; tg a=cot 2a 
Determinar : £12+c082a 

] sena 
A)J1 B) 1/2 C)2 D)J3 E)4 

Aloperar: g= sen40”+c08 50% 

o sen 40” 
Determinar un valor de “E”. 
A)2 B)3 C)1 DJO E)J5 
(3) Determinar el valor de (a+P), si: 

sen a—c08 28=0 monroe (1) 

sen f, 080 da=1 ecos (11) 

x E 5 da x 
Az B) 3 TE Dd gr Es 
(Si: tan(x+2) cot(3x)=1. Calcular: E=(x+1)* 
A)1 B)2 C)4 D)6 E)7 


(03) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda : 

1) sen42".sec48%=1.... ( ) II) tg20%.ctg70%=L...( ) 
1H) cos11”.esc79"=1...[ ) 


á B)FRF C)VVY  D)VFV 
o Si: sen(3x+y)” csc(x+3y)” =1 
D EAN patml(2xt9), sen(x+30") 


sen(2y+x) cos(60” =y) 
A)1 B)3 C)J5 D)4 E)2 
(U) Siendo “a” y “8” los menores valores posibles se 


tiene que : sen(2a+0)=c08 (20+a) 
enga 2 
E rr Mapd (a+0) 
A)J1 B)2 C0)5 D)3 E) 4 
(MD) SI: O+a+B== 
Determinar : 
senló+a), tana 
y 5 tan e érlia 
A)2 B)3 C)11 D)7 E) 9 


( Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponde : 


1) sen 20” .cos 20”=1 

Hi) cos 14”.sec 14”=1 

111) sec? 35".cos* 38"=1 

A)FVF B)FVV  C)VVV D)FFF E) VFV 


(|) Reducir: p= 3sen(x+18") + cos(72" - x) 
2senlx+18" 
AJ1 B)2 C)3 D)4 E)J5 


| 3sen65”  2tan39” 4sec33” E 
ones: [ cos25%  cotBr > cs0b7* y 
A)1 B)3 C)J5 D)2 E) 4 
((3) Determinar el menor-valor positivo de “x” que 
cumple : tan(3x- 10%) cot (x+40")=1 
A) 15 B)20". + C)25” D) 30" E) 35” 


(9 Si: tg(3x-10%)=cot(x+40%) , Determinar el 
menor valor positivo “ax”. 
A) 10* B) 16" Cc) 20" D) 25" E) 30? 


(1) Si: sen 2x=c08 3x A 
Calcular : Q=3tanl3x - 1) +25en(2x-6*) 
4)3 B)4 C)5 D)J6 E)7 
(13) Siendo : 

tan8x.cot (x+20%) =1: sen 2x=c08 (3y +10") 


Donde “x” e “y” toman su menor valor positivo ; 
Determinar hen 394200087100 (+9) 

A4J)3 B)4 C)5 D)6 E)7 
(A) Determinar : C=(sen20"+3 cos 70") aec 70" 
A)2 B)3 C)4 D)5 E)J6 
€0 Determinar: Q=tan 1" tan 2” tan 3" .....fan 89" 
A)1 B)2 C)3 D)89 E) 90 
€) Si: A+2B=2 , Determinar : 


tanA _ 2tanlA+B)_7tan(A-B) 
cot2B" cotB * cotsB 


AJ10  B)11 
(3) Determinar “%”: 

4cot53".sen(3x+20%)=9 tan? 30".cos 2x 
AJ12 BJ15%  C)1%D)189  EJ16* 


E) Si: 
(2x+35")=c0t (5% - 15%) +tan 45" - 28en 30% 
Determinar “x” (agudo). 
A) 10? B) 20* C) 30” D) 40? 
€3) Sabiendo que : 
sen(2a+b) sec (12 - 2c)=cos (a — 2b) esc (78"+20) 
Determinar: M=tan(2a+b+c)tanla - 2b-e) 


C) 14 D) 15 E) 13 


E) 45" 


A)1 B)2 C) 1/2 D)J5 E)J7 
Si: Sen3T” , tan47* 
e Por 597 cot 43 
Determinar: P=sen E 
P=sen as 3n 
A)J1 B)2 0)3 D)4 E) 1,5 


TAREANDONMICIDTARVA: 


Si: cos(2x+10)sec(60* - 3x)=1 
Determinar : E=28en 3x+ sec 6x 


A)1 B)2 C)3 D)4 E)J5 
(02) Determinar el valor de “x” en : 

senl2x -7*)=co0s(2x+29") 
A) 15 B)16” C)17" D) 18 EJo0* 


OBJETIVOS : 
* Relacionar los lados de un triángulo rectángulo 
mediante las razones trigonométricas . 


* Calcular el área de una región triangular por medios 
trigonométricos . 


INTRODUCCIÓN : 


En la antigúedad la arquitectura (pirámides, templos 
para los dioses,...) exigió un alto grado de precisión. 
Para medir alturas se basaban en la longitud de la 
sombra y el ángulo de elevación del sol sobre el 
horizonte. En este procedimiento se utilizó una 
relación entre las longitudes de los lados de un 
triángulo rectángulo, que es lo que conocemos hoy 
como la relación pitagórica. 

Pero ¿cómo podemos determinar la altura de la montaña? 


Resolver un triángulo cualquiera significa determinar 
la medida de los tres ángulos interiores y la longitud 
desus tres lados. En el caso de un triángulo rectángulo, 
se resuelve obteniendo los dos ángulos agudos (ya que 
uno mide 90”) y las longitudes de los tres lados del 
triángulo rectángulo. Esto se puede hacer si se da como 
dato la longitud de un lado y la medida de un ángulo 
agudo o si se conocen las longitudes de dos de sus lados. 
Una razón trigonométrica de un ángulo agudo 
comprende tres cantidades: las longitudes de dos lados 
y la medida de un ángulo, en consecuencia conociendo 
dos elementos de los tres podemos determinar el 
tercero. Por el teorema de Pitágoras, si se conocen 
dos lados se puede calcular el tercero. Luego se puede 
hallar cualquier razón trigonométrica de cualquiera 
de los ángulos desconocidos y consultando una tabla 
de valores o usando una calculadora, se hallara el valor 
de dicho ángulo. Luego, una vez conocido éste ángulo 
agudo se puede encontrar el otro, porque la suma de 
ellos es 90. 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
RECTÁNGULOS 


Hay ciertas longitudes que pueden ser expresadas en 
términos de otras longitudes y de razones 
trigonométricas de ángulos agudos ; esto recibe el 
nombre de resolución de triángulos. A continuación 
veremos cómo se hallan ciertas longitudes en 
triángulos donde uno de sus ángulos interiores es un 
ángulo recto. 


CÁLCULO DE LADOS DE 


UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


Para poder resolver problemas de estos tipos debemos 
conocer un lado del triángulo rectángulo y un ángulo 
agudo. Se van a presentar tres casos: 


Regla General : 


lado incógnita = 
lado a id 
lado incógnita = lado dato , R.T. 0 


PRIMER CASO : 


Conocida la hipotenusa (a) y un ángulo agudo (0) 
determine “ax” e “y” del gráfico adjunto. 


* De la figura, por definición: 


=> 
Ss e q 
a 


a send 


(ExRESOLOCIOS DE TRIAYGULOS RECTAYGELOS- AREAS 4] 183 ] EDITORIAL RUBIÑOS 
OS EA * De la figura , por definición: dd 
8 Ñ 
PS a 
S 
a 
E : 


SEGUNDO CASO : 


Conocido un ángulo agudo (6) y su cateto adyacente 
(a), determine “x” e “y” del gráfico mostrado. 


j 


Los casos anteriores se reducen a la siguiente regla ; 


A lado desconocido 


*Del gráfico, por definición : lado conocido 


=R.T (9) 


EJERCICIOS : 
* Determinar “x” en cada caso: 


ie ás 
a a 
EJEMPLOS : E ES 


n9| > x=atano 


gunzo 


x 
ps ; 
ST E E IT anornsnrnos IMAZ rossacrsooo 
8 , a 
PE > Xx, 
2 
7 18 An 
TERCER CASO : a HD 
Conocido un ángulo agudo (6) y su cateto opuesto (a), 20 e 
determine “x” e “y” del gráfico adjunto. 
> 4 
x 
y a 7 > 


E IIA ironssasas AIM rósaaocaos 


] 


ÁREA DE LA REGIÓN 


TRIANGULAR (S) 


El área de cualquier región triangular esta dado por el 
semi producto de dos de sus lados multiplicado por el 
seno del ángulo que forman dichos lados . 


Así tenemos : 


* Del gráfico: 


Ss labseno 


* Por geometría S, se calcula así: 


o (h: altura relativa al lado b) 


* En el triángulo rectángulo sombreado se tiene por 
resolución de triángulos que: h=asen 6. 


* Luego : 
bxasend 
Sa ——_—— 
y 2 

EJEMPLO 1: 
Calcular el área de la región triangular ABC, sabiendo 
que AB=5cm ; AC=6cm y el ángulo comprendido 
entre dichos lados es igual a 37”. 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando tenemos : 


S= 


absen0 


* Nos piden: S 
* Dela figura : S=3(5cm)(6cm)sen37* 
s=3(6 em)(Scm) 7 > S=9cm* 


EJEMPLO 2: 


Halle el área del triángulo isósceles ABC (AB = BC) 
mostrado en la siguiente AS 


43, 


A C 


RESOLUCIÓN : 

En la figura, se traza la altura BH desde B hacia AC. 
Tenemos: BH = 4/3 Sen30* 

* Reemplazando el valor numérico, tenemos que: 
BH =2/3;AH =6 > AC=12 

Luego, el área del triángulo será: 


Área, = ABI song 123 u? 


OBSERVACIÓN 


C Cc coso A 


Dada la longitud e de la hipotenusa y «a la 
medida del ángulo A , el área S del triángulo 
rectángulo está dado por : 


S=3c*sen0cos0 
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PROBLEMA 1: 
Determinar *x”. 
A)asenOctg0 
B)asecótg0 
C)acosó 

D) acosB send 


E) asen? B a a 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando: A 


B 
* BDO: BD=a sen 0 
* [SBAD: e 


asenó 


=c080 > x=a senf cos 0 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
Del gráfico, calcular “7 B”; en función de “9” y “m”. 
A)mig0 
B)mcos0 
C) msenó 
D) msec0 
E) mesc*o 
RESOLUCIÓN : 
* Trasladando el ángulo “9”. 


*Del IS BHC=> o => HB=mc0s0 

$ RPTA: “B” 
PROBLEMA 3: 
Determinar “x”, D Cc 
A) a(senx-tg f) 
B) a(ctg B-cosa) a 
C) a(secx+sen B) 
D) a(tga+ctg B) Á Y] 
Ejaltga-senf) A y B 
RESOLUCIÓN : , 


EDITORIAL RUBIÑOS 


* Trazando la altura DH : Datana ( 
D xDcB:CD=a tana a 
Ty NbHa: AH=acot f á 


Á 
HI) AB=atana+a cot f A a cof ba fan a B 


> x=a (tg a+et, 
Ce 28) RPTA: “D” 
PROBLEMA 4: E 


Determinar “h” dela figura, si: tg Orctg0=>. 
C) 16 
RESOLUCIÓN : 


B 
A) 64 > : 
00 a 
D) 12 
E)6 
* Trasladando el ángulo “0”, 
AH, y 


hetg0 htg0 


* Dam => AH=h ctg 0 32 


+ Ex anc > HC=htg0 

* Se observa: AH +HC=AC 

* Reemplazando : hctg 0+h tg 0=32 

> h(ctg0+tg0)=32 > n(5)-02 > h=12 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 5: 

Determinar “CD”. ñ 

A) mcos0tg P k 

B) msen0cos P 

C) mig 0 sen B 

D)mtg0cosf 

E) mtg Pcos9 

RESOLUCIÓN : 

* Completar : 


* Del ls 


>= 008 PB > DC=míg 0 cos B 
mig0 
RPTA: “D” 
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PROBLEMA 6: 


Del gráfico ; Determinar : P=tg0-—ctg 9 
Cel 
d 


RESOLUCIÓN : 


* Hacemos que : AD=BC=a 


* Reemplazando : 


_a+atgó 
ctgO= a 


> cig 0: 


D 


2 (1+tg8 0) 


> 
> cig0 =1 +1g0 > -I=tg 0-ctg0 => P=-1 
A 


PROBLEMA 7: 

Determinar “a”. 
0+1 

A r(sen 0+1) 
cosó 


yHecer) 


B) 


r(cos 9-1) 


se 0 


cg ET 7 


E)r(tg0+1) 
RESOLUCIÓN : 
* Trazando el radio : 


DISAQO: AO=csc 9 


1) CBA: AB=x cot 9 


HI) xcotO=r cscO+r> x= 


PROBLEMA 8 : 


cotO 


r(csc8+1) 


RPTA: “E” 


RPTA : 


Del cuadrado ABCD , Determinar: “ED”, 


A) m(tg0-ctg0) 

B) m(cos 0 - sec 0) 
C) m (sen 0 - cos 9) 
D)mtg0 

E) mescó 
RESOLUCIÓN : 


A 


E 


e 


“pr 


A msend E D 
a 
* Luego: AD = AB (lados del cuadrado) 
Ed: 


> ED+m sen 0=m cos 9 > ED=m (cos 0 — sec 0) 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 9: 

Un triángulo isósceles, el lado desigual mide “Zn” y 

los ángulos congruentes miden “f ”. Determinar la 

altura relativa al lado desigual. 

A nctgf B)ncosfB Ln D)jntgf Ejnsecf 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


2n 
* ISBHC : BH=ntan B > h=ntan B 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 10 : 
Determinar “x”, si: AOB es un BOcOR circular. 
A) R(1-cos0) 
B)R(1-180) 0 
C)Rtg0 
D)Rctg9 
E)Rescg 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* De la figura : 
x+Rcos0=R > x=R- Rcos0 > x=R(1-cos0) 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 11 : 
Del gráfico, Determinar “senG”. 


1 J3 D, 
Ele y Bs 

12 YT 
7 Diz 
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RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


y4)) Saro" EB=AE =sen0 


> Spro=3 26» 4/32 x5en 0 «uo. (forma trigonométrica) 
*Igualando : 

1 1 20 10 
3(0=3V20) (30) seno => ÍA TEL 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 12 : 


Determinar “BD”. B 


ua, 
RESOLUCIÓN: B 
* Graficando : E 


* AABD: Sapo" (V2)(BD)sen 58" 


* ADBC: Spac=3 (4/2) (BD) sen 37" 
*Sanc=Saro+Spac 

* Entonces : . 

NZD) een 539 ¿(4 /2)(8D) sen 37% (/2(4/2) 


amp 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 13 : 
AE rcdtgp Biz cos0igp y y 


Oda p DI scc0ec fp e 5 
mo, / de 
td OS 


RESOLUCIÓN : 


* Completando : B D 


* Del Ex meo > e =ctg P 
9ecO. 
> DO== sec0ctg B 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 14: 
Si ABCD es un cuadrado y PQ=9AB. 
Determinar : tana + cota 
A) 6 RE 
B)3 A, B 
C):8 
D)5 
E) 2 2D Cc Q 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


1)'3.BCQ :CQ=acota 
[DMADP: PD=atana 
* como : PQ=9AB 
> atan a+a+a cot a=9a > tan a+ cot a=8 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 15: 

En un rectángulo, las diagonales forman un ángulo 
agudo “2/8” y miden “L”. ¿Cuál es el perímetro del 
rectángulo? 


A)2L (sen f+cos P)  B)2L(cosP-tg 8)  C)2Ltg0 
D) 3Lcos0 EJ? 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando: p 


*1.0Q0:QC=L sen f ; OQ=%cos p 
> CD=L sen $ A AD=Lcos B 


erímetro : 21 (sen f+cos f) 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 16 : 

Del gráfico , Determinar : P=tg P+tg 0 
FC 

B)-1 3 


2 
DIG 


RESOLUCIÓN : 
* Hacemos: AB=a ; FE=a(1-1g 0).sec0 
B y E 


la 1-1g0) 
Sl 


A a D 
a(1-1g0)seco 
asecó 

* Reemplazando: P=tg P+tg 0 
> P=1-1tg 0+tg 0 > P=1 


>SIMAFF > tg f= > tg P=1-1g0 


RPTA:: “E” 
PROBLEMA 17 : 
RESOLUCIÓN : D 
* Graficando ; 
3atanó 


* DE=4a tan0+3a; AB=4a > 4atan0+3a=4a 
4 
tanó=-= 
> tan Z 


RPTA ; “E” 


PROBLEMA 19: 
Se tiene un cubo de arista “a”, desde un vértice se 


AJÍ ye -C) EJJZ2 
RESOLUCIÓN : 


Construyendo el gráfico: 


Observamos en la figura que BCD se forma por las 
diagonales del cubo y de una cara con vértice D. 


Luego aplicando Pitágoras, tenemos: BD=a/3 
Entonces, calculando el senó, tendríamos: 


1 
So racionalizando esta expresión: 


3 
Sic na 
3 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 18 : 
Del gráfico, Determinar : pa nO 


a b sena 
A) 5 B) a 
gq pe 

a b 

2 

y 

te A Bb e 
RESOLUCIÓN : 


* Hacemos : AM=m 
25 


* Del AABM=>S="2" sen0> seno=2 
2 am 


«Da MMC ns na 
2 mb 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 19 : 

Enla figura, Determinar EF siBC=a y m<ACB=x, 
m<ABD=ú. E B 

AJasentatg*o 
BjasenTactg*a 
C)acos* atg? a 
D)acos* actg*a 


PXHESOLUCION DE TRLÍVGULOS RECTANGULOS - AREIS 
RESOLUCIÓN : 


xcota.csca 
* Luego del triángulo sombreado: 


xcota.csc a 
————__— 
asena 


> x=atan? axsenta 


atana.sena 
a 


tana= 
cota.csc a 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 20: 
Se tienen dos semicircunferencias de radios “r” y “R”. 
Desde un punto P se trazan tangentes a ambas 
semicircunferencias tal que ÁB=0CD. Se pide, 
determinar la magnitud del segmento OP en función 


de a, 9y k, donde k es la distancia entre los centros 
00* de ambas semicircunferencias. 


A) Oksecó akseca akseca 
Ósecó+aseca “asecótOseca *OsecOraseca 
Oksecó aksecO 
O aa O raca 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


K 
* Dado: AB=CD > 9r=aR > Or=aR > R=Z 


LxO0AP :OP=Fr 8eC O coocosor. 


LAPCO':PO'=R seca 
* Además: OP+PO'=K 
> rsec0+R seca=K 


ak 
asec0+0 sec a 


rsec0r|[ 2 Jseca=K >r= 


Hagen): cr 


RPTA: “B” 


l EDITORIAL RUBIÑOS 
PROBLEMA 21 : , 


Del gráfico , Determinar : tga.fg PB 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Dela figura : a a 


E atanó _tanó 
tm _tand cotó_1 


azoto coto Sin A 


* hi = 
id 2a 2 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 22 : 


Del gráfico, Determinar: sen f, si: AB=CD; tan -s 


B 

ay 265 yt d0S 

65 65 D 
Les p)Y65 

a 15 

34/65 
a A 2 
RESOLUCIÓN : 


*De: tanó=2, tenemos : 


* Del triángulo sombreado , obtenemos : 


2 
senp=zaeno_ 2 13 __4 _ 4/65 
Y5 5 J65 65 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 23 : 
En la figura , Determinar :tg?6. 
AJ1 B)2 2 
Die Di Y 
2 3 2K 
1 
E E 6 


ATRIGONOMETRIAS 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : B 


* Dela figura (AAHB): 
cota > cot* 9= > tan* 0-3 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 24 : 
Del gráfico adjunto ; Determinar “h” en función de 
“9” y “R”. 
A) R(1+tg 0) 
B) R(1+sen 0) 
C) R(1+c080) 
D) R(1-sen0) 
E) R(1-c080) 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Dela figura: h=R+R cos 0 > h=R (14 cos 0) 
RPTA; “C” 

PROBLEMA 25 : 

Determinar el lado del triángulo equilátero ABC en 

función de “a”, siendo “O” centro y r=1m. 

A) A) Ñ 

B) I+sena 

C) 2-tga 

D) 3-tga 

E) V3+sena 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
* En el LAMB ; AB=(24+ csc a) esc 60” 


ES AB=(2+000a)2% 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 26 : 
De la figura, encontrar “sena”, sabiendo que O es 
centro de la circunferencia de radio R. ; : 
05 93 
dol 1 
E $ 

1 

E) 5 z 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


* Del gráfico: 4R cos a=R cosa+R etg a 
> 3 cos a=ctg a > 3cosa= 2% > A 
sena 3 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 27: 
Dela figura , Determinar AC en términos del radio de 
la cireunferencia “r” y el ángulo “9”, P, Q y R son 
puntos de tangencia. 
A) r(1+1g(45*+0)) 
B) r(1+1g (45 -0)) 
C) r(secB+cscO) 
D) rl1+cos (45%+0)) Ea 
E) r(tg 0+ctg 0) 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Incógnita : AC=?? 
* Enel OPC : PC=rtg (45* - 0) 


> AC=AP+PC > AC=r(1+tg (45* -0)) 
RPTA: “B” 


ARESOLECION DE TRISYGULOS MECTAYGULOS - AREAS 
PROBLEMA 28 : 
En un terreno que tiene la forma triangular la suma 
de dos ángulos interiores es 135” y la longitud de sus 
lados opuestos a dichos lados es 2u y 3u. Bal elárea 
de dicha región triangular, E 
RESOLUCIÓN : A 


Dato A+C=135” > B=45” Como 
ABxBC 
2 


22 


SAABC= 2 
> 2 


SAABC= senB 


ut 


> SABC== 


PROBLEMA 29 ; 

En la figura mostrada, ABCD es un rectángulo, 
AM=PC=2u, BP=3u, MB=6u,m<MPD=0. Halle el 
valor de F=62./1802 csc(0): 


(9 
4)3600 B)J3604  C)5360 DJ6406  E)7208 
RESOLUCIÓN : 


Del gráfico D 
S=5x7 5747545, 08 =15,5 
Puro: ¿EL 


Luego: a A -2> 


> 62/1802 csc 0= 3604 


PROBLEMA 30: 
Enla figura se tiene un cuadrado de lado L. En él se 
Pr ie y 5. Entonces el valor 
debes 


RPTA : “B” 


a+b 


NT BJlat+b? 
pa a 


AS 


RESOLUCIÓN : 
== 


* Del cuadrado ABCD , se tiene: AB=B C 
asend +b cos9 = bsen 9+acos9 
> (a-b)sen9 = (a—b) coso 

* Sebemos que e y b son diferentes (rectángulo), 

entonces: tang=1>0=45" 

*Sesabeque:  £=asen9+bcos9 

* Luego Reemplazando el valor de 9, resulta: £= = 
RPTA :; “A” 

PROBLEMA 31 : 


Si ABCD es un cuadrado, EB=2AE, AE=BF, 
m<EHD=90*, maDEH=8 


A E B 
SL 
Ó 
Entonces, el valor "dcon(0)0s: AE 
7130 a: pan p 20 171130 3 
Mi Y Ci o PA > 
On > 


y: E $ 
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A 2sena +08 a 
<DEH: A ¡FP 
Conocemos; vi3 2 
A E 5 le 
PO 2x 15 FE far 7130 
57 130 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 32 : 


En un triángulo ABC, de lados a,b, € se trazan las 
alturas interiores BH y AP. Si BH=2AP, demuestre 


Za _cotC+cotB 
D cotA+cotC 
RESOLUCIÓN : 
Graficando $8 
B P es 
x$qrAKá > á q 2 
Se tiene 


a=BP+PC > a=APcotB+APceotC 
2 AP >b=AH+HC 


> otB +cotC 
> b=BHcotC+BHcotA > E 
cotC+cotA 
Como BH=24P => =2x 2 
ny: E cotC+cotA “ cotB+eotC 


E 2a _ cotC + cot B 
b  cotA+cotC 


PROBLEMA 33 : 
Halle la razón entre las áreas de las regiones 


triangulares ABC y ADC respectivamente. 
B 


A) 2sen(0) 

B) 2008(0) 

O) 2seré (0) 

D) 2008" (8) 

E) 2tan(0) D 


RESOLUCIÓN : 2 


RPTA : “D” 
PROBLEMA ENS 
Enla figura, hallar 2 Sr 


44 

B)J5 

c)2 

D3- E 

E) 8/3 
RESOLUCIÓN: 


tT— +1i— 


ÚABQ: a= 53*/2 
JABP: Por teorema de la bisectriz AP = 2x 
A AHC=AH=2(HC) 2x+ 2-22) 


> Gy=4y+10x> 2- 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 35 : 

A calcule tana. Si: 


tand=ntano= 20 STE 


RESOLUCIÓN: 


LAA ea 
a_6 


ARO A Dean 00 (1) 
*Enel y AHC: AH=2a cot0=3a 
HD=3a- 2b 
* Además: BH =BD- HD=4b - 3a a 
HC 2a 25 
tana=—>tana= >tana=—P_ 


BH 4b-3a 4-32 
* Finalmente reemplazando en (1) resulta: tana=6 
RPTA ; “D” 


PROBLEMA 36: 


En el gráfico se muestra una cancha de fútbol cuyo 
arco tiene una altura de 2,5 m y un futbolista se 
encuentra inicialemnte en P a 50 m de Q . Si se 
desplaza 25 m hasta D , halle el máximo valor que 
toma la tangente de «. Se sabe que m4CDQ=0. 


4)2 B) a 
C) 10 DI 


6 
DD; 


* Según el gráfico : tana=p 


* Para que tana sea máxima QD debe ser mínimo como 
el punto D es arbitrario la longitud de QD es mínimo 
cuando P, D y Q soncolineales . 


* Luego: QD=. 
* Luego: tana => >tana=1/10 


E RPTA : “D” 
PROBLEMA 37 : 
En un triángulo rectángulo ABC, recto en C, se 


cumple que: y 


cosA pa 
+ (2%) 2 tanA xsecBsenB 
ine sen (A + B) + tan(A-B). 
- B)1 C)-1 


D)-2 E) 2 


se observa que ; 


A+B=90" 
entonces, se cumple que : 
R.T(A)=c0-RT(B) 
Expresando el dato en términos del ángulo A tenemos 
ES) 


ca) =2tanA. secB senB 
cscÁ cos A 


senB cosB 
cosA senA cotA 
> (tanA) +(cotA)?=2tanAcotA 
> (tanAJ*+(cotA)? —ZtanAcotA=0 
(tan A-cot A É=0 


> tanA - cotA=0 > tanA= anta A=1 
> tanA=1 >A=45' y B=45" 
Piden : 
sen(A +B)+tan(A — B)=sen90"+ tan0” 


>sen(A+B)+tan(A - B)=1+0 


> sen(A+B)+tan(A- B)= 1 
RPTA : “B" 


PROBLEMA 38 : 
Complete la tabla. 


Luego, calcule N-M (aproximadamente). 
3/3-J2 , /3-10 ,3/3-10 , 3/2-10 ,,13/3 
EE 10 mé 10 a) 10 D) 10 E) 20 
RESOLUCIÓN : 
Dela tabla : 
N=sen(9-a)/ 037 na=30 
> N =sen(37 - 30) 
> N=sen37 cos 30" - sen30'cos37 
aproximadamente : 
3 1(4 3/34 
cs 3) an 
También : 
M=sen(0-a)/6=45".a=8" 
> M=sen(45" - 8”) 
> M=sen(37") 
Aproximadamente : 


] 163 


> z sz 
ao: M= * En el b-ODE: 
AT ENS o A A 
TS SS 1 2R 2 
RPTA : *C” 


PROBLEMA 39 : 
Siendo x ; y ángulos agudos, y se cumple que 
sen(x+z+10)=tan (z —10). 
cot(z—w)=sec(y-z-—w). 


determine el valor de tan*x tany— 


AJI B)-1 
RESOLUCIÓN : 


*De(D: 
sen(x+2+1w)=tan(z-10) 
* de (1): 
cos(y-—z-—0) =taníz - w) o... 
De (*)A(**): 
sen(x+ z +1w) =c08 (y-z-—1) 


Por ángulos complementarios : 
pe 5 (x+z+w0) + (y -2-w)=90* 


> x+y=90" 
RT(x)=coRT(y) 


C)2 


Pero se cumple : 


Piden : 
K=tan*x tany- LONE tanta cota NE 
——=  fany cotx 
colx « 2 
cotx 


> K=tanix-tantx >K=0 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 40 : 
A partir del gráfico halle el valor que toma : 


senatsena? 2ena) e OP=FB y DEBE 
AJ1 B) 02 DJ3  EJ4 


RESOLUCIÓN : 

* En el sector circular AOE: ¿£AE=a2R=2aR 
* Sea: m£AOB=0 

* En el sector circular AOB: ¿AB=02R=20R 


* Dato: DE=£BE=RsenO 


* Del gráfico: ¿AB=2AE+£BR 
* Reemplazando : 


20R=2a KR+Ksen0 > 20=2Z0+2sena > O=a+sena 
*Reemplazando en (1) : 


sena= sent aten) 
sen(a+sena) 


RPTA : “C” 


> 2sena=sen(a+sena)=> 2= 


PROBLEMA 41 : 

En un triángulo de catetos 2sen9;esc 9 e hipotenusa 
igual a 2, determine la tangente de uno de sus ángulos 
agudos. 


AJJZ B)2 C)3 D)4 E) 1 
RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado sea el ángulo agudo « 
* Nos piden : ¿ 
2 2ueno 
tana=_— A a 
09 
> tana=2sen*O.cmocior seres. (ID) 
* Por Pitágoras : 
(2sen0)*+(c800)*=2* > 4sento+ 4 
sen*0 


> 4sen*0+1=4sen*9 > 4sen*0 — dsen*0+1=0 
*Luego: 
(2sen*9- 1)?=0 


> 2sen*9-1=0 > 26en*9=1 
*Reemplazando en (1): tana=1 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 42 :; 


Dela figura mostrada, si AE=ED=DC, 
calcule: tan(09)xesc(a) 


A 
RESOLUCIÓN : 


Del -4 ADH: DH=(2aCosa)Sena 


AÁDHB: 


Tang=PH - 2aCosa « Sena 


HE pea >Tanó x Csca=2 


RPTA : “A” 


PRIMERANPRAGTEANDIRIGIDA 


(3) Del triángulo rectángulo , Determinar AB y BC. 


7 
Ó 
'B 


(03 Dela figura . Determinar “x”e “y”. 


4. 


A) mseng; mcos$ 
B)mtg4; mctgó4 
C) msen$; mcscó 
D)msen$; migó 
E) mtg4; msenp 


A)dtgB; dctg PB 
B)dsenf; detgf 
C)dtgP; dsenf> 
D)dtg $; deos P 
E) dsen fB; sd 


C) atg0sena 


(3) Del gráfico . Determinar “a”. 
A) acosatg f 
B)atg%a 
asec figa 
Cc) — E 


D) asen*atg B 
E) acos Psena 


(09) Del gráfico , Determinar : tan 9 


Si: 2: DABC :equilátero B 


JE. 43 
NIE M, 

VE JE 
> 
ye ye Se 


(O Del gráfico , Determinar la distancia “PQ” en 
función de los datos mostrados. PB 
A) Htanatan fB 

B) H(1-tanatan B) 
C) H (1-tanacot f) 
D) H cotacot f 

E) H (1-cotacot f) £L 
(75) Si ABCD es un cuadrado , Determinar el perímetro 
del trapecio AECD en función de “E” y “8”. 

A) L(1+20en0—cos0) B, E e 

B) L(1+3sen 0 - cos 0) 
C) L(1+sen0- cos 0) 
D) L(1+sen0-2c08 0) 
E) L(i+sen0-3c0s0) ¿ >» 
(09) Del gráfico, Determinar “x”, 

A) L(esc 0-1) ó 
B) L(esc0—cot0) 

C) L(1-sen0) 

D) L(sec0- tano) 

E) L(sec 8-1) A 


O En un triángulo rectángulo ABC (recta en “B”), 


la hipotenusa es “m>” y A=0 . Determinar el perímetro 


del triángulo. 
A) m(1+tan 0+c080) 


C) m(1+ sec 0+ cos 0) 
E) m(1+csc0+cot 0) 
(O) En un triángulo rectángulo ABC (recto en “B”), 


B) m(1+sen 0+ cos 0) 
D) m(14+ sec 0+ tan 0) 


AB=m y A=0. Exprese el área del triángulo en 
términos de “m>” y “6”. 
A)m? tanó B)J0,5m? tano C)m*seno 


D)J0,5m*sen0 E)0,5m*sen0cosO 
(|) Del gráfico, Determinar el perímetro del triángulo 


ABC, si: AB=BC. B 

A) n(csc0+1) ó 

B) n(esc 9 +2) 

C) n(sec8 +1) 

D) n(sec0 +2) 

E) m(cot0+1) A 


(8) Del gráfico , Determinar la distancia mínima de 
“P” a la circunferencia de centro “O” y radio “R”., 


A) as ) 53 


(E Del +) Determinar; tan a, en función de “6”. 
A) 2tan0 
B) 2cot0 
D) geoto 
E) EA 
(E) Del A a RA 
y “0”. 
A) asend 
b+acos0 Mi 
acosó 
EG a o 
D-_—_— 


b-asenó 
b-acotO 


B) Rec 2-1) 
C) nooo 1) 
D) R(csc 2-1) 


E) RÍ cor 2-1) 


C) tano 


atanó 


O! Del gráfico , anión tan f,en función de “9”. 
A) 1,2cot0 
B) 0,2cot9 
C) 0,3 cot8 
D) 0,5 coto 
E) 0,7 cot9 
(1D Exprese el área del triángulo ABC , en función de 
“9” y “n”; si: AB=BC=n. Cc 

A) n?sen0 cos 0 
B)n*sen0 

C) n? cos 0 

D) nsen0cos9 


IE TT 


B 
(43) Del gráfico , Determinar “x”.Si: BD=AB y AC=n. 
A) n(sen9-tan 0) 'D 

B) n(tan 0- cos 0) 

C) n(sen 0 -cos 6) e 

D) n(cos sen 0) 

E) nsen0cos0 A B 

(9) Del gráfico , Determinar “e 

A) moenó B 


Bjmsen20 | 
A 


=> 222 1 


Cc) G renzo 
D) Eno 


E) sen20 


€) Determinar “x”, del gráfigo: 


A) msenG+ncosó ” 
B) mcos0+n send 

m e 
C) (m+n)sen0cos 0 
D) mtan0+n secO 


A 
E)msecótntand o 


€) Del gráfico, Determinar “a”. ¿P 

A) msena 

B)mtana 

C) mcosa 

D) mcota E o 

E) mseca D E 

(8) Del gráfico , Determinar : K=ctga+ctg 0 


TERCER REPASO PARCIAL 


En este capítulo definiremos las seis razones trigonométricas 
llamadas: Seno. Coseno, Tangente, Cotangente, Secante y 
Cosecante, abreviadas de la siguiente manera: Sen, Cos. Tg. Ctg. 
Sec y Csc. 


Un triángulo rectángulo es aquel que posee un ángulo recto 
(90%). Los lados que forman el lado recto se llaman catetos y el 
tercer lado se llama hipotenusa. Además los otros ángulos del 


triángulo son agudos, 


De la figura: 
a y B : Ángulos agudos 
ayb: catetos 
e: hipotenusa 
Se cumple: 
.  0<a<90”;0<p<90* 
* a<c:; b<c 
TEOREMA DE PITÁGORAS 
“La suma de los cuadrados de los catetos de un triángulo 

rectángulo es igual al cuadrado de la hipotenusa” 
Es decir: apto? 

El teorema de Pitágoras será nuestro 

“caballito de batalla” y lo aplicaremos 


al problema de calcular una distancia. 
(catetos o hipotenusa) 


¿Qué son razones trigonométricas de un ángulo agudo? 


Las razones trigonométricas de un ángulo agudo son 
aquellos cocientes que se establecen entre los lados de un 
triángulo rectángulo con respecto de uno de Sus ángulos agudos, 


Con respecto del ángulo “«” dela figura anterior. el cateto 
opuesto es “a”, el cateto adyacente es “b” y obviamente la 
hipotenusa es “c”, asi se definen: 


ateto EIN ángulo a 
—Cateto O al ángulo a 


e 


Las razones trigonométricas Seno y A 
que la unidad. 


+ Las razones trigonométricas Secante y Cosecante son 
mayores que la unidad. 
Observación: 


Conocido una razón trigonométrica de un ángulo agudo es 
posible hallar las demás. 


Ejemplo: 


Si para un ángulo agudo a se tiene que Tga= 5: calcular las 
demás razones trigonométricas. 
REOLUCIÓN: 


+13 5 


Dato: n 


5sS Cateto opuesto 
Tga= É 
BA cateto adyacente 


Teorema de Pitágoras 
12:+5=x" 
169=x=> x= 13 
de las definiciones tenemos: 


Sna== Cosa=—= 
B L 

Tga=— Cgumz 
5 

os a 


2 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LOS ÁNGULOS 
30", 60%, 45", 37" y 53* 


Las razones trigonométricas de estos ángulos se obtienen a 


partir de los siguientes rectángulos. 
2m 3m m- 
my3 4m 
Ejemplo: 
ma patas 
. Sen 30*=> 57 > Sen 30"=-7 


Las R.T. de los ángulos de 37” y 53? 

son aproximadas. 
Observación: Q 
Las razones trigonométricas de un ángulo agudo ¿een 


únicamente de la medida del ánguloy no de las longifides: 
lados del triángulo rectángulo. Por ejemplo de la figura: 


+ IACB: T80=> 
. ES aca: rgo=ó Es Tg0=> 


+ Earasimeo=Í > Te0=7 


Finalmente concluimos que Te0= y no depende de los lados 
del triángulo rectángulo, 


elos 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
RECÍPROCAS 


De las definiciones para un ángulo agudo « tenemos: 


Csca= > Sena. Csca=l 
Seca= 1 > Cosa.Seca=1 
Cosa 

aa > Tga.Ciga=1 
Ejemplos: 4 
+ SiiSma=] > Csea=3 
Sopas En 

Si: Ciga=y42 pá TF 


= Cos 40" Sec40r=1 


1 
. Tg 10% Para 
* SiSen au Cos 10%=1 > u= 10 
¿RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS 
a COMPLEMENTARIOS 


Si dos ángulos agudos suman un ángulo recto, entonces se 
llaman complementarios de la figura adjunta: 


De las definiciones. se cumplen: 


Cos a =Sen B 


De lo anterior, a las razones: 
+ Seno y Coseno 
» — Tangente y Cotangente 


»  Secante y Cosecantes 
Se llaman co-razones trigonométricas, 
Ejemplos: 


+ Sen50”=Cos 40% + T280”=Ctg 10 


F=0g0 Dx=mCte0 


- L=cw0 > y=mCsc0 


ERRE) Conclusión: 
- Para resolver el triángulo rectángulo necesitamos como 

datos un lado y un ángulo agudo, asi tenemos tres casos: 

1CAsO: 

Datos: m. 9 
Incógnitas: x, y 


Es o E E 
. Ese =>x=mSen0 


Hei 
5 cos0 > y m Cos 0 


Conclusión: y Ya > 


NI CASO: Tg0 
Datos: m, 0 
Incógnitas: x. y 
3 Sec 0' 1 
y la Q 
LES EJERCICIO: 
A á A 
. ATEO >x=mTg0 z de“a” y “y” 


7 de AB=a 
. e a ts a p 


+ IMABC:BC=aSeng....... (1) 
+ [SABD:BD=aTg4 


+ — IXBED:DE=BD'Sen 4 
DE=aTg 4 Sen... 


base x altura 


Recordar: — Área de un triángulo = z 


: BCxDE 
En nuestro caso: Área ACBD= == a 


Reemplazando (1) y (2) en (3) 


(a Sen q) (a Te $ Sen $) 


Área ACBD= 6 


a 2 
:. Área ACBD==-TgéSen ] 
ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


El área de una región triangular es igual al semiproducto 
de dos de sus lados multiplicado por el seno del ángulo que 
forman dichos lados. 


S=Lbsma 
2 


BC = 6m y el ángulo C mide 30”. 
RESOLUCIÓN: 


Calculando cl área S A 
Del gráfico: 


1 1 
s -Fctmóm)=) 


EJERCICIOS 
En las siguientes preguntas indicar la verdad (V) o falsedad (F). 


1, Si 8 esagudo >0<08<90”. () 


2. Existen más de 6 razones trigonométricas. () 
3. Si: Sen0= L>0-= 30". (0) 


4. Si: 0=60*= Cos9=1/2. ES) 


5. Si 0 esagudo => Tan6 Cote =1. 63 


6. Elárea de un triángulo ABC es FbeSenA, — (-) 
7. En todo AACC se cumple: a? = b? + c?. a! 
8. Entodo AABC se cumple: b-c<a<b+c. ( ) 


9. Si: A<B= TanA < TanB, siendo A y B agudos. ( ) 


a Y 
10. Si 0<A<B<90* > CosA < CosB,,. E) 


PRACTICA  DIRIG 


Ubtalle el área de la región triangular ABC, donde A, 


B y C son los puntos de intersección de las rectas y=x, 
y=2-x, yx=2. 


Api B2 c)2 
2 


E) 3 
190 — cos” 60 —cos* 602 _ sec* 45" —tg0, sec? 602 


A Si: “sen*60+tg0 sec r60 190 — esct 452 
Calcule sen e (8 es agudo). 


2 2 9% 
13 13 13 
DS EZ 
12 13 


POS Si csc2x cosá4x=1, calcular el valor de: 


=sen(x+15%)+ctg3x+csc(4x = 309). 
A) 2.0 B) 25 C) 30 
D) 3.5 E) 4.5 


0% En la figura mostrada ABCD es un cuadrado, 
calcular csc 8, DO=0E. 


A, B 
NJ 
E 
o] 
= 
D Cc 
A) Al y GAL q da 
41 4 
p) Y E AL 
5 5 


figura mos! determine la longitud del 
o BD en términos de m, 9y a, siendo AC=m. 


—Blmcos0 tg(9-a) 
€) msen0 ta(9-a) 

D) mitga-ctg0] 

E) meos8 .ctg(0-a) A 
¿sd Se tiene la región Per ABC, si AC=a, 
mACB=m2£BAR=a . 


Halle: M= 


sena cosa 


Aj asta C)acos a 
Djatgia E) acigia 


POS De la figura mostrada, calcule x en términos de a 
ya, si O es el centro de la semicircunferencia y AP=a. 


B) asenta 


Pos) En la figura mostrada, My=4u, AM=(y3-1)u, 


CN =(Y3+1)u y m2aBM =0 ABC) es minima, halle 
2sece. ¿Le 


€) y7 
E) 347 
O ABC, si AB=2u, BC=5u, má£BAC =38 


o E 


daa mostrado, sim4BAC=9 oy 
AB=2u. Se pide hallar EC. z 


B 3 
A) 2 sen? 0 sec Q 
B) 2sen* 8 cos 0 D 
C) 2sen*8 
D) 2cos* 8 .sen 0 
E) 2cos* 8 .csc 0 A E pS 


dd) En la figura mostrada M es punto medio de AC, 
m4BCD=60", AMM aos 4BN. 


9 : 6d 
cfal6 +5) 012V2+48 
>E) 4(V6-4/2) 


, eS Con los datos proporcionados en la figura adjunta, 


calcular el valor de la expresión: P=tg0 tg), donde 


CP=PB. B 
Í 
, E 
2 1 
al Bl c)1 
3 2 
D)2 EJ4 


eS En la figura mostrada 3CD=7AB, calcule: 


2 


2 
ES 


PAS En la figura mostrada ABCD es un rectángulo, D) 2-43 E) 43+2 


AM=PC=a, MB=3a, BP=2a y m4MPD=x". Canamida dela “a mostrada, 
Halle E=tgx —1. eS yu figur 
A M B si S,=15S,, calcular cota 
S,: área de la región triangular BAD. 
S,; área de la región triangular BDC. 


D € 
A) 0.1 B) 0.2 C)0.3 
D) 0.4 E) 0.5 
¿sd Ena figura mostrada, ABCD es un cuadrado y M es 
un punto medio del lado AB. Hallar ctg 0. E e 
D [e 


¿a Del gráfico que se múestra encontar el valor de 


6x+4y, si se sabe que! BC= 12m y BM es mediana relativa 
ala hipotenusa. 


AJ5 B) 4 C)3 
D) 2 EJ1 


eS Ena figura mostrada AOD es un cuadrante, ME 


Ay1 
DJ4 


Ed Si ABCD es un cuadrado, calcule 199. (ADC es un 


tor circular), 
sector de [ol D,2 Ey 2/3 


4 


A D 
A) N3-1 B) 3 C) v3+2 


HORIZONTALES Y VERTICALES 2 


(CULOS 


OBJETIVOS : 


* Diferenciar y reconocer los elementos que define el 
ángulo de elevación, depresión y observación. 


* Adquirir la destreza suficiente para poder entender 
de manera adecuada los problemas y poder plantear 
los gráficos para la posterior resolución de los 


ejercicios. 


En nuestra vida diaria observamos objetos e indicamos 
sus posiciones utilizando referencias que nos puedan 
permitir una mayor precisión al momento de ubicamos 
, en el capítulo que ahora vamos a estudiar definiremos 
en un mismo plano tanto al observador como el objeto 
que deseamos observar. Así también definiremos 
ángulos que nos van a permitir visualizar 
determinados puntos del objeto en consideración. 
Primero lo haremos en planos verticales. Es así que 
es necesario conocer de antemano algunos términos 
que luego vamos a utilizar tales como Línea Vertical 
(línea que coincide cón la dirección que marca la 
plomada), Plano Vertical (Es aquel plano que contiene 
a toda la recta vertical), Línea Visual (o Linea de mira, 
es aquella línea imaginaria que une el ojo del 
observador con el punto a observarse). 


Una de las aplicaciones de los ángulos verticales son 
las ANTENAS PARABÓLICAS, porque éstas barren 
ángulos verticales y horizontales. 

Las antenas parabólicas tienen como función la 
radiación o la recepción de ondas electromagnéticas, 
su elemento reflector parabólico concentra la energía 
en el punto focal, obteniendo así su característica de 


EN) RUBIÑOS 


ONTALES Y 


transmisión o recepción unidireccional según sea su 
aplicación. Con la antena parabólica podemos obtener 
imágenes y sonido en directo de otros países ( partidos 
de fútbol, conferencias, noticias, ete.). 


ÁNGULO VERTICAL 


Se llama así a aquellos ángulos que están contenidos 
en un plano vertical. Los ángulos verticales son 
determinados en el instante en el cual se realiza una 
observación, estos ángulos se determinan en el punto 
desde el cual se está observando entre dos líneas 
imaginarias trazadas por dicho punto y que permitirán 
la observación; según su ubicación estos ángulos serán 
ángulos de elevación, ángulos de depresión o ángulos 
de observación. 


ÁNGULO DE ELEVACIÓN 


Para determinar un ángulo de elevación debemos de 
trazar una línea horizontal que pasa por el ojo del 
observador y la línea visual está por encima de la 
horizontal. 


(3 


Para determinar el ángulo de depresión debemos de 
trazar una línea horizontal que pasa por el ojo del 
observador y la línea visual está debajo de la horizontal. 


Horizontal 


0 =Ángulo de 
observación: 


En la figura se muestra la ubicación de los ángulos y 
depresión. 


* a: Es la medida del ángulo de elevación, porque se 
encuentra contenido en plano vertical. 


* 9: Esla medida del ángulo de depresión, porque está 
contenido en un plano vertical. 

* g:No es un ángulo de elevación por que esta 
contenido en un plano inclinado . 

OBSERVACIÓN : 


El instrumento que nos ayuda a medir los ángulos verticales, 
asimismo los ángulos horizontales, es el teodolito, que tiene 
aplicación sobre todo en la industria de la construcción . 


TEODOLITO 


El teodolito es un instrumento de medición mecánico- 
óptico universal que sirve para medir ángulos verticales 
y, sobre todo, horizontales, ámbito en el cual tiene una 
precisión elevada. Con otras herramientas auxiliares 
puede medir distancias y desniveles. 

Es portátil y manual; está hecho para fines topográficos 
e ingenieros, sobre todo en las triangulaciones. Con 
ayuda de una mira y mediante la taquimetría, puede 
medir distancias. Un equipo más moderno y sofisticado 
es el teodolito electrónico, más conocido como 
estación total. 


Básicamente, el teolodito actual es un telescopio 
montado sobre un trípode y con dos círculos graduados, 
uno vertical y otro horizontal, con los que se miden 
los ángulos con ayuda de lentes. 


"CONSIDERACIONES PARA LA RESOLUCIÓN 
DE PROBLEMAS 

* La estatura de las personas se deberá considerar 

hasta sus ojos. 

* Toda persona u objeto que posea una altura, será 

considerada perpendicular al nivel del suelo, a no ser 

que el problema indique otra situación . 


* De no indicarse desde que altura se realiza la 
observación y no siendo esta altura la incógnita del 
problema, se deberá considerar que se está observando 
desde un punto del suelo . 


B: Ángulo de Depresión 


* En el gráfico adjunto ,"g"es el ángulo bajo el cual se 
divisa la torre ,Note que deben trazarse las dos visuales 
¡una hacia la parte alta y la otra hacia la parte baja . 
Luego "p"es el ángulo formado por las dos visuales 


ÁNGULOS HORIZONTALES 


Son aquellos ángulos ubicados en un plano horizontal 
que, en la practica , lo vamos a ubicar en la rosa 


Entopografía el ángulo formado por dos líneas rectas 


trazadas sobre el suelo se mide horizontalmente y se 
llama ángulo horizontal. Las líneas trazadas sobre el 
suelo se pueden reemplazar con dos líneas visuales . 
Estas líneas visuales parten del ojo del observador que 
constituye el vértice de un ángulo , y se dirigen hacia 
puntos fijos del terreno tales como una piedra, un árbol, 
un hormiguero, un poste telefónico o la esquina de un 
edificio, 


ROSA NAUTICA 


Es un diagrama ubicado en planos horizontales y 
diseñado en base a la ubicación de los puntos cardinales 
que son: norte (N), sur (S), este (E) y oeste ( O -W). 
La rosa Náutica se emplea para localizar la posición 
de objetos o personas ubicados en el plano horizontal 
mediante los rumbos y direcciones establecidas en ella. 


La Rosa Náutica contiene a las treinta y dos (32) 
direcciones notables de la brújula, las cuales son 
obtenidas trazando bisectrices a partir de las 
direcciones principales, siendo el ángulo que forman 
dos direcciones notables consecutivas de 11%165”, tal 
como se observa en el gráfico. 


RUMBOS Y DIRECCIONES 


Para ubicar la posición de una persona u objeto con 
respecto a un punto determinado en el plano 
horizontal, se emplean con frecuencia los rumbos o 
direcciones; entendiéndose por: 


El ángulo agudo horizontal que forma la dirección de 
la persona u objeto con respecto al eje norte -sur, 
cuando ésta se desvía hacia el este (E) u oeste (O) 


DIRECCIONES 
La línea recta sobre la cual se encuentra la persona u 
objeto con respecto a una Rosa Náutica, quedando 


determinada dicha dirección por su rumbo. 
N 


=> El rumbo de “A” con respecto 
a “P” es a al este del norte. 


E 
=> La dirección de “A” con respecto 
a “P” es NaE (norte a este). 


DIRECCIONES OPUESTAS : 


El opuesto de una dirección dada, se obtiene cambiando 
las direcciones que aparezcan por sus respectivos 
opuestos, sin cambiar el ángulo. 


POSICIONES DE LA ROSA 


NÁUTICA 


DIA 
EJEMPLO : 
“A” se halla el ES0O'N de“P” 
“B” se halla al O40'N de*P” 
“C” se halla al S42%0 de “P” 


Norte(N) 


Sur(S) 
A estas direcciones, también se la pueden denotar así: 
“A"está 30” al norte del este de “P” 
“B"está 40%al norte del oeste de “P” 
“C"está 42 al oeste del sur de “P” 
Pero observe también que una dirección puede 
detectarse de dos formas : 


Está al E66*N de" R" 
ra alO30"N de" R" 


Cue] alN 24 E de" R” 


Está al de"R" 
Ss Está S10*Ede"R" 
Está al de"R" 


Ahora bien , algunas direcciones tienen la particularidad de 
obtenerse trazando bisectrices sucesivas , a partir de los ejes 
principales ; por lo que su notación será también particular . 
Indicaremos lo que ocurre entre el Norte y el Este , y usted 
concluye los restantes por analogía . 


MANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES 6 
En cualquiera de los casos :4 = 1115" óa= Grad 


OBSERVACIÓN : 
NE > N£5*E 
NO > N45"0 
Lo <> N22*30E 


NNO > N22*30'0 


NINE S NIL1SE 


NZNO> N1I1*1SO0 


NOTA : 
En todo problema donde se incluyan ángulos verticales 
y horizontales a la vez, se deberá bosquejar diagramas 


tridimensionales para tener una mejor visión y 
ubicación del problema . EJERCICIOS 
5, ACIONES CO. AS (E) ¿Cuán larga es la sombra que proyecta un mástil 


Cuando los enunciados de los problemas, mencionan de 11m de altura cuando el sol tiene un ángulo de 
ángulos verticales (de elevación o de depresión) y elevación de 307 

ángulos horizontales(uso de direcciones , 
generalmente), al mismo tiempo , la rosa náutica a 
emplear asume una posición más real ; es decir, ubicada 
en un plano horizontal . Por ejemplo , gráfiquemos la 
siguiente situación: 

“Desde un punto de tierra , se divisa al Norte lo alto 
de un poste con un ángulo de elevación "g”. Si luego 
nos desplazamos hacia el N60”E, hasta ubicarnos al 
Este del poste , el ángulo de elevación para su parte 
más alta sería "fg". Ahora , note la representación 


gráfica : 


Mmis 


(9 Calcula la altura a la que se encuentra un barrilete 
si el ángulo que forma el hilo, de 35 m de longitud con 
la horizontal, es de 30” y la mano del niño que sostiene 
el hilo está a 80cm del suelo, 


EJEMPLO : 

Una persona de altura “h” observa en un determinado 
instante un helicóptero en la dirección N «E, con un 
ángulo de elevación g y a una altura “H”. 


PROBLEMA 1 : 

Si desde un punto en tierra ubicado a 20 m de la base 
de un edificio ; el ángulo de elevación para su parte 
más alta mide 37”. Calcular la altura del edificio. 


A) 18m B) 10 C) 12 D) 15 E) 16 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 
* Se deduce que : H=20 tg 37" 
H=20tg 37” > H=15m 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 2: 
Una persona de 2 m de estatura, ubicada a 32 m de 


una torre de 34 m de altura; divisa la parte más alta. 


con un ángulo de elevación de: o 
A) 28" B) 30" C)3T7  D)J45" E) 60” 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


32m 
2m 2m 
» 32 o 
Se deduce que : 180=35 >180=1> 0=45 
RPTA :"D” 


PROBLEMA 3: 


Un niño de estatura de 1,5 m; esta ubicado a 6 m de 
una torre y observa su parte más alta con un ángulo 
de elevación de 53”. ¿Cuál es la altura de la torre? 


A)9m B)8 C)7 D) 6,5 E) 9,5 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Se deduce que : 
H=1,5+61g58*> 1=1,5+0(5) > H=9,5m 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 4: 
Una colina está inclinada un ángulo “g ” respecto a la 
horizontal. A una distancia “m” del inicio de la colina 


y sobre ella se encuentra un objeto. ¿A qué altura se 
encuentra respecto a la horizontal? 


A) msenó B) mcos0 
D) metgo E) m secó 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


Cjmtg0 


> z =sen0 > h=msen9 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 
Desde lo alto de un edificio de altuFa “A” se divisa una 
piedra en el suelo con un ángulo de depresión “f£ ”.¿A 
qué distancia de la base del edificio, se halla la piedra? 
AJhsec f B)Jhescf C)jhtgfB D)jhcos? fp  EJhctgf 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : 


* Se deduce que : 


BY 
y 


mt 
am 
MM pam 
mu 


FA B>x=hctg $ 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 6: 
Desde un punto que se encuentra a 48 m del pie de 
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“una torre el ángulo de elevación para la parte más alta 
es 45”, ¿Cuánto debe acercar dicho punto para que el 


nuevo ángulo de elevación sea 537 

A) 10m B)6 C)4 D) 16 E) 12 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


* Se deduce que : 

48-x 
48 

>48-x=36> 12=x 


=ctg 53"> 48-==48(3) 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 7: 
Desde un punto en tierra se divisa lo alto de una torre 
con un ángulo de elevación “a”. Si el observador se 
acerca 20 m el ángulo de elevación sería “fg”. 
Determinar la altura de la torre, si además se sabe 
que: ctga—ctg P=0,25. 
A) 10 B) 80 C) 160 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


D) 240 


E) 40 


H———— kh ctg a ——— 
*Del gráfico se nota : 


heiga—hetg B=20 > h( ctg a—ctg f)=20 


> h(0,25)=20=> h=80 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 8: 
Desde lo alto de un faro, se divisan dos barcos a un 
mismo lado del faro, con ángulos de depresión de 45” y 
37”. Si la altura del faro es de 96 m. ¿Cuál sería la 
«distancia entre los barcos? 
SBá4m B)8 C) 16 
"RESOLUCIÓN : 


D) 32 E) 64 


* Graficando : 


A a 
* Se deduce que : 


x+96 4 
=ctg 37" 96= = = 
tg Dx+ ($) x=32m 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 9: 


Desde lo alto de un edificio se ve un punto en tierra 
con un ángulo de depresión “q ” y a otro punto ubicado 


a la mitad entre el primer punto y el edificio, con ángulo 
de depresión “90” —a”. Determinar : ctg?a. 


AM. BJ CJ DM ml 
RESOLUCIÓN : 2 
* Graficando : 
man 
pum 
SÍ sn 
5 
a a 
* Del MABC: 
sgae eN (19) 
* Del DABM: 
>otgaml tora AN (m 
2a _h 
ra 
> cig?a=2 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 10: 
Desde la parte superior de un edificio de 6 pisos iguales 
el ángulo de depresión para un punto en el suelo es 
*“ B” y desde la parte más alta del cuarto piso el ángulo 
de depresión es “q”. Determinar : tga.ctg f. 

1 2 5 4 
05 BI o Dz 
RESOLUCIÓN : 


E)1 


* Se deduce que : 


AP =76ctg 60" =7E 


. BP=75ctg 30” =756/8 
>180 gp * Ahora por el teorema de Pitágoras: 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 11 : A 76? 1 
2,76% _ 202 =75* [3-1 
Una persona Á se encuentra al este de otra persona B, Ha iio (s 5) 
si B se desplaza en dirección N¿NE y la persona A. = += (> x=50/6 


en la dirección NO, se encuentra en el punto P 

Determinar cuanto mide el ángulo APB. 

A)45" B)1115* C)4715' D)66'15* Ej1216— PROBLEMA 13: 
RESOLUCIÓN : La base de un muro de 7 metros de altura se halla en 
* Graficando : una línea que va de norte a sur . El rumbo de la luz 
solar es S60'E , y su ángulo de depresión es 30". 
Determinar el ancho de la sombra del muro . 


AJIOm Bj9m  C)105m  DJI0/3m E)12m 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : > 


RPTA : “A” 


1 157 
* Sabemos que : N ¿NE = NTE E 
* Luego, en la figura: 
APB=45" +0=45" + 11"15'> APB=56"15' 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 12 : 

La elevación de una torre desde un punto Á al oeste 
de ella es 60” y desde un punto B al sur de 4, la 
elevación es de 30” . Si la torre tiene 75 m de altura 
,Determinar la distancia comprendida entre A y B.. 
A)50/6  B)30/83 C)20/8 D)80/2 E)90 


RESOLUCIÓN : 


*Visto de planta la sombra se nota que es ABCD . 


po 


*ABCD AAA z 
*x ancho de la sombra 
¡sano (notable 30? y 609) 
=.=1Gsenco=7 432) 
>x=10,5m 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 14: 


Un niño observa la parte superior de un edificio con 
un ángulo de elevación de 18,6”. Si el niño se encuentra 
a 24m del pie del edificio,¿cuánto deberá caminar (en 
m)en dirección del edificio, para obtener la parte 
superior de este con un ángulo de 26, 5”? 
D)12 


AJ4 BJ8 
RESOLUCIÓN: 


A 


C)10 EJ16 


'notemos que: Sh=. 24>h=8 

Luego: el niño debe de caminar 8m 

E RPTA : “B” 
Calcule la medida aproximada del ángulo de elevación 
del Sol, cuando una persona de h metros de estatura 
proyecta una sombra de 2h metros de longitud en un 
“terreno a nivel. 
aJ15" B)J18" 
RESOLUCIÓN: 

Es 


C)18,5" D)26,5" E)30* 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 16: 


Al despegar de la pista un avión vuela en línea recta 
formando un ángulo de inclinación de 30” (en este 
trayecto recorre 100 m), posteriormente recorre 200 
m en línea recta horizontal de tal manera que desde 
el punto de despegue el avión es observado con un 
ángulo de elevación «; al calcular cot(«)se obtiene: 


AJ/3+1  B)WN3+2 CI/3+3 DJ/3+4 EN3+5 
RESOLUCIÓN : 
Del gráfico. trayectoria del avión 
Cota =90/3+200 | 

50 
Cota=./3+4 : 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 17: 
Desde un punto en tierra se observa la parte más alta 
de un muro con un ángulo de elevación cuya medida 
es 9 .Si nos acercamos al muro una distancia igual a la 
altura, el ángulo de elevación es el complemento deg.. 
Calcule P=tan(0)+cot(0). 
AN5+1 BWNó  CW56-1 Dye Eo 
RESOLUCIÓN : 


Del gráfico observamos que: 
hCot0 =h+hTanó => Cot0-Tan0=1 
Se pide: M=Cot0+Tanó 
Conocemos que: 
(Cot0+Tan0)* -(Coto-Tano)”=4 
> M? -1=4=>M=J5 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 18: 
Desde la parte superior e inferior del segundo piso de 
un edificio de 4 pisos iguales, se observa una piedra en 
el suelo (a 9m del pie del edificio)con ángulo de 
depresión a y g respectivamente y desde la parte 
superior del edificio la depresión angular para la piedra 
es 4, calcule la altura (en m)de dicho edificio , si 


tan($)-tan(a)- tan(0=2. 


AJ63 B)64 C)J62 Dj60 
RESOLUCIÓN: ———— co 
Condición: 


EJ50 


Sustituimos en la condición: 
4h 2h h_7 
A 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 19: 

Una persona de 1,8m de estatura observa la parte 
superior de un edificio de 21,8m de altura con un 
ángulo de elevación g. En la misma dirección la 
persona se acerca 12m al edificio, y el nuevo ángulo 
de elevación con que observa el mismo punto es el 
complemento de 9. Halle 10tan(9)+3. 


AJ9 BpO0  C)W109  DJ126 
RESOLUCIÓN: 


E)J12 


igualamos las expresiones: 


20 aranO -20Tan0= 20-12Tan9=20Tan*0 

=> 0=5Tan*9+3Tan0-5 

luego: 

Tang=3É V37—4(5)(-5) > Tang= 35109 
2x5 10 

Pero: Tan0>0=Tano=129-3 — 107Tano+3= (105 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 20: 
Una estatua de 5 metros de altura descansa sobre una 
pedestal de 4m de alto. Si desde un punto en el piso se 
observa la cabeza de la estatua con un ángulo de 
elevación 29 y el ángulo de visual de la estatua es 6, 
halle la distancia del observador al pedestal y cos(20), 
A)J630,6 B)7y0,7 C)8y0,8 D)10 y 0,9 E)12 y 0,8 
RESOLUCIÓN: > 


Del gráfico 0 
A a 20 Lo 
Cos20=- 
> 20=37 


RPTA : “E' 


PROBLEMA 21 : 


Tres personas A , B y C se encuentran en un plano 
horizontal, tal que B se encuentra a una distancia de 
20m al norte de A y C se encuentra al este y noreste 
de B y A si encuentra al este y noreste de B y A 
respectivamente . Si A y B se desplazan en direcciones 
N53E y S37'E respectivamente hasta que A se 
encuentra a 5 m al norte de B, y en ese instante C se 
encuentra al E 8 N de la nueva posición de A, luego 


el valor de fan0es : 


8 8 9 5 11 
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RESOLUCIÓN : 

* Del enunciado tenemos (nótese que A” y B' son las 
segundas posiciones de A y B respectivamente) 


*———U=—A=84 


Y————2-——A 
*En el triángulo sombreado 
(4NHO), AH =11 y HC=8 
* Luego , definimos : tano 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 22; 

Un alumno observa lo alto de un poste con un ángulo 
de elevación de 60”. Luego camina hacia la derecha 
una distancia igual a la distancia que lo separaba del 
poste inicialmente y en ese momento observa el mismo 
punto con un ángulo de elevación a. 


Determinar: 3ctg%a . 5 


AJTTIEB)2 10 ¿e E 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando lo que vaa suceder : 


'S Del triángulo sombreado se deduce que : 


[sc 


RPTA : “B” 


(188 EDrrorrsL RUBOS) 


PROBLEMA 23: 2 

Los ángulos de elevación de las puntas de las astas de 
dos banderas , según gráfica vistas desde la posición A 
miden 30? y 60"; y vistas desde la posición B- , miden 
60" y 45”. Si la longitud AB es de 18 m; entonces al 
calcular la diferencia entre las alturas de las astas, se 
obtiene : 


RESOLUCIÓN : 
* Completando datos: 


SAA ALO n 
LATAS 


* Enel 4arq:h=9/3 


*Enel sun 18+ JE=H > H=27+9/3 


* Se pide: H-h=27+94/3 - 9/3 
>H-h=27m 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 24: 
Dos helicópteros que vuelan en trayectorias 
perpendiculares a una altura de 150 m, disparan 
simultáneamente un misil cada uno para dar a un 
mismo objetivo . En el momento del disparo, uno de 
los helicópteros observa el objetivo con un ángulo de 
depresión de 37” y se encuentra a 260 m del otro . 
¿Cuál será el ángulo de depresión con el que observa 
el otro helicóptero al objetivo? 
A) 15 B) 307 C)37 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


D)45  EJ6S 


* Del triángulo sombreado : 4 =45” 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 25: 
Un hombre observa a su derecha la parte más alta de 
un edificio de 40 m de altura con un ángulo de 
elevación de 53”, y frente a él observa la parte más 
alta de otro edificio de 12 m de altura con un ángulo 
de elevación de 37”. Determinar la distancia que existe 
entre los dos puntos observados. 


A) 44,015 m B) 44,045 m C) 44,076 m 

D) 45,050 m E) 46,045 m 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


E 


Z o MERA 


* Ahora del triángulo isMNP: 1*=28? + 34? 


=> d= /1940 > d=44,045m 
RPTA : “B” 
PROBELAMA 26: 
Desde un punto “P” se divisa un objeto “A” al este y a 
15 m y otro punto “B” en la dirección E45%8S y a 
10./2 m. ¿Cuál es la distancia entre “A” y “B”? 


as  BjaJ5 0/5 EJ6 /5 
RESOLUCIÓN : 
* Según los datos: 


DI J5 


D) “A” se encuentra al este de “P” a 15m. 
1) “B” enE45S y a10/2m . 
TI) Trazamos 

BH 1 PA : BH=PH=10(45" > notable) HA=5 
TV) Por Pitágoras : x?=10? + 5? 

> 1?=125 > x=5/5 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 27: 
Desde un punto se observan dos barcos en la dirección 

N20*0 y S70%0, a las distancias de 40 y 9 m 
respectivamente. ¿Cuál es la distancia de separación 
de los barcos? 
A) 40m B) 49 
RESOLUCIÓN : 


* Con los datos. indicados, ubicamos las direcciones de 
cada barco ;-... 


C) 41 D)9 E) 81 


* ISABP: Por Pitágoras: x?=40* +9? > x =41m 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 28 : 
Un avión que se encuentra a una altura “H” sufre un 
desperfecto y cae a tierra siguiendo una trayectoria 
recta que hace un ángulo con respecto a la horizontal 
de 16”; además, una persona en tierra observa la caída 
con un ángulo de 53”. Determinar la distancia del 
choque con respecto al observador . 
117H 25H 
28 2 7 


19H 


3H 5H 
ME a 


RESOLUCIÓN : 


(BANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES 2 ]18% > EDITORIAL RUBISOS) 


(Distancia del observador al choque) =Hcot 53” +Hcot 16" 


=H (cot53"+ cotror)=a(3+22)> =i 


PROBLEMA 29 : 


Un navío que se dirige hacia el Norte, ve sobre una 
misma línea 2 faros en la dirección del Oeste ; después 
de una hora de marcha, los faros aparecen uno al Sur— 
Oeste y al otro al Oeste - Sur- Oeste. Sabiendo que la 


distancia de los faros es de 10/2 km, Determinar la 
velocidad del navío en km/h. 


A) 10 B)11 C) 12 
RESOLUCIÓN : 


D) 13 E) 14 


10km 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 30 : > 
Una persona de 1,76 m de estatura observa un árbol 
con un ángulo de depresión de 30” su base y con un 
ángulo de elevación de 60” su parte superior . 
Determinar la altura del árbol. 
A)5,25m B)3,50m C)7m D)3/3m E)J7/3m 
RESOLUCIÓN : 
* Graficación : 


** Del gráfico : H=4.(1,75)=7m 
En RPTA: “C” 


¡PROBLEMA 31: 
le un punto en el terreno se observa una torre con 


ación “a”; desde la mitad de la 


anterior . Determinar: “tga”. 


aÉ BA 
des ) 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


C)2 


tga= 0) 
1 2 


t8a=>tg0=" 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 32: 
Un pueblo se encuentra a 25 km al Norte de otro que 
3 su vez estáa 25/3 km al Este de un tercero, ¿en 


qué dirección está el tercer pueblo del primero? 


A) EGON B) N60'O C)060S 
D) S60'0 E) N60'E 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


* Entonces de la figura, el primer pueblo está al N60%E 
del tercer pueblo . : 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 33: 

En el gráfico se muestra un puente y para determinar 
su longitud se hacen mediciones a partir del punto P. 
Si desde P se observa A con un ángulo de elevación de 
60” y B con un ángulo de elevación 45” , encuentri 
dicha longitud . S 


AJ100 m 
B)200 m 


C) 20(10-/3) 
D) 20(10+/3 )m 
E) 20(1+/3 )m 


RESOLUCIÓN : 
=> L———B 


¿fl 
*l AMP: AM=20/3 
*como AM= BN = PN => PN=20/3 


> L=20 + 2043 > L= 20(1+/3)m 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 34: 

Desde un faro de 300m de altura sobre el nivel del 
mar se observa un barco que se aleja, con ángulo de 
depresión de medida «y media hora mas tarde se 
observa, en la misma dirección el mismo barco, con un 
ángulo de depresión de medida f. Halle la rapidez 
del barco (en m/hr). 

AJ1001 cot( B)-cot(a)] B)150[ cot[ B)-cot(a)] 
C)300[ tan( f)-tan(a)] D)J600[ tan(fB)-tan(a)] 
EJ6001 cot( B)- cot(a)] 

RESOLUCIÓN: 


300Cotf 

e 300(Cotf - Cota )m 

Viarco= > ES PE 
3 hora 


=> Viareo=000(Cot P - Cota) 


RPTA: “E' 


PROBLEMA 35: 

Desde un punto ubicado en el suelo se observa un avión 
A volando a 600m de altura, en la dirección N30%E, 
con un ángulo de elevación de 37”; y desde ese mismo 
punto se observa, en ese mismo instante otro avión B 
volando a 800m de altura, con un ángulo de elevación 
de 53”. en la dirección S60”E. Calcule la distancia (en 
m) entre los aviones A y B. 

A)50/26 B)100/26 C)100/29 D)200/26 E)200/29 
RESOLUCIÓN: A 


Apliquemos el teorema de Pitágoras en el L»AHB: 
d?= 1000? + 200? > d? = 200*(5* 412) 
> d = 200/26 

RPTA; “D" 
PROBLEMA 36: 
Un navío que viaja exactamente hacia el ESTE a la 
velocidad uniforme de 40,8 km/h, observa el pie de 
un faro exactamente en el rumbo NORTE a las 
5h 1,6' 16", luego 8” al NORTE del NO a las 
7h 31' 45" y la parte mas alta del faro con un ángulo 
de elevación de 37”. Halle las distancias del pie del 
faro a los dos puntos de observación y la altura del 
faro respectivamente. 
A) 136km;170km y 127,6km B) 14Qkm;180km y 150km 
€) 130km; 160km y 120,km Ed 140km; 150km y 120km 
E) 180km y 180km 


RESOLUCIÓN: 


3w=vf, dato: V= 40,8 km/h 
3x=40,8x 7 4 
En el lx sombreado : 
h=Gxtan37*=170x7 => h=127,56km 
Nos piden : 
4x=136 km , 6x=170 km , h=127,5 km 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 37: 
Alejandro se encuentra al pie de un edificio y a 20m 
de distancia observa un auto en la dirección ESTE. El 
auto se desplaza en la dirección N67,5%0. Luego, 
Alejandro sube a lo alto del edificio de 20m de altura y 
observa al auto en la dirección NNE. Halle la distancia 
aproximada (en me) recorrida por el auto. 
A) 18,48  B)19,48  C)20,18 D)21,08  E)22 


RESOLUCIÓN: 


D 
a 
o 
ol 
o 
o 
Dl 
a 


La distancia d recorrida por “el auto es; 

d= 20 cos. 

=4e2000es >d=18,48 m 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 38: 
Diana y Bryan, situados al SUR y al ESTE 
¡respectivamente de una torre, miden ángulos de 
¡elevación de 30" y a, respectivamente; la que se 
¡encuentra al SUR debe seguir la dirección E75*N y 
"caminas 10 /3 m para llegar donde está Bryan. ¿Cuál 


es la altura de la torre? 
AJ2 ZA JE mM BJ6J2+JEm co 10/3+ J22)m 


ASE A 


En el lx DPT: 
h= 1043 cos 15*.tan 30" 


h=10/3, [1-2 208%0" EE Ca a 52413 m 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 39: 
Desde los extremos A y B de un puente se observa una 
piedra exactamente debajo de él, con ángulos de 
depresión de 15” y 22,5” respectivamente. Halle la 
distancia entre dichos extremos, si la distancia de la 
piedra al puente es de “d”” metros. 


AJd(V3+/2)  BJd(d3+W42+1) Cjd(3+/3+y2) 


D)d(/3-/2+2) EJd(J3-J2+1) 
RESOLUCIÓN: 
A d cotl5” 


H _dcot22,5”_ B 
U y 


AB =d cot 15"+dcot22,5” 
Se sabe que : 

* Cot15* = Cse30* + Cot30" = 2+/3 

* Cot22, 5" =Csc45* + Cot45*=V2 +1 
LuegoAB = d(2+/3 +2 +1) 


AB=d(3+/3 +2) 
RPTA : *C” 
PROBLEMA 40: 


El niño Daniel está volando su cometa soltándole 
cuerda, la misma que se mantiene tensa y haciendo 
un ángulo g con la horizontal. A 120m, detrás de 
Daniel está el niño Alejandro, cuando la cometa se 
encuentra a 20m de altura, Alejandro la observa con 


un ángulo a respecto a la horizontal. ¿A cuántos 
metros de altura se encontrará la cometa para que sea 
observada por Alejandro con un ángulo 24? suponer 
queel ángulo de la cuerda con la horizontal se mantiene 


1 
0)=5. 
y tEl )=3 
637 1285 1080 1561 637 
Az" B) sh m C) 13 m D) 75.” ad 
RESOLUCIÓN: 


S ¡20 
> TÍ E 
D 60 ? 
1 3h 
Dado que tan 6 = qe tiene: 
*REPD: PD=60 
*5.FQD: QD=3h 

20 _1 
En el [SEPA : tana=2=3 
Luego : 


tanZa = 292 _ 


1-tan? a 


Enel ls FQA: == 
a 


9 y 
tan 2a = A RA 
>tan2a =-5 : (1) 


senverasaconos (HE) 


Haciendo (1) = (11) se obtiene: h - am 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 41: 
Una persona divisa la parte mas alta de una torre con 
un ángulo de elevación 6, siendo la longitud de la visual 
50/3 metros, la torre se encuentra al norte de la 
persona. Luego, la persona avanza una cierta distancia 
hacia el este y vuelve a observar el punto anterior, pero 
ahora el ángulo de elevación es el doble del anterior y 
la longitud de la visual es 60 metros. Halle el valor del 
ángulo de elevación 6. 


AJ15* B)80* C)J3P  D)45 E) 59 
RESOLUCIÓN: 
Vemos que:  50sen20=50/3sen0 


2sen0 cos 0 = /3sen0 


3 


El => 0=30* 


504/3 sen 50 sen20 
5043, go 
E 


NOTA : Si se pidiera la altura de la torre, la respuesta 


sería ; 50,/3 sen30*=25/3;0= 30" 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 42: 
Juan sale de su casa, ubicada al NORTE de una caseta 
de vigilancia, al mismo tiempo que lo hace Pedro, cuya 
casa esta ubicada al SE de la misma caseta. Si Juan 
recorre 100.m al ESTE y Pedro 756/2m al NE, 
logrando-encontrarse ¿Cuál es la distancia entre el 
punto de encuentro y la caseta de vigilancia (en m )? 


AjzoJs B)25/2 C)50/5 DJ60/2 E)76J2 


RESOLUCIÓN: 
Juan 


100 R 


100—x=(76/2 -x/2)/2 
> 100-x =150-2x 
=50 
Finalmente 3 A 
d? =100? +2? 
d* =100*+50* > d =50. 
E +50 = 8 gn 
PROBLEMA 43: 
Un velero que se dirige hacia el Norte ve en un 
determinado momento a dos faros ubicados en línea 
recta en la dirección Oeste; después de una hora de 
navegación se observa que los faros se encuentran uno 
al SO y el otro a SSO.Si la distancia entre los faros es 


¡de 8 km, entonces la velocidad del velero en km/h es 
de: z 


: B)3(1+/2) C)4(2+/2) 
DJ5(2/2-1)  EJ2(/2+1) 
RESOLUCIÓN: N 

t=1h 


F, 
dian E 
2 
d 
*d-8+dian E 
>d=8+d(/2-1) 
>d=4(2+ /2)km 


La velocidad del velero es : 


d _4(2+/2)km km 

VS Y =4(2+ 2) A 
RPTA ::C” 

PROBLEMA 44: 
Una embarcación A se dirige en dirección, NNE y B 
se dirige en dirección ESE. Si la embarcación A se 
dirige con una rapidez de 3km/h y B se dirige con una 
rapidez de 12km/Rh. Halle la distancia (en km) entre 
A y B después de 60 minutos. 


AÑ BN OE DINA lí 
RESOLUCIÓN: / 


Si las velocidades de las embarcaciones A y B son 
3km/h y 12km/h, entonces en 60 min(1h) recorren 
respectivamente : 
PA =3km , PB= 12km 

Aplicando el teorema de Pitágoras en el lx APB se 
obtiene : Poe 

d*=3*+122 

2d =3P +4?) >d=3/17km 

RETA: “E” 

PROBLEMA 45: 
Un faro envía un haz de luz en forma de abanico que 
se extiende del ESE al OSO. Una embarcación a 2 
km del faro que navega hacia el OESTE entra al haz 
de luz en el ESE y después de una hora sale del haz de 
luz en el OSO. ¿Cuál es la velocidad (en km/h) 
aproximada del barco? - 
A) 1,85 B) 2,85 
RESOLUCIÓN: 


0) 3,7 


D) 4,85 E) 5,85 


Vemos que : 


d=4cos E =d=4x 


En =d=3,696 km 


La velocidad del barco es : 
>V=3,7km/h 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 46: 


Desde un punto en tierra se observa la parte superior 
de un poste con un ángulo de elevación 4 y su parte 
inferior con un ángulo de elevación «. Halle la altura 
del poste si este se encuentra sobre un muro de altura 
h. € pS 


RESOLUCIÓN : T 


Graficando 


HA 


En el DaBm: tana=_L2 >AB=hcota 


PRIMERANPRAGTEANDIRIGIDA 


x+h_ x+h 
tanda > hcotatanó 


Enel 


>x+h>x=h(cotatanO-1) 


PROBLEMA 47: 

Un farol de 6 mt de altura, ubicado en el centro de un 
parque, alumbra a tres niños, proyectándoles sombras 
de mt, 2mt y 3mt de longitud. Si sus ubicaciones 
respecto al farol son respectivamente O, NE y SE y 
además se sabe que tienen la misma estatura (1,5 mt) 
se le pide, determinar el área de la región triangular 
formada por los niños (en mt?). 


42124542) B)2(54+5/2) 07(27+ 42) 
D)2(27+52) Ey (04+12) 


RESOLUCIÓN: 


z 3 cotp- E , cotO=2 


Nos piden : Sine = Suera + Sure + Sampor==="(1) 
+ Sy EIA say 59 


81.2 4 
xx 


Notemos que : cota = 


Suc 135" 


81.2 


Suc A E 


E E 


e es 7 


* (10), (112) y (1V) en (1): 


18 27 27x4 
-L 2+4 J3 
Suño q 22 Z 


rnsesesanes (LV) 


> Supo =(56/3+12) 


RPTA : “A” 


(€) Al observar la parte superior de una torre, el 
ángulo de elevación es 53? medido a 36 m de ella, y a 
una altura de 12 m sobre el suelo. Determinar la altura 
de la torre. 

A)J24m B)48m C)560m .D)60m E)30m 
(9) Al estar ubicados en la parte más alta de un edificio 
se observan dos puntos “A” y “B” en el suelo con 
ángulo de depresión de 37” y 53”. Se pide Determinar 
la distancia entre estos puntos, si la altura del edificio 
es de 120 m. 


A)70m B)90m C)120m D)160m EJ)100m 


(03) Desde la orilla de un río se observa la parte más 
alta de un árbol en la orilla opuesta con un ángulo de 
elevación de 60”. Alejándose 20 m , el nuevo ángulo es 
de 30”. Determinar la altura del árbol . 

A)J12m B)12/3m C)165m DJ15/3m EJ10/3m 
(3 Al observar la parte superior de un obelisco , el 
ángulo de elevación es 37”, medido a 48 m de ella, y a 
una altura de 14m sobre el suelo. Determinar la altura 
del obelisco. 
4)25m  B)Jl56m 


C)j386m  DJ50m  E)24m 


+ (3) Desde lo alto de un faro ubicado en la playa, se 


observan dos botes anclados en alta mar y alineados 
con el con ángulos de depresión iguales a 30” y 60? 
respectivamente . Si la altura del faro es de 30/3 m. 
Determinar la distancia que separa dichos botes . 
A)30 m B)30/3 m C)60 m D)60/3 m E)45 m 
(3Al mirar una hormiga la parte más allá de un 
ladrillo lo hace con un ángulo de elevación de 60? si se 
aleja una distancia de 20 enf. El nuevo ángulo de 
elevación es de 30”. Determinar la altura del ladrillo . 
A)10 cm B)10/3 cm C)15 cm D)12 cm EJ18 cm 
(DA 16 m de la base de un árbol el ángulo de 
elevación para la parte más alta es 37”. Determinar la 
altura del árbol . 

AJI0m Bjliim  Cj12m DJlI3m  EjJl4m 
(63) Si a 20 m de un poste se observa lo alto con un 
ángulo de elevación de 37” y luego nos acercamos al 
poste una distancia igual a su altura y el nuevo ángulo 
de elevación es de 9. Determinar: 190. 

A)1 B)2 C)3 D)4 EJ5 


(09) Martín observa la parte superior de un muro con 
un ángulo de elevación 4, cuando la distancia que los 
separa se ha reducido a su tercera parte , el ángulo de 
elevación se ha duplicado . Determinar la medida del 


JUE BJS0P CJ46%.  DJ60P EJ78 
(DD Desde un punto en el suelo se observa la parte 
más alta de un edificio con una elevación angular de 
37, nos acercamos al edificio una distancia de 10m y 
el nuevo ángulo de elevación para el mismo punto es 
465”. Determinar la altura del edificio . 

Ajlim B)l5m  C)28m D)30m E)32m 


(O) Desde un punto en el suelo, situado entre 2 muros 


de 3 m y 4/3 m se observa sus puntos más altos con 
ángulos de elevación de 30” y 60” respectivamente . 
Determinar la distancia entre dichos puntos . 

A)I0m B)12m C)l4m D)JI6m  E)18m 


(D) Desde lo alto de un edificio se divisa un objeto en 
tierra con un ángulo de depresión “f£” (tan P=2,5), 
auna distancia de 40 m de su base . ¿Cuál es la altura 
del edificio? 

A) 100 m B) 125 C)75 D)80 E) 120 
(1) Desde un punto en tierra ubicado a una distancia 
de 20 m de una torre, se divisa su parte más alta con 
un ángulo de elevación “a” (tan a =1,5). Determinar 
la altura de la torre. 

A) 15m B) 30 C) 60 D) 40 E) 45 
(O) Desde lo alto de una torre de 24 m de altura/se 
observa un objeto en el suelo con un ángulo. de 
depresión de 63”. ¿A qué distancia de la base de la torre 
se encuentra el objeto? 

A) 12m B) 14 C) 16 D) 18 E) 21 
(E3) Desde la parte alta de un muro de 8 m de altura, 
se observa la parte alta y baja de un edificio con ángulos 
de elevación y depresión de 37” y. 45” respectivamente 
+ Determinar la altura del edificio. 

A) 10m B) 12 C) 14 D) 16 E) 18 
() Desdelo alto de un árbol se velo alto de un edificio 
con un ángulo de.levación de 37”, y se ve también la 
parte baja con-un. ángulo de depresión de 63”. Si la 


distancia del árbol'al edificio es de 12 m, obtener la 
suma de las alturas del árbol y el edificio. 


A)37m B) 38 C) 39 D) 40 E) 41 
(Desde un punto en tierra se divisa lo alto de un 
“poste con un ángulo de elevación “ £ ”, Si el punto 
está a 8 m de la base del poste, ¿cuál es la altura del 
poste? 

VA)8tanP B)8cot fp C)8sen f D)8cos P EJ8csc f 
(a Desde lo alto de una montaña de 120 m de altura 


19 se divisa en el suelo a un objeto con un ángulo de 
¡depresión de 32%. ¿A qué distancia de la base de la 


montaña'se encuentra el objeto? 


A) 190,324 m  B) 192,04 
D) 168,171 E) 120,32 


— C)196,1642. 
(9) Una persona ubicada a 6m deun poste, divisa su 
parte más alta y base con ángulos de elevación y 


depresión de 53%y “g” (tan p= E) respectivamente . 
Determinar la suma de alturas de la persona y el poste 


A) 12m B)16 C0)14 d) 10 E) 20 
Ed Desde un punto en tierra se divisa lo alto de un 


edificio con ángulo de elevación « nos acercamos a 
una distancia igual al triple de la altura del edificio y 
el ángulo de elevación es ahora g. Determinar : 
E=ctg a-ctg0 

4)1 B)2 C)3 D)4 E)5 
€) Desde lo alto de un edificio de 24m de altura se 
divisan dos objetos.en tierra con ángulos de depresión 
de 45” y 37”. Si los objetos están a un mismo lado del 
edificio que distancia los separa . 

A)3m B)4 C)J6 D)8 E) 10 
(8) Desde lo alto y bajo de un muro se observa lo alto 
de un-poste con ángulo de elevación de 37” y 45” 
respectivamente . Si la distancia entre el muro y poste 
es 8 m. Determinar la suma de sus alturas. 

A)J6m  B)J8 C) 10 D) 12 E) 16 
3 Una persona de “ht” de estatura observa un edificio 
de “H” de altura con ángulo de elevación q determine 
la distancia entre la persona y el edificio . 
AJNH-hMga  BMH-hletga  CMH-h)seca 
DXH-h)jcsca  EjHhseca 


ADO MICHEVA 


(E2) Una persona de 2 metros de estatura observa la 
parte más alta de una torre con un ángulo de elevación 
de 30”, ¿A qué distancia se encuentra de la base de la 
torre , si esta mide 82 m? 

A)J80m BJ90  C)80J/3  D)40  EJ160 
((€3Dos edificios separados por una calle de 20 m de 
ancho, son observados desde el punto medio de la calle 
con ángulos que son complementarios . Determine el 
producto de sus respectivas alturas. 

A) 80 B) 90 C) 100 D) 110 


CRA una distancia de 20 m. de un poste se observa su 
parte alta con ángulo de elevación 37” . Determine la 
visual. 

AJ5m. B) 15 C)25 D) 35 E) 40 


(39 Una persona colocada a una distancia de 36m del 


E) 120 


pie de una torre observa su parte más alta con un 
ángulo de elevación cuya tangente es 7/12 , Determinar 


la distancia en la misma dirección que debe alejarse 
con respecto del punto de observación anterior para 
que el nuevo ángulo de elevación tenga por tangente 
0,25. 
A) 44 B) 46 D)50 


C) 48 E) 52 


dlo-)cliáJaone] 


SEGUNDANERACTCANO/RIGIDA 


(€) ¿Cuál es la medida del menor ángulo formado por 
N20E y S60*0? 

AJ120" B) 140" C)100?” D)90  E)200* 
(9 ¿Cuál es el ángulo formado por las direcciones 
E20"N y N10*0? 


A) 10* B) 20 C)80"”  D)70* E) 100" 
(3¿Cuál es el menor ángulo formado por las 
direcciones E40*S y S30"0? 

A) 10 B) 807 C) 30" D)70" E) 60* 


(9 Desde un punto “R” se divisan dos objetos “T” y 
“P” al este y sur a distancias de 3 y 4 km 
respectivamente. Determinar la distancia de 
separación entre “T” y “P”. 

AJ3 km B) 4 C)5 D)6 E) 10 
(63) Desde un barco se divisan dos lanchas al S80%E y 


NIO'E a una distancia de 14 y 48 km 
respectivamente. ¿Cuál es la distancia entre las dos 
lanchas? 

A) 25 km B)40  C)60 D)50 E) 62 
(9) Desde un faro se divisan dos barcos al este y al sur 
adistancias de 6 y 8 km respectivamente . Determinar 
la distancia de separación de los barcos . 

A4)8 km B)6 C) 14 D) 10 E) 20 
(2 Desde un punto “P” se divisan dos objetos “A” y 
“B” enla dirección N 0 E y E0S respectivamente, si 
desde “4” se divisa a “B” en la dirección S a E, además: 
AB=L. Determinar la distancia entre “A” y “P”. 
AJLcos0 B)Loosa Cj6 cos L 
D)Lcos(0+a) E) Lsení9+a) 

(3) Desde un punto “P” se divisan dos puntos “A” y 
“B” en las direcciones N 0 E y E9S respectivamente, 


si desde “B” se observa “A” en la dirección NaO. 
Determinar “PB”, si: AB=L.-+ 


AJPsena B)Lcos0 
D)Lcos(la+0)  E)0cosL 
(9 Desde dos puntos “A” y “B” situados al oeste y 
norte de una torre, se observa la parte más alta de 
esta con ángulos de elevación “a” y “g” 
respectivamente y desde el punto medio entre “A” y 
“B” el ángulo de elevación es “a”. Determinar : 
tan fB.cota 

3 243 /3 
A) E DIF DG 
(O Desde un punto situado al este de la esquina de un 
edificio se observa la esquina superior con un ángulo 
de elevación de 45”. Si el vértice opuesto de la cara de 
este edificio se observa en la dirección 030%S , 
Determinar su «altura si el ancho del edificio es de 
20m. 
A)20m B)10  C)0J3  DJI5J3  E)20/3 
(D A 20 m del pie de un poste la elevación angular 
para lo alto del mismo es de 37”. ¿Cuál es la altura del 


C)Lsenla +0) 


2 1 
BF 0% 


poste? 
A) 15m B)12m C)20m 
D) 24m E) 25m 


(MD) Si a 20 m de un poste se observa lo alto con un 
ángulo de elevación de 37” y luego nos acercamos al 
poste una distancia igual a la de su altura la elevación 
es rg". Dterminar TgO 

A)1 BJ3 C)J5 D)J7  EJ9 

(E) Desde lo alto de un poste se divisa un objeto en 
tierra con un ángulo de depresión "a", si el objeto se 
halla a una distancia de "gm desde el punto de 
observación. ¿Cuál es la altura del poste? 


A) dTga B)dCtga C)dCosa 
D) dSeca E) dSena 


(1) Desde la base y la parte superior de una torre se 
observa la parte superior de un edificio con ángulos de 
elevación de 60” y 30* respectivamente, si la torre mide 
24 m entonces la altura del edificio es 

A)36m  B)24/Jzm C)48m 

D)72m  E)48/3m 


(3) Una persona de 2 m de altura observa la parte 
superior de un poste con un ángulo de elevación "g " si 
la persona se acerca 45 m hacia el poste el nuevo 
ángulo de elevación es "gp "si Ctg0 - Ctgg=3 ¡calcular 
la altura del poste. 


MANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES % 
'AJ18mM —B)156m C)17m 
D)19m E)21m 


Calcular» 
Qu o 


LANA OY 


B) aSend Casco 
D)aCsc0 Sena E) a/2 Send Caca 


A) 2aCs00 Sena 
C) aSen0 Caca 
(1 Si ABC es un triángulo equilátero. Determina 
Cosa 


A e 


1 1 
Az BF 
(3) Un mono observa la parte superior de un árbol 
con un ángulo de elevación "g ". Si el mono camina 
12 m hacia el árbol el nuevo ángulo de elevación es 
de 46” y acercándose 4 m más el ángulo de elevación 
es el complemento de "g". Calcular la altura del 
árbol 
Ajá4m 


(1) Desde la parte superior de una torre se 
observan dos piedras en el suelo con ángulos de 
depresión de 37" y 53”, si la altura de la torre es 
12m y las piedras están en línea recta y a un 
mismo lado de la base de la torre. Calcular la 
distancia entre las piedras. 

A)4m B)5m C)6m D)7m E)8m 
(9) Desde un faro a 15 m sobre el nivel del mar se 
observa una boya con un ángulo de depresión 
"a*(Tga=1,5). En la base del faro a 10 m sobre el 
nivel del mar se vuelve a observar la misma boya 
con un ángulo" 4". Determinar dicho ángulo 

A) 30" B)45" C)60" D)75  EJ165 


TERCERANERACTCANO A /GIDA 


¡(€ Desde lo alto de un edificio se ven tres puntos 
¡en Tierra, a un mismo lado, con ángulos de 
¡depresión , x,45” y 90"-a(a<45") si el punto 
¡intermedio dista del más alejado, el doble del más 
[cercano,calcular : N=6Tana+Cot*a 
lan o BJ3 C)6 


s 2 
03D ENA. 


BJ6m C)J8m D)J9m EJ10m 


D)7 EJ9 


[193] 


EDITORIAL RUBIÑOS 


(3) Un poste, una persona y una torre están ubicados del 
modo que se mencionan y sus alturas están en la 
proporción 3; 1; 5. Si de lo alto del poste se divisa lo alto 
de la persona con un ángulo de depresión “9 ”; mientras 
que la persona divisa lo alto de la torre con un ángulo de 
elevación a “q ” desde lo alto de la torre se ve la base del 
poste con un ángulo de depresión “4”. 

Si se verifica que: Cot0 = mCota + nCotp 
Calcular: K =m + 2n 

A)1 B)2 C)J3 D)4 EJ5 
(043) Tres móviles parten de “ P” con direcciones 
N30%0, 030*S y S37'0O con velocidades V,* V, y Vy 
respectivamente; notándose al cabo de un cierto tiempo 
que los tres son colineales, ubicándose el primero al 


norte del tercero. Calcular el valor de : n- 2 


ANS  B)2/3 C)2,1/3  D)2,2/3  E)1,2/3 
(3Un móvil sale de “P” recorriendo una distancia 
“L” al NaE, para luego recorrer la misma distancia 
“L” al EaS y finalmente una distancia “d” al SO 
hasta ubicarse al este de “P”., 

Hallar “d” en función de “L” y “a”. (a <45") 
A)JL(1-Sena)  B)L(1-Cosa)  C)L(1-Tana) 
D)L(Seca-1)  E)L(Csca-1) 

(03) De un puerto, salen tres embarcaciones en las 
direcciones Oeste, O 9S y Sur notándose al cabo de 
un cierto tiempo que la distancia entre las dos 
primeras, es la tercera parte de la distancia entre las 
dos últimas. Estando las tres colineales y 
visualizándose la primera al NO del tercero. 


Calcular el valor de: P=CotaCotó 

43 BIZ CHE DINE EJ 
(3) Cuatro ciudades A,B,C y D están orientados de la 
siguiente manera : B se encuentra al ONO de A y Cal 
NE de A y D se encuentra al NNE de B y al NO deC. 


Si las ciudades B y C se encuentran a igual distancia 
de A. Hallar en qué dirección se encuentra la ciudad 


D respecto de A. 
1 1 1 1 1 
A)JNGSE BIN ¿90 CIN¿NO DING¿NE E)S ¿NO 


(> Pepe observa a Ito al NxE a una distancia : 


“dd,” ; pero Ito se está desplazando en la dirección 
E0S y después de recorrer una distancia “d” es 
observado nuevamente por Pepe al EaN a una 
distancia “d,”; finalmente recorre otra distancia “d” 
hasta ubicarse al este de Pepe. Hallar “a” 


([ATRIGONOMETRIAS> [198 [—_________ LA ENCICLOPEDIA 3013) 


AE paña E 
4JAreTon (7 1) er4recor(= 2) C)AreTan A ) 


(43) Dos embarcaciones parten de un puerto hacia el 
NaE y S(90—a)E a velocidades de 3km/h y 4km/h 
respectivamente. Si al cabo de dos horas la recta que 
une ambos barcos corta a la derección Este del puerto 
en “M”. Calcular “q ” para que la distancia del puerto 
al punto “M ”sea mínima 

AJ37” Bja5" CJ53" D)60* EJ74" 
(0) . Tres moviles salen de un punto “ p” al Norte, 


Este y SE con velocidades de 2, 3 y 4km/h 
respectivamente. Después de un cierto tiempo desde 
el tercero,se ve a los dos primeros en las direcciones 


, _Cota—1 

Na0y0 BN respectivamente.Calcular: NS orp—1 
1 1 2 2 

a B)-5 Cc) D)-3 E) 


(O)Desde un faro , se observa un barco que viaja al 
NE, en la dirección NISE a 10 millas de distancia . 
Después que el barco recorre 30/3 millares es visto 
desde el faro al E aN. ¿Cuál es el valor de “a”? 


x Y3 7 VS 2 Y3 
A) ¿+AreTan- 2 B)¿+AreTun=¿ CJ ¿+AreTan 6 
DJE+ArcTan* EJE +ArcTan E 

4 9 4 12 


(O) Desde un puerto salen tres embarcaciones en 
direcciones N20"E, E40"N y E50*S con velocidades 
V,, V, , y Vy respectivamente ; verificándose que, al 
cabo de un cierto tiempo las tres están perfectamente 


alineadas. Señale el equivalente de: y= y3 a 
2 Va 
y3 1 


E 
2V, VA ly, 


e Un barco se encuentra en un punto A que está a 
32 millas y en dirección N50*E respecto del punto , 
denominado B el barco antes de llegar a P, se dirige a 
los puertos B, C y D. Calcular la distancia de P a D, 
sabiendo que B están al Este de P y al sur de A; C se 
encuentra en la dirección S80%0 de B y S10%E de P y 
D está en la dirección N80%O de C y S10%0 de B 


Cc) 


(Si : Cos20"Cos40"Cos80”= $ 


A)2millas B)3millas 
D)5millas E)6millas 


C)4millas 


(3 Un maratonista sale de su punto de partida y 
recorre 300m al N37'E , luego 100/2m al NE y 
finalmente 250m al S16*0; hasta ubicarse al E9N y 
de su punto de partida . Calcular: Cot 9 

A)2,1  B)2,2  C)J2,3  D)J,75  E)1,95 
(A) Desde un puerto se divisa un barco entrando a la 
bahía al NgE (a <45)a una distancia “L”. Si el barco 
se desplaza al S 9 E, después de qué tiempo , el barco 
será observado al E a N desde el puerto ; si su velocidad 
es “y”. 


LCos2a LCos2a LSen2a 
22 VCos(0-—«) B) VCos(9+x) e) VCos(9+a) 
LSen2a LCos20 
Prcoio-aj " Vcosío-a) 


(GH) Tres personas salen de un mismo punto en las 
derecciones Na0O , Oa8 y SE con velocidades 
proporcionales a los números  1;1yWJ2 
respectivamente. Al cabo de un cierto tiempo, desde 
la tercera se divisa a la primera en la dirección NxO y 
a la segunda al O y N. 

Señale el equivalente de K=//CofxCofy 
A)Cosa+1 B)Cota+1 
D)Tana+1 E)Csca+1 

(9 Un maratonista sale de un punto “P”ubicado al Este de 
un estrado, y se desplaza hacia Norte. Desde el estrado lo ven 
al E4N y luego al E($+ 0)N ; notándose que las distancias 
recorridas para la primera y segunda observación, son iguales. 
Calcular el mínimo valor de E 

ANZ BJ2V2 CI  DJ38J2  EMJ2 
E. Una persona decide viajar y sale de su pueblo “A”'en la 
dirección N(90*—«a)E llegando a una ciudad “B” en la 
cual decide tomar el rumbo S(900-2 JE y llega al pueblo 
“C”, finalmente decide retornar a su lugar de origen y se 
enrumba según N4 g O. Calcular “q”, si se sabe que de A 
hacia “B” existe la misma distancia que de “B” hacia “C”. 


AJIO0” B)J5  C)30" D)20* E)J40" 
(3) Dos barcos parten al mismo tiempo de un punto 
“A” siguiendo rumbos NEZNy E¿SE, cuando el 
primero recorre (2-2) millas observa al segundo 
con dirección SE E . Calcular la distancia que separa 
a los barcos en ese enstante. 


A)imilla B)2millas 
D)2/2millas E)(2+./2 )millas 


C)Seca+1 


C)/2millas 


COLAVES DE LA TERCERA PRACTT 


OBJETIVOS : 

* Entender y aplicar correctamente la Geometría Analítica 
en diversos problemas planteados. 

* Comprender las ecuaciones algebraicas para luego 
analizarlas si es posible en un plano cartesiano. 

* Consolidar el aprendizaje y aplicar correctamente los 
conceptos sobre diagrama cartesiano, par ordenado, etc. 

* Calcular la distancia entre 2 puntos cualesquiera del plano, 
y demostrar teoremas de figuras geométricas, 

* Definir el concepto de pendiente, calcular los ángulos de 
inclinación de segmentos e identificar las condiciones que 
deben cumplir las rectas paralelas y perpendiculares. 

* Calcular el ángulo formado por dos rectas cualesquiera. 

* Calcular el área de cualquier polígono en el plano cartesiano 
dados su vértices correspondientes. 

* Calcular la ecuación de una recta, dados como datos: dos 
puntos, pendiente y un punto, el ángulo de inclinación y un 
punto. 

“Obtener la ecuación de una recta, a partir de la pendiente y 
ordenada al origen. 

* Identificar la pendiente, la abscisa y la ordenada al origen a 
partir de la ecuación general de una recta. 

* Graficar la recta a partir de su ecuación general. 

* Identificar la ecuación general de segundo grado y los 
elementos que la componen . 

* Reconocer los elementos esenciales de la ecuación de segundo 
grado, para considerarla una circunferencia real, una 
circunferencia imaginaria o un punto. 

* Identificar los elementos necesarios que debe contener la 
ecuación general de segundo grado, para considerarla una 
parábola, una elipse o una hipérbola. 

* Identificar las características de una parábola de acuerdo a 
su definición como lugar geométrico, y sus elementos 
preponderantes como vértice, foco, etc. 

* Calcular las ecuaciones de una parábola con vértice dentro 
y fuera del origen. 

* Definir la elipse y reconocer sus características de acuerdo 
a su definición y sus elementos: centro, focos, lado recto. 

* Calcular las ecuaciones de la elipse, con eje focal paralelo al 
eje «X» y paralelo al eje «Y», con centro fuera y dentro del 
origen. 

* Definir la hipérbola como lugar geométrico e identificar sus 
elementos. 

* Calcular las ecuaciones ordinaria y general de la hipérbola 


con su eje focal paralelo a los ejes del sistema de referencia . 
IVTRODUCCIÓN : 

El primer gran paso adelante en la geometria, después 
de la época de los griegos fue el desarrollo de un nuevo 


método llamado geometría cartesiana (geometría 
analítica). 


Esta geometría es la fusión de la geometría clásica con el 
álgebra, creada por René Descartes en el siglo XVII, para 
dominar los posibles movimientos de los puntos sobre el 
plano a través de algo que ya sabemos manejar, los 
números. René Descartes, matemático y filósofo francés 
(1 596 — 1 650) en su juventud se volvió soldado en el 
ejército del principe Mauricio Nassau, es autor del libro 
Discurso del Método fue él quien usó por primera vez pares 
ordenados de números para la ubicación de un punto en el 
plano, a lo que se le denomina coordenadas cartesianas 
del punto. El desarrollo del sistema de coordenadas 
cartesianas sirvió de fundamento al cálculo infinitesimal 
descubierto poco después por Newton y Leibnitz. 


Coordenadas del 
punto “P” 


componente) Par 
Abscisa [ordenado 
(ra. 
componente) 


DESIGUALDAD : 


Es aquella comparación que se establece entre dos 
números reales, mediante los símbolos de desigualdad: 


<,>, S, >. Luego si a y b son números reales, 
entonces; a<b, a>b, a<b y a>b se llaman 
desigualdades , y se leen : 

a<b: «a menor que b» 

a>b: «a mayor que b» 

a<b: «a menor o igual que b» 

a=b : «a mayor o igual que b» 


>: "mayor que" 

: "menor que" 
: "mayor oigual que" S 
: "menor oigual que" NO, GEASS, 
RECTA NÚMERICA : 


Es la presentación geométrica de los números reales , 
donde a cada punto le corresponde un número real y 
viceversa. 

P o Q 


JX7-3 -2-10 152 3 
* 0 : origen - 
* 2 : es la coordenada del punto Q 
*-3 : es la coordenada del punto P 
DEFINICIONES : 
1) Unnúmero a .r se llama positivo si y sólo si a>0. 
2) Un número a..r se llama negativo si y sólo si a<0. 
3a>b< a-b es positivo (a - b>0) 
4 a<b< a-b es negativo (a - b<0) 
5) Si (a; b).n: entonces la+brob] ce 
6) a>b+xa>bva=b 


| ESTRICTAS 


Da<b<esa<bnb<e 
da>b>5b<a 
LEY DE TRICOTOMÍA : 


vaeR; sólo se puede establecer una y sólo una de las 
tres relaciones : 


va; beR,setiene a>bya=bva<b 
INTERVALOS 


Sea Tun subconjunto de R (IC R). Decimos que Fes 
un intervalo , si y sólo si es el conjunto de todos los 
números reales que están comprendidos entre dos 
extremos (que pueden ser finitos o ideales). 
CLASES DE INTERVALOS : 

Si Tes un intervalo, puede ser : acotado ono acotado. 


DINTERVALO ACOTADO : 


Es aquel intervalo cuyos extremos son finitos . Este 
puede ser : 


FI)INTERVALO ABIERTO : 
El conjunto de los números x que satisfacen la 
desigualdad a <x < b se denomina intervalo 


abierto y se denota por (a;b) 6 Ja;b[ 
Por tanto :| (a; b)=([x/a <x <b) 


Representaciones : 
x 
A ———— 


a 
xe(a;b) > AS 


—o00 a b +00 
a b 


E2)IVNTERVALO CERRADO : 

Si a,beR con a<b, se llama intervalo cerrado y se 
denota por [a;b], al conjunto de todos los números 
reales x, tales que a<x<b 


Es decir: | [asb]=(x/a<xsbj 


Representación: 


2 
—_—— a 
a b 


xeja:b] >a<x<b 


O también: 


a b 


ES)INTERVALO CERRADO 3 

El intervalo semiabierto por la izquierda es el 

intervalo abierto (a;b] junto con el extremo derecho 

b. Este intervalo se denota por (a;s; de modo que 
(a;b]=(x/a<x<b) 

Representación : 


AGEOMETRIA ANALITICA ESCALAR 2 z 
Se define el intervalo semiabierto porla derecha 
de manera similar y se denota por [a;b) 


*Asi:| la;b)=[x/a<x<b) 


-00 a b +00 


E3)INTERVALO SEMIABIERTO : 


Es aquel intervalo donde al menos un extremo es el 
ideal +00 6 —o 
Los siguientes intervalos son no acotados. 


a) [la;+0)=(x e R/x2a) 


a +00 


. (=23+0) = R 
Toda la recta numérica 
* Si a=b>[a;b]=ía) 
* Si a=b>(a;b)=1 )=4 
(Es el conjunto vacío) 


OPERACIONES ENTRE IVNTERVALOS 


Si los conjuntos A y B representan un intervalo de 
números reales , se realizan entre ellas las siguientes 
operaciones: 


D UNIÓN: —AUB=Íx/xcA v xeB) 
119) INTERSECCIÓN: AnB=(x/xeA n xeB) 


MI) DIFERENCIA: A-B=(x/x<A 7 xeB) 
IW) COMPLEMENTO 3 A =(x/xc<R 1x0 4) 
A? = complemento de A respecto a R 
A =R-A 
PROPIEDADES : 


1) x>y>x+2>y+2 
2) x>yAz>0=>x2> yz 
3) x>yAz<0=>x2z< yz 


4)vxeR=>1*>0 

5) /x>05>x>0 

6) xy>0%"x"e"y"tienen el mismo signo 

7) xy<00"x"e"y"tienen signos diferentes 

8) xy>0r>y>2<21 
ES, 

9) x>zZAY>W=>x+Y>2+0 
10) Si aAbER*;x € R-[0) 
IL 

x 
Se cumple : 
Si:x>0=>E>2/ab 
Si:x<0=>E<-2/ab 


VALOR ABSOLUTO 


Se llama valor absoluto de un número real x y se 
denota por |x| al número real no negativo que cumple: 


x= ; x>0 
> -e 5 x<0 
; 
* También: 
* 3 x>0 
lx] = 0; x=0 
- ; x<0 
EJEMPLOS: 


* |-5|=-(-6)=6 ya que 6 <0 
* lx*+1|=x?+ 1 ya quex* + 1>0 
* 10|=0 
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INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


La distancia de un número real a cero se le denomina 
valor absoluto y se le representa entre barras. 


EJEMPLO: 
[61 161 


* El valor absoluto de 6 es 6, ya que la distancia de 


6 a0 es 6 y se representa |-6|=6. 
* También |6|=6 


* En general 
ll lx] 
x 0 x 
PROPIEDADES : 


1) xER;|x|<0 

2) la]? ==? 

3) Va € Rida? =|a| 

4) bl= | 

5) la|=|9| > (a=yvx=-y) 
6) Sira<0Ab>0;a<x<b 
>0< || <más (Ja/s|o]) 


7)Vx; y € R;lxw + y|<|x]+|y] 


NS 
le] lo] < |] 


PLANO CARTESIANO 


Es aquel plano que se forma por la intersección de dos 
rectas numéricas perpendiculares entre sí , en sus 


orígenes. 
(Eje de Ordenadas) Y 


Segundo Primer 
Cuadrante Cuadrante 
(1C) (10) 


Tercer  — Cuarto 
Cuadrante -3+4 Cuadrante 
(HIC) (IVC) 


X 
(Eje de Abscisas) 


* Donde “0” origen de coordenadas . 


COORDENADA DE UN PUNTO 
A todo punto del plano cartesiano se le asocia un par 
ordenado y viceversa. Se presenta por P(a ; b), 
* Donde : 

a :abscisa del punto P 

b : ordenada del punto P 


IX 
Radio Vector 
P(a,b) 
YE 
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, Y ] RESOLUCIÓN : 
H m (25% 22) > mato: 8) 
E e 2 2 
Cualquier punto pobre?” | Cualquier punto sobre 4+6_12+8 
esta recta de trazos ¡esta recta de trazos n= (4, ) > w=c5; 10) 
interrumpidos tehdrá | interrumpidos 2 2 
de ordenada +4 tendrá de abscisa +2 L= 2+6 4+8 L=1(4; 6 
1 1 X = A = L=(4; 6) 
— 55 1 Cualquier punto sobre 
sais Jane poza Vesta recta de irazos DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DADOS 
ta recta de ¡trazos Lin spidos tendrá 
interrumpidos tendrá erp lod A y B puntos de paso. L 


RADIO VECTOR (r) 


Es la distancia del origen de coordenadas a un punto 
cualquiera del plano cartesiano . En el gráfico anterior 
el radio vector (r) correspondiente al punto Plxy; yo). 


d= lt + (9-92 
EJEMPLO : 


Halle la distancia entre los puntos A(3;-5);B(-1;-2). 
RESOLUCIÓN : 

dan=(3- DY +(5-62)F 

> dyn=V16+9=/25=5=> d=5 


COORDENADAS DEL PUNTO 


MEDIO DE UN SEGMENTO 
Punto Medio de AB 


EJEMPLO : 

Halle las distancias en cada caso: 

DA(8; 3) ; B(10; 6) > d pp 0ormoscsoos .. 
IDM(5;-1) ; N(6; 1) > d yyy =oosrrcenerraoa 
HI) P(-3;-2) ; Q(—45-2) > Apg=oormaros 


EJEMPLO : 
Halle las coordenadas de los puntos medios de los lados 
del triángulo. 4:12) 


EJEMPLO : 
Halle las coordenadas del baricentro en : 


B(5;8) 


C(6:4) 
Alas) 
RESOLUCIÓN : 
A E 
3 


sa 


7 5y 
> G(x; y)=G(5;6) 
DIVISIÓN DE UN SEGMENTO 
EN UNA RAZÓN DADA 


Sea Py(x, ; yo) un punto cualquiera sobre un segmento 
de extremos P,(x,;y,) y Palxa ; yy) 


tal que: Y 


P1P,_a 
PoPz 


Las coordenadas de P, son: 


A — 2y2+by, 

a+b a+b 

LA RECTA INCLIVACIÓN DE UNA 
RECTA 

Es el ángulo que forma la recta con el eje de las 


abscisas. Se mide a partir del eje X hasta la ubicación 
de la recta, tomado en sentido antihorario . 


*o Yo 


a: Medida del ángulo entre la recta L y el eje x. 
$: Medida del ángulo entre la recta L, y el eje x 


PENDIENTE DE UNA RECTA 


Se denomina pendiente de una recta a la tangente 
trigonométrica de la medida del ángulo formado por 
la recta y el eje x. 


Convencionalmente la pendiente de una recta se 
denota con la letra m minúscula . 


En la figura : Sea m la pendiente de la recta L. 
Luego: [m=tga] 

Sia < 90*;entonces mm es positiva. 

Sea : m, la pendiente de la recta L, 


Luego : 


m,=tgB 
Si £>90*;entonces m, es negativa 


CALCULO DE LA PENDIENTE 


La pendiente de un recta puede ser calculada 
conociendo las coordenadas de dos puntos de dicha 
recta. 


Bl) M 


En la figura : 
Sea la recta L cuya pendiente es m. 


Luego :m = tga 


Enel DMAMB: tga=Y2=Y 
%-Xz 


Entonces: 


EDITORIAL RUBIÑOS 


e 

L, cuya pendiente esm, 
o 

Lycuya pendiente es my 


Sean : 


Luego : m,=tg$,m¿=tga. 
AABC : propiedad 0=a:- fB 
Luego: tgO=tg(a - B) 
= tga—-tgf 
1+tgotgf 
Reemplazando : tga=m, yigB=m, 


Se tiene : ltg9="2 1. 


NOTA : 

Analizando esta expresión se tiene: 

Si: 0=0”>m,=my 

Esto quiere decir que las rectas son paralelas . 
y. 


1g0 


L, 
La 


En la figura : 

Si: LIL, > |[mmy=1] 

m, y m, son las pendientes de las rectas L, y L, 
respectivamente . 

Si: 0=0">m,xm3=-1 


Esto quiere decir que las rectas son perpendiculares . 
y 


Li Es 


En la figura: 
Suñ, a Eo [mm=-1 


m, y my son las pendientes de las rectas L, y Ly 
respectivamente . 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


CON DOS VARIABLES 


La ecuación de la forma Ax+ B y + C=0 representa 
geométricamente la ecuación de una recta, así tenemos 


ECUACIÓN GENERAL DE LA RECTA 


Toda ecuación lineal de la forma Ax + B y+ C=0, se 
denomina ecuación lineal en variables x e y o de primer 
grado donde (+; y) pertenece a dicha recta. Esto es la 
ecuación general de una recta , se cumple para todo 
valor de x e y que satisfase dicha ecuación. 


Del gráfico : 


L :[Ax+By+C=0|Ecuación general 
donde: A, By + C son constantes 
siendo mm, su pendiente. 


>im=-4 
B 
FORMA DE LA ECUACIÓN DE UNA RECTA 
DADO UN PUNTO Y SU PENDIENTE 


La ecuación de un recta que pasa por un punto P(x sx) 
y tiene una pendiente mm es: y — y ,=m(x-—x,) 


Sea A(x; y) e L, luego 
por cálculo de la pendiente 


Luego: 


L: Ecuación punto pendiente 
Donde: 
* P(x,; y,) : punto de paso (dato o se debe calcular ) 


* A(x;y) : punto genérico (la ecuación queda en función 
dexe y) 


* m : pendiente 


FORA DE LA ECUACIÓN DE UNA 
RECTA DADO SU PENDIENTE Y SU 


ORDENADA AL ORIGEN DISTACIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 
La ecuación de la recta'que pasa por (0;b) y tiene una Sea L una recta cuya ecuación es de la firma Ax + 
pendiente m es; By+C=0 y un punto P(x,; y,) que no pertenece a 
dicha recta , luego la distancia del punto P a la recta L 
está dada por: 


Por la ecuación punto — pendiente 


E : y—-b=míx-0) DAstábco: 

¡A+y¡B+C| 
> d(P,L)= 
L : | y=mx+blecuación y — intercepto o ecuación A?+B? 


de peniianie y axueusgs SLUbga, d(P, L):distancia del punto P a la recta L. 


m: pendiente 
FORMA DE LA ECUACIÓN DE pois e 
COORDENADAS AL ORIGEN - RECTAS PARALELAS 


La ecuación de la recta que pasa por (0; b) y (a; 0) es: Sean las rectas paralelas LJ, cuyas ecuaciones son: 


L,:Ax,+By,+C,=0 y L,:Ax,+By,+C,=0, luego la 
distancia entre dichas rectas está dada por: 


FORMA DE LA ECUACIÓN SIMÉTRICA DE 
LA RECTA 


Del gráfico: 


ecuación simétrica de la recta 


D) Pendiente de una recta conociendo su ángulo de 
inclinación. — yy 


E 


0 


; m: pondiente 
1) Pendiente de una recta conociendo q puntos de 


paso. 
m:: pendiente 


(a;b) 
HI) Pendiente de la recta conociendo su ecuación 


general. o 
[m=-2] m: pendiente yz e 


OBSERVACIÓN : 
Coordenadas del punto de intersección de dos rectas. 


(esd) 


6 
ds | ari 
Ly:3x+y-6=0 ),_24 E 
a L 
2 
* Resolviendo : 


6 24 6.24 
hy o MM 2 


PARALELISMO Y 
PERPENDICULARIDAD DE RECTAS 


DD Cuando se tienen rectas paralelas sus pendientes 
son iguales. 


11) Si dos rectas son perpendiculares el producto de 
sus pendientes es igual a —1 


EJEMPLO : 


Se tienen 2 rectas paralelas L, y Ly cuyas ecuaciones 
son: 


L,:2x+3y+45=0 
L,:hx+7y-2=0 


Halle : k 

RESOLUCIÓN : 

Igualamos las pendientes por ser paralelas 
2] 2 13 

DeL, :m, A 

DeL: E Ek 

EJEMPLO : 


Se tienen 2 rectas perpendiculares L, y L, cuyas 
ecuaciones son: L,: 6x-4y+65=0 
L,:2x+ay+1=0 


Halle: a 
RESOLUCIÓN : 
Por ser perpendiculares 
DeL,:m,=2 |L, y Lz 
AE: PA 
DeLz:mea=-=12" a 
a=3 


ATRIGONOMETRIAS 


ÁREA DE UNA REGIÓN POLIGONAL 
CONOCIENDO LAS COORDENADAS 
DE SUS VÉRTICES 


Ordenando las coordenadas de los vértices en una 
matríz , en el sentido que indica la flecha. 


OBSERVACIÓN : 


Al ordenar los pares ordenados en la matriz siempre 
inicias y terminas con el mismo par ordenado. 


CÓNICAS 
La denominación de seciones cónicas que se suele dar a la 
circuferencia , parábola , elipse e hipérbola , proviene de 
la época en que fueron descubiertas como interseciones 
de un plano con un cono circular recto: 
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Figura 2: corte longitudinal del cono mediante un plano 
que contiene al eje. Consideremos un cono que se extiende 
a ambos lados de su vértice. 


Cada una de las partes en las que el vértice divide al cono 
se denomina hojas. Sea f el semiángulo del cono, es decir 
, el áneulo que forma el eje del cono con una generatriz. 


Supon;, + plano que corta al cono formando un 
ángulo q con su eje. 


Un corte longitudinal del cono y el plano secante se puede 
apreciar en la figura 2, 

Los distintos tipos de secciones cónicas aparecen según 
sea la relación entre los ángulos ayf . 


En esta forma se obtiene: 


a) Una circunferencia si a«=90"(plano perpendicular al 
eje ) 


b) Una elipse si PB<a<9g0 


a 
Y 


c) Una parábola sia=f (plano paralelo a una 
generatríz) 


Osa p 
Hipárbola 


Las circunferencias y elipses son secciones que se 
obtienen cuando los planos cortan todas las 
generatrices de una de las hojas del cono. Las parábolas 
se obtienen cuando los planos cortan algunas de las 
generatrices de una del cono . Las hipérbolas se ob..ene 
cuando los planos cortan algunas de las generatrices 
de las dos hojas del cono. 


CIRCUNFERENCIA 


Es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano 
que están a una misma distancia de otro punto fijo del 
mismo plano denominado centro. 


ECUACIÓN ORDINARIA DE LA 
CIRCUNFERENCIA 
Sea P(x ; y)un punto del plano x — y cuya distancia 
constante a otro punto fijo C(h ; k) es R,luego la 
ecuación de la circunferencia es 
E:(x-h)J+(y-k)ISR?, así: 


Y 


“*X 


En la figura : 
Centro: C(h;k) 
Radio: R 
Punto genérico: (x ; y) 


Entonces por distancia entre dos puntos: 


E: (x-hP+(y-k) SR? 


Ecuación ordinaria de la circunferencia . 


ECUACIÓN GENERAL DE LA 
CIRCUFERENCIA 


La ecuación general de la circunferencia de los puntos 
P(x ; y)de centro C(h ; k) y cuyo radio R, es: 


€:(x-Hh)J+(y-k)?=R? 
Desarrollando y ordenando: 
€6:x*+y?-2hx-2ky + h?+h?-R*=0 
haciendo:-24=A,-2k=B y h?+k*- R?=C 


Luego: [€ : x?+y?+Ax+By+C=0 


Ecuación general de la circunferencia. 


[ES 
N 


PARÁBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano que 
equidistan de un punto y de una recta del mismo plano 


El punto se denomina foco y la recta directríz. 


Vértice 
Foco 
directríz 
Eje focal 
Cuerda 
Cuerda focal : 


Lado recto 


Se denomina parámetro de la parábola a la distancia 
(VF=p) que hay entre el vértice y el foco. 


Se cumple :[VE=VA] 


ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA ECUACIÓN CANÓNICA DE LA PARÁBOLA 
Si el vértice de la parábola coincide con el origen de 


Ecuación de la parábola de vértice V(h ; k) y cuyo eje coordenadas entonces las ecuaciones de la parábola que 


es paralelo al eje x, se abre a la derecha o izquierda son respectivamente. 
Y 
E x 
Foco: F 
Y 
E x 
Punto genérico: P(x;y) 
Parámetro de la parábola: P 
Según el gráfico: PH+HT=PT Foco: F 
PH+h-p=x a beep parábola de vértice V(h ; k) y cuyo eje 
> PSSS es paralelo al eje y . 
Condición de lugar geométrico, 
PF=PH 


lr -h- pP+(y-k)*=x hp 


Elevando al cuadrado y reduciéndose se obtiene la 
ecuación ordinaria. 


Desarrollando la ecuación ordinaria (y-k)*=4p(w-h)se Punto j : 
s e genético : P(x;y) 
Ó, 1 1 
obtiene la Ecuación General de la parábola parámetro de la parábola :p 


según el gráfico : PH+HT=PT 


Si la parábola se abre hacia la izquierda, entonces su py4k1 P= y => PH=y-k+p 


o e Condición de naar acomblnico 
PF=PH 


ln P+(y-k-p)=y-k+p 
Elevando al cudrado se obtiene la ecuación ordinaria . 


(x—h)*=4p(y-k) 


Desarrollando la ecuación ordinaria se obtiene la 
ecuación general de la parábola. 


x*+Ax+By+C=0 


Si la parábola se abre hacia abajo su ecuación es: 


Vértice  : V(h;k) 
Foco ¡F 
Parámetro : P 


(y-kP=-4p(x-h) 


ecuación ordinaria 


: V(hyk) - 
foco F 
parámetro o 
ECUACIÓN CANÓNICA 


Si el vértice coincide con el origen de coordenadas 
entonces las ecuaciones son respectivamente. 


Y 
Xx 
Foco:F F 


ELIPSE 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya 
suma de distancias a dos puntos fijos del mismo es 
constante. Los puntos fijos se denomina focos. 


PF'+PF=cte=2a 


Centro :0 
focos : F y F”, FF'=2c 
Cuerda : AM 


Cuerda focal : TQ A 


Lado recto 


¿RS 
Eje mayor :vy" 
Eje menor : BB' 
Eje focal 07 
Eje normal: f, 
En toda elipse se cumple : 


Como B pertenece a la elipse entonces: 
BF+BF'=cte=2a > BF=BF'=a 
 BOF: Torema de Pitágoras 


ECUACIÓN DE LA ELIPSE 


Ecuación de la elipse de centro (h;R) con el eje mayor 
paralelo al eje x. 


Centro : O(h;k) 

Punto genérico : Play) 

Sabemos + PF+PF=24 .ocaco (1) 
Del gráfico 


Pr= lía —h+c)"+(y RP 
Pr=lls—h-c A+ (yk 


Reemplazando en (1) y simplificando: 


(a-HP _(y-EP_ 
a? + b Ces 


Si el centro de la elipse coincide con el origen entonces 


x 
[atar 


la] 


Ecuación de la elipse de centro (h ; R) con el eje mayor 
paralelo al eje y. 


Centro : O(h;k) 

Punto genérico  :Pla;y) 

Sabemos ¡PF+ PF'=24..v.o.o(1) 
Del gráfico 


PF) +(y-h=e? 
PP= lt "+ (y=h+cP 
Reemplazando en (1) y simplificando: 


E z 
(x-h) + 9—k) 2 


be a? 


Siel centro de la elipse coincide con el origen ,entonces; 


h=k=0 Y 
AS x 


MIPÉRBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano tal 
que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos 
del mismo plano es constante. Los puntos fijos se 
llaman focos. 


Centro : O 

: FyF', FF'=2c 

Eje real o transverso : yy? 
VV'=2a 

Eje imaginario o conjugado : gg? 
BB'=2b 


Focos 


5 
iy=—x 


Ñ eS 
Asímismo L, 
a 


b 
E TES E 
Se cumple: [4:48] 


ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA 


Ecuación de la hipérbola de centro (h;R) con el eje 
transverso paralelo al eje X. 


Centro: O(h;k) 


Punto genérico:P(x;y) 

Sea PF'-PF=2G..cmmmsrms (1) 

Del gráfico: 
PF'= lí —h+c)+(y kE 
PF= lx -h-cP+(y-k)P 


Reemplazamos en (1) y simplificando: 


(a-P_(9-P_, 
a? pb? 


Si el centro de la hipérbola coincide con el origen, 


Ecuación de la hipérbola de centro (h;k) con el eje 
transverso paralelo al eje Y. 


Centro: O(h;k) 

Punto genérico: P(x;y) 

Sea: PF'-PF'=24 osmosis (1) 
(x—h)+(y -k+cf? 


PEF= fl -h+(y-k-e? 


Reemplazando en (1) y simplificando: 
(y-kP_(3-MP_, 
7 A 


Si el centro de la hipérbola coincide con el origen 
entonces h=k=0. 


HISTORIA DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 


a RR 
único cierto es que se publica por primera vez como «Geometría analitica», 

apéndice al Discurso del método, de Descanes. si bien se sabe que Pierre de 
Fermat conocía y utilizaba ei método antes de su publicación por Descartes. 
Aunque Omar Khayyam ya en el siglo Xi utilizara un método muy parecido para 
determinar ciertas intersecciones entre curvas, es imposible que alguno de los 
citados matemáticos franceses tuvieran acceso a su obra. 


El nombre de geometría analitica comió parejo al de geometría cartesiana, y ambos 
son indistinguibies. Hoy en día, paradójicamente, se prefiere denominar geometría 
cariesiana al apéndice del Discurso del método, mientras que se entiende que 
¡geometría analítica comprende no sólo a la geometria cartesiana (en el sentido 
que acabamos de citar, es decir. al texto apéndice del Discurso del método), sino 


problema es que durante ese periodo no existe una diferencia clara entre geometría 

analitica y análisis matemático —esta falta de diferencia se debe precisamente a 

la identificación hecha en la época entre los conceptos de función y curva—, por 

lo que resulta a veces muy dificil intentar determinar si el estudio que se está 
realizando corresponde a una u clra rama. 


La geometria diferencial de curvas sí que permite un estudio mediante un sistema 


algebraica cuando se puede certificar totalmente la superación de la geometría 


Es de puntualizar que la denominación de analítica dada a esta forma de estudiar 
la geometría provocó que la anterior manera de estudiaria (es decir, la manera 
axiomático-deductiva, sin la imervención de coordenadas) se terminara 
denominando. por oposición gaometría sintética, debido a la dualidad análisis 
sintesis. 

Actualmente el término geometría analítica sólo es usado en enseñanzas medias 
o.en carreras técnicas en las que no se realiza un estudio profundo de la geometría 


PROBLEMA 1 : 


Determinar el área de un triángulo cuyos vértices son 
los puntos de coordenadas A(2;3),B(5 ; 7) y C(-3; 4). 
AJ12u? B)1,5p* C)12,5u? D)21p? EJ9.5p? 


RESOLUCIÓN : A(2:3) 


B(5:7) 


* Aplicando determinantes: C(-3:4) 
2,3 
pl 
5__7 
5 Xy 14 
E ¿Xy a). 
La E, 
2 25 
_12-25| _ 28) 23 _ 
S= 3 a 11,5 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 2 : 


Lenín, posee un terreno de forma triangular 
determinado por los puntos (5; 0), (2;-4) y (3; 
6); en la cual deberá sembrar pasto para alimentar a 
su ganado. Hallar el área total del terreno que deberá 
trabajar. 

A)29u* B)17p? C)39u* E) 25 u* 


RESOLUCIÓN : 


DJ 37 un? 


50) 


a 
0 6: 
-12 Ao 
e 
2 
*Luego: S = 2-25 u? 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 3: 


Determinar el área de un pentágono cuyos vértices 
son los puntos de coordenadas 


A(-5;-2), B(-2;6), C(2;7), D(5; 1) y E(2;+4). 
A)66 up? B)72u* C)54u* D)48p* E)32p* 
RESOLUCIÓN : YA Cí2;7) 


4 5 
[10 14% 14 
+ ss 2 
2 20 
20 y 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 4: 


Determinar el valor de “n” para que la recta: 
3nx+5y+n = 2 pase por el punto (-1; 4). 
AJ3 B)3 C)-7 D) 9 

RESOLUCIÓN : 


*Según el dato del problema podemos decir que: 

(154) €L :3nx+6y+n=2 
*Reemplazando : 3n(-1) + 5(4) +n =2 
*Resolviendo : n=9 


E)6 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 5: 
Determinar la pendiente y el ángulo de inclinación de 
la recta que contiene el par de puntos, A(-8; 4) y 
B(5; 9). 
A)-1y 135" Bi y87 o y 60 D)1 y 45 EZ y 5 
RESOLUCIÓN : 


*Calculando la pendiente: m = E ES 


ES) (6) 13" 
* Además: m=1g0=1 => 0=45" 


m=1;0=45* 
RPTA: “D” 


2x-3y+6=0 

B)2x-3y=0 

4 D)2x+2y=0 
RESOLUCIÓN : 


* Recordando: 


L¿2x-3y+6=0 


2 3 
pa ai => My 
*Luego : Lo:y-32Z(2+2)>L, :3x+2y=0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 7 : 

La ecuación de la recta que pasa por los puntos medios 
de AB y CD, siendo. 


A=(3;4) , B=(4; 5), C=(-2; 6), D=(5 ; 7), es 


Ax+y-5=0 B)x-5+y=0 
C)jx-y-5=0 Djx+y+5=0 
RESOLUCIÓN : Dt6:7) 


3 £ 


A E+y+5= 0) a 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 8 : 
Determinar:a +b+c,siL,:x-3y+a=0 


(58) 
1054) 


(350) 


cumplir la ecuación : 


* Toda coordenada perteneciente a una recta debe 


(0;4)e L, y Lg: 
L,:x- dj 
yy 
0 4 
Ly:y=-2x+0c>c=4 
yOJ 
4 0 
(2; 0OJe Ly: 
y=5x+b=>b=-10 
yd 


2 
12-10+4=6 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 9 :; 
Determinar la ecuación de la recta que es perpendicular 
a L, cuya ecuación es: 3x—4y-11=0 y además pasa 
por el punto (1; 3). 


A) 4x-3y+7=0 B) 4x + 33y-1=0 
C)4x + 3y = 13 D) 4x- 33y+1=0 
RESOLUCIÓN : 


L,:3x-4y=11 y=32-E 


* Pendiente de £, E 


* Luego la pendiente de L es: -4/3 (porL, 11) 
* Punto de paso : (1; 3) 


* Entonces la ecuación de la recta L será: 


9-3. £_ 5: -13= 
TL: 4r+3y-13=0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 10; 


Dado el siguiente Mi hallar la pendiente de la 
recta %. 


A)J3 
B) - 3/2 
€) -1/3 
D)-3 
E) - 2/3 


RESOLUCIÓN 2 


Piden la pendiente (m) de L,. 
Se sabe que m =-tan 
EBPC : tano== > m=-5 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 11 :; 
Los puntos A=(-2 ;-2) ; B=(0;4) ; C=(C:C,Json 
los vértices de un triángulo equilátero. Si C está en el 
segundo cuadrante entonces ./3(C, +C,) vale ; 
AJ-9  BJ8  CJ6  DJ-5 EJ-4 
RESOLUCIÓN : 


aca 0 y 022 Ea =a10 
E >MC= 490 


A(272) -AB=(2:6)= AB =(-6;2) 


* Por punto medio : M= (-1; 1) 
MC = 30.15! >C-M= vo 
=C=(-8/3 - 1/3 +1) 
€, =-3/3 -14C, =43 +1 [Y31C, + C,)=-8] 


CLAVE “0” 


J10* a) 


PROBLEMA 12 : 

Los extremos de la base de un triángulo son los puntos 
A=(0;0) y B=(3;0). Determine la ordenada del vértice 

opuesto c=|=:y de tal manera que la medida del 

ángulo CABS es igual al doble de la medida del ángulo 

CBA. 


ANTE aj qe cy A pe Ey 48 
4 6 8 
RESOLUCIÓN: 


* De acuerdo al enunciado: 


* Luego se traza cw de modo qe m«MCA=a 
=>maCMB =a 
* Entonces: AM=AC=2 


dx sombreada: y (2) a 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 13: 


Sean las rectas : Lr-y2-0:1,:x-2y-1=0 y Ly con 
pendiente m>1. Si L, es la bisectriz del ángulo 
formado por L, y L, hallem. * 
A)J5/4 B)2 C)5/2 
RESOLUCIÓN : 


D)3 


EJ4 


* Piden m=? 
(pendiente de Fs) 
* Dato : 


Y :x-y-2=(m,=1) 


H%:x-2y -1=0(m,=3) 


* Por ángulo entre dos rectas : 
m-1 _ 1-1/2 


tano _—_———=. = 
>tano Hm90 2 7 >m=2 
(5) 


PROBLEMA 14 : 


Dados los siguientes puntos A=(0;0), B=(5;0), R(5;7), 
S(12;8), sabiendo que el segmento ¡5 es la diagonal 
de un cuadrado, halle un punto P en el perímetro de 
dicho cuadrado para que el triángulo ABP tenga área 
máxima. ¿Cuál es el valor del área máxima? 


RPTA : “B” 


A)22,5 B)17,5 C)48,0 D)2,5/15125 E) 27,5 
RESOLUCIÓN : 


*Se sabe que el área de la región triangular debe ser 
máxima, entonces la longitud de la altura debe ser 
máxima, entonces P se debe ubicar en el vértice del 
cuadrado. 


* Aplicando vectores: 


ON 


Aros) 3) 


P=R+(3;4)=(5;7)+(3;4)=(8;11) 


RPTA : “E” 


eSajación de la recta que pasa por P(5;6) y por el 
'baricentro del triángulo con vértices en los puntos 
A(4;- 3), B(- 4:11) y C(- 6;1), es: 

A) 7x+3y-27=0 B) 3x + 7y-27=0 
C)-3x +7y-27=0  D)-7x+3y+27=0 
E)3x +7y+27=0 Y 
RESOLUCIÓN: 


* Nos piden la ecuación de S 

* Por datos : 

Az=(4;-3) B=(-4;11) C=(- 6; 1) D=( 5;6) 

* Asumiendo que G es el baricentro de la región 

triangular ABC, luego por teorema tenemos: 
q=étB+C — 6<4-3;8) 

* Entonces, al conocer las coordenadas de dos puntos 


-6_ 3-6 
de 5, la ecuación de 2 es: Ss 5 


TZ :7y-42=3x-156> FP: -3x4+7 y -27=0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 16 : 
Sean A=(-2;1) y B=(4;7) dos vértices de un triángulo 
ABC , se sabe que las alturas se cortan en el punto 
Pp -(55). Entonces la ecuación de la recta que pasa 
por los puntos Á y Ms es 
A) 6x+2y -27=0 + y -27=0 C)x+2y=0 
-D)x-2y=0 
EIDORDOTON: 6 


* Donde: BH AC (M7) (1m55)=-1> m3 
* Luego para la recta 40 tenemos su pendiente y el 


punto de paso A(-2;1); la ecuación es: 


AZSELS, hayan 


2 x+2 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 17 : 
Los puntos A(-3 ; 2) y B(1 ; 6) son los extremos del 
segmento AB -Hallar la ecuación de la mediatriz de AB. 


A)x+y-3=0 B)x-y+3=0 C)3x-y-1=0 
D)x-3y+1=0  E)x-y+5=0 
RESOLUCIÓN: 


Piden ecuación de 7 

< es el conjunto de todos los puntos coplanares y 
equidistantes de A y B. Luego d(P ; A)=d(P ; B) 

> lay 27 = ll Hy=6F 
4604 y Ay d= lt Lac 14 y 129486 
6x+13- 4y=37—2x—12y 


8Bx+8y-24=0= Z: x+y- 
By 0> x+y-3=0 RPTA : “4” 


PROBLEMA 18 : 

Un hombre está parado en el punto (-2 ;-2) y emite 
un sonido frente a una pared situada a lo largo de la 
recta 15% + 20y- 60 =0. ¿Cuántos segundos demora 
aproximadamente en oír el eco? (las unidades 
longitudinales están en metros; la velocidad del sonido 
es 340 m/s) 

A) 0,015 B) 0,020 C) 0,025 D) 0,030 E) 0,035 
RESOLUCIÓN : 

*Se pide el tiempo 2f que demora aproximadamente 
el hombre en oír en eco, 


Dato : v=340m/8 (velocidad del sonido) 
Y 


2-2) 


([XTRIGONOMETRIA5 > ]213] 


* Debemos recordar: 
Sl: Pla Ya)» E: aby + c=0 


alme)  Iortmtel | 
lab 4 


* Por distancia de un punto a una recta : 

q 15(2)+20(-2)-60] _ 130 

15? + 20? 265 
*Además, d = vt >> > 3402 >1=0,015 
> 2 = 0,030 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 19 : 
Calcule el ángulo y que hacen las rectas. 


L:y=2x+1 , Liy=E- E 


2 2 
A) are tan(<) B) arc tan(7) C) arc tan(1) 


d 
D) are tan(5) 


RESOLUCIÓN: 
* Piden :0 


3 
t de 
E) are 5) 


«(ángulo que hacen las rectas ) 
1 


* Datos : Y: y=2x+1; LG: 


* Del gráfico : 
=9-a> tanó=tan(P-a)= lano= e tame 
* Reemplazando : Z al 
25 3 3 


PROBLEMA 20 : 

En la figura, se tiene la recta L cuya ecuación es: 6x- 
3y-15 = 0.Si el área de la región cuadrada ABCD es 
265 u*, calcule el área de la región triangular ECD. 


A) 16 u? 

B) 19u* Le 
C) 18u* 

D) 20 u* B c 

E) 15u* x 


RESOLUCIÓN: 
L:5x-3y-15=0 Aygep =25u* ; 
Y 


a?=25 > a=5 Intersectando la recta con el ejex. Sea 
y=0> 5x-15=0 => x=83 Reemplazando el punto 


(3 + b;a) en L: > 5(3+b)-3a-15=0 
5(3+b)-3(5)-15=0 => 15+5b=0 


b=-3 > lbl=3 
(a+b) _ 5(5+3) _ 5(8) 
A o 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 21 : 


Determine la ecuación de la recta que pasa por A(-1;3) 
y es paralela a la recta L: 2x-3y+4=0 


x 2 ,n 
Aly=H B)y=2x-6 Cjy=aes 
Diy=Gx+8 EJ 22 
RESOLUCIÓN: ps 


Como Ly // Ly > L, : 2x-3y+k=0 
evaluamos: (—1;3)> 2(-1)-8(3)+k=0=>Rk=11 
luego: L, :2x —3y+11=0 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 22: 
Se tiene una recta cuya ecuación general es : 


L:(8k+n-2)x+(6-2n+1)y+8k-4n+2=0, y pasa 
or los gines (-2;1)y(2;0); entonces el valor de F=68 
é -1)es: 

AJ97 — BJ98 
RESOLUCIÓN: 
L: (Sk +n-2)x+(5k-2n+1)y+(3k-4n+2)=0 


C)99 D)100 EJ101 


21) 


(2:0) 


Eyaluamos los puntos de paso en la acuación de la 
recta. 


D (3kR+n-2)(2) +(5k-2n+1)(1)+(3k-4n+2)=0 
2k-Bn+7=0.mmmcmiareressass (1) 

1) (8k+n-2)(2) +(5k-2n +1)(0)+(3kR-4n+2)=0 
A AA 1 1) 

Resolviendo (1) » (II) obtenemos que: 


CE 


>F=68(n+k) sera: F=97 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 23: 
Si A=(-8;4) , B(-2;0), calcule la distancia del punto 


medio de AB a la recta Li: Gl. 


q ua 1 EJ24 
RESOLUCIÓN: 
A(-8;4) 
tenemos: q 2(55)-8(2)-6)_ 22 _ y 2213 
ETA ES 13 
Es RPTA : “A” 
'ROBLEMA 24 : 


20, 


mine la ao El o falsedad (F) de las 


(SGEOMETRIA ANALITICA ESCALAR £ | 31%| EDITORIAL RUBISOS 


D los puntos A=(1;0) , B=(0;1) y C=(2;1) son puntos 
colineales. 

1) Los puntos A=(-2;0) , 
son colineales. 

TI) Los puntos A=(-2;3), B(0;2) y C=(2;0) son 
colineales 


B=(0;5) y C=(-1:2) no 


AJFFF  B)JFVF  C)FFV  D)FVV  EJVFF 
RESOLUCIÓN: y 
D 


C/2;1) 


B(0;1) , 


A,B y C: no son colineales. Y 
a) 


A(-2;0) 
m: pendiente 


a O 33 mac em 
0+1 AC” 142 E 


> A,B yC no son colineales. $ 


11) 


Calculamos: Manz" =3 


Como: m yg * Mpg > A, B yC no son colineales. 

luego el valor de verdad de cada proposición es: FYF 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 25: 

Determine la ecuación de la recta perpendicular a la 


recta L: 4x+ y -1=0 y que pasa por el punto de 
intersección de las rectas 
L,:2x-5y+3=0 y L,:x-3y-7=0. 
A)4x-y+42=0 B)x+2y-12=0 C)3x-2y+35=0 
D)2x+y-21=0  Ejx-4y-24=0 
RESOLUCIÓN: 


L,: 2x-5y+3=0 
Para determinar las coordenadas del punto P 
resolvemos el sistema de ecuaciones : 


x-38y-7=0 
2x-5y+3=0 
de L:4x+y-1=0>m,=-4 >LLL m7 


Jr. caa:-12) 


Luego: Lys) (3444) > L,:x-4y-24=0 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 26 : 

Dado los puntos P(7;4) y Q(-1;-2), además, 

L:ax+by+c=0 es la mediatríz del segmento PQ, 

calcule la distancia de coordenadas a la recta L: 

AJ3 B)7 C)J8 D)10 EJ15 

RESOLUCIÓN: 

ve 


L 


754) 


Q(-1;-2) 


ENCIC 0] 


mol. 
En PQ: mpg: rió: 
Ecuación de L 


Li y-1=-L(9-8)> L: 43+3y-16-0 


Como:PQ LL =m,=-% 


Calculo de “d”; g=L0/+3(0)-18] _ ¿9 
4443? 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 27 : 


Las coordenadas del punto P(x; y) , que se encuentra 
en el primer cuadrante del plano cartesiano , se 
definen por las fórmulas: =2f-3 , y=5-2£. Hallar 
los valores de “£” para que el punto P se encuentre 
más alejado del eje Y que del eje X. 


A)Jt e(2; 00) Bjte (-0;2) Cit e (2:5) 
3.5 5. 

D)t els 5 EJt e(3:=) 

RESOLUCIÓN: 


Del enunciado , tenemos 


Para que el punto P se encuentre más alejado del eje 
Y que del eje X , se debe cumplir que x > y 


Reemplazando los datos 
2-3 >5-2 >> 2 roeoirrocasemo (2) 


además , como P está en el primer cuadrante 
x>0 A y>0 
reemplazando los datos 
21-3>0 1 5-21>0 
NE 18) 


De j E El 
(a) y (8) 2<t<¿=te(a:5) 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 28 : 


Para que valor de C la recta L: 4x+65y+C=0 ,forma 
con los ejes coordenados una región triangular de 2,5u* 
de área, 


AJitB  B)110 C)Ji16  D)J+20  EJ+25 


> C?*=100como C<0 => C=-10 


ahora, cuando: C>0 > C=10 > C=+ 10 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 29 : 
Dadas las rectas L,: 2x- y+4=0 y L,:x+2y+1=0. 
Determine la ecuación de la recta bisectriz L 
(pendiente positiva) del ángulo que forman L, y Ly. 
A)J3x=-y+8=0 B)x-3y+3=0 C)2x-y+3=0 
D)3x-2y+1=0  Ejx-3y-3=0 


RESOLUCIÓN: Z: 


L¿20y+4=0 


L,:x+2y+1=0 


de 
E +2y+ 


EN +2 /P42? 
Luego: y 
' ¿Lx -y+4=x+2y+1 v 2x-y+4=-x-2y-1 
] x-3y+3=0  v 3x+y+6=0 
Como: p>0 >2L:x-3y+3=0 
Sd RPTA : “B” 
AJO: 
A(-2;4) y B(6;-2) de un triángulo 


(1,3) intersección de sus alturas. 


RESOLUCIÓN: 2 


4-3 
2-1 
Luego: L,: y+2=3(x -6)> L;,: 3x- 


*may= =-3 Pero: AH LL, >m,,=3 


y=20 
*mpg nl Pero:BH L L¿=m,,=1 


Luego: La : y -4=1(x+2)> Lo, :x-y=-6 
Tenemos que: c(a;b)=L, A Lygentonces resolvemos 
el sistema de ec. 

E -y=20 


x-y=-6 


resolviendo: x=13 a y=19 > c:(13;19) 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 31: 
En la figura mostrada L,//L, y las coordenadas del 
punto C son (2:15). Cacule el área en u* de la región 


triangular AOB. ¿y 


AJ25 B)37 
RESOLUCIÓN: py 


Para L: r=F>L:3%-4y=0 


Calculo de “td”: q= 92/4010) 54 
Var 5 


Calculo de OA: OA= /8+6*=10 


0% 
luego: S, 2 Sorn=54 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 32 : 
Se tiene una circuferencia que es tangente a los 
semiejes coordenados positivos y a la recta L: 
3x+4y=36. Determine la ecuación de la recta L,, tal 
que L, 1 Ly pasa por el centro de la circunferencia . 
A)3x-£y-4=0 B)3x-4y-3=0 C)4x-3y-3=0 
D)4x+3y+3=0 E)4x-3y+3=0 
RESOLUCIÓN: 

Y AS 3x+4y=36 


L, 


por el teorema de poncelet, 
AB+AC=BC+2r > 9+12=15+2r >r=3 


Ahora tenemos para L, 
Pendiente: m=Tans9=5 
Punto de paso: (ryr)=(3;3) 
>L:9-3=%(x-3)>L:4x-8y-3=0 

E RPTA : “C" 
PROBLEMA 33 : 


La recta L tiene por ecuación V3x- 3y+3=0. Una 
circunferencia de radio unitario es tangente a la recta 


L y al semieje X positivo. Determine la ecuación de la 
recta que es ortogonal a la recta L y pasa por el centro 
de la circunferencia. 

AjoH/3y=1 B)/3xwty=1 
D)N3x+y=2/3  EN3xry=1+2/3 


RESOLUCIÓN: 


Cja/3y=2/3 


Para la recta L, se tiene:Pendiente: 

m=Tan120” > m=-/3 Punto de paso: 0:(2;1). 

Luego: L; y-1=-V/8(x—2)>L:/8x+y=1+243 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 34 : 

SiS es el valor del área de una región triangular, donde 

dos de sus vértices tienen por coordenadas los puntos 

(3;2) y (5;4), y el baricentro de dicha región triangular 

5-8 

E 


es el punto (1;4);caleule F= 
C)3 


AJ1 B)2 
RESOLUCIÓN: 
Y 


EJ5 


así: S=12 luego: pS > F=2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 35 : 

Un rayo de luz que parte de (5;5)incide en un espejo 
plano que está sobre el semieje positivo de ordenadas. 
Si el rayo reflejado forma con los ejes coordenados en 


AGEOMETRIA ANALÍTICA ESCALAR 6 


el _primer cuadrante una región triangular de área 
0,626, determine la ecuación del rayo reflejado. 


Ary La By E-1 Cry=-x-1 
¿ A -£ 
D)y= 53 E)y= qn 


RESOLUCIÓN: Y 


a y Ll 
RPTA : “A” 
AO a 


ls: dpecaiO de tacgrncia: hallo da 
“ecuación de la circunferencia mostrada 


[218] 


EDITORIAL RUBIÑOS 


A) (2-5) + (y + 4)? = 75 B) (x-5)* + (y +4)? = 60 
C) (x-5)* + [y + 4)? = 49 D) (x-5)* + (y + 4)? = 50 
E) (x-6)* + (y + 4)* = 53 


RESOLUCIÓN : 


Piden la ecuación de la circunferencia Y 
si: miATB=0 =>mxTCB=20 
ÍAB7C: 20+20=90">0+a=45 
AATC: m<TOL=0+0=45 
LD OBT: Notable de 45" 
>a=3 

=> R*=53 

Luego : 
6x5) .+(y+4)? =R? 


>El 54 (yd)? = 
RPTA: “E” 


ATRIGONOMETRIAA 


PROBLEMA 36 : 
En el gráfico la recta 7 tiene por ecuación x+y=6 . 
Si OABC es un rombo , halle las coordenadas de B.. 
AJM3/2;6) 
B)(6;5) 
C)(6;6) 
D)(6/2;6/2) 
E)(6/2;6) 


RESOLUCIÓN : 


* Del dato : 7 ; x+y=6 Mm : pendiente de 


= Ez pe 
Z=2m=-=-1 > 7 :tga=-1> a=135" 


*Luego de la ecuación de 7: Mel: y=0>x=6 


*AOMB : maOBM=45" > OM=MB=6 


> B=(6;6) TOR 


PROBLEMA 37: 


Del gráfico ABCDEF y ABMN son polígonos 
regulares . Calcule la pendiente de 7. 


2443 Y 
B)2-J3 
CI /2-1 


y3 
a 


RESOLUCIÓN : 
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"Piden pendiente de 7: m 
*Se sabe : m=tanx del gráfico ; 
AFAN ¡sósceles > mq AFN=m<FNA=75" 
*Luego: > x + 90% +75" = 180%> x=15" 
> tan15=2-/3 => m=2-J3 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 38 : 
Determinar el área del triángulo que forman las rectas: 


L:y=x+2;L,¿y=-x+2; Ly y = 1en el plano 
cartesiano 


A)2u? B)3u? C)1u?* D)J05p? E)12u* 
RESOLUCIÓN : 
Liey==x+2 —Liy=x+2 
IAE 0 (058) 
A a  y=2 
aa? E 
1 y=1 
A LD 
y=1 y=1 
0.2 
A, 
¿AAA o 
+-]1 e JD, + 
7) 2 
1 -1 
*Luego: g =1M-CUl_ y 2 
2 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 39 : 


Determinar el área de la región formada por la 
intersección de las rectas: 
L,: 6x + 6y =30 y Ly: y =3 
con el eje de las ordenadas. 
A)4,25u*  B)3,75p* 


C) 4,025 p* D) 65 u* 


AGEOMETEIA ANALITICA ESCALAR 6 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando las rectas, tenemos : 


x=0>y=6 
"ly=0>x=5 


Y 


3:25 


S,= =3,76u* 


'z 


PROBLEMA 40 : 


: 6x+5y=30 


)nterncción con los ejes 


RPTA : “B” 


Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento 
cuyos extremos están dados por los puntos 


(4; 5) y (-8;-3). 
B)3x +2y-4=0 
D)3x+y+4=0 


Ajx-2y=4 
C)3x+2y+4=0 
RESOLUCIÓN : 
*Graficando : 


A(-8;-8) 


7 


* Calculando la pendiente de 4B: 


PA ml 
AB" 4-(8) 12 3 


Por lo expuesto en un problema anterior: 


Bi4;5) 


JT :3x+2y+4=0 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 41 : 


Determinar la distancia desde el punto A(-2;-3) 
a la recta: 4r-3y+4=0 

A)2u B)1p C)3n D)6u EJ4u 
RESOLUCIÓN : 


q MC2)-30-3)+4)_1-8+9+4] 
(443) 25 
d= => d=1u 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 42: 
Si (2; 3) es un punto cualquiera , Determinar las 
coordenadas de 2 puntos que equidistan de dicho 
punto, sabiendo que las diferencias de sus abscisas y 
sus ordenadas están en relación de 3 a 2. Los 3 puntos 


son colineales y el segmento determinado pertenece a 
la parte positiva de los ejes coordenados. 


a+) (74) morra ol) 05 


2 
RESOLUCIÓN : Y 


? Del gráfico:m+a=4; n+b=6 
*Deldato:m-1=3; n-b=2 


7 1 
m= 8 n=4 Aa=GA b=2 


* Luego, los puntos son ; E 2) y E 4) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 43 : 
La figura muestra un cuadrado ABCD. 
Determinar el área de la región sombreada: 


L:x-2y+10=0 


ATRIGONOMETHIAS 


RESOLUCIÓN : 

* Por geometría plana sabemos que el área de la región 
sombreada para el caso dado, representa la doceava 
parte del área del cuadrado; por lo tanto, para hallar 
el área sombreada bastará con hallar el área del 
cuadrado, para lo cual tendremos que hallar primero 
el lado del cuadrado, y eso lo lograremos calculando 
las coordenadas del punto “B”, el cual es el resultado 
de intersectar las rectas Y, y L. 


Be NL>B=(a;b)eg, mn Y 
Y:a-2b+10=0]a=6 
Y:a-6=0 e 
>B = (6; 8) 


* Calculando d : 


d =d(0; B) = l(6- 3% +(8-5) =3/2 


* Sabemos que el área del cusdredo es: 


área = diagonal? (297 _ 242 a =2(3/2)?=36 
> Área, = 12! = cad =3 
AS RPTA : “B” 


PROBLEMA 44 : 
Determinar la ecuación de la recta perpendicular a 


AB, en un punto que divide a dicho segmento en la 
razón de 2a3,A =(3;7)yB=(13; 12). 


A)3x+2y=8 B) 3x = y 
C) 2x + y = 23 D) 3x-2y =-8 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando obtendremos: 


* Por proporciones obtenemos quel punto M=(7; 9) 
Calculando la pendiente de AB; 


12-7_6_1 
13-3 10 2 


Mip= 


* Por propiedad de rectas paralelas, la pendiente de la 


EI ENCICLOPEDIA 2073) 


recta y es; A 


AB 
* Aplicando la ecuación puñito pendiente para hallar 


la ecuación de la recta G : 


> 14-2x=y-93:2x+y=23 


x= 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 45 : 


Bruno y Lenín comparaban sus soluciones a un 
problema de la tarea asignada . El problema era: 
“Determinar la ecuación de la recta que pasa por 
los puntos (2;-5) y (8; 7)”. Bruno halló: y = 2x- 9 
y Lenín encontró: y - 7 =-2(8-x). Hallar la ecuación 
e indicar quién tenía la respuesta correcta. 
A) 2x + y = 9; Bruno B) 2x + y = 9; Lenín 
C) 2x-— y = 9; ambos D) 2x- y = 8; Bruno 
RESOLUCIÓN : B 
(8;7) 


(253) 
A 
5, 
Y-(5)_7-(-5) 5% 


x-2 3-2 


>y+5=2x-2) > L:2x-y-9=0 
* Comparando : 
y=2x-9(Sol. de Bruno) > Correcta 
y-7=-2(8-x)(Sol. de Lenín) > Correcta 


> Los dos tenían la respuesta correcta 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 46 : 


En un cuadrado ABCD las vértices A y B pertenecen 
a la recta, cuya ecuación es: 

5(x- esc30”) - 3(y - 2esc30”) = 0,Si la abcisa de A es 
menor que la abcisa de B y las coordenadas de C(2 ; 
10) , calcule 79fano , dado que 0 es un árigulo en 
posición normal cuyo lado final pasa por B . 

E) 429 


A)122 B)222 C)143  D)79 
RESOLUCIÓN : 


AQEOMETRIA ANALÍTICA ESCALAR % 


*Se pide : 79tan0, para tano=2. 


"Según el gráfico : y = 10 - 6cos*a 
x= 2+6c0080 sena 


5 
*Según la ecuación de la recta ; tana== 


E 
so ho 


tando oir > 79tand =143 
RPTA: 


*Luego : 


*Es decir: fanó = 


“pr 
PROBLEMA 47 : 

Determine el lugar geométrico de los puntos (+ ; y) y 
cuya distancia al punto fijo C(2 ; 1) sea igual a 5u. 
A)x*+ y! -4x +2y-20=0 

B)x* - y! -4x +2y-20=0 

Cir+y=0 

D)x* + y* -4x + 2y-18=0 

Ejx* +y'+4x-2y+20=0 


RESOLUCIÓN: 
Y 


/Á 


(x5x) 


0: (x-2 +(y+D*=5*? 


E: x*+y*-4x+2y-20=0 
r os RPTA : “A” 


PROBLEMA 48 : 


Determine la ecuación de la circunferencia, cuyo centro 
es el punto (-4 ; -1) y es tangente a la recta 
3x +2y-12=0. 

A)xt + y! -8x-2y+35=0 

Bjx* +y+8x+2y+35=0 

C)x* + y*+ 8x +2y-35=0 

D)x" + y* -8x-2y-35=0 

EJx* + y -8x+2y+35=0 


[a22 EDITORIAL RUBESOS) 


RESOLUCIÓN: 
Y 


L:3x+2y-12=0 


[8(-4)+2(-D-12) 26 


calculo de r:r= 


7 ig 21218 
+ 


Luego: : (244) +(y+ 1)? =(2/13)* 
e:x + y? +80 + 2y-35=0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 49 : 

Si el punto P(8 ; 6) es el centro de una cuerda en la 
circunterencia :x?4 y? -12x-4y-60=0 
Determine la ecuación de la recta que contiene a dicha 
cuerda. 

A)J2x+y=10 B)x-2y=20 
D)x+2y=20 Ejx+y=10 


RESOLUCIÓN: 
%: (x-6)'+(y-2)'=100 


¡NU 


C)2x- y = 30 


Y 


Para L,: mm. 7-2 Ahora como Ly L Ly => my = a 

Luego para L,+ 
Ly: (y-6)=—¿(2-8) => Ly 3x3 +2y-20=0 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 50: 
El centro de una circunferencia es el punto (2; 2) y el 
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punto (3; 1) pertenece a dicha circunferencia . Si la 
ecuación de la circunferencia mencionada es: 


Ax*+By* + Cx+Dy+E= 0, calcule: A-B+C -D+E. 
0)4 


A)2 B) 3 
RESOL DCLONa 


D)6 E)8 


Calculo del radio: r= Jlte-37 +(2-1% = r=/2 


Luego: q: (x-2)P+(y-2 =/2 
>: +yY -dx—dy+6=0 
Como por condición esta es: 
€ :Ax?+ By? +Cx+ Dy+ E=0 

Asi: A=1; B=1; C=4; D=-4; E=6 
>A-B+C-D+E=6 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 61 : 
Determine la ecuación de la circunferencia 
Ela—hP+(y-k?=r? que pasa por los puntos 


(2x:2/21(0;0)y(x+ 4231 + 4/2). Dar como 
respuesta MARA 

= 
AI Bj Cié+2 DNrP+2 ENr+2 
RESOLUCIÓN: 

Y 


(+2 5n +42) 


Tenemos: €: (x—Hh)?+(y—k)J? =r? Como: (0;0)ee 
hs RE 
r 


evaluamos: (—hAJP4+(-kP=r? > 
Del gráfico: 


=P ( 0) 


Tanp= 32 
Tang > Tanp=1 
También: 9=p— B 
Tanó = Tan(f$- $) > Tan0= 


2 


> Tanf=— 
x 


Tang¿-Tanf 
1-TangTanf 


7 
+2 


Tan0= , Tanó 
E 


1/2 


T+-/LZ 

Ahora, del Á sombreado: 
d = 2rSen9 
la lA = 2 | ) 

2? +2) 
2 x( -42)= 2r(x-/2) >r=WJ1 +2 
o J2x lr +2 
Finalmente en (4): (ER). 2 +2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 52 : 


Determine la ecuación de la recta ortogonal a la cuerda 
común de las circunferencias. 


e: + y? +8y =64 
mia? +y?-6y=16 
y Ga 

RESOLUCIÓN : 


Bry=i4 Oya 


* Como pg es la cuerda 
común y % es una de las 
ortogonales a la cuerda 
AB, entonces para calcular 
observamos los centros 


de las circunferencias ; C, :(x—0Hy+4)94/5*) 
Ls :(2—-3)%+(y+0)?=5? 


* Enfocando los centros tenemos: (0;-4) y (3; 0) 


* Entonces se concluye que: 2 : yo x 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 53: 

La ecuación de la circunferencia que pasa por el punto 
(-2;1) y es tangente a la recta 3x-2y-6=0 en el punto 
(4;3), tiene como ecuación a : 


A) (x+1)*+y*= 65 5) ay 6P=20  C)(x+2*+(y-11)"=100 
A) 


RESOLUCIÓN : 


E) (x-1*+(y -2=10 


Y :3x-2y-6=0 > m3 


241% (mm 1 my =5 


Z: 393124) 


La +3 y=17 cncanarornarerrrarecasscenes (L) 


E 
"Aa gm 


* Asimismo tenemos por punto medio: M=(1;2) 


Z:y-2-A-1) 

3x+y=5. (1) 

c=(203) 
* Entonces de (1) y (11) resulta: C= =(- 57) 
* Además : R=d(C;P)= ad 

2 2 
e 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 54 : 


Hallar la ecuación de la recta que se intersecta con la 
circunferencia: €: (x- 2)? + (y - 4)? =16 


en los puntos (2; a) y (6; b) , donde a > 0, b> 0. 
Ajx+y-8=0 B)x-y-2=0 C)x+y-10=0 
D)2x-y+4=0 E)x-2y-6=0 
RESOLUCIÓN: 


Graficando con los datos del problema : 


(x-2)+(y-4)'=16 

Analizando los puntos correspondientes: +(2; a): 
este punto pertenece a la circunferencia, entonces: 
reemplazando en la ecuación de la circunferencia: 

(2-2) +(a-4)P=16> 0+a? -2a.4+18=18 

> a? -8a=0 > a(a-8)=0=>a=0;a-8=0 

a=8(a>0) 

+(6; b) este punto pertenece a la circunferencia, 
entonces: reemplazando en la ecuación de la 
circunferencia tenemos: 


(6- 2)P+(b- 4)P=16 


(17+b? -2b.4 +18=18 > 16+b? -8b=0 
-8b+16=0 
b -4 
yy 
(b-4)=0= b=4 (b>0) 
+ Con la pendiente de la recta: m==9=-£ 
n la pendien e la recta; 6- 2 4 


+ Finalmente con la ec, de la recta: 

y-4=-1MUx-6) > y-4=-x+6 

> y+x=10 > x+y-10=0 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 55 : 
Determine la medida del ángulo obtuso que forman 
las asíntotas de la hipérbola. x?-3y*-8x-18y=14 
VE mi omo 
RESOLUCIÓN: 
*9 Nos piden el mayor ángulo entre las asíntotas 
a*-3y'-8x-18y=14 

* completando cuadrados : 
(x* —- 8x + 16) - 3(y* + 6y + 9) = 14 +16-27 


ATRIGONOMETRIAS 


SES (y 
M3 > P 
* Sea y el ángulo obtuso formado por las asíntotas : 


* Graficamos la cónica : 


=1 


(5-47 (94387 _ 
Ja? p 
* Del gráfico , tenemos que :0 =120* 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 56 : 
Una parábola tiene su foco en el punto F(-1,2) y su 
directríz es la recta L: y — 6 = 0. Determine su 
ecuación. 

A)x?+2x-8y+32=0 
C)x*+2x-8y +31 =0 
E)x* + 2x + 8y-31=0 
RESOLUCIÓN: 


B)x* + 2x + 8y-32=0 
D)x*-2x + 8y-31=0 


* Se pide la ecuación de la parábola: 
P: (x-h)? = Sp(y-k) 
* De la figura se obtiene: p =2 uv = (h;k) = (-1; 4) 
% Luego: P: (x+1)? =-4(2)(y-4) 
* De donde resulta: P: a*+2x+8y-31=0 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 57: 


La circunferenciaconcentroenelpunto (4,-1) pasa por 
el foco de la parábola x*+16y=0 y es tangente a la 
directríz de esta parábola. Calcular la suma de las 
coordenadas del punto de tangencia. 

C) 10 


4)8 B)J6 D)4 


RESOLUCIÓN: 


E) 12 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


Piden de la suma de coordenadas del punto T. Si se 
sabe que 2, es directríz de la parábola x* =16y, 
ordenando dicha ecuación (x-0)* =-(4Xy-0) el 
parámetro es P=4 y su vértice es(0;0); luego, el foco 
F es(0;-4). Radio de la circunferencia: 


R=0F= (4-0 +(1+4F 

>R=5 
Como OH=1, entonces, TH=4. Luego,T'=(4;4) 
> la suma de coordenadas del punto T es 8. 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 58 : 
En el gráfico A y C son puntos de tangencia . Si OABC 
es un paralelogramo , halle la ecuación de la recta BC 
A) /3x-y+6=0 
B)/3x-y-6=0 
C)x-V3y-6=0 
D)x-y+4/3=0 
E)x- 3-43 =0 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : 7 
* Dato OABC : paralelogramo 


* Propiedad :m< ABC=m< AOC=0;mAC=20 
*Luego : 0+20=180" > 0=60" 
m.: pendiente de => m=tan60"=/3 
-0 

*formando la ecuación : Al 
> 7: 2/3 -y-6=0 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 59 : 
En el gráfico P y L son puntos de tangencia y 
mPQ=2(mTP. )> es la ordenada del punto Q . 
A)3+4/3 
B)2/3+3 
C)3,/3+6 
D)J3J5 
E)3J6 


¿AGEOMETEIA ANALÍTICA ESCALAR 
RESOLUCIÓN : 


* Piden : h 

"al trazar SP y ST Se observa OPST : cuadrado 
>0P=6 24 h=6+b 

* Del dato : mPQ=2mPT=40 

* Por Zsemiinscrito : m2LPQ=20 


* Por y inscrito: m4PQT=09 

AOPQ : isósceles 

APQS : equilátero 
*Enk-LPQ : 20=30" => 0=105* 
* Luego :-PLQ : Notable 30” y 60” b=3/3; 
reemplazando : h=6+-3/3 

RPTA ; “C” 

PROBLEMA 60 : 
En el gráfico la ecuación de la recta ¿ es ax+by+c=0 


*Por dato: 2; ax+by+e=0 


* Piden : SS 
e 


* Se observa que m.Z ABC=45"(Por 4 inscrito) 


m : pendiente de la recta? > m=tag: 5 


(236 | 


EDITORIAL RUBINOS 
* formando la ecuación: 
d: IA > 4: /3x—3y+3=0 


* comparando con el lado: 


43 -3 
3 
RPTA : “B” 


a=/3;b=-370=3 22 


PROBLEMA 61 : 

¿Para qué valor positivo del parámetro “k”, la 

distancia de la recta kx-(R+2)y-18=0 al punto 

A(2;3)es igual a 3? 

RESOLUCIÓN: 
AAA A 

RE+ (+27 
* elevando al cuadrado y efectuando: 


17k*-12h-540=0 
* Resolviendo cumple que:[%=6] 
PROBLEMA 62 : 


Hallar la ecuación general de la circunferencia cuyo 
centro es es el punto A(1;4) y pasa por el foco de la 
parábola P: y*+ 8x =0 


RESOLUCIÓN : oi 


* y2=-8x 
4p=-8=> p=-2 


NS RÓS 


Luego : F(-2;0) 
*El radio: »=AF 
AF=(142)+(4-0)*=5 
* Ec. de la circunferencia: 
(x-14+(y-4)i=5? 
> 
PROBLEMA 63: 


Una circunferencia de radio /13 es tangente a la 
cicunferencia 1 +y*-4x+2y-47=0 en el punto (6:05). 


Determinar las coordenadas de su centro. 
RESOLUCIÓN 


* La circunferencia de centro C=(h;k)tiene por 
ecuación: r* +y*-4x+2y-47=0 


* De donde obtenemos: (2-2)*+(y+1)*=52 


* luego :C=(hyk)=(2;—1) y R=2,/13, si la circunferencias 
son tangentes interiores: 


m-(* 2,5) > M=42) 


2 
* Pero sí son tangentes exteriores: 
a+s 22) 
6;5)J=| ==; 
dal SERE 
as; > b=8 


*Es decir. N=(8;8) En concecuencia , las coordenadas 
de su centro son: 

PROBLEMA 64 :; 

Se tiene la circunferencia: 


a? +y*+4x-6y-12=0 y el punto (33). Hallar la 
ecuación de la tangente a la circunferencia trazada por 
dicho punto. 


RESOLUCIÓN : 


*Tenemos las ecuación de la circunferencia: 

Y +y?+4x-6y-12=0, de donde: (x+2)*+(y-3)*=25 
luego :C=(h;k)(-2;3) y R=5. Del gráfico , el punto 
“*T” tiene coordenadas (3;3), entonces la recta “L” 
pasa por este y es tangente a la circunferencia en dicho 
punto ya que L //Y. 

* En consecuencia , la ecuación de la recta L es:[x=3] 
PROBLEMA 65: 


Una circunferencia de radio 2 unidades y cuyo centro 
se ubica en el punto (4; 3) se intersecta con una recta 
cuya ecuación es 2x — y- 7 = 0. Halle la distancia (en 
unidades) existente entre los puntos de intersección 
de la recta y la circunferecia. 


WE py uE ¿NE pas 
5 


105 
E 5 5 ae 


B) C) 


RESOLUCIÓN: 


Calculo de D: p=2(4-(3)-7|_ 2 
ey? 5 


Luego en el Á sombreado: 
Jarl) (z) aos 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 66 : 


Determine la ecuación de la cireunferencia, donde los 
puntos A = (3 ;2) y B =(1 ; 6) son extremos de uno 
de los diámetros. 

AJxat+ y + 4x-8y+15=0 

B)x* + y*-dx-8y+15=0 

C)x*+ y"-4x-8y-15=0 

D) x* + y*-4x + 8y +20 =0 
E)x*+y!-4x-8y-17=0 

RESOLUCIÓN: 


Calculo der: r= 1-2) +(6-4)% => r=V85 
Luego: 8: (2-2) +(y-4)* =J5* 
€: a+ y?-4x-8y+15=0 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 67: 
Dada la circunferencia de centro (h ; ke) y radio r, que 
pasa por los puntos (9; 9), (0; 6) y (5; 1) determine 
el valorde:h +k+mnm 
AJ)12 B) 14 
RESOLUCIÓN: 


C) 16 D) 18 E) 20 


Para L;: m,,=Tang7*=* 
3 3x 15 
> L;,: (1-0)=¿(x-5) > L,: E E 
Para L,; my, =-Tang7*=-% 
> Ly: 0-0=-Í(x-5)> Ly: n=: 
9-1 
DeBAC: Meop=357=? Pero: : RPTA : “A” 
CB 1 L,>m,,=-5 PROBLEMA 69 : 
E O e Determine la ecuación de la circunferencia que tiene 
Lo 9 SUI bal no tecla dela paria lb 
Como: O(x; y)=(L,n Ly) AJat+y!-8x-48=0 B)x! + y +8r-48=0 
Resolvemos el sistema: C)x*+y'-8x-2y=0  D)x*+ y" +8x-2y=0 
3x+y=21 , x+2y=17 A 


RESOLUCIÓN: Y L. f=16x 


(x;y)=(5;6) 
Así: coordenadas del centro: (h ; k)=(5 ; 6) 
Calculo de “r” 


r=d 0) = (5-07 +(6-6P 


>r=5>h+k+r=16 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 68 : 
Determine las ecuaciones de las rectas tangentes 
trazadas del punto (6;0) a la circunferencia 


4+y=9, 


3 
Aly $= 7 AYER De: r*= 16x 
Bry= ¿5-16 EL os 
4 2 4 4 Foco: (450) 
C)2y=3x+15 2y=-3x+7 Para la circunferencia: Centro; (4;0) a radio =8 
D)y=3x-15 =-3%+16 > €: (x-4)+(y-0)? = 8? 


E)4y=2x+15 4y=-2x-15 >: x*+y*-8x-48=0 
RESOLUCIÓN: RPTA : “A” 


ATHIGONOMETHIAS 
PROBLEMA 70 : 
Dado los vértices del triángulo ABC ;A(6;0) ,B(0;6),C 
(7;7). Hallar las coordenadas del incentro de dicho 
triángulo. 
RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: AC=AC=5/2; AB=6/2 y M=(3;3) 
* Enel A ABC, por el teorema del incentro: 


MZ 6/2 ES i:I=(x;y) entonces: 
ATTE AS IS : 
3 3 

34+5(7) 3+(7) 
== —£— A ” —E- 
Hz az 
5 5 
n= A 2 
2 
* Por lo tanto : |I=(9/2;9/2) 


PROBLEMA 71: 

Encontrar la ecuación de una cuerda común a las dos 

cireunferencias: C, :2%+ y*+4x- 6y -12=0 
C,:2*+y*+80-2y+8=0 

RESOLUCIÓN: 


“Restante las ecuaciones de C, y C, obtenemos la 
ecuación de la cuerda común de las circuferencias , lo 


cual resulta; [x+y+5=0] 
PROBLEMA 72: 
Dadas las ecuaciones: L,: 9y +kx+(k+3)=0 
L,: ky+4x+6=0 
Calcular (R+3) de manera que L, y L, representan 
la misma recta (R>0). 


RESOLUCIÓN : 
* Si L, y L, representa la misma recta , entonces se 
comple: PEEL 1090 h=4 6 


*Pero:(R>0), entonces:k=6 


*por lo tanto : 
PROBLEMA 73; 


La sección transversal de un túnel tiene la forma de 
un arco parabólico, su altura es de 20m y el ancho de 
base es de 36m. ¿A qué altura tiene un ancho de 18m? 


[ 339 ] 


RESOLUCIÓN : 


A=(18:0) 


* Según los datos en el gráfico; a*=4p(y - 20) 
* Pero: A e a la parábola , entonces: 


E =- 31 
18* =4p(0-20)> p 0 


* Tambien : € e ala parábola; entonces : 
9d )a- 20) 


* De donde : h=15 

* En consecuencia a 15m de altura tendrá un ancho 
de 18m. 

PROBLEMA 74: 

Hallar la ecuación de una recta tangente a la 
circunferencia cuya ecuación es: 1*+ y?*+2x+ dy=15 
y pasa por el punto (1;2). El punto de tangencia es 
(152). 

RESOLUCIÓN: 


Tenemos la ecuación de la circunferencia: 


a*+y*4+2x+4y=15, de lo cual también se obtiene 
(x+1)*+(y+2)?=20 


* Luego las coordenadas de su centro es: C=(-1;-2) 


*Entonces la pendiente de la recta que pasa por “C” y 
“e” 05 9 


1 
* La pendiente de la recta L será:M.(2)=-1 3155 
* En consecuencia su ecuación será: 


PROBLEMA 75: 

Se tiene una parábola de ecuación es; 

3y* - 5x -18y + 37 = 0 ; si su vértice es el punto 

(h ; k) y p es su parámetro, calcule el valor numérico 

de F =12p- 3h +h 

A)=3 B)-2 

RESOLUCIÓN: 
P:3y*-5x-18y +37=0 


C)2 D)3 E)6 


Completando cuadrados: P :(y-3)* = Sa -2) 
Coordenada del vértice : (h ; E) =(2; 3) 


5 5 
Parámetro: Ed P= > 12p-3k+h=-2 
- RPTA : “B” 
PROBLEMA 76: 
Se tiene una parábola de ecuación y? = 8x ; halle la 
distancia desde un punto de la parábola de abscisa 8 
al foco de la misma (en u). 


46 B)8 CJ9  DJ10 E) 12 
RESOLUCIÓN: 
E (notable de 372153") => D=10 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 77: 

Determine la ecuación de la parábola cuyo eje es 
paralelo al eje X y pasa por los puntos (0 ; 0), (8 ;-4) 
y(3;0) 


Ay +xr+2y=0 B)y -x-2y=0 
C)Y=-x+2y=0  D)y-x+y=0 
EJy-x-y=0 

RESOLUCIÓN: 


Como el eje focal es paralelo al eje ““x”” 


>P: y +ay+bx+c=0 
Como: . 


(0;0)JeP => 0*+a(0)+b(0)+c=0>c=0 
(8;-4)JeP > 16-4a+8b=0..... sr. (02) 
(3;1)eP > 1+a+3b=0 oocccono» ueeor (BB) 
Resolviendo las ecuaciones (2) a (8) obtenemos que: 
a=2 A b=-1 
Finalmente la ecuación de la parábola será: 
Poy? +2y-x=0 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 78: 
Determine la ecuación de la parábola con foco en 
(2; 3) y cuya directriz es la recta x = 6, 
A) y"-6x-16y-23=0 B)y*-6x + 16y-23 =1 
C) y*-6x-16y +23=0 D)y*- 16x-6y-23=0 
E) y* - 16x — 16y + 23 =0 
RESOLUCIÓN: 

X=6 


Coordenada del vértice: 
(2;3)+(-6;3) 
ya UC 

2 
También: 2p=8 > p=4> P: (y-8)? =16(x +2) 


o También: P: y?-—16x-6y-23=0 


> v(h;k)=(-2;3) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 79 : 


Calcule el radio focal del punto P(7; y) que pertenece 
a la parábola: y? = 20x. 


A)J11 B)12 C)13 D)/123 E)J140 
RESOLUCIÓN: 
a pue eN 


Av: n= [ro +2 12 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 80 : 
Determine la ecuación de la cuerda en la parábola 
P:x?= 12y, si pasa por el punto M(-2 ; 3) que es el 
punto medio de dicha cuerda, 

Ajx+3y=7 B)3+y=5 C)x-3y=-7 
D)2x-y=5 E)3x-y=6 


RESOLUCIÓN: 
vértice : v(0;0) 
o d 
q ara 
Y 


Para L: Pendiente: m =Y2=%L 
—% 


Como: (x,591) A (X2:Y2)e P 


a 27 = 129 y cosurescanoo( 1) 
A y 1) 


Restamos las ecuaciones (1) A (1) 
13-x=12(Y2Y1) 
(x2-x/Mx¿+x,)=12(Y2— Y 1) runsoionoos (0) 


x +X, 
Pero: 1122 —_2 > x, +13 =-4 


% - 1 
En: (2) (x,—x,1(4)=12(9,-9)> E zi == 


Venda EE 


eS Le (9-3)=- (+2) > L: x+3y=7 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 81 : 

Determine la ecuación del arco parabólico formado por 

los cables que soportan un puente colgante, cuando la 

luz es de 82m, la depresión es de 9m y el punto más 

bajo del puente está a Im del nivel del terreno. 

A)x"+2y+160y-1=0  B)x*-2x+80y-2=0 

C)x*-2x -160y+1=0 D)x*+2x-y-1=0 

E) 9x* - 1681y + 1681 = 0 


Amplitud o luz del puente 


La ecuación de la parabola sera: 1? = 4p(y-1) 
Como: (41;10)e Parabola 
2 1681 
> 41 =4p(10-1) > —=4p 
Luego : > P: *- 9-1 


P: 9x? -1681y+ 1681=0 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 82 : 


El vértice del ángulo recto de un triángulo rectángulo 
es el extremo del lado recto de la parábola y*=12x;el 
segundo vértice del triángulo es el vértice de la parábola 
¿Cuál es el tercer vértice del triángulo , si está ubicado 
en el eje X? 


RESOLUCIÓN : 
* Por dato: y*=12x > 4p=12> p=3 
2 os decir: F=(3;0) 


* Del gráfico: LR es el lado recto , en donde R= (37m) 
* Pero : n*=12(3)>n=36 

* Por relaciones métricas en el kx VRQ:36=(3)(a-3) 
* De donde: a=15 >|Q=(15;0)| 

PROBLEMA 83 : 


E EN NR 
sea la ecuación de la elipse aj. ¿Qué lugar 


geométrico determina el punto “P”, si Ry se mueve 
en forma paralela al eje menor? 


A) Hipérbola  B)Circunferencia  C)Parábola 
D) Elipse EJNinguna 
RESOLUCIÓN : 

Y 


2 
* Ecuación de la elipse: a ql 
* Ecuación de la recta que pasa por PV: 
a Eco) 
x-a za a" 
* Ecuación de la recta que pasa por PM: 


2 
*De(Dy Oria a yt 
* Si: R= (x ,¡y pertenece a la elipse , entonces: 


a? p? at y? 
> Esta ecuación pertenece a una hiérbola horizontal 


con centro en el origen. En consecuencia , el lugar 
geométrico que determina el punto ““P” es una 
LA. 


PROBLEMA 84 : 


Hallar la ecuación de. la circunferencia con centro (3; 
1) y tangente a la recta :x + y + 3=0 


RESOLUCIÓN: 
y 


Lix+y+3=0 


* Ecuación de la circunferencia de centro 
C=(3:1):(x 3) y SR ccannacionamsarserso (1) 


* Reemplazando (2) en (1): 
(Py 


> 
PROBLEMA 85 : 
Sea la parábola: y=ax* +bx+e sabiendo que su vértice 


es el punto v=(2; 3) y que la curva pasa por el origen 
de coordenadas. Hallar: a+b+e. 


RESOLUCIÓN: 


* Los puntos:(0;0),(2;3) y (4;0) pertenecen a la 
parábola de la ecuación 
y=ax*+bx+e, por lo tanto satifacen dicha ecuación. 
Luego: * O=a(0)+b(0)+c 

A A Y) 


* 3=a.24b.24c 


3=4a+2b+Crmrmsessmm(2) 
* O=a. 4 +bd+e 

0=160 +4b+Comcmremimemssc (3) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos 
3 

9 a= ee y b=3 
* Sumando : a+b+esz 
PROBLEMA 86 : 


Hallar el volumen del cono recto cuyo vértice es 
V=(0;/3; 0); cuya base es la región limitada por el 
lugar geométrico : 1*+ y*-36=0 P- 
RESOLUCIÓN : 


* El volumen del cono será : 


V= 310? x 43 > [V=12x 4/3. 


PROBLEMA 87: 


Hallar la ecuación de la perpendicular a la recta 
3y-2x+7=0, que pasa por el punto P=(2;m), sabiendo 
que “P” e ala parábola y*-2y+2x=0. 


RESOLUCIÓN: 
* Tenemos la ecuación de parábola y?-2y+2x=0, éste 


puede ser también: (y - 1)=2x - E) 


* De lo cual :V=(h;k) > E) y Íp=2> 5 


* Además p ga la parábola , entonces: 


m? - 2m+4=0 =m=2=> P=(2,2). 


* Pendiente de L, es: mo=3 


= m-- 1>n=- (u:pondiente de la recta L) 


* Luego: £: y-2=|-£)(a-2)>[L: 2548510] 


PROBLEMA 88 : 


ad 


En la elipse a Y- 1 el área del triángulo formado 


por un “lado recto” y los segmentos que unen los 
extremos con el centro de la elipse es: 


RESOLUCIÓN : 


A 


- y 
Si: 9 +7=150=3yb=2 


* Pero:e?=a? -5?>c*=9-4>c=V5 


PROBLEMA 89 : 


Hallar la ecuación de la circunferencia sabiendo que 
su centro está en C=(m;n) donde una recta tiene dos 
punto comunes con dicha circunferencia en los puntos 
A=(1:5),B=(4;2) y además la distancia del centro a 
dicha recta es: 3/2 / 2,(n—m=1) y considerar que el 
centro es punto cercano al origen de coordenadas. 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: AB=3/2 > ue 2 


* Pero: em 2 (dato), entonces: 


2 z 
nt (22) q => R=3 
2 2 
* Luego: C=(1;2) >m=1 A n=2. 


* En consecuencia, la ecuación de la circunferencia 


ez (140-243? 


PROBLEMA 90 : 

Determine la ecuación de la recta tangente a la 
parábola y? - 9x = 0 en el punto (1; 3). 
A)2y-x=0  B)2y-3x-3=0 C) 2y + 3x + 1=0 
D)y+x-1=0 E) 2x- 4y + 3=0 
RESOLUCIÓN: 


Como: (1;3)JeL>3=m+b > b=3-m 
También: Te a la Parábola y a L 


2 
- E E Inia ll) 
Resolver el sistema: p AN 


De (1): Y +13 _ 4 en (1): Pm) 
m m 


ahora: my? -— 9y + 9(3-m) =0 
Como: T: único punto de intersección 
> A=0 (Cond. de tang.) 


así: (-9)* -4(m)(9)/(3-m)=0 => 81=36m(3—m) 


(2m-3* =0=>m=E 


2 
Como: b=3-m => bes 
Finalmente: L: y= iz 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 91: 

Determine la ecuación de la recta tangente a la 
parábola : y* -2x + 2y + 3 = 0, que es perpendicular 
alarecta:2x+y+7=0 


Ajx+2y+1=0  B)x-2y-1=0 
C)x+2y-1=0 D)jzx+y-1=0 
E)2x-y+1=0 

RESOLUCIÓN: 


vértice: (1;-1) 


(y+1* =2(x-1) 


parámetro: ; 


L; 2x+y+7=0 
Como L, 1 Ly > Ly: x-2y+b=0 
Como Te Lz a Parábola. 


Resolvemos el sistema: 


(94D? =2(% —1) easrie( 1) 
a=2y—D mocernsominsos CR 


Reemplazamos (11) en (1) 
y? +2y+1=2(2y-b)-2 
y? -2y+(3+2b)=0 


Como T: es único > A=0 
(2) -4(11(3+2b)=0 => b=-1 
> Lg: x-2y-1=0 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 92: 
Determine la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos de un plano certesiano que equidistan del punto 
(4 ; 10) y de la recta y = 6. 
A) (x - 4)* = 4(y - 8) B) (x + 4)? = 8(y - 8) 
C) (x - 4)* = 8(y - 8) D) (x - 2)? = 8(y- 8) 
E) (x — 4)? = 4(y - 8) 
RESOLUCIÓN: 


=> v(4;8) Parámetro: P=2 


vértice: y= 
Luego: P: (x- 4)? = 4(2)(y - 8) 
P: (x- 4)? = 8(y - 8) 


(4;10)+(4;6) 
2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 93 : 
Determine las coordenadas de los vértices de la elipse. 

a? + 2% +2y'-dy =5 
AM2/2+1;1) (2/2-1;1) B)(242-1;1) (-2/2-1;1) 
CAJZ-151) (242-151) DIM2/2+1;1) (2/2+3;1) 
EN2/2+5;1)(2/2+7;1) 
RESOLUCIÓN: 
E=x* + 2x +2y7 -4y =5 


Completamos cuadrados: 


Es(x%+2x4+1)+ 2 y? -2y+1)=5+3 
E:(x+1+2(y-1)? =8 


(+1 (9-1 
E: = 
da 2 z 


Centro: (-1 ;1)eje mayor: 2a = 4/2 eje menor: 2b= 4 


V,: (-2/2-1;1) 
Va: (2/2 -1;1) 


Del gráfico: | 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 94 : 

Dada la ecuación de la elipse: 


x* + 16y* - 8x + 16y-12 =0, halle las coordenadas 
del centro. 


A) (1;-2) B) (4; 1/2) C) (4 ;-1/2) 
D) (4;-1) E) (4;-2) 

RESOLUCIÓN: 

Tenemos: E :x?+16y? -8x+16y-12=0 
Completamos cuadrados: 


E:(x*-82+16)+10(y*+y+7)-12+20 


2 
Es(5-4)*'+10(y+<) =32 


(47 (94112) _ 
E: O + AS 1 
Coordenada del centro: (4;-—1/2) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 95 : 
Se tiene una cónica cuya ecuación es 
16x* + y* - 224x + 12y + 756 =0; calcule la distancia 
(en u) que existe desde el punto de mayor ordenada 
de dicha cónica al punto (12 ;-2). 
AJ5  B)/27  C)J/29 EJNÍA1 
RESOLUCIÓN: 
Completamos cuadrados: 
E: 16(x* — 147 4+49)+(y? + 12y +36) 
=-756+16x 49+36 
E:16(x-7) +(y+6)* =64 


D)J6 


E 4 
+ Coordenadas del centro: (7 ;-6) 
» Long. del eje mayor: 2a = 16 

* Long. del eje menor: 2b = 4 


Graficamos: E 


Del gráfico, el punto de mayor ordenada es: V¿(7; 2) 
Luego: — V.(7;2) 


d 
d: Distancia pedida. (12;-2) 
asíd=(12-7)* +(-2-2)* 
d=v5%+4% => d=J41 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 96 : 

Determine la ecuación de la elipse con centro en el 
origen, eje focal en el eje Y, y que pase por el punto 
P(3;-2/6) y la relación del lado recto con la 
semidistancia focal sea 3. 
A) 27x* + 36y* = 972 

C) 27y* + 36x* = 972 

E) 5x* + 7y* = 120 
RESOLUCIÓN: 

De acuerdo a la condición : 


B) 18:* + 9y* = 972 
D) 18x* + 9y* = 972 


Y 


AGEOMETRIA AÑALITICA ESCALAR £ [286 EDrrommar RoEOS) 


e a Conocemos: 


Por condición : Ladorecto _ y Cc 


> 232 32% 800 b 


e 
Pero: b?=a?-c? Reemplazamos: Como; a=2 ; b=1 >0c=v3 
Maa) da 90? gar 20? =0 Separamos el triángulo 0F,F, para el cálculo de "9", 


2a e 0 1 
i 2-y3 


a - 20 F, 
(2a+c)(a-2c)=0 > a=2e 2 
y) o 
Luego: a=2k b=/3k c=k 
2 2 
Ahora la ecuación sera: gp; _,+ Y -7 
3h?" ar? 
Como: (3;-2/6) e E evaluamos: /3 
9 24 3. 6 
“az a k=3 
rt E, 
Finalmente: E” a Tan15*=2-/3 
RPTA : “C” Cot15"=2+/3 
PROBLEMA 97 : 
S >> Del gráfico: 0 = 60" 

Determine el menor ángulo con que se observe desde RPTA: “D” 
el origen del segmento que une los focos de la elipse. PROBLEMA 98 : 

E:4x*+y?-8x+4y+4=0 Determine la ecuación de una hipérbola cuyos focos 
A) 15* B) 30* C) 45"  D)60* E) 75 son (-2; 6) y (8 ; 6), siendo la longitud del eje 
RESOLUCIÓN: conjugado igual a 8u. 

E: dx? + y?-8x+4y+4=0 year L9-0R y By a-3P (9-67, 
Completamos cuadrados: a 4 16 sa 9 > 25 é, 
E:4(x*-2x+1)+(y* +4y+4)=4 ae Ed =1 ya “2 dá 

1 5 


. 2 2 (a? +27 2 2 
E: 4(x-1)'+(y+2)'=4> E: 1 as Ey-2) _(y-6) za 


Centro: (1;-2) Longitud del eje mayor: 2a = 4 9 16 


Longitud del eje menor: 2b = 2 AEORACIAN: 
Y Condiciones: 


* Foco: F¡(-2;6) a Fa(8;6) 
* Long. del eje conjugado: 2b=8 > b=4 
y 


Centro: (3;6) 
Distancia Focal: 2C=10 
Long. del eje conjugado: 2b 


Tenemos: 


Conocemos: 


Asi la ecuación de la Hipérbola será: 
(2? (y-RY 
A A 1 


Donde: (h;k) =(3;6)>H: 22-22-22 1 


H: 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 99 : 


Determine la ecuación de la hipérbola con vértices 
(3:0) y (3 ; 0) y el lado recto mide 24u. 


y 3 xx y 
Sea la ecuación de la hipérbola: H A 1 
Del grafico: 
» Distancia focal: 20 
* Condición: Lado recto (L.R) = 24 


2% y 
> 
Como: a=3 => 2 > b=6 


Finalmente: 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 100 : 
Una hipérbola H tiene por ecuación: 

4x* -9y* +16x - 54y - 101 =0 
Calcule la longitud de su lado recto. 


2 5 8 11 14 
03 B) 3 C) 3 D) 7 E) 7 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: 4x* - 9y* +16x-— 54y - 101 =0 
Completamos cuadrados: 


H:4(x? +4x+4)-Ny?* +6y+9)=101+ 16-81 
H:4(x+2) -9y+3)? =36 


¡2 2 
Asis H ¿PELE (WES y nea ecuación 


tenemos: 
+ Centro: (-2;-3) 
+ Long. del eje transverso: 2a = 6 
» Long. del eje conjugado: 2b = 4 
2? 


a 


Conocemos: Long. del lado recto(L.R): 


2 
LR AER) ES 
3 3 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 101 : 


Los vértices de una hipérbola son los puntos (2 ; 0) y 
(2 ; 0) y sus focos son los puntos (3 ; 0) y (-3; 0). 
Halle la excentricidad de la hipérbola y la longitud de 
su eje conjugado, 


A)1,152/5 B)1,1:/5 C)1,3; 4/5 
D)1,4: 45 E)1,5; 2/5 
RESOLUCIÓN: 


Del grafico tenemos: AJx+4/2y-5=0 ;x-5=0 
B)x+y+1=0 ¡x-1=0 
C)jx+2/3y+3=0 ¡x+5=0 
D)x+4/56y+10=0 ;x-10=0 
E)x-4/5y+10=0 ;x+10=0 


Asi: RESOLUCIÓN: 


+ e:excentricidad e=*. > ¿e 
a 2 


+ Long. del eje conjugado: 2b => 2b = 2/5 
PROBLEMA 102: 

Determine la ecuación de la hipérbola que pasa por 
los puntos (3 ;-2) y (7; 6), además tiene su centro en 
el origen y su eje transverso coincide con el eje X. 


A) 4x*- 5y* =16 B) 4y*-5x* = 16 
C) 5x*- 4y* = 16 D) 5x*- 4y* =16 
E) 5x*- 4y* =8 
RESOLUCIÓN: 2, SEO 
Graficamos de acuerdo a la condición: De la ecuación: 4;¿_-Y 1 nel 
Y 80 20 b*=20 
Conocemos: 
ec 
b 
a 


>e=at+b? > ce=100 > e=10 


e ys 
Ecuación de la Hipérbole: H : 5-=1 
a” DH 


2 
Como: (7;6)eH => 4-5- y A) 
A 
(3;2)eH > T4> PEA E 1] 
Resolviendo las ecuaciones (1) a (HI) 
a=2. b= = 
Y3 
2 

> m1 > H:4x* -5y* =16 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 103 : 


Se da el punto M=(10;-J5)en la hipérbola 
2 


A ias nea da is rodas: 


en e ás están los radios focales del punto M. 


(10;-/5) 


(ATRIGONOMETEIAS >>> J389 |" LA ENCICLOPEDIA 3012) 


») 


Pendiente: EL >L, :9-0-[-% (x+10) 


La:9=- (x+10)>L,:x+4/5y+10=0 
4 5 RPTA: “D” 
PROBLEMA 104 : 


Determine la ecuación de la hipérbola que tiene su 
centro en el origen, un vértice en (6 ; 0) y por una de 


sus asíntotas las rectas dx — 3y = 0. 


2 2 


A a 
64 91 


C) 


L,: 


Ecuación de las rectas asintotas: 
L,:4x-3y=0 > L,:4x+3y=0 
Asi: 
Ecuación de la Hipérbola: H :(4x- 3y)(4x+3y)=k 
H:16x*-9y?*=kh 
Ahora, como V(6;0) e H evaluamos. 


16x6*-9(0)=h > k=16x36 
2 2 
Asi: H :16x? - 9y* -=16:36>H : 3 -G=1 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 105: 
El punto de mayor ordenada y de mayor abscisa de la 
elipse cuya ecuación es 9x*+4y? - 36x - 24y + 36 =0 
forman una región triangular con el punto P(7 ; 8); 
calcule (en u*) el área de dicha región triangular. 
A) 7,2 B) 7,5 C)J85  D)9,0 E) 9,5 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: E ; 9x? + 4y? —- 36x— 24y+36=0 
Completamos cuadrados 

E: 9x7" -4x+4)+4(y* -6y+9)=36 

E:Ux-2)* +4y-3)? =36 

(a-2 (y-3 7 _ 
E: Sra AA =1 


» Centro: (2; 3) 
+ Longitud del eje mayor: 2a = 6 
+ Longitud del eje menor: 2b = 4 


(7;8) 


Calculo del área de la región sombreada (Por 
coordenadas). 


24 
21 728 32 5 80-61 s-19 
162 42 2 A 
61 30. 

E RPTA : “E” 


PROBLEMA 106 : 


El arco de un túnel es de forma semielíptica tiene un 
ancho en la parte mas baja de 16m y una altura en el 
centro de 6. ¿Qué ancho tiene el túnel a la mitad de 
su altura ? 

AJ4/3  BJ8V3 


C)J5/3  DJ6/3  EJ7J3 
RESOLUCIÓN: Y 


. . a? y . 
Ecuación de la elipse: E ata 1 Se pide L: ? 
Ahora como P E ; 3) e E evaluamos. 


El 

Er» 2 

A! > L=8W8 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 107 : 
Una elipse cuyos focos son puntos de trisección del eje 
mayor, tiene su centro en el origen de un sistema 
rectangular y como directriz la recta x- 9 = 0. Halle 
la longitud del eje menor. 
AJJ2  B)2/2  C)4J2 
RESOLUCIÓN: — y 


DJ8J/2  EJ12/2 


x=9 


2 
Ecuación de la Elipse: E e Se =1 
Como: 
a b Además 
f E DEA 
e=k 
€ 

Conocemos también: z 
Distancia del centro a la recta directriz: D=% 


c 
(Sk? 
% 


> Longitud del eje menor: 2b = 4/2 


Reemplazamos: 9 = =>k=1 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 108 : 


Halle el valor de la constante k de modo que la 


distancia entre las directrices de la elipse 
e y 
14-k E 5-k 
E B)6 
RESOLUCIÓN: 


=1,sea 16. 


C)-8 D)-10 E) -12 


Donde: a*=14-k ; b*= 
Como: a? =b* +0? 
Por condición: 

Distancia entre las directrices =16 


5-k 


>0c=9 >c=3 


2 
> 2(-)-10 SC > he-10 

e 3 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 109 : 
SiA(a; po B(b; 2) son puntos de la hipérbola de 
ecuación dy? + 8y- 16 = 0 y de centro (h ; Rh); 
calcule el valor numérico de la expresión 
F=6(a* +b*')+h-k. 


A) 85 B) 87 C)89  D)J95 E) 97 
RESOLUCIÓN: 

H: 3x*-4y* + 8y-16=0 
Completamos cuadrados: 


H:3x*-4(y*-2y+1)=16-4 
H:3x*-4(y-1)* = 


y? Ds 
Hu: "7 =1 centro:(0;1) 
Por condición: (kh ;k)=(0;1) 
También: 


»A(a;3)e H > 3a* -4(3)* +8(8)-16=0 


42) +8(2)-16=0 
16 
y 


»B(b;2)e H >8b* - 
e = 
Finalmente; se pide: 
F=6(a*+b? 28, 2 
(at+b")+h-k=>F=6| q +0-1>F=87 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 110: 
Si Q es el punto que representa el centro de la cónica 
de la ecuación 4x* - 9y? - 16x +18y — 29 = 0; 
determine la ecuación de la recta que pasa por el punto 
Q y de pendiente 3/4. 
B)3x +4y-2=0 
D)3x-4y+2=0 
E) 4x-3y+2=0 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: H: 4x* - 9y* — 16x +18y-29 = 0 
Completamos cuadrados: 
H:4(x?-4x+4)-Ay? -2y+1)=29+16-9 
H:4(x-2) -y-1)* =36 
62% (y-1P 
9 4 
Donde: Coordenada del centro: (2; 1) 
Se pide; la ecuación de “L” 


Luego: H: =1 


=TRIGONOMETRILAS 


Pendiente de L = : 
Punto de paso: Q(2;1) 


Condición: 


Asi:L: y-1=3(x—2)Ordenando: L:3x-4y-2=0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 111 : 


Determine la ecuación de la hipérbola que pasa por el 
punto (2; 3), tiene su centro en el origen y una de sus 
asíntotas es la recta 2y-/7x=0. 


A) dx*-7y* =64 B) 4y"-7x* =64 
C) 4x*- 7y* =8 D) 4y*-7x* =8 
E) 4y* - 7? =16 

RESOLUCIÓN: 


L,:2y -J7x=0 
L¿:2y+/7x=0 


Ecuación de las rectas asíntotas: 
L,:2y-V7x=0 A La :2y+WV/7x=0 
Asi la ecuación de la hipérbola sera: 
H:(2y-J7xM2y+V7x)=k>B :4y* -7x7 =k 
Como (2;3) e Hevaluamos: 
43 -7(2P=k > k=8> H:4y*-7x*=8 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 112; 
Determine la ecuación de la hipérbola cuyos focos son 
(7; 3) y (-1; 3) y su eje transverso es 4. 
A) 5x*- dy? + 40x + 24y +24=0 
B) 4x?* — 5y! + 40x + 24y + 24 =0 
C) 5x* + 4y* - 40x + 24y - 24 =0 
D) 4x* + 5y* + 40x- 24y + 24 =0 
E) 4x* — 4y* + 40x + 24y-24=0 
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RESOLUCIÓN: Y 


Tenemos: 
Ecuación de la Hipérbola: H : e = ¿e =1 
Centro:(-4;8)=(h;k) 
Del gráfico: ¿ Dis tan cia Focal: 2C=6 
Long.del eje transverso: 2a=4 
Conocemos: 


Luego: q (214% (9-34 _, 


> H:5x? -4y” +40x+24y+24=0 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 113 : 


Un satélite y tiene la trayectoria como se indica en el 
gráfico. Halle la tangente del ángulo canónico, 
generado por el satélite, al desplazarse de A hasta B. 


Sea y el ángulo en posición normal o canónico cuando 
el satélite pasa por B. 


El punto B pertenece a la curva (elipse) de ecuación: 


E Y_, 4 


Como B e al HC ay tE 
mala 2 


*Por difinición de las R.T. de ángulos en posición 


RPTA : 


“q” 


(7) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponde: 

D(2;0)e 1C 

II) (0;3) e Eje de Ordenadas 

111) (8;0) e Eje de Abscisas 

AJVVV  B)FVV C)JVFV  D)FFV E)JFFF 
(1) ¿Qué punto está más alejado del origen del sistema 
cartesiano? 

A)(150) B)(2;3) C)(-2;3) D)(3;4)  E)(5;1) 
(1) Ubicar los puntos A(3 ; 4), B(5 ; 0) y C(0; 0) 

e indicar que triángulo es: 


A)Rectángulo B)Equilátero C)jIsósceles 
D)Escaleno E)Rectángulo Isósceles. 


(M)|Si el punto medio del segmento cuyos extremos 


son: A(3;5) y B(x; y) es M(-1;2). Determinar: x + y. 


AJ6 B)-6 C)-4 Dj4 EJ5 
(43) Determinar la distancia del punto A=(1;-2) al 
punto B=(4;2). 

AJ5 B)12 Cj13 Dj4 EJ8 


(02) Señale la suma de las coordenadas del punto medio 
del segmento AB, del problema anterior. 
AJ1,5 B)2,5 C)-1,5 D)-2,5 
(E) El punto (-3 ; 0) pertenece a: 

AJIC BJHc cinc D)IVvC 

(63) Determinar el punto S 3) en: 


EJN.A. 


E)JEje x 


AJE A 

B)D 'B 

[Ne] Sr 

DJA 

E) B [e] 
D 


(9 Determinar la distancia entre los puntos 
A(1;3) y B(-2;-4). 
AN57 BW58 CW48 DWG  ENIT 
(OpDeterminar la distancia entre los puntos 
A(-3; 0) y B(4; 7). 


A)J7 C)7J2  DJ7V3  EJ7J5 


(Q) Determinar el punto medio del segmento AB, si: 
A(2; 4) y B(-8;-6). 

AJ15-3) B)(153) C)(3;1) DM 3;-1) EJ(-3;0) 
(Determinar el punto medio del segmento AB, si: 
A(0; 4) y B(6;-2). 

AM3; 1)  B)1;3) C)(6;2) DM4;-2) EN3;-1) 
(G3Si el punto medio del segmento 43 es M(-1;-2) y 
ab Determinar la suma de coordenadas del punto 
AJ13 B)-12 C)-13 D)-26 E)12 
(1) Si los vértices de un cuadrado son A(1; 1) y B(5; 
4) , Determinar el perímetro del cuadrado. 

AJ6 BJ10 C)15 D)20 

(9) Si los vértices opuestos de un cuadrado son 


(3 ; 2) y (4; 3), Determinar el área de esta región 
cuadrangular. 


B)14 


EJ25 


AJ74j? B)37 CJ54 Dj27 EJ47 
(9) Si dos vértices de un triángulo equilátero son 


ATRIGONOMETERIA 6 
A(-1;-3) y B(4; 2). Determinar el perímetro del 
triángulo. 

Ap0J2  Br2/2  Cr5/2  DJI6/2  EJ18J2 
(DDeterminar el área de un triángulo equilátero 
cuyos dos vértices son A(2;3) y B-5;-1). 
anzis BueJa 248 py643 1643 


Ds DES DS 
(43) Si los vértices de un triángulo son 
A(1; 3), B(-3;-4) y C(2; 7) Determinar el mayor lado. 
Ares  BIÍ17  CINHG  DIÍIS6  EJÍI27 


(WM) Determinar “b”, si la distancia entre los puntos 
A(7;2) y B(3;b) es 5. 

AJ56-1 B)165 C)J5ól1 D)J1ó4 EJ4ó6-1 
Ed) Determinar “x”, si P(x; y+2) equidista de 

E 4;-6) y (6; 8). 

AJO B)i D)4 E)-1 


UNDANERAENCANO/A/GIDA: 


((DLa práctica de un punto M excede en una unidad a 
su abcisa, M equidista de los puntos A(2;1) y B(-6;5). 
Halle las coordenadas del punto M. 

AJE6;5) B)J(21) Ci152) DJ3;2) EJ(3;4) 
(El punto medio de AB es P(-7;2). La abcisa de A 
es 5 y la ordenada de B es -9 la ordenada de Á menos 
la abcisa de B es: 

AJ6 B)-32 C)32 D)-6 EJ13 
((3H)De la figura, calcule las coordenadas de £ si: 


RO=6/2;1=(1;9) 
Yi F 


Cc)2 


El 


A) (4; 4) 
B) (5; 2) 
C) (11; 8) 
“D) (2; 5) 
E) (3; 11) ho 
0 E 
(MEL segmento que une los puntos Q(-1; 2) y R 
(3; -1) se extiende de R hasta P de tal manera que 


[QP|=3/QR]. Hallelas coordenadas de P. 
A) (10; -3) B) (11;-7) C) (9; -2) 
D) (11; 6) E) (9; -7) 


(E) Los vértices de un triángulo tienen como 
coordenadas A(-7; -2), B(1, 4) y C(5; -1). Halle la 
longitud de la mediana trazada desde C. 
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Aj8u  B)2/17u  C)j4/3u  D)8/2u 
O) En la figura, caleule el valor de a; 


E)64u 


4)2 e 
B)3 

C)4 L; 
D)5 
EJ6 


(a:4) 


(a+8;0) 
x 


Calcule el valor de n, si la distancia del punto A al 
punto B es de 5u. Siendo : 
A=(m+3;3n +1) y B=(m-2;2n) 
A)-2 BJ3 C)-4 D)-1 EJO 
(3) Halle la ecuación de la recta mediatriz del segmento 
que los ejes coordenados determinan en la recta 6x 
+ 3y-15=0. 
A)5x-3y+8=0 
C)5x + 3y-8=0 
E) 3x-5y+8=0 


B)3x +5y-8=0 
D)5x-3y-8=0 


(9) Encuentre el valor de a + b, si L, y L, son 
paralelas y L, pasa por el punto A(2; 1). 
L,:ax+y-3=0 
Ly: bx +65y-7=0 
3 5 6 7 


4 a 3 


(ED En el gráfico mostrado, halle el área máxima de la 
región triangular sombreada. 


1 
El 
Y 


(O) En la figura, calcule el mínimo valor del área de la 
región sombreada. Y 


A)2u* 
B)3u* 

€) 2,75 u* 
D) 2,5 u* 
E) 2,25 u* 


(MCalcule el máximo valor de la región triangular 
cuyos vértices son: (0;n) ;(1;4);(n;1) 


A)1,2u* B)18u* C)2,2u* D)2u* E)15u* 
(O)Para qué valor de k (positivo) en la ecuación de la 
recta kx-y +5 =0 la distancia de P(3; 5) a la recta 


obtenida es igual a —— ye 


A)1 B)2 013 DJ4 E)J5 
(BHalle el área de la región triangular que tiene 
como vértice a los puntos A(4;-3) ,B(-8;2) y 
C(4; 11) 

A)J36u* B)48u* C)64u*  D)63u*  E)48u* 
(G)Determine el baricentro del triángulo MNP y el 
área de la región sombreada. 


Xx 
C) (6; 6) y 2 


A) (6;8) y 2 u* B) (6;6) y 3 u* 


D) (8;6) y 3u* E) (8; 8) y 5 u* 

(OSi la recta (h*4+3)x+(k-1)y-7=0 es 
perpendicular a la recta : 1+2y+13=0. Halle el valor 
de3k-1 

A)2 B)3 C)-3 D)4 E) -1 
(DJUna recta tiene un ángulo de inclinación de 136” y 
pasa por el punto A(1; 1). Siel punto B(3;k) pertenece 
a dicha recta, el valor de k es. 
A) 1 B)J3 C)-1 
(A)Dadas las rectas : 

Y: 2 +6y-1I=0A2 ,: 3x4 y -2=0 AL 9: ax— Lay + 2=0 
Halle el valor de “a” para que £,%,y Y, sean 


D)-3 E) 2 


32 16 
3 16 2-35 Dz Dz 
(DEl área de la región triangular atebirada por la 
recta L: 2x+y -1=0 y los ejes coordenados es: 
A)2u* B)l2u* C)l/4u* D)4u* E)1/6u* 
(O) Halle el área de la región triangular determinada 
por las rectas de ecuaciones. 

Lix-y=0; Ls y-4=0;5 Ly2x-y=0 


A)2u* B)4u* C)3u* D)56u* E)J10u* 


TERCERAMERAGTCANORIGIDA 


(GdDado dos vértices consecutivos de un cuadrado 
A(3;-7) y B(-1;4), calcule su área. 

AJ127u* B)1374* C)147p* D)81j% EJ1001* 
((03Señale las coordenadas del punto “P” ubicado en 
el eje de abcisas que equidista de A (155) y B (7;3) 


alo) m3) ol3:0) also) m(q:0) 
(C3En un triángulo ABC, los vértices son A(3;-1)B(1;5) 


y C(-1;-3). Calcule la longitud de la mediana relativa 
al lado BC. 


ANS BZ C)2V3 DWNIS — ENI5 


Si tres vértices consecutivos de un paralelogramo 
son A(-1;1), B(1;5) y C(9;7). Halle la suma de 
coordenadas del cuarto vértice “D” opuesto a B. 
AJ5 B)J96 C)9 D)J10 E)12 

Sea traza un segmento desde A(1;1) hasta B(3;5). 

ta qué punto “C”será necesario prolongarlo para 
que 47-22? (Señale la suma de coordenadas de “C”) 


a cada C)42 D)23 E)27 
(HEn un triángulo ABC se sabe que A(3;5) y el 
baricentro es G(1;-3).Hallar la suma de coordenadas 
del punto medio de BC. 

AJ3 B)5 C)-7 D)J5 E)7 
(Del esquema mostrado, determine las coordenadas 


del punto M. Si: ABCD es un paralelogramo 


a(E: ) B)(-6:6) ol-5:5) D)(-6;4) E)(-6:7) 


((HSe tiene el triángulo formado por los vértices 
A(1;9), B(6;8) y C(-2;4), calcule la superficie del 
triángulo 


AJ85j47  B)284" C)l4j?  D)244% EJ 40% 


(O Si A(-1:8) , B(3;1) y C(2;4), calcule el seno del 
ángulo CAB. 
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0 Hi 1 Í 7 > 
aye aún Eb PEE yy 2 alle el máximo valor de 
> Cosa Cosf Cos0. Cosf ........ 
(Q) Del gráfico, halle: S¿- S, 5 5 5 
+ . 
(5;8) A)Cosnó BJCos C)Cos"ó DinCos E)Cos ES 
(101 (£3)Sea ABC, un triángulo equilátero de lado 
"£" Determine el máximo valor de : 
(3:11 1 
G= (Sena.Senf .Seng)? 
16; 2) 


AJIO04é B)10,54*% C)-6u4? D)11,54* E)12p* 


(OSabiendo que x e[-2;3]asume el mayor valor de 
“A” con el menor valor *B”. Si además: 


(MB Si ges un ángulo agudo, tal que: 3 < 2Tan0+1<7 


- e Cot0+2 
Señale la variación de : G= Coto+1 


ali Janis oli: 2)013: 2) al5) 


(Sabiendo que: x e (-2; 3] intersecta las variaciones 
de: R=5+3x ; C=6-2x 


AJ(-1:9) B)2;5) CM3;7) DIM-156) 


E) (155) 
(Y) Sabiendo que: x e (-4 ; 7] señale la variación de: 


2 
Sd E 5) Sn Es 1] ms ls + NTE) (+: 5) 
(Sabiendo quex e (-2;- Pagoda el intervalo de: 


pe Li 


agi7) 237) lg) Dlsr3) ml) 


(O)Determinar el mayor valor que adopta: 


M=3+8x-x? ;xeR 
AJ13 B)16 C)19 D)21 E)7 
(OSe tiene “n” variables que se cumplen con: 
OSA cimas 3 
Cuya suma ¿es constante, es decir: 
a+Pr0+p+ Ass 


£J3 
6labe 
(WDEn un triángulo ABC de área igual a “S” y 


m ZABC =P ¡halle el valor mínimo de la suma de los 
lados AB+BC 


3£/3 
abc Vs Tabo o 


£/3 2£/3 E£J2 


A) B) 


28 28 
Anas 2) B os Dag E Es 
€DSi:Tanx + Tany=1 
Calcule el máximo valor de Tan (x + y) 
3 4 1 7 13 
a BJ5 e) D)J5 EG 


ED Obtener el ángulo x, para el cual el segmento PQ, 
tenga longitud mínima. 


B)ArcTan/Tanó 
D)ArcTan(2Tan0) 


A)ArcTan/Tanó 
C)ArcTanYCoto 
E)ArcTany/Cot0 
(E3En el gráfico adjunto , se tiene las rectas L, y Ly 
que se intersectan en el punto P(a ; b) y determinan 
con los ejes “x” e “y” un cuadrilátero de perímetro 
mínimo. Señale dicho perímetro 


x 


AMVa+vo)  BMJa-J6) Cja+brab 
Dja+b+Jab EJa+b-—Jab 


(8%A partir del gráfico, hallar el menor valor de: 


M=Cot*a+Cot*0 +Cot*p 


+ 13 7 2 
A) y B) F C) 3 D) 7 E)J= 
(H)Hallar el mínimo valor de: E=x+y+z 

13, 
4 
A) /1956+103/3  B)/295+168/3 C)21 
D)25 E) /185+108/3 
(E) Señale el menor valor de la expresión: 
W)Sen*x +Cos*x 

AJ2 B)2”* cj2* Dj2> Ej2* 


(E) Sabiendo que: 8*< a<15” Señale los valores de: 
W=48Tan*0+5 


A)(21;32) 
D)(19;82) 


B)(17;19) 
E)(13;25) 


C)(19;36) 


(2 Dados los puntos A(1;3) y B(5;-1), halle la suma 
de coordenadas del punto *“*P” ubicado en el eje “x” 
tal que: “AP-PB” sea máximo 

AJ3 BJ5 C)7 DJ4 EJ9 
(3) Dados los puntos A(1;3) y B(9;9). Hallar la suma 
de coordenadas de un punto “P” de ordenada mínima 
, de donde se divise el segmento AB bajo un ángulo 
recto. 

AJO BJ6 C)7 D)J8 E)12 
(€) Determinar el radio de la circuferencia inscrita al 
cuadrilátero ABCD, donde: 


19. _19. 20.4 
(559) . 5 719) 0 3* 5) 
y D(12;-12) y 
B 
*x 
AN29  BN39  CN47  DIW65  EN73 


CUARTANERACTEANORIGIDA 


(CD Cuál es la ecuación de la circunferencia con centro 
en C(1;-2) y radio igual a 2? 
Ajxt+y?-2x-4y+1=0 
C)x*+y?+2x - dy+1=0 
Ejat+y*+x— 2y+1=0 


(42 Cuál es la ecuación de la circunferencia con centro 
en C(2;3) y que pasa por P(1;-1)? 

Aja? +y?- 4dx-6y-4=0 Bj? + y'-2x- 3y-3=0 
Cja*+y?- 25 +3y -1=0 Djx*+ y +4x+6y=0 
Ejx*+y?*- 3x-2y -1=0 

(3AHalle la ecuación de la circunferencia canónica, 
tangente a la recta: L: 2x- 3y+=0 
AJx*+y*=13 at 
DAA Etna 
(Dada la circunferencia: £ ; %+y* -8x+6y-1=0 


B)x*+y*-2x4+4y+1=0 
Djx*+y*+2x+4y+1=0 


Cjx*+y*=26 


Halle la ecuación de otra concéntrica a ella , de radio /5 . 
Aja*+y*-8x+6y+10=0 Bja*+y*"-8Bx+6y+20=0 
Cja*+y*-8x+6y+5=0 D)jx"+y*-8x+6y+15=0 
Ejx*4y*-8x+6y-15=0 
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(3) Halle la ecuación de la recta tangente a la 
circunferencia cuya ecuación es: 

Li d+ y 4204 4y — 15=0 
Y pasa por el punto de tangencia (1; 2) 


AJjx+2y+5=0 B)Jx+2y-5=0 Cjx-2y+7=0 
D)x-2y -7=0 Ejx+2y - 6-0 


(49) En el gráfico mostrado, “F”es el foco de la parábola 


En es la directríz. 
Calcular el área de la región sombreada. 


AJ20u*  B)30u? C)40u?  D)50u?  EJ80u* 


¡Calcule el radio focal del punto “M” de la parábola: 
y =20x, si la abscisa el punto “M” es igual a 7. 


AJ9 BJ10 C)12 D)J13 EJ15 
(GH Dada la ecuación de la parábola: 
P:x* - 2x-8y+33=0 
Halle la ecuación de la directríz. 
Aly=1  By=2 C)jy=4  Djx=1 Ejx=2 


(DSegún la figura, ““V” es el vértice, LO=2 y VO=4. 
Halle la ecuación de la parábola. 


AJlx-2)*=4y 
D)(x-4)*=4y 


(O Calcule el área de al región triangular cuyos 


vértices son los extremos del lado recto y el vértice de 
la parábola cuya ecuación es: P: y* - 4y- 4x+8=0 


A)2u?* B)3u* CJu?  Djóu*  EJGu* 


(O) Obtenga la ecuación cartesiana de la elipse cuyos 
focos son: F,(30) y F¿(-3;0) y cuyos vértices son : 


B)(x-4)*=6y 
E)(x-4)*=8y 


C)íx-2)*=8y 


V,(5;0) y V,(-5;0). 
ar a a? E at ee 
Ati BJ > lr dr ies 
A 
) + >”. EJ + T6 1 


(()Halle la ecuación de la elipse con centro en el origen 
, focos en el eje x, la longtud del eje mayor es igual a 3 
veces la longitud del eje menor y que pase por el punto 


P(35,3). a ; 
E 2, E 

TNT 1 Bo 1 Ot 1 
E A 

Dita" ED tio"! 

(A)Dada la elipse: 


£: 25x*+16y*+100x - 96y- 156 =0 
Señale la suma de coordenadas de su centro. 
AJ5 B)J1 C)2 D)J7 EJ8 
(EDada la elipse : £ : 8x?4+9y?+24x — 12y+10 =0, 
halle su excentricidad: 


JE pi 
9 


17 V13 
STA 3 


1 2 
B) c)5 D) 3 E) 
((3)En la elipse:3x*+4y”=48 , hallar el área de la región 
triangular formada por un lado recto y los segmentos que 
unen los extremos al vértice opuesto de la elipse. 

AJiBu?  B)36u* C)9u?  D)20u?  E)10u* 
(Dada la hipérbola: Hi 4y”-16x*- 48x - 4y+1=0 


Señale las coordenadas de su centro. 
E DEA 
a(-53) (353) C)(-1;3) D)M(2;3) EN 4;1) 


(O Hallar la ecuación de una hipérbola cuyos focos 
son(0;-2) y (0; 2)además cada uno de sus lados rectos 
miden 6. 


2 2 2 
Ey a, a 
A) 7] y"=1 B) 5 y"=1 C)y 7 1 
2 2 

DE EE 
y =1 E) 7] =1 


(G)Hallar la ecuación de la gráfica que se muetra en 
al figura , P y Q son los focos. 
v 


ENT 
AJy-4x*=16 B)4x*-y*=16 
DJ9y*-16x*=144  E)y'-9x*=9 
(D)Hallar la ecuación del lugar geométrico de todos 
los puntos cuya diferencia de distancias, en valor 
absoluto, a los puntos F,(0;3) y F¿(0;-3) sea siempre 
igual a 4. 

AJ5y-4x*=20 BJ5y?-3x*=15 
D)3y'-5x*=15 EJóy*-9x*=45 
(ED)Halle la ecuación de la recta de “L”, si “F” es foco 
de la hipérbola. 


C)16y*-9x*=144 


Cj4y!-52*=20 


AJáx-3y=20 
D)5x+3y=15 
(ODSi: A(-3; 4) ; B(4; 6) y C(1;- 4) son los vértices 
de un triángulo , encontrar las coordenadas del 
cireuncentro del triángulo. 

AMD BMI1) CM2-D DJS)  EJ-15-1) 


(SHE cable del puente colgante de la figura tiene la 
forma de una parábola . Las dos torres se encuentran 
auna distancia de 150m entre sí y los puntos de soporte 
del cable en las torres se hallan 22m sobre la calzada; 
Además el punto más bajo del cable se encuentra a 
7m sobre dicha calzasa. Hallar sobre la calzada, la 
distancia de un punto del cable que se encuentre al6m 
de una de las torres. 


B)4x+3y=20 
EJ6x+5y=30 


C)3x+4y=16 


AJ16 C)16,6 D)14 E)14,6 
(8) El foco de una parábola es el punto A(4;0) y un 
punto sobre la parábola es el punto P(2;2). 
Entonces la distancia del punto “P”a la región 
directriz de la parábola. 


AJ2  BN3  CIW2 


B)15,6 


D)2/3 EZ 


(E) Hallar en el primer cuadrante el área de la región 
no convexa, de una sola pieza, limitada por las curvas 
(a>0). 

C,:12*4+y?=(4a)* 

C¿:y=-2x+4a 


Cy: y=2x-4a 

C, :y=-2x+80 

Aj8ra*-2a?  Bji6xa*-6a*  C)i2xa*-5a* 
Dj4xa*-6a?  E)i6xa*-5a? 


€3) Dados los siguientes puntos A=(0;0) ; B=(5;0) ; 


R=(5;7) ; S=(12;8). Sabiendo que el segmento RS 
es la diagonal de un cuadrado. Hallar un punto P 
en el perímetro de dicho cuadrado para que el 
triángulo ABP tenga área máxima. ¿Cuál es el área 
máxima ? 


A)22,5 B)17,5 C)48,0 D)2,5,//151,25 E)27,5 

8) Dado el punto N=(2;4) y la circunferencia 
C:(w-2)*+(y-4)*=25, 

determinar el área del triángulo cuyos vértices son N 


y las intersecciones de C con el eje abcisas. 
AJ8 BJ9 Cj10 D)11 E)J12 


2 Determine la ecuación de la recta ortogonal a la 
cuerda común de las circunferencias. 


Cux*+y*+8y=64 
Cax*+y*-6x=16 


3 3 3 
A)ly=--= pe ESE 
Jy qa B)y 7 4 Cly+=g(z D 


Dig -4=-Z(2+1) EJyrá=hx 


CLAVES DE LA TERCERA PRACTICA) 


RESUMEN DE GEOMETRIA ANALÍTICA 


En esta repasaremos las relaciones establecidas entre las 
coordendas rectangulares del punto al describir un determinado 
lugar geométrico en el plano cartesiano. Estas relaciones se 
expresan mediante fórmulas, a las cuales se les denomina 
ecuación del lugar geométrico. Entiéndase como lugar 
geométrico al conjunto de puntos del plano con una propiedad 
en común, 


ÁNGULO DE INCLINACIÓN Y PENDIENTE 
DELA RECTA 


- Se llama ángulo de inclinación de una recta, al menor ángulo 
no negativo medido desde el eje x hasta la recta. 


- La pendiente de la recta es la tangente de su ángulo de 
inclinación, usualmente se le denota con la letra "m" y se le 
llama también coeficiente angular. 


y L 


0: ángulo de 
0 inclinación 
de £ 
Xx 


DETERMINACIÓN DE LA PENDIENTE 
CON DOS PUNTOS DE LA RECTA 
Si en una recta se tienen dos puntos conocidos, entonces 
su pendiente se obtendrá dividiendo la diferencia de ordenadas 
entre la diferencia de abscisas que hay entre estos puntos. 


DEFIVICIÓN DE LA RECTA 


Es el lugar geométrico de todos los puntos del plano, 
tales que hallada la pendiente para dos puntos diferentes 
de este lugar su valor permanece siempre constante, 


GEOMETRIA ANALÍTICA 
POSICIONES RELATIVAS EN EL PLANO 


ángulo de inclinación: 0 recto 


no tiene pendiente 


ECUACIONES DE LA RECTA 


Son las fórmulas que relacionan las coordenadas x e 
y de todo punto que está en la recta; estas fórmulas son 
de primer grado y tienen diversas formas de expresarse 
tal como se muestra a continuación: 


"ng5n 


uy) 
Y 
coordenadas 
del punto 


2x+3y+1=0 
Ecuaciones jY =2X +3 
delarecta | y Y 
3+7"! 
ECUACIÓN PUNTO - PENDIENTE 


Sea m la pendiente de la recta y (Xp;yp) Un punto 
conocido por donde pasa la recta; la ecuación de esta es: 
Hgo 


Ed 
L: [y yo "mo x0)] 


ECUACIÓN SIMÉTRICA Cc intersección de fectas 

A li fell o q Ae ij Las coordenadas del punto de intersección de dos rectas 
se obtendrán resolviendo el sistema determinado por sus 
ecuaciones. 
D. Ángulo entre rectas 

Sean L, y L, dos rectas no verticales cuyas 
pendientes son m, y m, respectivamente; si 6 es el menor 
ángulo formado por dichas rectas; entonces: 


y h 2 L, 
ECUACIÓN PENDIENTE - ORDENADA AL 
ORIGEN 
-m 
Sea m la pendiente de unarecta y (0;b) suintercepto  tan9= aa , > 


con el eje y; la ecuación de esta recta es. 


E Distancia del punto a la recta 

Sea: Ax +By+C =0 la ecuación general de una recta 
y (x,;y ) un punto exterior a ella; la distancia de este punto a la 
recta se obtiene del modo siguiente: 


ECUACIÓN GENERAL : 
Es dea forma: 


= A, By C son coeficientes de la recta. 
=A y B no pueden ser nulos a la vez 
- La recta es oblicua si y solo sí: A+01B=>0; siendo su 
% A Distancia entre rectas paralelas 
pendientes [n--$] Sean L,:Ax+By+C,=0 y L¿:Ax+By+C,=0. 
OBSERVACION : Las ecuaciones de dos rectas paralelas; la distancia entre estas 


Los interceptos de una curva con los ejes coordenados se obtiene 


rectas se determina del modo siguiente: 
A 2: Ax + By +01 =0 


(0;y) d > lá . Ci] 
+B? 
050) 

x L; Ax + By + U7=0 


PROPIEDADES : CIRCUNFERENCIA 


Dect Es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que 
a lelas (11) equidistan de un punto fijo A este punto fijo se le denomina 
Siendo L, y L rectas no verticales; entonces: centro y la distancia constante se le llama radio de la 


EEN, 
La/1Lz e [in m0] XA 


B. Rectas perpendiculares (1) 


Siendo L, y L rectas no verticales; entonces: LO to 


L¡ LL, |m,«m =-1 


ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA 
A. Ecuación ra 


B. Ecuación ordinaria 


Y 
Cil (x=)? + (y-k9? = R2 


centro: (h;k) 
Kp---- radio: R 


P(xy) 
(0) h x 
DA Ecuación general 


Es de la forma: x2 + y2+Dx+Ey+F=0 


donde se tiene: 


centro: (-2:-5) radio: Lp? af 


D. Ecuación de la recta tangente 

Sea (Xo;Yp) las coordenadas del punto de tangencia de la 
redaL y la circunferencia: x?+ y? + Dx+Ey +F=0la ecuación de 
la recta L será; 


Bea A 


El + y2+Dx + Ey+F=0 


E Ecuación de la cuerda común 

La ecuación de la cuerda común a las circunferencias 
C, y C, se obtiene restando sus ecuaciones y eliminar los 
términos cuadráticos. 


EDITORIAL RUBIÑOS: Les1 ) 


1. Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos 
(2,3) y 1,2). 


2. Determine la ecuación de la recta que tiene pendiente 2 y 
pasa por el punto (-1;3). 


3. Determine la ecuación de la recta que pasa por los puntos 
(43:2) y (1;-2). 


4. Calcule las coordenadas del punto de intersección de las 
rectas L, :2x+3y=15 21 L,:x+y=6 


5, Calcule a, si se tiene que el punto P(a — 1; a + 1) pertenece 
a la recta L: 2x + 3y = 26. 


6. Calcule b si los puntos de coordenadas (1;3), 
(b- 1; b+ 1) y (3;7) son colineales. 


7. Dada la ecuación de la recta L: 2x + 3y + 1 = 0; calcule la 
ecuación de la recta paralela a L y que pasa por (-3;-2). 


8. Siendo el centro de una circunferencia el punto  C(-2;3) 
y su radio 3, determine su ecuación. 


9. Determine la ecuación de la circunferencia cuyo centro es 
(-1;-2) y su radio es 5. 


10. La ecuación de una circunferencia es: 
Ci(x + 2) + (y-1)= 16 
determine su centro y radio. 


?econocer y definir las razones trigonométricas de un 
«ngulo de cualquier magnitud . 


IVTRODUCCIÓN : 


El origen de la palabra trigonometria proviene del griego, Es la 
composición de las palabras griegas trigonon: triángulo y metron: 
medida; trigonometria: medida de los triánguios. 

Se considera a Hiparco (180-125 a.C.) como el padre : : la 
tigonometría debido principalmente por su hallazgo de algunas 
de las relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo. 
También contribuyeron a la consolidación de la trigonometría 
Claudio Ptolomeo y Aristarco de Samos quienes la aplicaron 
en sus estudios astronómicos. En el año 1600, el profesor de 
matemáticas de Heidelberg (la universidad más antigua de 
Alemania) Bartolomé Pitiscus (1561-1613), publicó un texto con 
el título de Trigonometría, en el que desarrolla métodos para la 
resolución de triángulos. El matemático francés Francois Viéte 
(1540-1603) hizo importantes aportes hallando fórmulas 
trigonométricas de ángulos múltiples. Los cálculos 
trigonométricos recibieron un gran impulso gracias al 
matemático escocés John Neper (1550-1617), quien inventó 
los logaritmos a principios del siglo XVII. En el siglo XVIII, el 
matemático suizo Leonard Euler (1707-1783) hizo de la 
trigonometría una ciencia aparte de la astronomia, para 
convertirla en una nueva rama de las matemáticas. 


Originalmente, la trigonomertría es la ciencia cuyo objeto es 
la resolución numérica (algebraica) de los triángulos. Los seis 
elementos principales en todo triángulo son sus tres lados y 
sus tres ángulos. Cuando se conocen tres de estos elementos, 
con tal que al menos uno de ellos sea un lado, la trigonometria 
enseña a solucionar el triángulo, esto. €s, a encontrar los otros 
tres elementos. En este estado de la trigonometría se definen 
las funciones trigonométricas: (seno, coseno, tangente, etc.), 
de un ángulo agudo en un triángulo rectángulo, como las 
razones entre dos de los lados del triángulo; el dominio de 
definición de estas funciones es el conjunto de los valores que 
puede tomar el ángulo [0;180). 


Sin embargo, el estudio de la trigonometría no limita sus 
aplicaciones a los triángulos: geometría, navegación, 

|, astronomía; sino también, para el tratamiento 
matemático en el estudio del movimiento ondulatorio, las 
vibraciones, el sonido, la corriente alterna, termodinámica, 
investigación atómica, etc. Para lograr esto, se debe ampliar el 
o ¡de función trigonométrica a una función de una variable 

en vez de límitarse a una función de ángulos. 

n un sentido básico, se puede afirmar que la Trigonometría es 


ÁNGULO DE POSICIÓN NORMAL , 
CANÓNICA O ESTANDAR 
Es un ángulo trigonométrico que cumple las siguientes 
características. 

D El vértice coincide con el origen de coordenadas, 
11) La posición inicial del rayo está en el eje positivo 
de las abscisas. 


111) La posición final del rayo posee cualquier ubicación 
en el plano cartesiano . 


Posición 
final 


E 
6: Representa el ángulo en posición normal, entonces 
la ubicación final del rayo me indica el cuadrante al 
cual pertenece 9/9 e IIC), además 9>0. 
EJEMPLOS : 


Y 


Posición 
inicial 


DEFIVICIÓN DE LAS RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS PARA UN ÁNGULO EN 


POSICIÓN NORMAL 


Sea v un ángulo en posición normal y P(x ; y) un punto 
que pertenece a su lado final, se define : 


Play) E > 
xa: abscisa 
: ordenada 
l) > ; radio vector 


Ordenada 


send adio vector 
=Abscisa___ 
o vector 
_ Ordenada _ Y 
1000 a 
cotO= Abscisa__x 
Ordenada y 

oz Radio vector _ 
secó=— Abscisa 
e= Radio vector _ 
ese2= Ordenada 7 


EJEMPLO: 

Si el punto P(-1; 3) pertenece al lado final del ángulo 
en posición normal “g”; calcular: K = sen 0.cos0. 
RESOLUCIÓN : 

*Ubicando al punto “P”, se obtendrá : 


Y 


PC1;3) 


* Ahora calculamos el radio vector; 


> + y > r= ED? + 3? = 10 


y=3 


* Piden: K =senoxcoso=(2)][*) 


ae. 


SIGNOS DE LAS RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS EN LOS CUADRANTES 


En el ejemplo anterior , algunas razones 
trigonométricas resultaron positivas y otras 
negativas . Esto dependerá del cuadrante en el que se 
ubique el ángulo considerado , en el cuadro adjunto se 
aprecia un criterio para recordar los signos ; 
entendiéndose que están indicadas las que son 
positivas y sobre entendiendo que las no mencionadas 
en cada cuadrante , son negativas . 


ndo Primero 
a 
1Q 
Seno y Todas las R.L. 
cosecantes son positivas 
son positivas 


Sen, C8C, C08, sec 


TV 
270"<0<270* pe OP e 


EJEMPLO : 


Señale el signo de: E = sen 100%008200*. 


tan 140” 
RESOLUCIÓN : 
* Identificando los cuadrantes: 


* Entonces : 
100 e IC = sen 100": (+) 
200” e HIC=> cos 200%: (=> E= 
140” e 1C> tan 140%: (-) 


O_O 
070 


=+ 
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Clas ASUS 


PROBLEMA 1: 
Siel punto Q(-5;-12) pertenece al lado final del ángulo 
canónico “f”, calcular : E=secf+tanf 


2 2 
wi E O D)=5 E)-3 
RESOLUCIÓN : 
? Graficando tenemos : 
X 
y z 
A =/x* (5) dad 
. hi pza Ps 
Nos piden : E = sen fP +tan f A 
> 13,12 19,12 48412 1 
Ss 5o5 5 5 
RPTA : “B” 
E de 


O y 
Y 

RESOLUCIÓN : 

Sea d la distancia, por fórmula 


d=lG-3)*+(2-1 > d=/f+-3)+1 


Para obtener d mínimo 

> (1-38)=0> dmin=V1=1 
PROBLEMA 3 : 
Si las coordenadas de que punto P están dadas por 
(sen o; coto) tal que PL A 
enel: 
AJIC— BJHC CIC -D) IVC EJAyB 
RESOLUCIÓN : 
*Las coordenadas del punto P es : P=(senG;ctgó) como 
PeMIC > send<0 » clgO>0 
*Luego el punto P tiene abscisa negativa y ordenada 
positiva : + Pe JIC 
Sn , RPTA : “B” 
PROBLEMA 4 : 


nd eS es ls 
Sabiendo que : sen 0 =-;0.€ IVC. 


EDITORIAL RUBIVOS 
Calcular: S = sec9-fanO 


, 1 1 
A)2 B)J3 C) -21 Diz El-=33 
RESOLUCIÓN : 
* En este tipo de problemas se puede proceder-así , 
. A 99d 
po 5 207 


* Luego: r?=x 14 y => 0? =p? - y? 
x*=25-16=9>x=3 
x=-3......(no lo toma : $ e IVC) 


* Graficando; reconocemos el punto del lado final de 
“4”, luego podemos ubicar el punto (4;-3) así; 


PROBLEMA 5: 
Sabiendo que : tan $=0,3; $ e HC. 
Calcular: C = sen B.cos B 


4) 0,2 B)0,3  C)04  D)0,6 
RESOLUCIÓN : 

* Otra forma de resolver estos problemas, es decir 
conocida una R.. T. calculamos cualquier otra ; es con 
la ayuda de un triángulo rectángulo , pero teniendo 
muy en cuenta el cuadrante al cual pertenece el ángulo 
considerado. Así en el ejercicio : 


E) 0,8 


J10, E 
tanp=0,3=2= tan p == o 

* Luego, no olvide que : £ e I1IC: 

1 3 

E NE 
1 3 3 

* Entonces: oa rs 7 te ¡TE 

10 10 10 RPTA z “gr 


STRTGONOMETRIAS 31358) LA ENCICLOPEDIA 201 


PROBLEMA6: 
Sabiendo que : cos9 =-0,6; 0 e IC. 
Calcular: E= EE A 
AJ Bl == 

-2 3 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicando el caso anterior : 


D)2 


* Como ge IC : coto=-3 A csco=5 


* Entonces : Bt, —= == 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 7: 
Si: tano=-2 y 0€ IVC, calcular el valor de : 
E=/29 (sen 0 + cos 0) 


AJ1 B)2 C)3 D)4 
RESOLUCIÓN : Y 


E)J5 


* Del dato : tan9= F- 


* Luego lo que se pide : 
E=/29 (sen0+cos0) 
> 2-/25(2+%) 


a 
RPTA: 


“pr 
PROBLEMA 8: 
AREn es un eto ose: 


¿ 
E= ña G5sena—4eota 
A)3 

B)7- 

C)8 

D)11 

E) 13 
RESOLUCIÓN : 

* Del gráfico se obtendrá : 


Y 
B_%2 c 


4a 


A Za D3al* 


* Ahora en lo que nos piden : 


E= Jé5sena - 4etg a = ves 2)- dz ) 
%) 


5d 


>E=4+7=11 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 9: 


Dela figura adjunta calcule: M =tan0+cot9 (PyQ 
puntos del segundo cuadrante) 


RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 
Pa Potro sad (09) 
5n 


» Para Q :; tan0= na a 1049) 


» Igualando (1) y (10: LL m=-2 


* Reemplazando en el punto P : P = (-2;3) 


3.2. 18 
>M= is A 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 10: 


Del gráfico mostrado , calcular € 
E=a-8tanó hr 


a4)0 
B)1 
C)-1 
DJ2 
E) -2 


valor de ; 
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RESOLUCIÓN : 


*Nos conviene utilizar el triángulo rectángulo grande 
,reemplazamos en : 


E=a-8tano 
>E=0-8(2) 
x 


>E=a- a(ES)=a+1-0=1 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 11 : 
Si; senf>0 acos B<0, entonces “ f ” pertenece al: 
AJIC  BJHC CHIC D)IVC E) YC 
RESOLUCIÓN : 
ID) Como : sen B>0 > sen £: positivo, por lo tanto: 
BElnc ó1C. 
11) Además : cos f < 0 > cos f: negativo, porlo tanto: 
fBenC óHIC. 


Como deseamos que ambas condiciones se cumplan , 
entonces : Be 1IC 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 12 : 
Si: cosa<0 A tana>0; entonces “a” pertenece al : 
AJIC— B)UC>  CIMIC  D)IVC  EJVC 
RESOLUCIÓN : 


D) Como: cosa<0=> cosa: negativo , por lo tanto: 
aelic 6HIC. 
KI) Además: tana> 0 > tan a: positivo, por lo tanto 
tae 1C 6HIC . Entonces : a. € IC - 
. RPTA : “C” 

PROBLEMA 13 : 

tan 200”. cos 310% 

sen 190% .cot 250" 
o) (+4) 6) D) (+)39 (3 


Señale el signo de : Q= 


A) (+) B) () 
RESOLUCIÓN : 
ID) 200% e111C > tan 200" : (+) 


1) 310” € IVC=> cos 310” : (+) 
111)190" e UIC = sen 190” : (-) 
IV) 250" e LIC = cot 250" : (+) 


*Porlotanto:9= B-- 


a RPTA : “B” 


PROBLEMA 14: 
Si: Be IC; ae HIC y 0 IVC, señale el signo de: 
_ sena -senf EN 
o iziao DS 
8) B)(+) CI(+)606) —DJ(A+)y() 
RESOLUCIÓN : 
D PeliC>senf:(+)rtanfp: (-) 
1) ac HIC> sena: (-) 
Hi)0E IVC >tan0: (-) 
* Reemplazando :0= 5 (+) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 15: 


Siges un ángulo positivo menor que una vuelta, 
diferente al tercer y cuarto cuadrante cuyo seno es 
negativo; determine J. 


A) 360" B)270” C)180” D)90” E)290* 
RESOLUCIÓN : 


* Del enunciado: sen0<0, 0 2 INC A 08 1V 


>El único valor que cumple es; g= 270? 


RPTA ; “B” 


PROBLEMA 16: 


0098. feot8 _ y 


¿A qué cuadrante pertenece 9 ? Si: —— 1=cot8 


AJIC B)HC D)JIVC — EJVC 


RESOLUCIÓN : 
* Se observa : -cos09 > 0 ; de donde : 


cos0<0=>896 HC ó TMUC coarancncaosososass (Y) 
* 1-cotG8>0 a cot9>0 es decir: 1>cotG>0 
>0€1 6 TC ispoisirioresesineoiccen (1) 
* De (1) y (1) concluimos 9 e THC 


C) IC 


RPTA :"C” 
PROBLEMA 17: 


Calcular: K=tanf+tana 


A)-3 

B)6 

Cc)9 

D)1 

E) -1 
RESOLUCIÓN : 
* Recordando que : tana = 


y 
x 
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* Entonces : 


da 
*tana=>—=5 — 
o 


*tanf= =4 
a 


* En la expresión : K=tana+tanP=>K=5+4=9 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 18 : 


En la figura mostrada , ABCD : cuadrado 
Determinar: K=cota+tan fl . 


A)J1 

B)-1 
C)2 
DJO 
E)-3 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Reemplazando : 
-a b 
E a+b —(arb) 


_la+b)_ 
—(a+b) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 19 : 


Si cos3=. ¿A quées igual: E=csc3—cot3? 


Mar Bo cat? ma-b Ejarb 
b+a a-b 

RESOLUCIÓN : 

* cos3 == , notando que: 3e IC Y 


>»E=esc3-cot3 


(asib*-a*) 


b a 
AAA 
Vo*-a? Jota? 
[ba 
355 b+a 
PROBLEMA 20 : 
Enla figura mostrada ,si AB=BC, calcular: 
: s0xgec a = : 


RPTA : “B” 


RESOLUCIÓN : y 
* Graficando : 


* Para: 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 21 : 


Dela figura, halle : sena cosO 


1 
LE 
2 
B) 5 
3 
C)- > 
AE 
lata 
RESOLUCIÓN : 
* Tabulando algunos valores : 
y=2x 
112 


1 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 22 : 


Dela figura adjunta , halle: metg0+2n. 


4)n 
B)2n 
C)jn 
D) 2n 
E) 3n 


RESOLUCIÓN : 


* Después de hacer trazos geométricamente, se 
obtendrá : 


* Se pide: K =mcot0+2n 
SK m0 ]+20=" 


RPTA : “C” 

PROBLEM23: 
Enla figura, calcular: E=1g0-1g4 

RS És 

5 
Jl 9 
o! ex 
¡$ [$9 
DI (-3;-4) 
yes 


3;-4) 
* Del esquema ; 53% +82” -$=180" 


>= 45" > tg 4 = tg (45%) =-1 
* Además: 


tg0=-1g 37" = z «us. (ver el próximo capítulo) 


* Se pide: E=-3-Gn=3 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 24 : 
Del gráfico, si: AB=2BC. 


Calcular: k=8tana-—3 cota Yi 


4) 11 
B)-11 
03 
D) 8 
E)-5 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando: 


A 
* En la figura sea BC=5=> AB=100 
* Entonces: B=(-8a;-3a) 
Ja 3 8 
a» '. =n—=m=_ =- 
Además: tana 305" cota 3 
A 3 8 
Reemplazando en k : k= a(3)-a(5) =b 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 25 : 
Si ges un ángulo en posición normal cos(0)== 5. 
Los puntos P y Q tienen por coordenadas(--15;a) y 


(b;-24) respectivamente, pertenecen a su lado final. 
Calcule ; 


'alcule la distancia entre dicho punto. 
AJ8 B)10 C)12 ——DM3 —— EJ25 
RESOLUCIÓN: y 

X 
E 5 
SL 
es EE, 
7 
ES -24 del grafico: 
d, =13 
de e en REO A 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 26 : 


Si; gUun(B)2 = g5-3o1(0) 0 Ber <0<2x entonces, 


al calcular W=/13sen( £)+4/34 cos(0), se obtiene: 
AJS5 B)4 03 D)-2 E)-1 
RESOLUCIÓN: 
Condición : ¿3Tanf-2  ¿5-3Cot0 Una posibilidad para 
que la igualdad se verefique es que: 

3Tanf-2=0 a 5-3Cot0=0 

Tanp==> 2 

Se nos da que: 0O<fB<xr=>PelC 


Tan0=5 


De donde: Senp=?= E 


también: x<0<2x=>06 MIC y 


De donde: 
=E=- > W=/TSenp + [S4Cos0= W=-3 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 27 : 


20% 


Si: e E RN O ,8 caña 
cot(x) <o; entonces al calcular 


_ P=2/3 oos(x 4/3 cot(x),se obtiene: 
AJ-6 B)-1 C)1 D)J3 EJ6 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 
9 Cuex 


= =Sen20" — Cos70" +Cos0* > 9%*=9* > Cser=2 
0 1 


ahora, tambien: Cotx<0 (dato) > X e IC 


Y 


-/3 
Del gráfico: 
Cosx=- Pncote=- /3 => F=2/3Cosx +/3 Cotx 


F= =nN5n (e TE 43)=> F=- 


AJO B)1 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 

3 
se(0; 22) pConx= E a 03:=5 
Ahora: F=2Senx+Csc3x +3Tan= 


F= 28en—+ Csc=+3Tan—= => F=4 
2 + 3 z 


RPTA : “E” 
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PROBLEMA 29 : 
Si tenemos la medida de los ángulos coterminales 
la medida del mayor ángulo es el séxtuplo de la 

edida del menor ángulo y la suma de sus medidas 
está comprendida entre 1000” y 1050". Calcule la 
ca D)174 


72 BJ122" EJ216* 


RESOLUCIÓN: 
Sean los ángulos coterminales: a , 09 Por condición: 
a_1 


PERS 
1) (a+9) e (10007 ;1050") 
Por ser coterminales; 9-a=360'"n ; ne Z 


a_1 Ed a 1 
A A 
también . 


De: 7=5 => 0=432n" así:(a+0)=504m" 
ahora como (a +0) e (1000* : 10509) => n=2 
=> la medida del menor < será: a=144* 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 30 : 
Dela figura mostrada, halle K=3tan(4)-/10 sec(a). 
(153) 4Y 


AJ-2 


B)-1 
RESOLUCIÓN: 


C)-9 D)1 EJ2 


Del gráfico; Tanpl=E >3Tanf=1 


Seca= "=D > Toseca=10 
luego: k=3Tanf - JIOSeca > k=-9 
RS RPTA:: “C” 


ta 


PROBLEMA 31 : > 
En la figura mostrada, colas y 


E=tan(a)xtan($)- 


42: BI  Cp12 DPS EPS 
RESOLUCIÓN: = 
(b;-a) 
x 
Conocemos: Tana = z e Tana=-5 


TanP= 2> Tanp=" 


luego: E=Tana x Tanf > E=-1 


RPTA : “B” 


(DSi un punto del lado final del ángulo “a” tiene 


coordenadas (3 ;2), hallar: CSC? «.. 


9 13 2 13 4 
A) YE] B) >? Cc) 3 D) E E) 13 
OQEl punto P(-1; 2) e lado final del ángulo “f”. 
Hallar: efg a—csc? a : 
A) 1 B)4 C)3 D)4 E) 7 


(GHEl punto Q(-1;-1) e al lado final del ángulo “a”. 
Hallar: sec? +1 
AJ2  BJJ2  C)V2+1  DJ3.  E)V2-1 


(3) Sean: P(6; 2a) y Q(a;3) dos puntos que 


pertenecen al lado final del ángulo “£ ”. Hallar: tagf4 
3 4 NE 
AG BIV3 5 DI E)1 


((3)Scan: A(1; a) y Bla; 4) dos puntos que pertenecen 


5 
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al aldo final del ángulo q e IQ. Hallar : sena 
2/5 y5. 


q 1 
NN mi? as Dz E) 1 
(DSi: tga=0,5; a e HQ. Hallar: seca 
4)-45 m-26 a »)-E E)1 


OSI: sena= sn, a e1Ivo Hallar: 4eec* a 
A)-26 B)4/13 C)-13 D)J1I3  E)13 
(63) Si P(-6;-8) e al lado del ángulo “pg ” en posición 
estándar, calcular: sec0+1g0 

AJS BIS CO DJ EY 
(Si el lado final del ángulo “g ” en posición estándar 


pasa por el punto medio del segmento 48 donde 
AL; 1) y B(5; 7), calcular: tgO 


A) 1 B)2 013 D)4 E) 4 
(DSi: seno=-LÉ; 0. e HIC Calcular: 

1 el M=seco0+tg0 
N-Z BD C) -4 D)4 E)2 


; 7 
us 20 E : 
35 B) 7 C) 35 Di Dz 


(VCalcular: A=/3 escx-—ctgx 
E2;1) Y 


A) 


A)8 

B)4 

C)6 

D)6 

E)7 e 


(MSi se cumple: 31g x +4=0; x e IVC Calcular: 
1 ias 

A) 3 C)- 3 Edie 

(Con respecto a un ángulo standar se tiene la 

siguiente información: 

DEn un ángulo trigonométrico. 

1) La posición inicial se ubica en el semieje positivo 

de las ordenadas. 

11) Los ángulos standar son solamente positivos. 

Indicar lo correcto. 


A) Sólo 1 B) Sólo H 
D)IyH E) H y HT 


1 1 
3)=> E-3 


C) Sólo 11 


ENCICLOPEDIA 


(De la figura hallar: 5sen B+ 13 cos a 


A)I 

B) -1 

C)7 a Xx 
DT (854, 

18 (-3;-4) 12;-5) 


(SI: gtr0 - y, además: 9 e HIC- 


Calcular: sen0 cos 9 
2 3 6 6 3 
br Br O De E- 35 
(MSi:sena<0 y tg a> 0. Indicar el cuadrante de a. 
AJIC B)HC CHIC D) IVC E) F.D. 
(9) Según el gráfico mostrado, a secO+cscO 


A) 2 


B) 2/2 
C) - 42 
P(a+1;-3) 
D)- 22 Le 
2 Ql5a-1) 


(DSi: tg p=J13; Be IMO. Hallar: sec B 


NE] y3 1 
A) Ha B) 2 C)-2 DJ Dz 
Asi: cscp=Í: fBENO. Hallar: tg $-1. 
a mi o z D)1 EJO 
(ASI: seca = E, ES. Hallar: ctga. 

2 

A) /2 Ea C) -J2 DE EJ1 
(Si: cosa=-0,3; ae HO- Hallar: tga. 
A)J-4/8  B)-3 C)2/2  D)-V2  E)-2J2 


((3)Si: P(2;a) pertenece al lado final del ángulo 217. 
Hallar: a - 1 

2 

A)1 BE 


(03) Se tiene un ángulo en posición normal cuya medida 
es 2107. ¿A qué cuadrante pertenece? 

AJIC B)HC CMMC DJIVC  EJAl eje “X” 
(E) Dado un ángulo canónico de 358” ,¿a qué cuadrante 
pertenece? 

AJIC B)JHC CHIC D)IVC EJAl eje “Y” 


1 5 
C) 5 D)2 E) 3 
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USEGUNDAME RACER AGIDA 


(DEl ángulo standar que mide 200”, pertenece a : 


A) IC B)IIC C) HIc 
D)IVC E) No se puede precisar: 

((3)El ángulo canónico que mide -96”, pertenece al : 
A) IC B) nic C) inc 

D) IVC E) No se puede precisar: 


(643 Si el lado final de un ángulo canónico “A” pasa 
por el punto P(2;-1), calcular: J = sen £.cos f. 
A) 0,2 B)-0,2 C) 0,4 D)-0,4  E)-0,6 


EBSi el lado final de un ángulo canónico “f” pasa 
por (3; -2); calcular “tan £ ”. 

2 
3 
(Si el lado final de un ángulo canónico “g” pasa 
por Q(2; 1) ; calcular: S=tan9-—cotO. 


3 3 5 5 
u37 Bl 5 DI-5 


2 3 3 3 
Pri B)- J= DS E 


5 
E) 3 
((OSI el lado final de un ángulo en posición normal 


“q” pasa por P(4 ;-3) ; calcular : S = sena +c08q.. 
A) 0,2 B) 0,3 C) 0,1 D) 0,4 E) 0,6 


(A'Si el lado final de un ángulo en posición normal 
“p” pasa por P(-2; 3) ; calcular: T = sen f£ . cos B 


2 
Vis 


2 6 6 12 
Bi E EE > 
» 13 2 13 13 13 


(QDe gráfico mostrado, calcular 5 =15(see P-+tan $) 


4) 8 
B) 6 
C) 9 n x 
D) 12 


E) 15 1558) 


(1) Del gráfico mostrado, calcular: E=y/13sena—50080 


A)2 
Bj) 4 
C)6 
D)J8 
E) 10 


(Si el punto (-12; 5) pertenece al lado final del 
ángulo “ £ ” en posición normal , Calcular el valor de : 
E=3secf+tanf. 


A) E Ea 


2 1 
2 2 3 DS Ed 


(Si: seca=-3 a a e HIC, calcular el valor de: 
E= 2 (esca — cota) 


AJ0 B)2 C)2 D)1 E) 1 


OS: tanp=2Í A fe HC. Calcular el valor de : 
E =/34 (sen P — cos P) 


A) 8 B)2 C)-8 D)-2 E) 4 


o o 
(3)Señale el signo de : P= sen 200" cos 810" 


tan 140” 
A) (+) B) (-) C)(+)6() 
D) (+) y () E) No se puede precisar: 


o o 
(MSeñale el signo de: q =*42100 + c09 130" 
sen160” -tan 340" 


_ sen 100? cos 200” — Rcos 190? 


E cos 170" 
A) (+), (+) BH) OE 
D) (-), (+) E) No se puede precisar: 


(O Sabiendo que: sena. >0; cosa <0; entonces “a” 
pertenece al: 


A)JIC B) nc cure D) IVC 
(3SSi:tan B<0; sen f <0;entonces”* f "pertenece al: 
AJIC B)uUC €) nic D)IVC 


me. 


(O) Si sen0<0; cos 0 < 0 ;entonces*g ” pertenece al: 


AJIC B)uCc cymic DjIVc 

€) Sila expresión : tan B/cos B <0 ¡entonces “g” 
pertenece al : 

A) IC B) uc Cc) 11c DjIy Cc 


ED ¿A qué cuadrante pertenece el ángulo en posición 
normal “g” que cumple: sec9<0 a tang9>0 ? 
AJ IC B) uc C) nic D)JIVC 


(2) Señale el signo de : 
ES sen 170? cos 240” +tan 210” cos 100 
sec 2007 


A) (+) 
D) (+) y (-) 


B) (-) C) (+) 6 (-) 
E) No se puede precisar. 


3)Siendo : sena=Z; a elIC, calcular : 
Q= Vb tana- cosa 


Bi 


7 5 2 
us 3 C=3 D)-3 


(8) Hallar “cota” en el gráfico mostrado . 


€ Del gráfico mostrado , calcular “n”., 


S- 2.8.2 
alo o/o oa lo 0] ar 


e 
Y 
' 
ja 


TAREARDOMICIENARIA 


(DSi el lado final del ángulo en posición no: ta” 
pasa por (-1; 4), calcular: JI7sena-—1 

1 1 
A) 5 B)5 C) 3 D)J3 E) 1 


(03Si el lado final del ángulo canónico “y ” pasa por 
(-12; 5), calcular : cscy-—ctgy. 


1 1 
ra B)5 Oz D)8 E) 1 


(E) Si el punto P(-2 ; 3) pertenece al lado final del 
ángulo canónico “g”, calcular; sen 0.cos0. 


6 12 12 13 
A C) 55 D)- 7) EG 
(Hallar “tana ” en el gráfico mostrado. 


AJ1 


B)/3 
4 

Cc) 3 
3 

DG 
6 


EJ 


6 
3 B) 


AZ 


(€) Determinar las 6 razones 
trigonométricas del ángulo en 
posición normal "q " 


(-7;-24) 


A)1 B)20)3D)4 E)J5 


(03) De la figura, calcular el valor 
de: J5Csc9 — Ctg0 


(2 Y 
6 
Xx 
AJ1B)3 C)J5 D)J7 EJ9 


(E) De la figura, calcular el valor 
de: JI3 (Sena — Cosa). 


A)-5 B)-3 C)-2 D)1 E)2 
Ms teme 


A) 4/5 B -5/4C0) -4/5D) 5/4 E) 4/3 
(2 Si Cos0 =-—0,4 además : 
DENMIC. Calcular: Csc9 . C1gO 


A) -10/23  B)-21/10 C) -10/21 
D) -5/21 E) 10/21 
Os 


Cosa =-0,3j0 € INC 
calcular: R = Tg%a + Seca: 

AJ1 B)2 C)3 DJ5 E)J4 
OD Si: 47*= 8; a € IC 


calcular: E = Sena Cosa 
A) 6/13 B) -6/13 C) 2/3 
D) -2/3 EJ1 


O Sig € IV C, además: 

8% = (Secáoo)T00-3 
calcular: SecO — Tg0 

A)1/3 B)1/2 C)2 D)3 E)4 
(O) Si el punto P(-1; -7) pertenece 


al lado final del ángulo en posición 


standar a, calcular: /Sma Tyo Sera 
A)1 B)J3 C)5 D)7 EJ9 


(A Calcular: Cosa . Cos f 


A) U5 B) 2/5 C) -1/6D) -2/5 E) 0 


(1) Si el punto (-1; 3) pertenece al 
lado final de un ángulo en posición 
canónica 9. Calcular: Send Ctg0 


ll 2 3 
MI Yo - 9-7 
DÍA 


(AG Si ay P complementarios 
0 € 11 C, donde: 


(Sena) 492 = (Cosp)jio2 
AJOB)1/2 C)1 D)3/2 E)2 


(5)Si : Send =-0,75y0 E IVC 
calcular el valor de 
E=/7(Sec9 +Tg0) 


A)-1 B)-1/7C)1/7 D)1 E) 5 
(£8) Del gráfico, determinar: 


A)-3 J10. C)-—1 


B)- 
D)- 1/3 E) 2/3 


(1) Dela figura, determinar: 
(Sen0 + Cos0 )Csco 


y 
LN Tr24) 
A) 17/24 B)24/17  C)24/7 
D) 7/24 E) -7/24 


(DSi: Seng =-0,6; 0 € MIC 
calcular: 3Ctg0 + 4Tg9 

A)-1 B)1 C)-7 D)7 EJO 
(M5. Si HEIVC y Crop =-/6 
calcular: Cosg 
vñ miope 


€9) De la figura, hallar el signo de 
la expresión: Sena: Tgf Cosy 


50 


Dia yy Ed8 


AJ+ B)-C)+6-D) +v-EJN.A. 


* Calcular los valores de las razones trigonométricas 
de los ángulos cuadrantales. 


*Reconocer los ángulos coterminales y definir sus 
razones trigonométricas . 


REGLA DE ORO DE LA TRIGONOMETRÍA 


En el antiguo Egipto existían determinados a quienes 
llamaban “tensores de cuerdas” (harpedonaptas) que 
aprovechaban una propiedad métrica del triángulo 
rectángulo para los números 3 ; 4 y 5, la cuerda la 
ponían bien tensa, sujeta por dos estacas, y juntaban 
los extremos. El resultado era una escuadra (“el 
triángulo egipcio”) que servía a los constructores de 
templos. Pitágoras de Samos, que conoció esta cuerda, 
“experimento” las relaciones entre los valores 
numéricos 3; 4 y 5, descubriendo su famoso teorema 
al comprobar que el cuadrado de 5 era igual a la suma 
de los cuadrados de 3 y 4. Siguió “experimentando” 
con otros triángulos rectángulos cuyos lados no 
tuviesen esos valores numéricos y comprobó que 
siempre “el cuadrado de la hipotenusa era igual a la 
suma de los cuadrados de los catetos”. El 
importantísimo teorema descubierto por Pitágoras (se 
le llamó Regla de oro de la Geometría) fue demostrado 
dos siglos después por Euclides, Hoy ya existen más 
de cincuenta demostraciones del teorema. La más 
conocida y la más intuitiva es la del ilustre matemático 
hindú Bhaskara . Una aplicación del teorema de 
Pitágoras nos lleva a la famosa relación 
trigonométrica : seno cuadrado de un arco más del 
coseno cuadrado de dicho arco, es igual a la unidad 
(Regla de oro de la Trigonometría). 


ÁNGULO CUADRANTAL 


Es aquel ángulo en posición normal cuyo lado final 
coincide con algunos de los semi ejes del sistema 
coordenado. Los ángulos cuadrantales son de la 


fórmula: 
A.C.=90"K |; KeZ 
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-180* 0 


-90% 


UBICACIÓN DE UN ÁNGULO 
907 


180” 0 
360" 


270" 


Si g es un ángulo positivo y menor de una vuelta, se 
Cumple : 

EIC 250% <0<g0" 

BE IMC 290" <0<180" 

0 € HIC > 180" <0 < 270 

0 IVC > 270*<0<360* 


(SILT. DE AYGULOS DE CUALQUIER MAGNITUD 366 [> EDITORIAL RUBISOS) 


xrad 


0<1C > 0rad<0<Zrad 


0 HC O Zrad<0<xrad 


0< MIC => rrad<0< E rad 


0<1vC o E rad<0<2x rad 


Para determinar si un ángulo es cuadrantal se hace lo 
siguiente: 

El ángulo dado «x» se divide entre 90 o 1/2 rad 
dependiendo si «x» está en grados sexagesimales o en 
radianes. Si el resultado es un número entero, 
entonces, dicho ángulo «*» es cuzdrantal. 
EJEMPLO 1: 

Determine si los siguientes ángulos son cuadrantales 
o no y grafíquelos en cada caso: 

Da=1440" 1)PB= -810” 1D 6=760" 
RESOLUCIÓN: 


Para determinar si los ángulos dados son cuadrantales, 
debemos dividir entre 90" y el residuo debe ser cero, 
caso contrario el ángulo.no será cuadrantal. 


AAA 
$. dr ee 


EJEMPLO 2 : 

Ubique el cuadrante de los siguientes ángulos: 

¡ ) a =65*. H) a=136* 
'a=247 IV) a=315" 


RESOLUCIÓN: 


Da=65 A0<a<9" >65 EIC 

IlJa = 136" A 90” <a < 180” > 136” € UC 
lila =247” » 180" <a< 270" > 247” € HIC 
IVJa=315" A 270"<a<360" >315* € IVC 


NOTA : 


Si a es un ángulo positivo y mayor de una vuelta, se 
divide a entre 360” (27 rad) y se analiza el residuo. 


EJEMPLO 3 : 
¿A qué cuadrante pertenece el ángulo de 2 0007 
RESOLUCIÓN: 


Dividimos 2 000 entre 360”, El residuo de esta división 
y el ángulo 2.000” pertenecen al mismo cuadrante, 


2.000? | 360* 
A 
18002 |5 Residuo: — 200* € MC 
Entonces: 2.000* € MC 
2007 


Si a.es un ángulo negativo cuyo valor absoluto es menor 
de 360” se le suma 360”. 


ÁNGULOS COTERMIVALES 


Dos o más ángulos son llamados coterminales: si tienen 
un mismo lado inicial y un mismo lado final. 


*En la figura “a” y “$ ” son ángulos coterminales . 
* Propiedades : 
a—f =360"K(KeZ) 


R.T(a)=BT.(P) 


Rasanes 
Trigonomátricos 


«a y £ son coterminales. 


EJEMPLO 1: 

* 760" y 30”son coterminales porque : 
750% - 30" =720" = 2 vueltas 

* 330" y -30 son coterminales porque : 
330" -(-30")= 360" =1 vuelta 

* 2.200” y 40” son coterminales porque : 
2200” - 40” = 2160” =4 vueltas 

* 80” y -1 000” son coterminales porque : 
80” - (-1000")= 1080” = 3 vueltas 

* 450” y -90” no son coterminales porque : 
450" -(-90%) = 540” + 4 vueltas 

EJEMPLO 2: 


Grafique el ángulo 390” y halle sus razones 
trigonométricas. 


RESOLUCIÓN: 


En el gráfico se observa 
que los ángulos de 3907 
y 30” son coterminales 
debido a que se 
diferencian en 360” (1 
vuelta); por lo tanto: 


*Sen390" = Sen30” 


"Senso => 


Aplicando la propiedad de los ángulos coterminales, 
hallamos las demás R.T. 


*Cossg0= 43 + secgops= 248 

2 2 
*Tansor= 2 *Cot390” = J/3  *Cse390” =2 
EJEMPLO 3 : 


Grafique el ángulo 780? y halle sus razones 
trigonométricas. 


RESOLUCIÓN: 
Y En el gráfico se observa que 
0 los ángulos de 780” y 60” son 
coterminales debido a que se 
X diferencian en 720* ( 2 
7809 vueltas ); por lo tanto: 


Sen 780” = Sen 60* 
Porla propiedad de los ángulos coterminales, tenemos: 


*Sen780" = de *Cos780 = > * Sec780" = 2 
*Tan780'=/3 — *Cot780" = S * Csc780* ea 


RAZONES  TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS COTERMINALES 


ey) 


aL 


* 4g” y “B” son coterminales , entonces se cumple 
que: e E 
. NAS SE sena = 3er 
x x 
J e CER $ 


y 


p Pros tanp=2>tana=tanp 


Análogamente : 
cota = cof fB ] seca = sec fB ] esca=csc f 

EJEMPLOS : 
* 750” y 30” son coterminales 
> sen750* = sen 30" 
* 330" y -30* son coterminales 

> eos 330" = cos(-30%) 
* 2.200” y 40” son coterminales 

> tan 2200” =tan 407 
* 80” y -1 000” son coterminales 

> cot 80” = cot (-1000”) 
* 400" y 20” no son coterminales > sec 400” + sec 20" 


PROPIEDAD : 
*Si “ag” y “$” son coterminales , tal que : a>fA, 
entonces : 
R.T.(a)=R.T.(B)w.. 
* Pero: a- B=RkÍ(360") 
>a=k(360)+ P 
” Reemplazamos en (1) : 


R.T.[r(360%) + p]=R.T.(8) 


... (1) 


"sen 1845" = sen(1800* +45") = sens" = E 


* cos 630" = cos (360" + 270") = cos 270” = 0 
* tan900” = tan(720” + 180") = tan 180” = 0 


* sen125x =sen(124x+x)=senx=0 


RELACIONES ENTRE R.T (-9)CON R.T (0) 


Si “¿” es un ángulo en posición normal 
positivo, entonces “-9” es un ángulo en 
posición normal negativo , como se muestra : 


Calculamos el seno, coseno y tangente de “g”y“-6”. 
seno=2a sen(-0)=-2> sen(-9)=-senó 
coso=T A cos(-0)=F= cos(=0) =cos0 
tano=2 , tan-o)=-1> tan(-0)=-tan0 


* Análogamente : 2 
EJEMPLOS: 


* senl-30*) a -sen 30? 3 


* con(45") = cos45” E 


* tan(-60*) =-tan 60" =-/3 

* cof (-90") =-cot 90" = 0 

* sec (-180*) = sec 180" =-1 

» cac(-270*) =— coc 270" =-(1) 


E 
FE 


DE LOS ÁNGULOS CUADRANTALES 


* Como ejemplo , calculemos las razones 
trigonométricas de 90". 


P(0,y) 


r= 


* El punto P(0,y) está sobre el lado terminal de 90”, 
luego: 


«seng0"=Y%.Y- 1 
r y 
+ cos90* = 2 =p 
TEN 
+» tan90” = 2-2 - no definida 
x 0 
» cotg0r=* 2-0 
y y 
* sec 90” === =no definida 
» esegor=E=%-=1 
AG 
030: 


te podrás calcular las restantes, que en 
resumen se obtendrá ; 


* Las razones trigonométricas de 0 y 360% son 
equivalentes por ser ángulos coterminales . 


*ND : No definido. 


ATRIGONOMETRIASL 


PROBUEMASPRESUELTOS 


Cot E + sec Za 
CcJo D)-1 


A)J1 
RESOLUCIÓN : 


B)2 E) 3 


* Los ángulos están en radianes, haciendo la conversión 
obtenemos : E=90" = 1 =180" 


2 
ES =270" = 2x7 = 360" 
* Reemplazamos: 


2sen 90” - cos 180” 20-20 


= cot270” + sec 360" 0+1 
>E=-2l>E8-=3 
En RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 
sen 90% + cos” 180" 
e - ———_———Á 
Pr 3sent 270" 
AJO  B)2 07 D)-1 E) -2 
RESOLUCIÓN : 
* Con la ayuda del cuadro de las R.T. de los ángulos 
6 
cuadrantales: Z = sen 90” + cos” 180”. 
3sen* 270" 
_HD 1+GDEO_y 
aan? 3. 3 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 3; 
Calcular el valor de “E” para : y = 45*- 
5 sen2x+c086x 
: Sandi +c0s8Bx 
AJ1 > B)2 (EPR E)5 
RESOLUCIÓN : k 
* Reemplazamos y - 45", en la expresión: 
sen 907 + cos 270% 1+0 
ri A ABE 
tan 180" +c09 360" — 0+1 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 4: 
Simplificar la expresión; - 
aro. sen 90" +4abcos 180" 


> 47 aseng0” + bcos 180" 
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Aja - BJb Cja- b 
RESOLUCIÓN : 


*Reemplazando valores: E = 


E) 2a 


(a+0) x(1)+4abx(-D) 
ax(D+bx(-1) 


¿Dash 


2 2 2 
Za p-e +b)" -4ab > E-+20b+b*-4ab 
a-b a-b 
_ad-2ab+b? (a-bY 
a 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 5: 
Calcular el valor de : 

E=(e0s 2700)" 10360 (sec 1800)" 

cos 0? 

A)1 B) 2 C)0 D)-1 E) 4 
RESOLUCIÓN : 


*Aplicando las razones trigonométricas de ángulos 
cuadrantales: g= (9% — De y =1 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 
(a+bY sen* qua EL 
NT E [AS TES EAS 
2abcosx sd, 
A)2 B) 2 C)4 DJS EJO 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerde que :senz =sen90” =1 
senz = sen 270% =-1;c08 x =c03 180" =-. 
sa + a O 
E, 2ab(-1) 
_a?+20b+0*+(a*-2ab+b*)_ 4ab 
A E 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 7: 


Se tiene los puntos P(2(a+1); 2a) y Q(3; a) que 
pertenecen. al lado final de jue e 


Q(3;a) 


y 2a 
a ES TS 
ataición tang=" nr 2 a+ >4+1=3 y a=0 


como a>0>a=2 Luego tang=2 acoto=2 
> tand + coto 


PROBLEMA 8 : 
Calcular el valor de : 

E= tam|sen(¡con)]-con[tan(senx)] 
AJ1.  BJ2 C)-1- D)J4 Ej0 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando las razones trigonométricas de ángulos 
cuadrantales : 
E=tan[sen(0)]- cos[tan(0)] 
> E=tan[0]- cos[0l> E=0-(1)=-1 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 


Sabiendo -que a y 4 son coterminales y ei 
penentce al MIC , también se sabe que; tga=>55 


1 
D)2 E) 7 
RESOLUCIÓN : 
* Como son coterminales 


ay6=| R.T.(a)=R.T.(0) 


*Portanto “E” quedaría: E=32+ 5082 
CO CO=5 AER 


* » — 
¡Ahora ca? can 45 


tga= 


* Reemplazando : E = 


>El signo negativo ¿que se ha puesto es porque : 


0d ay0e nic 
RPTA: “C” 


ROBLEMA 10: 

de dos ángulos coterminales, silasuma 

deambos es 2480* y el menor de ellos está comprendido 
entre 304" y 430". 


-B)2 220" cJ2 140". D) 2 320" - E) 3 000* 
OLUCIÓN : 


son ángulos coterminales, entonces: «-p <a" 


a+ PB =2480....(1) | restando : 28 = 2 480 - 360n 
a—-B=360"n.(1) > A=1240" - 180%n 


* Entonces : 0 
304" <1 fa 
<1240" — AA e 


>4,5<n<5,2>n=5 
* Reemplazando en (1) y (11) : 
a+B=2480" 


sumando : a= 2140" 
al 


RPTA: “0” 
PROBLEMA 11 : 


Si: “a” y “8” son ángulos coterminales y suman 90”, 
Hallar: 7, cuando 220* <a < 260" 


1 5 2 LE z 
VEIGA LA e TU 
RESOLUCIÓN : 

"a+ B=90 emmaracos 109) sumando : a = 180" k +45" .....(S) 
a-—B=360" k .....(2) 


* Por condición: 


297 <a< 260 22 <180 4-45” < 26 =0, se. <R<1, mus 
* De donde : 
Rk=1,en (3): a=180" (1) +45” >a=225"; B=-135 
LIE 

B 3 
PROBLEMA 12: 
Hallar la medida de dos ángulos coterminales que están 
en la relación de 3 a 6 y la suma de ambas está 
comprendida entre 4 032” y 4 608”. 
A) 1320”  B)1 240” C)1 610" D)1 620" —E)18407 
Resolución : 


RPTA: “D” 


* Sean los ángulos coterminales 

ay B>a-B=360M smiciconoso (1) 
Por condición : L= Tuc .(2) 
* Además : 4032" <a + B<4608" crio (3) 


*De (2) : B= la, reemplazando en (1); 


a-a=300%m => 0 =900'n 
* Reemplazando en (3) : 


4039" <900"n + 2900” n < 4608" 
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4032 <1440Pn<4608>2, ...<n<3, ..>.n=3 PROBLEMA 15: 
* Como: a=900"n > a=900" (3) 2 = 2700" Siendo “9” "un ángulo en posición normal del JIC, 


JB seco, 


p=2a= p-Í(2700")> p=1620" 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 13: . 
Del gráfico, calcular: K=sen(0- 0) A, y 
mA de 
O 0 RESOLUCIÓN : 
D)0 E, “Reduciendo la fracción ilimitada : 

1 E pS» 
e B to ip 
RESOLUCIÓN : a 

*3) 


* Del gráfico : 9-a=180" y B=-180* - 3 
* Resolviendo la ecuación : P==3+V8 


a y $ P=-Z-A3 (absurdo) 


* Luego: K =sen(0-a)+ 


eos B 
= > * Luego se tendrá : 
> K=senteo" + 22 (180 Cao), , AS bi o 
cos (-180*) ATRAE 
o 1 
>K=0+ 570 +13 K=1+2=0 a 1 
- - o 
RPTA: “D” 3+”. 
PROBLEMA 14 : EL (E 2/3 
. AS O A 
Si “4” y “9” son dos coterminales y complementarios, —*Graficando : 
tal que “4” toma su máximo valor negativo, calcular; 
E=cos[0,0x 7) 2 1 
A) 1 B)0 C)-1 D)2 E) 2 Á ln 
RESOLUCIÓN : a 
7 * Reemplazando : 
1) Por ser coterminales : ¿-0= 2nx; E=28en0-V3 sees E- X. q 
DA +O=Eccinacinianaas (1 
a > RPTA: “C” 
Sumando: 24=211+>$=nx + PROBLEMA 16 : 
* Pero “4”, adopta su máximo valor negativo, quese Si sen9=cos0=0, tal que De (0*;90*) halle el valor 
obtiene dando a “rn” el primer valor negativo. de M=sen28+c0820 - = 
>n=1=3p2=-1+ 2-2 SOLUCIÓN : 
De la condición: aen0=c0s0 Por razones de ángulos 
ent: 93-422 (25) E complementarios 
7 0+0=90" >0=45" > sen20 = sen90” =1 
E cos 20 =cos90"=0=>M=1 
* Reemplazando : E =cos| =.—3=|= cos(-1)=-1 
a — PROBLEMA 17 : 


RPTA: “C” Si: sec10=a , entonces: tt 


A 


*tan(-2060”) =-tan(2060") 
=-tan(260" + 1800*) 
1 
=-tan(260*) = (733) 
PROBLEMA 18 : 
Sia el1C y : lsenta = (sena) “Calcular: 


tgaxsena 
1 1 
ga Bi 2 mi O) 5 Vñ6 DIG J140 rar 


RPTA: “E” 


RESOL a : 


"Menta = (sena)""" 


2 

> Wsen?a = (sena) * > (sen a)z4 = (sena) “* 
2 £ 
* Igualando : e boda Ti ST] 


* Por dato : q e HC 


LPR 
A 12/15 
> RPTA: “E” 


o 
ca om). el 


A 
a ppp pe 


qS-Be 
63. 


=1, B1-e lata DINA aa * Luego : —csca=8> esca =-8 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 20 : 


Determinar el signo de : sen9 sec? O ctg* 9 
—; si Q pertenece al IC 
B) +; si Q pertenece al HC 
C) +; ai Q pertenece al I1IC 
D) + ; si Q pertenece al IVC 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: P=sen'Osec* Octg?0 
AJSi 90 1C>P : (JW) => P() 
B)Si0E UCP ¿MAMI > PC) 
C)0E MIC PIM > PM) 
D)Si 0 IVC=>P: (JM =>PC) 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 21 : 
Hallar el signo de las expresiones trigonométricas en 
el orden dado . 


52x. 255, S2x , 22% 205%). 78% 
pair bear Ei ¿sen( hn Je 10 
AJA MA ES) B) (J(+)-) O) (JMJl+) 
D) (JMAJ(+) EJ (++) 

RESOLUCIÓN : 


* Para determinar el signo de cada expresión, hay que 
determinar el cuadrante de cada ángulo . 


627 ” 25x x 
(1717) em A A 
327 -( 25) 227 -( ») 
rs bdo cl 3 1145 ell 
2057 73 2) 
$ -(081+5)e1 A 10 (7. em 


* Ahora que ya sabemos el cuadrante, determinamos 
los signos: 
(jano 


ñ ; 
. Jae )> (4)6)=+ 


-—sen| 206% 738% _ == 
sen 3 Jess 10 )> no 

177] 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 22: 
Sielángulog es positivo, pertenece al cuarto cuadrante 
y estal que 0 <9<s 27; entonces, hallar el signo de las 
siguientes expresiones trigonométricas : 


A) (AHJAJ(AH) BJ C) EJH(+) 
DJ AA) E) (JEJ+) 
RESOLUCIÓN : 


* Dato : 0 <9 < 21 y pertenece al cuarto cuadrante . 
* Se deduce que : = <0<2x, para facilidad 
expresaremos que: 270% < 9 <360"- 
* Luego : 
* 67,5 «Les > Lerc 
4 4 

. 0" <P <130" > enc 
a 9 2 

135" <<180* > e HC 
«202,0 <P «270 => ec 
. 150 <2 <240" > Fe mc 
. 2 72 

54% < 5 <722=> 5 e IC 
* Ahora que hemos determinado los cuadrantes, 
determinamos el signo de cada expresión: 


«ta() ) 
Os 8) IN 
lola E Que e ie (CON 
> ; des a: dd 
PROBLEMA 23 : 


Del gráfico mostrado, Eco piano rcotp 
Si, además: tana=2,5 E 


RESOLUCIÓN : mE 
* Graficando : 


* Dato: tana=3 


* Del gráfico: “180" +9” y “-90*” son ángulos en 

posición normal , luego aplicamos definiciones de 

razones trigonométricas : 

» tan(-180* +0)-4 > fanó= E 
5 5 

. tan(g-00")-2> cotp=-h 


*Se pide: L=5tan0+cot f 
a, (2 
>1=6(5)+(-2)=3.0 


PROBLEMA 24: 


Si “P” es un punto del lado terminal del ángulo “po 
en posición normal , Ona 


RPTA: “E” 


A)J9 B)-9 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 
P(-9;40, 


* De la figura anterior Ba (9Y + (40 =41> 
sobre el eje X se toma un punto Q , tal que: OP =0Q. 
Si M es el punto medio de PQ tenemos : M(16 ; 


* Recmplazando en L:L=4($ Draft )-o 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 25: , Tang=2=15 
Del gráfico, calcular: tana ¿ Del gráfico E Sy > E=Tan0-Seco>E=4 
ES : Í 
RPTA :“D” 
PROBLEMA 27 ; 
Si a es la medida de un ángulo en posición normal, 
además; 


tan(a)=0,225;0 € az dol el valor de 
E= 40sec(a)- 4lsen(a) 
A)-50 BJ32 C)1 -D)32 -EJ60 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


RESOLUCIÓN: 

Condición: Tana= e ARE (3; Ela 
O Y 

Graficamos : == E 


3n Xx -40 
* Del gráfico : tg a = Ala) 


Del gráfico: Seca="> Seca= E 
EE : o ci -5 
3 a RS luego: E=40Seca-— 41Sena= E=- 82 
alle: B= E, : RPTA : “B” 
e: E tan(0)-sec(0) ye: PROBLEMA 28 : 


BJ2> 3 D, EJ5 
pl eS de d En la figura mostrada si ABCD es un rombo, entonces 


RESOLUCIÓN: cds dao 
Condiciones ¡cular F=tan(0)+cot(9)se ol tiene: 
1) [Cos6|=- Cosó > Cos0 < 0 
1) [Cotó|=Cotg > Cotg>0 (a 
Luego: 0 e IHIC > 
: ? 
0 
SE 28/3 28/23 as 15/3 
ET a dE 16 DA E 
RESOLUCIÓN: 
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Del gráfico: Tan9=*=- = RESOLUCIÓN: e . 
Luego.P=ono+Cotgn-- F% > pa 248 
o “an” 
PROBLEMA 29 : 
Della figura mostrada, nO J65u , L: 2x-y+1=0, (-6;2,3) $ 
halle cot(0). : 


Xx 
AA A) 
AJo/9 B)9/5 C)9/4 D)4/9 E)2/9 Calculo de las dores de M: 
RESOLUCIÓN: as 
. mM 202 — yq (952415) 
luego: Tana="" >Tana=- (428) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 31 : 
Dela figura mostrada, halle fan(a). 
L: 40x-9y=0 
z _ 
XxX 
Del triángulo rectángulo sombreado:. 
(2a-1* +a*=/65* >a=4 Coordenadas de P: P(4;9) 
luego:Cot0=* > Coto=5 
> RPTA : “D” 
PROBLEMA 30 : 4)0,4 BJ0,6 C)0,6 D)O,7 EJ0,8 
De la figura an si OE OS elvalorde RESOLUCIÓN: 
tan(a). Y As 6:ángulo de referencia 
Ñ Ss 0 dea 


(=6;23) 


EDITORIAL RUBIVOS: 


A(a+b;b) 


41 9 


40 4 
Luego: = a =- 
ego: Tana=Tanó 50 >Tana 5 Ñ 
RPTA : “E-” - 
PROBLEMA 32 : Tenemos: Tana = Lana 
Se tiene una circunferencia tangente al eje X y al 
A >a?*-bé=b? > a?= 26? 
segmento PQ. si OA=AB, P(-9;0) y Q(0;-12) halle 
el valor de tan(0). Y ahora se pide: A=Csc%a +Tan*a 
' , 2 2 
E A=Cota +1+Tan ta a-(* al +19(27?) 
- 2(a*+b*) 
A= A +1 
Como: a*=2b* > A= A 7 
dl RPTA : “C” 


PROBLEMA 34 : 


E De la figura mostrada (b>a) , determine tan(a) en 
B)-(/2+1) C)2/2-6 términos dea yb. Y 


IZ (/2- 
ARE - AÑ de 
oLubnós 


Notemos que: 
9=6a+2/2a 


>2= 2 
6+2/2 


Como: 
g9EIVC>Tang<0 


Tan9= e 2) 


ds RPTA : “E” 
PROBLEMA 33; 
Ala+b;b) yB(b; a = b)pertenecen al lado 
en posición normal a, calcule Coordenadas de M: m5; .>) 
S DJS —EJ5 luego: Tana=2= Tana==% 


RPTA : “A” 


ATRIGONOMETHIAA 2 


PROBLEMA 35 : 
De la figura mostrada. Halle el valor de: 
tanía)-tan(f) Y 


A) 1/2 B)1 C) 3/2 D)2 —EJS/2 
RESOLUCIÓN: 
Del gráfico: 2 > Tana+ TanfB== 


Tanf == 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 36 : 
Del gráfico, ABCD es un rombo . Calcular ; 
tana+cota. Y 
B, 
EE C 
2843 
B) 5 
43 
par 
1 
uE : 
RESOLUCIÓN : Y 
* Graficando : 
(5asad3) mM 


27 
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* Sea el lado del rombo 4a, entonces las coordenadas 
de M son: (-5a;a43) 
* Como e es un ángulo en posición normal, tenemos : 


aa JS 5 
tan E ot = 
a= a 3 
AA El 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 37 : 
Sise cumple 
Vsenx cos y 


cotx Jtany- 


RESOLUCIÓN : 
a) De (1) 
Vsenx cos y<0 => senx>0;x e ICo TIC 


=> cosy < 0; y e HC o HIC 
De (11) 


cotx,tany <0 >cotx < 0; x e NC o IVC 
> tany>0; y> IC o MIC 
seconcluye: y e HIC, x e IC b)Si y € MIC => seny 


>(-) y e HC > cosx > (-) Luego, el signo de 


sen? y cosx=(-J(-)=(+) 


PRIMERANERACTCANO/RIGIDAS 


(7) Calcular : eos 0” + cos 180" + 008 90 


AJ)3 B)2 C)-2 D)JO E)-3 

(62 Calcular: sen90” — sen270" + 180? 

40 B)-2 C)2 D)4 E)J6 

(7) Calcular: lg secxr 

A) -1 B)1 C)0 D)2 E)2 
2 

(Y) Simplificar: arts 

A) 1 B)2 c)2 DJO E)-1 

3. 
(A Simplificar: sen (E5)- cos(%) 
A)-2 B)2 C)-1 D)-11 EJO 


¡sec 0% +.esc 90” — cos x— ce) 


B)2 C)-2 


cos(2x )sen90*+1tg0"tg (55) 


(1 Simplificar : 7 
sen(2x)- cese zz 


DJO E)4 


AJ1 B)2 C)0,5 D)J3 PE 
2 3x 
(63 Calcular : sen (21) + sen? (Ejes ( >) 
AJ6 BJ 4 C)2 D)J8 E) -3 
e (a-b) cosx+(a+b)? sec 2x 
()Simplificar : 
(ven 3 + 0007) ab 
2 2 
aJ1 B)2 C)3 D)4 EJ0 
(O Calcular : 3c08 180" + 4csc 270" 
A)7 B)-1 C) 1 D)-7 E) 8 
metg (7) -ntgx 
Simplifi E 
ES E 
A4)1 BJO Cj4 D) 2 E)3 
(M) Calcular : cos(senx) 
A)1 B)J2 101) D)-1 EJx 
(83) Calcular :ctg [cos 0 +cos 1] 
A)J1 BJO0 C) wo D)2 E)-1 
(O) Calcular : 
c080*+ 0087 4008 180"+ 0082-4008 360" 
AJ1 B)2 C)-1 DJO E) 3 
ta > pl 
I)sen90” > sen60” +, E II) cos 90" > cos 30* 
LI) serié=sen360> 
A) VVV B) O) FEF D)VFF E) VFV 
(O Calcular : seni0* cos 180" + sen270* 
Aa1 B)-1 C)2 D)4 E) 2 
(O Simplificar ¿(1+1J"sen90? + (m-n)? eso 270* 
a mn 
4 BI2, 01 O E 
sen270* + 2008 180? 
O Mallet vator e: A 


05 B)=15 C)-25 D)-35  E)-45 
( ) Señalar verdadero (V)_o falso (F) 
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()sen30* + sen? 45* =-cos 180% 
()sec180*+1g180* = ctg 45? 
()cos 60” —cos 0” = sen270" — sec 30? 
A)VVF.  B)FFV  C)JVFF — D)VFV  EJFVF 
€9) Calcular el valor de : 


4tg”+28en90*-3 cos 180" -— ae, 
4)6 B)-6 C)-11 D)-5 


MAREANDONI ENMARI | 
(E) Calcular el valor de : 


4senE + 2eosx—esc o 
E= 2 2 
secx+tan 27 
A)J-3 B)-2 C)-1 
(642) Calcular el valor de : 
E =sec|tan(tan 0*)] - cos [tan(sen 0*)] 
A)-2 B)-1 CcJ0 D)1 E)2 


SEGUNDAYERACTICANO A /GIDA: 


(3 Calcular : C= sen 90” - cos 180” 
4)1 B)2C)3 D)-2 E)0 
2sen 270” -3c08 180" 


cos 360" 
D)-1 


a 


cos 
2 


DJO E) 3 


E3) Calcular: L= 
A)1 B)J5C)-5 


(9) Si: Eq) = 


Calcular: E 


E) -2 


sen12x-—cos4x 
sen6x 


1154 


1 1 
A)J1 B)2 C) 3 D)-2 E) 7 


(3 Calcular el valor de “E” para : .d. 
E= tan x + sen 2x4 csc 6x 

AJO B)1 
(63) Calcular : 
E =sec[ sen (tan x)] - sen[ tan (sen 25)] 

AJO B)1 C)-1 D)2 E)-2 

(Calcular el valor de : 

2 

Jen 180* - 

3sen 90? 

1 

C) 3 


cos 4x 
C)-1 D)2 E) 2 


cos? 180" + sen* 270% 
-sen* 270% 

1 1 
A)J1 BG DE EN 
(a+b) cos0” -(a—b)' seco” 


3a*7sen*90" +5* esc* 270" 


(AReducir: K= 


ATRIGONOMETHIAS5 >> > "13279] 


A)1 B) 2a C)Jb 
(3Calcular el valor de : 


E=(c0s 270)" a 
08 


AJ0 B)1 C)-1 
(09) Calcular el valor de ; 
E =fan| sen (cos >) +cos[tan (sen x)] 
A)0 B)1 C)-1 DJ2 EJ=3 
(OCalcular: E=cos[ sen(tan x)] + sec[tan(sen x)] 
AJO B)1 C)2 D)-1 E)-2 
(OSimplificar : 
mí cs 90? + 8mtan 180 +11 cos 0? + 21 cos 180" 
mcos 0” + nose 2707 
AJO B)1 C)-1 D) m+n 
(MCalcular el valor de ; 
_3sen 90” —cos 180” +2c08 0” 
sec 180” —csc 90” 
A)1 B)2 013 D)-3 
(E) Calcular “x” en ; 


D)2b  EJb* 


+(sec1800 9% 


D)2 E)-3 


EJm-n 


E) -2 


2 xr 3x 
x "sen +| sen +secx |x=cosx 


2 
AJO B)1 C)-1 D)2 E) -2 


(BSi“a”,“g”y*“g” sonángulos positivos, menores 
que una vuelta , cuadrantales ; tales que:a> f4>0. 


AJ1 B)2 D)-2 


3x 2 
(a+bY sent E + ab) cos 
(63) Simplificar : 5 = > FEA = 


A)25  B)2a C) 4a D) 4b E)4 


(MSi “a”, “gp” y “g” son ángulos positivos 
diferentes menores que una vuelta, cuadrantales, tales 


que: cosa = tan f; > f, calcular : y - 9210-0088 
sena 
AJ1 B)2 €) -1 D) -2 3 


(OSeñale el ángulo que no es coterminal con 200" . 
A)560"” B)920*  C)-160” D)-520  E)1380* 


(Q) Señale el ángulo que no es coterminal con 130. 
A) 490” B)850? C)1210"” D)-2507  E)-590* 
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(3) Señale la medida del ángulo coterminal con 1 730? 
positivo, mayor que 2 vueltas pero menor que 3 vueltas. 
A) 1020” B) 1010” C)1110* D) 1 120” E) 970” 

(ED)Señale la medida del ángulo coterminal con -2187, 
positivo mayor que 3 vueltas pero menor que 4 vueltas, 
A)1125” B)1090* C)1135* D)1225* E) 1215" 


ARE: 


(Calcular: K= 


(a +b)sen 90” —(a—b)cos0” 


AJ2  BJb os 


(BCalcular : g (a +0) sen0” -(a—b)' cos 180” 
ajseng0” + 3(besc270*)' 

A) 2b B) 2a C)2 D)ja E)b* 
(3 Calcular: 2sen.90” +3c08 180" +41g 360" +5.ctg 2707 
A) 14 B)7 C)J6 D)J5 E) -1 
(a +5) cos 360" +(a —b)' sen 270" 
asen180” + absen 270” +bsen 360” 
C)1 D)2 E) 4 


(2 Reducir : 
A) 4 B)-2 
((3Calcular de si se tiene que : 

(a+b)* cos0+2abtg 27 + 4abseca E 


3, 3 
O 
1 
A) 2 B) =2 C) 3 D)2 EJ3 


(03) Indicar (V) o (F) de las siguientes expresiones : 


1)500* IC 11)555” e HIC 111)900% e IVC 
A)FVV B)FFF  C)VVV  D)VVF  E)VFV 


(3) Indicar (V) o (F) de las siguientes expresiones: 
D-200” e NC 11-350” eIC 1HI)-660” e 1C 
A) VVV  B)VFV  C)VFF D)VVF E)FVV 


(43 Si: 240" < 9 < 320". ¿En qué cuadrante esta Ss 
A)1 B)H” CMI DJIV E) Ningún cuadrante 
(9 Si:sena<0 a cosa>0.¿En qué cuadrante está 
re 

A)]I B)H14 C)IH DJIV E) Ningún cuadrante 
(DSi: tana>0 a csca<0.¿En qué cuadrante esta 
4 

AJI B)H C)HI D)IV E) Ningún cuadrante 
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(02) Del gráfico determine el valor de tan 9 


AD BA : 
pS ie Y 


2 
AJ1O BJ5 


1 3 
AT DJS 


1 
5 


(1) Sabiendo que : seng=Tan0;$ e HC 0% IC. 
Halle: Tang 
a) 500" py 0000 y 0 Dy 200. y) Bend, 
(E) Si todo punto que conforma la hélice posee como 
forma general: (Cost,Sent,1) 
Determine el valor de : y =- Csc?9 + Cot0 

z 


(3) Si tanf =t; luego de maximizar el área del 
rectángulo sombreado. 
Calcular: tana 


(08) Siendo y y g dos ángulos en posición normal, 
positivos y menores que una vuelta, además = <0<y 
; para los cuales se cumple que : 


send — [Cosy — Seng > 0 


Obtenga el signo de: yy = Tanó + Coty 
CosB — Secy 


A) (+) B) (-) C) No positivo 
D) No negativo E) (+)6(-) 


(7 0ElNC;a<0 a b>0 donde: 
aSeno + y /Csc?0 =bCos0 + [Caco 


Entonces halle el término de “a” y “b” la expresión: 


E=JabTanó + JabCot0 
A)2a+b Bjatb Cjb2a Djba  EJa+b 


(E3) Según el gráfico mostrado. 
Calcular: Tang 


(09SI “a” es un arco negativo comprendido entre 3 y 
4 vueltas , además , es conterminal con el doble del 


x da a 
suplemento de 7 Calcule : cor s 7 


AJO BH CIL DD) EE 
(OSI "a" en un ángulo de medida negativa mayor 
que -270* y perteneciente al TIC, señale el signo de : 


a a 

Cos| -E Se ES 

Ss E ( 5) MARS 
Sen 


A e AS 
a a 
2 Tan| - 2) E - so) 
MALO BA) Ai) OEA 
D) (+); (+); (2) E) (EJ; (J; (+) 


(O) De acuerdo a la posición de la circunferencia y 
sabiendo que [oP| =C, 


Halle: K=(c?* -b*)Tan0+(e? -a?* Coto 
Y 


A) ab 
B) abe 
C) 2ab 
D) 2abc 
E) atb* 


L= 


(DM) Del gráfico, halle: E=Tana + cota 
Si; 4AB=3AB An CO=0M 
O : es centro de la circunferencia 
M : Punto medio de AC, ar 


(A) Del gráfico halle: Tang Si: 
G : Baricentro del triángulo TRI 
R : Vértice de la parábola. 
L : Punto de tangencia 


XL (y-3)=4(x+2) 


(Q) Sabiendo que en la igualdad : 


Tan9=Tan* f+Tanf;"Tang" asume su menor 
valor posible. Calcular :W = /17Csc9 - J5Cosf 


Si además: 9e IV y BeNC 
A) 13 B)-13 C) 15 D)-165 
AD Be 


áfico: BC// AD; =AB=== 
(3)En el gráfico: BC// AD, z AB 3 


E) -19 


Calcular : W =Tana(Tan9+ Tang) 
A)-1 A 


2 A x 
(1) Si el lado final del ángulo en posición conónica 
"$" pasa por el punto “M”, que es punto medio del 
segmento AB, tal que la suma de coordenada de los 
puntos A y B es cero. 


Calcular: Y = Tan f + /2Cscf 


AJ1 B)J3 C)-3 D)-1 Ejaóc 


(DEn el gráfico mostrado: 
Daa 


se verifica AB = BC, AC = CD 


Calcule tan az 
5 6 4 9 7 
A A Ez 
(S)Si A es el mayor arco cuadrantal el cual verifica: 
20 ¿So-4 11 
.12 2a-3 7 
Entonces el valor de sen sen cos es: 
ai mi al »É E) 1 
Sí 
O es E 
2/3 - 3tanó 
2- V3tano 
a J3tane 
V3tano 
y NOIBRO 


Calcule el valor de 6 para que P exista, sabiendo que 
pertenece al JIIC, es máximo y menor que una vuelta. 


AJE [os DE EZ 


BIE 


RESUMEN DE RAZONES TRIGONOMETRI 


DE CUALQUIER MAGNITUD 

Se dice que un ángulo trigonométrico (generado por 
rotación de un rayo en sentido horario o antihorario) esta 
en posición normal, estándar o canónica o regular si y sólo 
sl el ángulo tiene su vertice en el origen de coordenadas, su 
lado inicial coincide con la parte positiva del eje de abscisas, 
y su lado final puede estar ubicado en cualquier parte del 
plano cartesiano. 


Y 


a Se menciona esto porque 
Xx el lado final de O se halla en 
el IC. 


> aelliC 


Se menciona esto porque el 
lado final de O se halla en el 
IC. 


2009 


120” e IIC 
MOTA 1 
90? es un ángulo en posición normal pero no 
¡potenecz a coniirante ulgeno. 


50% e IC 


E Dudo efángulo a en posición normal tal como se 
muestra Pe al lado final de a. 


Xx 
Sea u un ángulo en posición normal, eligimos un punto 
cualquiera P(x; y) en su lado terminal con radio vector “r”. 
las razones trigonométricas se definen como sigue: 
es; 


sna=% ; ea=! 

r y 

cosa=X% ; seca =L 

r x 

y Xx 

a =% , a =X 

tg A eE 7 
r= yx? + y? 


MOTA y 
x= abscisade P— y = ordenada de P 
r = radio vector de P 


Ejemplo 1: 
Dadala expresión, hallar las razones trigonométricas de 0. 
Y 
P(-4:2) 
0 
Resolución: 


Para hallar las razones trigonométricas necesitamos el 
radio vector. = 1=(4P +(2F =245 


Abscisa = 4 
Ordenada = 2 
Luego: 
2-8 
. PA > csc0=4/5 
4 _-245 3 
. on > secg=- 
2 -1 
Mr] > 0-2 
Ejemplo 2: 
Se observa que au esta en posición normal. 
Y PL 
y =mx+b, 


y =Ax+B 


a=90"mmeZ 6 A keZz 


1 Ejemplo: Calcule sen90? + cos90? 
Sm A tga=1 Resolución: 

1ro ubicamos el Ang 70 en posición normal. 
cuadrantes. 


Pára calcular las R:T. de 90"5e puede escoger entra P.Q 
y R uotro par ordenado que se halla en el semieje positivo 


de ordenadas. 
Ejemplos: Nosotros elegimos el punto. 
+ 19100? < 0 ; puesto que 100%e 11C Q(0:2) =>  Abscisas=0 
+ cos280? < 0: puesto que 280%e IVC ordenada = 2 r vector = 2 
»  sen(-2009) > 0; puesto que -200* e IIC Luego: 00% Fea 
vector 2 
Ejemplo:Si sena>0 y cosa<0 
Indique el cuadrante de «a. cos 99 A) O 
rovector 2 
% En un plano : seng0 + cos909=1 
sena>0 *]| cartesiano De igual forma se puede calcular las R.T. de otros ángulos 
(+) X Y cuadrantales. 
a RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LOS 
> ÁNGULOS CUADRANTALES. 
Y . [_— sen] cos] tg | ets [ sec | esc ] 
cosa<O * HA A A 
> 
NOTA : 
Si ac HC 
> Esto no significa que 90%< « <180? Donde: N.D.: no definido. 


Sólo indica que su lado final se halla en el HC. 


Podría a ser. y ÁNGULOS COTERMINALES 
: Son aquellos ángulos trigonométricos que tienen los 
mismos elementos. es decir un mismo lado inicial, vertice y 
10) lado terminal. 
a XxX Ejemplo: 
1) 


ÁNGULO CUADRANTAL 
Es el ángulo en posición normal cuyo lado terminal 
coincide con cualquier semieje del plano. Las 


medidas de los ángulos cuadrantales son múltiplo de | a son ángulos coterminales. 


90%. 
2 Sia y 6 se PES como ángulo en posición normal se 
lemplo: 
Ejempli Y Y a 
+ a>0;0<0 
* a-0=360 
21 Xk 
Dos ángulos coterminales u yf tiene la siguiente 


característica. 
La medida de los ángulos cuadrantales tiene la 1) a-$=360%m ,meZ il) RT()=RT) 
forma: , E 


DA 


Disque cuadrante pertenece el 
ángulo g si:Cosó <0 ATEO > 0? 


AJIC  B)IHC 
D)IV- EJN.A. 


(3 Siendo «f un ángulo que 

pertenece al JIC, Encontrar el signo 
Send — 2Cosp 

+ dela expresión: Ted +2CtigH. 

A) + B)-C) +6-D) + y -E) N.A. 

((3Si «E IC Pe IG OE MIC pE IVC 

Determinar el signo de: 

A = Tga . Cosf! . Seng 

B=Sec*f . Cos0 . Tg ip 


C) nic 


- Sen0 .Cosa .Tg P 
Cigóo .Sena 


A) 4545 B)43 + C)+555- 
D) 5 +5+ E) 5 +5- 


(E) Determinar el signo de : 
Sen 190". Tg 200” .Cos*100 
Sec*300* 


3Tg 50" .Cos*150"]' 
Cse 300 


B) -;- 


BE. = 
o 
A) +;- 


D)5+ E) N.A. 


(3 Si: Seng <0 A Cos0 <0- 
Determinar el signo de la expresión: 
(Tg0 + Cig0 )Secó. 

A)+ B)-C) +6-D) + y -E) NA. 


C)+;+ 


(9) Calcular el valor de la 
expresión : 

(Cos60r)$erz0 + (Cge2707)5e0o 
A)J1 B)2 C)3 DJ4 EJ5 


(E3Calcular "y" si 


"xSec0%+(x-1)Tg180" (x+1)Sen270 
=x"Cos360'4+Csc90” 


A)I B)2 C)3 D)4  E)6 


(03) Reducir: 


a* Sen 90" + 2abCos 0” — b*Cos 180" 
a* Cos 360" + abTg 0” + p* Sen 270" 


DETED AE O 
a-b 

b 
D) bla o 
(9 Calcular : 
Cos10" Cos20” Cos80" canamenees Cos170* 
A)J1 B)-1 C)JO D)J2 E)-2 
(E) Calcular : 
Tg[Sen(Cos90” )] - Cos[Tg(Serr180” )] 
AJO B)* C)-1 DJ2 E)-2 

Sena Cos fB 


(O) Calcular : Sen B == Toa 


A)1 BJO C)-1 D)2 


(Siendo a y B 
coterminales reducir : 


(2Sena+3Senf8) (3Csca — 2C30 8) 
A)J1.B)2 C)3 D)4 EJ5 


(ASi :a yf8 son ángulos 
coterminales, además 


Sena =06y a E IVC . 
Determinar: CosfB 

A) -0,6 B) 0,6 C)-0,8 D) 0,8 E) 1 
(Y Siendoa y B< s coterminales 
además : Seno+Sen/3=1 y a € MC 


Determinar : Cosf 


E) -2 
ángulos 


A) 1/2 B) -1/2 C)- 43/12 
D) 3/2  EJO 
(GSio y Pf son ángulos 


coterminales además : 


(Sena )**=(Csc pg)?" 
A)J1/2 B)1 C)2 D)3/2  EJ3 


(10) ¿A qué cuadrante pertenece el 
ángulos g si: 

Cos9 < Cos A ATg0 > Tgr 
A) IC B)uCc Cc) mic 
D)IVC E) N.A. 

(DA que cuadrante pertenece el 
ángulo g si se cumple que : 

Seng > Sen360? ACIg0 > Ctg90 ? 
A) IC. B) uc C) nHIc 
D) IVC E) IC ANC 


(G5HSia y f son ángulos 
coterminales además : 


(Sena)?"=(Senfay** determinar x 
AJ1 B)2 C)J3 D)J4 EJ6 
(9) Calcular : a/b si: 


(a+b)*Cos0* + 2abTg2r + 4ab Secr 


at Sen, +, Cue sE 


A)-2 B)-1/2  C)1/2 D)2 E) 3 


=3 


(7) De la figura, determianr el 
signo de la expresión: SenaTgf Cosy 


(1) Sena. Csco: =1; Va € JO; 1/21 
(E) Sena = Cos(90"—a) 
(E) Cosx . Secy =1>x+y="/2 


(43 En un triángulo rectángulo la 
altura relativa a la hipotenusa es 
«h» y uno de los ángulos agudos es 
«g» expresar la hipotenusa en 
términos de hy g 


A) h(Sen9+Co0s0) 


([STRIGONOMETRIAS> > >>>] 385|] 


B) h(Sec0+Csc0 ) C) h(Tg0+Ctg0 ) 
D) hSen8Cose E) 2hTg0 


(63) Calcular la altura del árbol 
sabiendo que al cortarlo a 4 m con 
respecto al suelo, al caer la punta 
del árbol forma con el suelo un 
ángulo" "; tal que Sena=0,2 
A)24 B)22 C)21 D)25 E) 20 


(9Si a y 8 son ángulos 
agudos; tal que 

SenaCec2f4=1 A Con(a+8)Scc(30”—a)=1 
calcular; a— 8 


A)6” B)8” C)10” D)12" E) 15” 


(9 Si AD=4 y BC=3, calcular : 
CosaCos0 
D 


B 


Pa 


A) 3/4 B) 2/3 C) 4/3 D) 3/2 E) 1/4 


(3 Si: Tg0 = 


determinar : Sen9Cos9 
A) 1/10 B) 0/10 
D) 3/10 E) 2/5 


C) US 


(7) Desde un punto del suelo se 
observan, la parte central y la parte 
superior de un edificio con ángulos 
de elevación"a" y "90—a”. Calcular 
"Ciga" 

A)1/2 B) V2/2 C)1 D) 2 E)2 


(1D) Una persona ubicada a 36 m del 
pie de una torre observa su parte 
más alta con un ángulo de elevación 
cuya tangente es 7/12. ¿Qué 
distancia en la misma dirección 
debe alejarse, con respecto al punto 
anterior para que la tangente del 
nuevo ángulo de elevación sea 1/4? 
A)12m  B)J2im  C)36m 
D)j48m  Ej)84m 


(O) Si 9740 g ,ademáso E NIC. 


Calcular: 10Sen9Cos0 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ5 


(MSi: 0 x < 360” ASenx=Tg2x 
calcular : 


sen[5)+ cts [5)+ Cse( 3) 
4)2/5/83 B)2 C)3 D)4E) 3/2 


(1) Si: Flx)=Cos* 2: —Tgdo+Ser? Gr 


determinar : e(7) 
AJO B)i C)-1D)2 E)-2 
(Y) Calcular: Tg0 


Lon 


2 m Lc) 5D) 8/2 EJ2 
(5 En un triángulo rectángulo 
ABC, TgA=2,4. Determinar el 
perímetro del triángulo si además 
el lado mayor mide 39 cm 
A)30cm Bj)60cm  C)90cm 
D) 120 cm E) 150 cm 

(7) Calcular : AC 


AJRSen a: B)2RSen a C) 2RCos8 q: 
D)RCos a EJRTg a 


(O En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en A). Calcular: 


Sen*B+Sen*C+TgBTgC 

A)J1 B)4 C)3D)3/2 E)5/2 
(63) Desde un punto en tierra se ve 
lo alto de un edificio con un ángulo 


de elevación de 45” y lo alto de la 
antena que se halla sobre el edificio 


LA ENCICLOPEDIA 2013. 


con un ángulo de elevación de 53” 
sila antena mide 3 m. Cuánto mide 
el edificio? 

A) 12m B)9m 

D) 18m E) 24 m 
(€) De la figura calcular : 


E=C1tg0-— Tg0 


C) 18m 


/4 


28 


A) 1/2 B) 1 C) 3/2 D) 2/3 E) O 
ED) Determianr Cos0 
$, 
1 


>, 
E A 
E py 


LE py LE) 8 y) 


A 
5 5 


ED De la figura mostrada , si 
d(PQ)=V/65u , L:2x-y+1=0, 
halle cot(9). 


AJ5/9 B)9/5 C)9/4 
D)J4/9 E)2/9 
8) En la figura mostrada si ABCD 


es un rombo, entonces al 
calcular F=tan(9)+cot(9) s e 


obtiene: Y 
[e] 
- e 
1) 
28/3. E y 28/2 
y 7 UTE e 
155 
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OBJETIVO: 

Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 
* Calcular las razones trigonométricas de un ángulo 
cualquiera, expresándolo en función de un ángulo 


agudo, reconociendo para ello el caso en que nos 
encontremos . 


* Utilizar la reducción al primer cuadrante para casos 
especiales, como son los ángulos complementarios y 
suplementarios. 


- INTRODUCCIÓN : 


Un ángulo puede hallarse situado en cualquiera de 
los cuatro cuadrantes de que consta la circunferencia, 
dependiendo de su posición los valores de sus 
correspondientes líneas trigonométricas. 


Pues bien, cuando un ángulo se encuentra situado en 
el segundo, en el tercero o en el cuarto cuadrante 
siempre es posible relacionarlo con otro ángulo del 
primer cuadrante cuyas líneas trigonométricas tengan 
los mismos valores absolutos, esto es, de los mismos 
valores salvo posiblemente el signo. 


Las relaciones enfre las líneas trigonoméricas de los 
ángulos situados en los distintos cuadrantes resultaba 
esencial cuando no se disponía de calculadoras. 
Existian tablas con los valores de las razones para 
ángulos del primer cuadrante. Los demás ángulos no 
figuraban en la tabla pues no era necesario: bastaba 
con reducirlo al primer cuadrante. 


No obstante, el tema Sigue siendo de interés para 
aplicar las razones trigonométricas i inversas, es decir, 
para determinar. un ángulo conocida una de sus 
razones trigonométricas. Como sabemos, si buscamos 
un ángulo a partir de una razón trigonométrica, la 
calculadora nos proporciona sólo una solución. 
Nosotros encontraremos el resto de soluciones con los 


conocimientos adquiridos en esta unidad. 


REDUCCIÓN 


ule los: en posición estándar con las razones 


trigonométricas de ángulos agudos (ángulos que 
pertenecen al primer cuadrante). 


CASOS DE REDUCCIÓN 


AL PRIMER CUADRANTE 
Se presentan los siguientes casos: 
* Cuando se trata de ángulos positivos menores a una 
vuelta 
* Cuando se trata de ángulos positivos mayores a una 
vuelta 


* Cuando se trata de ángulos negativos 
REDUCCIÓN PARA ÁNGULOS POSITIVOS 


MENORES A UNA VUELTA 


Todo ángulo positivo menor a una vuelta se puede 
descomponer como un ángulo cuadrantal más o menos 
un ángulo agudo, dependiendo del cuadrante al que 
pertenece , se recomienda tener en cuenta las 
siguientes sugerencias: 

D Mantener la misma razón trigonométrica si el ángulo 
está próximo al eje horizontal, esto es, cuando el ángulo 
es de la forma (r+x) 6 (21tx). 


RT(180'+x ) = +RT(xtx) 
>iRT(x) 
RT(360"+x)= +RT(27 + x) 


NOTA: 
Para determinar el signo (+) ó (-) se asume x como 
agudo (así no lo sea). Con el único fin de determinar el 
signo (ver figura adjunta) . 

H) Cuando el 


x 
G 
al eje vertical; en tales circunstancias, de la razón 


trigonométrica dada se deberá pasar a la co-razón 
trigonométrica. 


RT(90'+x) = «RT (5+x) 


ángulo es de la forma: 


3: 
ajo 5s ») se dice que el ángulo se aproxima 


E >1Co- RT(x) 
RT(270*+x)= ¿mr 361) 


NOTA: 

En todos los casos, se considera «x» como ángulo 
agudo. 

111) El signo que tendrá la operación de reducción será 
el mismo que posee la razón trigonométrica en el 
cuadrante al cual pertenece el ángulo. 


EJEMPLOS : 
* Tan200* = tan(180*+20*) = + tan20” 
mec 
* sen(270”—a)=-cosa 
¡aa 


nc 


* Cot300"=ceot (270"+30)= + tan30” 


Ive 
*sec(180”+a)=- seca 
uc 
* Cse120*=c8(180"— 60%)=+ csc60* 
uc 
* cot(270%4+ a)=-tana 
rve 
* Sen(x + x)=-senx 
pi 
Tuc 


* Cos 1172 =c08(360” x 3492) =c0892" 
= Cos(90"+2)=-sen2" 

EJERCICIO 1: 

Reduzca al primer cuadrante: Sen 110? 


RESOLUCIÓN: 

1er. Método : 

Empleando la fórmula de reducción (D: 

Sen 110" = Sen (180” - 70”) > 7 Sen 70” 

A continuación, el signo se consigue a partir del 
siguiente hecho: 


110” e IC > Sen 110” = (+) 
> Sen 110” = + Sen 70? 


2do. Método : 

Ahora emplearemos la fórmula de reducción (11), esto 
significa que: 

Sen 110” = Sen (90” + 20) >7 Cos 20” > 
Enseguida determinamos el signo apoyándonos en el 
hecho de que: 

110” e IC > Sen 110 = (+) 

> Sen 110” = + Sen TOrarmcirior. (Sen 70? = Cos20") 


EJERCICIO 2: 

Calcule; 

Cos 10 + Cos 2 + Cos 3" + .... + Cos 179 + Cos 180% 
RESOLUCIÓN: 

Aplicando lo visto en la teoría sobre ángulos 
suplementarios, tendremos: 


Cos 1%+Cox 2*+Cos3*+ ...+ Cos 177+ Cos 178* + Cos 179+ Cos 180% 
Ca Cor Costo y] 


Luego de hacer las simplificaciones indicadas, 
tendremos: 


Lor T4+Cos20+_Cosr 3 +... —Cosd?- Cos2 - Tor -1=-1 


REDUCCIÓN PARA ÁNGULOS POSITIVOS 
MAYORES A UNA VUELTA 


Para este caso bastará con dividir el ángulo entre 360” 
o su equivalente 27 rad, para finalmente tomar la 
misma razón trigonométrica al residuo o arco sobrante. 
Si el residuo no pertenece al primer cuadrante, deberá 
utilizarse la reducción explicada en el item anterior. 
Si el residuo es menor que 90? (7/2 rad) el problema 
habrá concluido. 


a |560* RT (0)=RT- 060 +p=RT O | 
o Vk 
B 0.= ángulo mayor a una vuelta 
k= número de vueltas (cociente) 
'P$=arco sobrante (residuo) 


R.T. (a)=R.T. (K vueltas + x)=R.T. (x) 


6 | RT (360K+x)=RT(x); VKeZ | 


Aquí se observa que si a un ángulo de una razón 
trigonométrica se elimina el número entero de vueltas 
que contiene, el valor de dicha razón no varía . 


EJEMPLO : 
Reducir al primer cuadrante Sen400” 
RESOLUCIÓN : 


Dividimos 400” entre 360? para obtener el número de 
vueltas que tiene el ángulo . 


400" | 360* 
360" 1 


=> sen400” = sen40” 


sen (400”) =sen(360"+40") =sen40" 


MÉTODO PRÁCTICO : 
En este caso se elimina la mayor cantidad de vueltas 


posibles que contiene el ángulo original y se procede 
de esta forma : 


R.T.(a) > R.T.(0) 
a| 360? 
8 q 
* Donde : 


* g cociente (4 de vueltas a eliminar) 

* g; residuo (ángulo coterminal con “a. ”) 

* Note que de la división, es el residuo el ángulo que 

reemplazara al ángulo original . Este cambio tiene 

sentido toda vez que este ángulo (residuo) es 

coterminal con el original , y por lo tanto sus razones 

trigonométricas son iguales . 

EJEMPLO: 
Cos 8244”= cos4”, ya que : 


3244" | 360" 
mes | 
de 


EJERCICIO 1: 
Reduzca al primer cuadrante: y 
[) Sen 1990" 1) Tan 5555" 
RESOLUCIÓN: Ñ 
1D) Dividimos 1990* entre 860" para obtener el número 
de vueltas que tiene el ángulo 
da 
Á 1900* | 360* 
Sen 19907 = Sen 
Sen(180" + 10)=- Sen10* a 
ha Residuo — 190" 


1) Dividimos 66555" entre 360” para obtener el número 
de vueltas que tiene el ángulo . 


Tan 5655” = Tan155” 
= Tan(180” -25*)=- Tan25” 


PARA ÁNGULOS NEGATIVOS 


«Para reducir al primer cuadrante las razones 


trigonométricas de un ángulo negativo, primero 
pasaremos de ángulos negativos a positivos, para lo 
cual se deberá tener en cuenta las siguientes 
propiedades: 


Sen(—0) =- Seno] [Csc (0) =-Csc0 ] 
Cos (-0)= Cos0] [Sec (—0) = SecO 


Estas propiedades se verifican en la siguiente figura, 
dondeg4 esun ángulo positivo, y por lo tanto —4 será 
un ángulo negativo: 


EJEMPLOS : 
* Sen-80* =- sen80” 
* Sec( —30")=sec30"=2 


* Cos( - 20*)= cos20” 


* Tel -458)=-1g15=-1 * Crgt-607=-crgoora- 


EJERCICIO : 

Reduzca al primer cuadrante ] 

I) Tan (- 300") 11) Sec (- 200) 111) Cse (- 500) 

RESOLUCIÓN: 

DPara ángulos negativos y en el caso de la tangente 

de un arco negativo se verifica que: 

Tan (-300*) = -Tan 300* = —-Tan (270* + 30%) 
== 


=-(-Cot300) = Cot30* 
=> Tan (- 300") = Cot 30* 


11)De lo expuesto anteriormente, para el caso de la 
secante de un arco negativo se tiene que: 


Sec (- 200) = Sec 200 = Sec (1807 + 20) = - Sec 20” 
mic 

> Sec ( — 200")=- Sec 207 

HI) Para el caso de la cosecante de un arco negativo se 

tiene que: 


Csc( —500")=- Cse 500” =- Cesc (3607 + 140")=-Cse 140" 


> Coe (- 500") =- Csc (907 + 50") =-[ +Seo 50") = — Sec 50" 
ue 


> Cue ( - 500") =- Seo 50" 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS Y ARCOS 
COMPLEMENTARIOS Y DE ÁNGULOS 


"Y ARCOS SUPLEMENTARIOS 
En esta parte veremos algunos casos especiales que 
frecuentemente aparecen, así: 
D ÁNGULOS Y ARCOS COMPLEMENTARIOS 7 
Si dos arcos que sumados algebraicamente dan un 
cuadrante, se dice que son arcos complementarios. En 
consecuencia: «La razón trigonométrica de un 
arco es igual a la co-razón trigonométrica de su 
complemento», 


Six +y =7= 90", se cumple que R-T.(x)= Co-R.T. (y)] 


EJEMPLOS: 
* Sen10” = cos80” 
*  Tg30” = ctg60” 
* See20” = esc70* 


Sx eS 

* Cos —=Sen — 
TE 
Óx 

*C E Se — 
a 


1) ÁNGULOS Y ARCOS SUPLEMENTARIOS : 


Si dos arcos que sumados algebraicamente dan dos 
cuadrantes, se dice que son arcos suplementarios. En 
consecuencia; «La razón trigonométrica de un 
arco es igual a + la razón trigonométrica de su 
suplemento». 


Si: x + y =x= 180", se cumple que: [R.T. (x) = + R.T, (y)| 
EJEMPLOS: 


* sen130” =sens0" * cos120” =- cos60” 


* 18170 =- tg10? 


2x Sr 
> a — 
tan 7 tan 7 


NOTAS: 
D[Siza+P=270" => R.T.a=i+Co-R.T.fP 


NOTA: 
Sólo (+) es tangente y cotangente. 
EJEMPLOS: 
* sen240” = —cos30” 
* cos210* = —sen60” 
* 1g250”= etg20” 


1) Si: a+ PB=360" > R.T.a=+R.TfB 
NOTA: 
Sólo (+) en coseno y secante. 


EJEMPLOS: 
* sen300” = —sen60” 
*cos350” = cosl0” 


* 1880” = — 1g80” 


EJERCICIOS 
1) Calcular: sen750? 
RESOLUCIÓN : 
750" | 360” > sen70” = sen30” =3 
sr 2 


2) Calcular : eos 540” 

RESOLUCIÓN : 
540" | 3860” —> eos540” = cos180”=- 1 
180 1 


3) Calcular : tan900? 

RESOLUCIÓN : 
900” |360” => tan900”=tan180"=0 
180" 2 


4) Reducir al primer cuadrante: sen3010? 
RESOLUCIÓN : 
3010" |.360* > sen3010" = sen130" 
1307 8 => sen3010”=sen(180” — 50) 
> sen3010” = sen50” 


¡DUCCION AL PRIMER CUADRANTE Y 
; ral primer cuadrante : cos4910? 
UOCIÓN : 
' 4910" 1360" — cos4910* = cos230* 
1280" 13 > cos4910* = cos(180+50") 
e => cos4910” = —cos50” 
6) Reducir al primer cuadrante : tan10000* 
RESOLUCIÓN : 

10000" 1360”, san10000* = tan280* 

280 27 tan10000” = tan(360” 80") 
> tan10000* = -tan80” 


7) Sen(107+x)=sen(101+x)=senx 

8) Cos(416x+ x)=co0s(4167+ x)=c08x 

9) Tan(35x+ x)=tan(34x+x+ x)=tan(2+x)=tan x 
10) Cot(499x+x) =cot(498x+x+x)=cot(x+x)=cotx 
11) Sen1725x = sen(1724x+x)= senx = 0 


12) Cos4377x= cos(13761+x)=c08x =- 1 


14) Cosa dividimos sin el x: 


23715 237 2 237%. 2 
dl E LA y al 
2 a? 5 474 Cos, 5 = cos 4 +7)» 


= 000 47e+ 7) 


$ 


no a 
Zo 
815 pis _S16|8__316_. 3 
19) Tas 5 x dildos sin el: > 


Ñ v 
> Tano r=tan(394 5 )a= tan(sor+ 2) 


'Cos110* = —cos70* ; ojo: 110”+70=180* 
140'=-tan40”; ojo: 140*+40"=180" 


[290 > EDITORIAL RUBISOS) 


2x x 21, x 
19) Sen-=en=+ ajo: Fi" 


dx E 
20) Cos - cos E; ojo: ETE E 
Ax 3x o. dx 3% 
21 TE tantEs ojo: EE 
') Tan 7 tan 7 uo: + q 
¿¡HECORDAR:..... (resumen) 
D ÁNGULOS NEGATIVOS : 


Aplicaremos el siguiente criterio : 


A) [Sen ( — x)=-sen x B) 


II) ÁNGULOS MAYORES DE 360% 

En este caso se debe dividir al ángulo original entre 
360 para eliminar el mayor número de vueltas 
posibles . Luego el residuo de la división seria el nuevo 


ángulo a trabajar : 
R.T. (a)=R.T. (K vueltas + x)=R.T. (x) 
6 |RT(360K+x)=RT(x); VKeZ 
Aquí se observa que si a un ángulo de una razón 


trigonométrica se elimina el número entero de vueltas 
que contiene, el valor de dicha razón no varía . 


¡En este caso el 
signo no sale 


11) Para Ángulos Menores De 360” y Para Razones 
trigonométricas de la forma . 


180 +x = +RT(x) 
E pi 
D"ix = +00-RT(x) 
ae 
TV) Para Ángulos Relacionados 
Da+B=9" > R.T.a=Co-R.T.P 


A, 


* tga =ctgp 
* seca =cscf 


2) a+B=180" => R.Ta=i+RT.P 
NOTA: 
Sólo (+) en Seno y cosecante 


PROBLEMA 1: 
Calcular: ei Stg (-53) 


AJ2  BJG E)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Primero : 


* 7801360 
720" 2 


60? 
* tg(—58)=- tg 58=- 


C)8 -DJO 


> Sec 780” = sec 60” = 2 


4 
3 
” Reemplazando en lo pedido: E= 2-(3-5)- 6>* 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 2: 
Simplificar: Tan (270% x) 


Cot (180% x) 
RESOLUCIÓN : 


* Calculamos por separado : 


Tan(270”+x)=- cotx y cot(180"+x)=+colx 
rve HC 

* Reemplazamos en “E” 

tan (270% x) 


E 


cot (180% x)  cotx 


PROBLEMA 3: 


Calcular el valor de: p= 42 120) 


Tan (135) 

AJI B)2  C)-y3 ae 

RESOLUCIÓN : 

* Primero calculamos por separado : 
Sen( -120)= — sen120” =- sen (1807 -60*) 

/3 He 


=-+ sen 60'"=-— 
* Reemplazamos en “E” 


_ sen (-120) "3 _ 
Tan (-135%) 1 


E)-2 


_N3 

2 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 4: 

> el valor de: C = sen150” sen240” 


RESOLUCIÓN : 


Tuc 
* Reemplazando en “C”: 0=3[- 2) a 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 5: 


Simplificar: E: sen (180 x), sen (360”—x) 
Cos (90% x) * cos (270”—x) 
AJ1 B)-1 C)0 D)2 E) -2 
RESOLUCIÓN : 
* Sen(180” — x)=+senx * sen(360” —x)=-senx 
173 TvC 


*Cos(90"+ x)=- senx * cos(270"— x)=- senx 
NES pla da 


dc mc 
* Reemplazando en “E”, se obtendrá : 
ER Serk sex 


AS -14+1=0 


RPTA : “C” 


tgx SAS z 
us  Bjcosx. C)senx D)Senx 2, E 
RESOLUCIÓN : 

* Veamos cada uno de los elementos , individualmente: 


* Sen(n+x)=- senx * sen(n —- x)=+senx 


"Talon -aj=ctgr o. ([2- )> 
=——= y tg > + clgx 
* me (Es +)=ctgs * sen(2r — x)=-senx 


* Reemplazando en E : 
__—senx + (+senx) + (—tgx) 
(—ctgx) + (+ctgx) + (—senx) 
E o 
-senx  senx 


RPTA: “A” 


cae 2) senta») 5 Sen e 


pa A cot(2x=x) 
A BJA CcJO — D)2 -E)-2 
RESOLUCIÓN : 


* Recordar que 3 90; =180; 27 =2705 2n = 360 


* Luego hacemos las transformaciones : 


ud Tan 5 -x)=+cotx + sen[ + x)=-cosz 
RL - me 


* col (2x —x)=- cotx 
me 


* Sec(x — x)=- secx 
ue 
* Reemplazamos en “E”: 
x 3x 
tan(5-=). Sec(x-— x). sec(*5+x) 


Ex 


Cot(2x - x) 
(cotx) ( — secx) ( — cosx) 
cotx 


DE= 


RPTA : “B” 
rra 
* Calculem E 
os por parte! Tan210= AH 
* cos150= co 
A es va >) E 
* Ahora: 
— B=cosl 2M(tan] 500" 
E tan60*=Í— 00360). tanoo=(-5) p=-L 
pis 


LC =sen(- 120") cos( — 240”) tan( - 300") 
> C= (-sen120") (cos240") (- tan300") 


* Sen 10'=+ senor E 


* Cos240"= — cosó0=- 3 e 


* Tan300'=- tan60”=-/3 
Y3( 1 3 
> 0-3) V3=i 


*Se pide: A BC (O 0 
RPTA; “E” 

PROBLEMA 9: 
Si: E 
A en(904x) . y_sen(270%+x)tan(180"+=x) 

Cos (180*—x)” cos (180 —x) 

Sa 
tan (4-0) 

Cc sen(x+0) o RE 5D sen(s- ) 

cos[EZo (x-0) 


Calcular: S.=AXBXCXD 
A BJ 00 
RESOLUCIÓN : 


D) Sen(90 + x) = +c0sx => Cos (180” — x) =-cosx 

. - + cosx 
Luego: A = 

II) Sen(270? + x)= —cosx > Tan (1807 + x)=+ tanx 


D)-1 EJ4 


=-1 


Cos (180? — x) = — cosx 
* Luego: B = (— cosx) (- tanx) _ q 
(-cosx) y, da 
tan--0 
un) C= sen(x+0) 
Cos[* +9 cot (x-0) 
2 
,: q 2er (1807 + 0) tan (270"-0) 
Cos (90 + 0) ' cot (1800) 
SS —senó | + cotó 
* Red: do: Ca. == = -1)= 
luciendo : € = — +30 1+(-1)=0 
* Lu B=(- cosx)( — tanx) 
ss (-cosx) ol 
1V) 
Do=senx 7 )=-sen(270 - 5)=-(-coss)=coww 
* Finalmente lo que se pide : 
A BC D=(-1) tgx (0) (cosx)= 0 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 10: ] 
sen* 300 


Calcular: E=(sec135%sc160?+12 


TB 315 


RESOLUCIÓN : : 
* Sec135” = sec(180" - 45")=- secd5"=- /2 


ue 


* Csc150"=csc(180* - 30%)=+ csc30”= 2 


no 


* Sen300” = sen (360" — 60)=- senor 
me 


* Tan315"= tan(360”- 45)=- tan45” = — 
Ive 
* Reemplazando en “E”, se obtendrá : 


Es] 
Ba d2 atra g9=-1 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 11 : 

Sen (a B) 
Calcular: C= 

Sen (Ba) 
41 BJ2 cJo 
RESOLUCIÓN : 


* Tenemos: C= pg Si: apro pame 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 12; 
Si: o<a<Z, evaluar: 
z Press A)rcontnra+ te(5+a) 


B) -2senA C) 2cscA D) -ZescA E) 2cosA 
RESOLUCIÓN : 


"Sem 5+4)= cos A 


*otg (2x + Aj= ctgA 
"Seo 5+A)=-cuca 
*Cosíx+A)=- cosA 

* Reemplazando : 

F = cosA -cosA -ctgA—cscA+ cigA —cscA 
> F=- 2escA 


. 1e(“5-+4)=-ciga 
* ese (A+A)=—cecA 


RPTA: “D” 


1) Cos(-a) =-c08 a, y cs (a) = =- 085 
ID) Tg (a) =-tga, y 


e 
RESOLUCIÓN : 
* Por convención de signos : 
* Sen (-a) = -sen a * etg (a) = <tg a 
* Cos (-a) = eos a * esc (-a) =- esca 
*Tg (a) =-tga 
* De las proposiciones : 
DVF u)FV uDVVv 


* sec (-a) = seca 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 14 : 
Hallar el valor de “y” en la siguiente expresión: 
_  sen(—a) —£8(180% a), CO 4 
I Sen(180%+ a) ctg(90'—a) sentra) 
4,3 B)-1 02D) p Epa 
RESOLUCIÓN : 
* Por reducción al IC , sabemos: 
_-sena tga cosa a a 
E > y=1-1+1= 
RPTA: “D” 


42 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad , sabemos : Si: senx =.cos y 
* Entonces : x + y = 907 
* Luego, de : Sen (B-A) = cos (A + B) 
* Tenemos: B-A+A+B=90" >B = 45" 
* Reemplazando en : 
(tgB +secB)(CscB-ctgB)=(14/2)(J2-1)=1 


RPTA : “D” 


PROBLEMA as z 
a 


24 =sen(360" + 160") + cos (360*+150) 
=> a =seni50" + cos150 
> a = sen(180”- 30”) + cos (180* - 30") 
2 4 =sen30" — cos 30” = e 

b = sen(360” + 60*)+ cos (360 + 60") 
2 b = sen 60"+ cos60”= 


a*-b* =(a +b) (a — b)= 
143 43,1 


esc (720*+ A) sen (180"+ A) sec (180*+A) 
elg (907+A) cos (A. — 180"). Tg (A-270") 


csc(720*+ A). Sen(180"+A). Sec(180” + A) 
cot(90" + A).Cos(180"”- A). [ -tan(270*- A)J] 


* Reduciendo al primer cuadrante : 


el ES Í 
2 fescA] [ - senA] [ —- secA] 
[—tanA] [ - cosA] [ - cotA] 
AAA 


>; 


* Pero: sentA =Í> sena = 


=cosA  cos*A 


J2 C)2-J3+J2 


E= tant + + cot( los + 5) 


8 12 


* Pero: 


* Análogamente: Cot (ts 5) =cot— 


2 13 
1 
E=| + 12 + /3]= /2 + /3+1 
> Lan) 12 + /3]= /2 + y3: 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 19 : 
Reducir la siguiente expresión : 
== sen(o te E5+0)00e (+8) sa 
ES glad 0)Coni810 + 0)Sco(1620=0) 
AJ1 B)sen20 C)cos20  D)tg28  EJctg*9 
RESOLUCIÓN : 
* Transformando adecuadamente : 
-sen 5 - ol. E-cot01 [- cscól 
"cot(180* — 0).Cos(90”+0). Sec(180*—0) 
(— c088) (petÓ coco) 2090 cscó _ clgó 
E= = . Senó= ctg'0 
(6% ) (—senb) (s0cg) enQ vocó e le 
RPTA : “E” 


E 


PROBLEMA 20 : ; 

Halle el valor aproximado de ctg (-1628*) - tg (-1628) 

4-7 BJ. 0-6 De E 

RESOLUCIÓN : : 

* Del dato: H'= - cot 1628 + tan 1628" 
1628" | 360* 


1445 4 
188" 


> H= - cot188” + tan188” 
> H= -cot8” + tan8” 


* Pero: 53 1 
1 48 E 
>H= -HG=-G 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 21 : 
Si: keZ, simplificar: 
LS E a esc (3kx +2) 
Cot(kx—a) tan(kx + a) cos kx 
AJesca  B)-csca C)-1  D)J1  Ejcosa 
RESOLUCIÓN : 
AS ecsc(2ka + kx + a) 
(—cota)(tana).[ - 1" 
q A 
dp esc(kxr+a)_(-1) Cee 
ADE A 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 22 : 


Si: 180” < a < 270”, señalar la alternativa correcta 
respecto a : 

T= sen(5) cos 220? + 005 )asen (- 140") 
46) B)() C)(+)o(-) D)(+)y() E) Neutro 
RESOLUCIÓN : 

* Dato: 180”<a<270" 
» e 2 23 

905188 ye 1c > yr (+) 
* 220” e INC => cos220 =(-) 

a a "8 
pe 60 <=9053 <1C => 1005 =(+) 
* —-140" e MIC => sen (-140%) = (-) 
* Reemplazando en “T” 
T= (+)(-J+(+M-) > T=(-) 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 23: 
Si 70 <0<360, A 


a Cro () DJ (2) ENA. 
RESOL: JCIÓN : : 
* Según condición del problema, tendremos: 


A) 270%< 0 <360"> 1352 <180",esto significa 


que: he Mm > sec h= 10) 


B) 270"< 9 <360" => 90? << 1207, lo que quiere 
decir que: Ze IQ > se0= (=) 
C) 270%< 9 < 360" > 6730 <%< 90”,luego diremos 


que: PE lq=00Í= =(+) 
= E el signo de “M” será: 
M=(J()(+) = + 


RPTA: 


RIMERANERACTCANO!RIGIDAS 


“y” 


(E Reducir: Tg 120* 


BIWJ3. Ch 


¡Reducir : Sen 105" 
e; 6 +/2 7 


a B) E a 3 E 


(63) Reducir: Cse 10020” 


A) Sen100? B) Cos100"20* 
D) Csc79"40” E) -Cse7940* 


C) Cses0r40* 


(3 Reducir: -Sec170" 
A)Sec10” B)Cos170* C)Cos10” D)Sec170” E)-Sec10? 


(SB Calcule:  = 2£12325%+ 008 307" 


cos 240? 
A)2 B)-2 C)1  D)J1  EJO 
Calcul E 2sen 210*—5sen 143” 

o SA 2 tg 45% 
AJ2 B)-2 0)3 D)-3 EJ6 
(% Calcule: 1=tg? Si 4008 300 
AJ3 BJ4 CJ5 DJ6 EJ7 
ec Calcular: 1 = sen* 50% - 5 cos 127% 

AZ B)5 08 PTA E) 41 


(049 Reducir: sen(90*+x)-cos(180* + x) 
A)2Senx B)Senx  C)Cosx D)Tgx E)2Cosx 


(O) Reducir: 18 (60* + x)-—ctg(30* - x) 


AJ2 B)1 Cr-1 D)0 E) 3 


REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE L 
NS 

¡Reducir; 

((180%+ x)+ cos(90*+x)+ sen x+c08 (270%+x) 


War B)JO C)1 D)Senx  E)Cosx 
Pazo. sen 480* cos 150*1g 930% 
e nel ctg 240" sec 660" eso 330 
E] 3 3 3 3 
ET] dir NbT DI EJzg 
(WDe las siguientes proposiciones: 
Dsen(720" +0) = sen0 
11) cos (1080* — a) = cos a 
11) tg (1800*- B)=tg B 
Son verdaderas: 
41 BH  CcjH D) Todas E)Jiyil 
Calcular : 
4sen(-150*) + 3tg (-225*) + 2 sec (-300%) 
A)-5 B)-4 C)-9 D)-1 E) 1 
(O Si: a+0=360", reducir : 
sena cosa | tga 
sen(-0) * cos0) g 60 
A1 B)2 C)3 D)-3 E) 2 
(OM Calcular el valor de: sen 150? — cos 120" + tg 135. 
A) -2 B)-1 Cc)0o D)1 E) 2 
(1) Calcular el valor de: sen 120* cos 330? 
3 y3 1 3 
a Br dz e E)1 
(Q Calcular: 7sen 40” - 3 cos 50% 
sen 140" 
4)2 B)4 CIBÍ, DJ8 EJ10 
(O Simplificar : 


iras +2). tg(x+x) 


cac(2x 22).0ee e .Ig(2x+x) 


A) Costx B)Cosx C)Sentx D)Senx E)N.A. 


y Si: senA— 2008 A =0 
oa 


qe: 


18 (90*+ A). sec (180* — A). tg (270*— A) 


son: aos A). AS 2 


A E 


(GD Reduzca : Cos 135” 


3 


YZ 
sra 


ds Ey Pe 
(63) Reduzca : Cos96*15* 


A) Seng6"15* B) -Sen6"15” 
D) Sen6*15* E) Cos6"15* 


(3) Reduzca : -Sec25030'15” 
A) Cos250?  B) Sec20"30'15” 
D) Sec250” E) Csc20"30'15” 
(42 Reduzca : -Ctg240"30” 
A) 18240" B) <tg240” 
D) ctg240"30” E) tg240"30* 

IFIGIDA 


SEGUNDAMERA CICAD 


(0) Calcular: C = sen 135", Cos240 


C)-Cos6"15* 


C) Sen20"30'15” 


C) etg60*30* 


E v2 2 J2 
NG Y OF D)-—= E)--5 
O Csiouiar: cos 120” 7 
k 3 
y B-5 O D)j1  EJO 
(A) Calcular: tg330* 5 
AJJ3 B)-vJ3 O DM EJO 
(63) Señale el valor de: sec 135" 

A)2 B)-J2 er miz pa 
() Calcular: ns 

AJI  B)-1  CIW3  D)-yJ3 y 
(09) Calcular: C = sen 120”. cos 225" 

3 y3 6 JE Já 
A A 
(3 Calcular: C = (sen330” + cos 240") tan 210. 
AJ/Z B)-J3 a DA PEO 

tansio” 

Calcular: A) 

O Calenas 4 [ tanl4S 


J2 3 J2 A 
VNF MO DIJ- JE EJ-22 


(O Calcular: U=(cos*135%3 tan127) sec*240”. 


A)16 B)18 C)32 DJ9 
(1) Señale el valor de: sen 2580? 
az BZ 0- 5 0D 
O Señale el valor de; tan6173* 
ai mé a 
( Calcular: fan 5520" 

AJÍ3 


Ya 


4 
DE 
Ig 


y3 


B)-J3 o LE 


3 2 


sen3015". Tan4290" 
Cos 2730" 


gy 
6 


(O) Calcular: D= 


7 


2 y2 
ESA 


B-7 
(MS Calcular el valor de: 


E=cos8210" - tan120” + cot330” +sen 2407 
AJO. B)-43  C)2/3  D)-2/3  EN3 


(63) Calcular el valor de: 
E= [sen240”, Sen120", Cos 330". Cos 150" 


9 3 4 1 
AJI B) 16 C) 77 D) 3 E) 3 
(A) Calcular el valor de; 

E = sen225”. Cos210”. Tan120”. Cot330? 


3 3 346 y3 
E DES 


1 
A) 3 4 


(1 Calcular: 

E=sec 136”. Csc150”. Tan240". Cot210* 
AJ-2/2  B)2J2  C)2 D)-2  ENZ2 
(A Calcular el valor de: 

sen120* + cos240" + tan150” 
cot240” —- sen210”—cos 330" 
AJ0 B)-1 C)2 D)2 
O Calcular el valor de: 
_ tan120+ sen330” + cos150? 
— cos120” + sen 210” —tan315” 
AJI  B)-1  C)2/3  D)-/3  Ejnodefinido 
Ed Si: sen40”=k. ¿A que es igual? 
E= sen140", cos130". tan230" 
cot220". sec 310". esc320” 


E) 2 


AJk B)k* CJk* D)k* E) k? 
€) Si: cos10” = a. ¿A que es igual? 
E= sen1707. cos190". tan3507 
cot280". escl00". esc260 
AJat B) a? Cj1 D)a* Eja* 


Antes de Hiparco, Arquímedes de Siracusa (aprox. 287 a. 
C.) había usado básicamente estas mismas fórmulas en 
sus cálculos acerca del número 7 . Para calcular el área y 
perímetro de un círculo, los babilonios usaron una 


aproximación muy burda de x, el número 3. los egipcios 
2 


=3,1604 ; valores que se 


una un poco mejor, 9 
cree, fueron obtenidos experimentalmente. Mostrando 
su habilidad como calculador, en su obra La medida 
del círculo, Arquímedes prueba que: 


que, expresado en notación decimal, nos dice: 
3,1408 < y < 3,1428 


O sea, calcular con un error menor que dos milésimas. 
La idea detrás de sus cálculos es muy sencillas, si 
consideramos una circunferencia de radio 1 y dos polígonos 
regulares, uno inscrito en la circunferencia y el otro 
cireunscrito; sabemos que la longitud de la circunferencia 
(o sea 27 ) será mayor que el perímetro del polígono 
inscrito p(n) y menor que el del circunscrito P(m). En 
términos de las fórmulas adecuadas , podemos ver que lo 
anterior queda expresado por: 


Pín) = 2nsen ES < 27< 2n tg + =P(n) 


o lo que es equivalente: 


1 1807 180 1 

a(n, 57 pín)=nsen <x<ntg a =3PtM=Sím) 
También sabemos que los perímetros de los polígonos 
inscrito y cireunscrito se parecerán más entre ellos cuando 
mayor sea el número de lados. Lo que Arquímedes es, 
primero, considerar hexágonos, pues para este caso es muy 
sencillo calcular los perímetros correspondiente, ya que 
- 30 es un ángulo del que, como sabemos, se calculan 
fácilmente las funciones trigonométricas. Después, usando 
en esencia las fórmulas para las funciones trigonométricas 
del ángulo mitad, estima sucesivamente los 
semiperímetros s(m) correspondientes a n igual a la 12; 
24 ; 48 y 96, siendo este último cálculo el que le permite 
obtener su resultado. 


OBJETIVOS 2 
¿Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 


* Aplicar correctamente la reducción al primer 
cuadrante, de un ángulo de cualquier magnitud . 


* Hallar el equivalente de expresiones de la forma: 
R.T. (90.n+x),neZ. 


* Hacer un repaso del capítulo anterior. 
INTRODUCCIÓN : 


Si observamos las razones trigonométricas en cada 
cuadrante, notaremos que los valores se repiten y son 
iguales a los del primer cuadrante, variando sólo en el 
signo. Por esta razón, sólo son importantes los valores 
tomados en el primer cuadrante. Las fórmulas de 
reducción que se presentarán nos permiten hallar el 
valor equivalente de la razón trigonométrica de 
cualquier ángulo, reduciendo el cálculo al valor de la 
razón trigonométrica correspondiente a un ángulo del 
primer cuadrante. Es decir, varía el signo que toma la 
razón trigonométrica y no el valor numérico que se 
repite en cada cuadrante, por eso la importancia de 
saber reducir un ángulo al primer cuadrante. 


Es conveniente reducir una función trigonométrica 
deun ángulo cualquiera a su equivalente de un ángulo 
del primer cuadrante. Para tal efecto, vamos a deducir 
las fórmulas para calcular las funciones 
trigonométricas de (180? - a), (180? + a) y (360”- a). 
También, vamos a constatar que «las funciones 
trigonométricas de un ángulo, en el primer cuadrante, 
son iguales a” PP A cofunciones del ángulo 
complementario»: lemás, vamos a calcular las 
funciones trigonométricas del negativo de un ángulo. 


REDUCCIÓN AL CUADRANTE 


Es el procedimiento mediante el cual, las razones 
trigonométricas de un ángulo que no es agudo, se 
expresan en función de un ángulo que si lo sea. Es 


En 
e (1) |=> RT. (P) 


"B" si es agudo 


CASO Ir: 


Ángulos de medida positiva, mayor que 90" y 
menor que 360" (no cuadrantal). 


En este caso, se reconoce el cuadrante al cual pertenece 
el ángulo original, y luego se aplica el siguiente criterio: 


R.T(0) 
0 e TICO ervc 
0 e HHIC 
¿R.T(180-0)  +R.T(0-180") +R.T (360 -0) 


El signo (+) dependerá del cuadrante al que pertenezca 
el ángulo original y de la razón trigonométrica pedida. 


EJEMPLOS : 


* sen120” = + sen (1s0*-120)= sensor = E 

uCc J 
* cos 225"=-00s (225"- 180 = -0os 46 =-2 

mic 
* tan 330”=-tan (360 - 330") = -tan 30 E 
CASO MH: 

R.T. de ángulos de la forma: 9" n+x;neZ 
RT. (90 nz x) 

RT. (90'£x) = ¿COR.T (x) Ex (180% x)= +R.T. (x) 
R.T. (270'xx) = *CO-R.T. (2) R.T (360'2 x) = ¿R.T. (x) 


En cualquiera de los casos el signo que va a acompañar 
(+) dependerá del cuadrante al cual pertenece el 
ángulo original y de la razón trigonométrica pedida. 
Note también los casos en que se cambia de: 

R.T. (x) => CO-R.T. (x) 


Sen Cos 
Tan Cot 
See Cue 


EJEMPLOS: 


sen (90 + x) = + cosx 


de==>1 
PS 
O; 


CASO MF: 


Ángulos cuya medida es mayor que 27. (Medida 
expresada en radianes) 


tan (180”- x) = —tanx 
a E 
uc 


* Aplicamos el siguiente criterio: 


Piden: ar); >2b>0 


* Hacemos: al 2b 
q 
O 
*Luego: RT. (5)-27 (5) 
EJEMPLO S : 
* Sen Ey9e = 8€, Zo =sen—= 1 
2 2 
133| 4 
13 33 
1 


VALORES NOTABLES 
Acontinuación presentamos algunos valores notables: 


* Sen 120” = Sen 60* = a 

* Sen 330" = Sen (360 - 30") =- Sen30” =- 5 
* Cos 150” =- Cos 30* AE 

*Cos 210"=Cos (180"+ 30%)=- Cos 30"= - o 
* Cos 315” = Cos (360* - 45%) = Cos 45” = a 


*Tan 135* = —- Tan 45” =- 1 

*Tan 300”=Tan(360”-60)=- Tan 60%=-J3 

* Cot 135* = —Cot 45” =- 1 

* Cot 240" = Cot (180"+60") = Cot 60 = E 
* Sec 225? = Sec (180"+45*) =- Sec 45% = —- /2 


* Sec 330" = Sec (360*- 30") = Sec30* = Es 
*Cse 150" = Cse (180* - 30%) = Cse 30" = 2 


*Tan (- 300) = - Tan 300 = - Tan (360 - 60") = -(-Tan 60) =/3 


* Sec (— 210") = Sec 210" = Sec (180"+30") = ses 


EJERCICIOS 


*Determinar o simplificar cada una de las siguientes 
expresiones : 
sen(n —a)+cos(L—a) 
A SE 


27 tglr+a) == 


sentín +0)+sen*(L+a) 
b) =X mmmRpla : -cosba 
sec(r —«a) 


Ed 
sen(2+a) 
A AS AE AS Rpta :-1 
sen(¿=a) 
A 4 
aye0Z (90”— a )— sen (9040) _ y ..«Rpta : cow? a 


cotg*(90”—«a)—1 


e) xsen(90" —a) tga = cos(90* —a)...¿ calcular x? 

f) secacosec(90" — a )-x cotg(90"—a)= 1...¿ calcular x? 
8) tglr/4)-cotglr /d)= X......d calcular x? 

h)x =(sen 90"+ tg 45")(aen 30% cos 90")...¿ calcular x? 


Ajsenz m- —senx Cjcosz De E)- cscx 
RESOLUCIÓN: 


* Piden: sen(5%)- x=sen(270"+x)=-cosx 


RPTA;: “D” 
PROBLEMA 2: 
Si: cos10*= a, ¿a que es igual: E=sen 100” Xc08190? 
da Bla 0% Da Eje 
RESOLUCIÓN: 


Sen100”= sen (90*+ 10") =+co8 10" 
uc 


Cos190” = cos (180” + 10%) = -cos10? 
uIc 
* Reemplazando en “E” 
E = sen100” x cos190* 
> E =(cos10") ( - cos10”) 


> E =-cos* 10" ; pero: cos10” = a 


>E=-a*? 
RPTA: “E” 
en 450* + (h +1) cos 900* 
DJO E) 4 
RESOLUCIÓN: 
450” |360?. => sen 450” =sen90"=1 
360 1 
90 = residuo 
900" 1360? > cón900" - eos 180” =-1 


720 2 
180 = residuo, 


* Reemplazamos en “E” : 
E=(Rk-1) sen450” + (k + 1) cos900? 
> E=(R=1) ()+(k+1) (-1)=-2 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 4: > 
r-y= 270* Señale verdadero (V) o falso (F), 


Unenz = cosy ias 11) tanx =-coty 
ELEVE -B)FVVY  C)VFV - D) VVE E) FRY 


RESOLUCIÓN: 


2Como; x-y=270"=>x= 270" + y 


EDITORIAL RUBIÑOS 


* Entonces: 
D) Senx = sen (270* + y) =- cosy dd 
11) Seny =-cos (270 + y) =-—8eny mE) > 
111) Tanx = tan (2707 + y) =-— Coty mamo (V) 


PROBLEMA 5: 
Si “9” es el ángulo agudo tal que: 

1+c0s (0) +tan (—6)=co0s0 +tanó 
Calcular: L = sen9xcos0 ; 
mM. 07 DE 


1 
25 5 5 10 


RESOLUCIÓN: 


* De la condición: 
1+c08 (-0)+tan(—0)=c080 +tanó 
14 cos0 — tand = cos0+tanó 


1=2tan0 >tan0 == 


O 


* Luego : L=sen0.cos 9 = 


simto 
$l 
ato 


PROBLEMA 6: c 
Del gráfico, calcular “fan 6 ”. 


A XD 'B 


2 3 
MESE D-Z E 


| Oo 


RESOLUCIÓN: 
* Recordando el lx de 37” y 53? Cc 


AD B 
2 Na 


*Sea: BC=3>AM=MB=2 


*0+x=180> 0=180"-x 


> tanó = tan (180”— x) > Tan9 =tanx 


* 3 3 
:tan=2= tano -=-2 
lx uc: tan a 2 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 7: 
Calcular el valor de: 
E=cos1"+ cos2 + 00837 +... + cos17F+c08 1807 
aJ0 B)-1 C)2 D)-2 E)1 
RESOLUCIÓN: 


* Sabemos que: eos180* =-1 > Aplicamos ángulos 
suplementarios para transformar: 
Cos179” =— cosl? 
Cos178” — cos2 
Cos177” — cos” 
A É 
Cos90* =0 
* Reemplazamos en “E” 
E=cos1"+ 082” +0083" + .... + cos 9 + ...+008 177” + 
cos 178" + 008179 + cos180? 
E=cosI"+cos2” + 0087” + ...0...— 0083 — 0082” —cos 1" —1 
E=0-1=-1 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 8: 
Calcular “x” que verifica la igualdad: 


25x 
Tan (He 41 ) tan (E);=+25 


AJ1 B)2 C)3 D)4 E) 11 
RESOLUCIÓN: 
25x 22x  3x Sa 3x 
tan 1 )> tan( 11 + 2) 2tan[2n+ 11 )- tan 11 
* Reemplazamos en la igualdad: 


Tan(+2) - tan (5%) > tan( 52) = tan(5=) 
11 11 11 11 
* Comparando, obtendremos: x = 3 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 
Si:tgx+ctgy=2;x+y=x Hallar: cfgx 

/2-1 iS 

AJ2 B)1x/2 gt D) E)+/2-1 
RESOLUCIÓN: 
* Como: x+y=x > y=x-x 
* Entonces: cfg y =- ctgx 
* Reemplazando: tgx - cfgx = 2 


LA ENCICLOPEDIA 23013 


> —cigx = 2 > 1-ctg?x = 2etgx 


> ctg?x + 2cotgx—1=0 
* Ahora aplicamos la formula general de la ecuación 


de 2do grad bi 
a P+brre= 03: 27e 
> efg 2 EVA 2: 42 
2 2 
> etgx =-14 /2 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 10: 
Un triángulo ABC, se cumple: Sen (B + C) = cosC 


dicho triángulo es: 

A) Escaleno B) Rectángulo C) Isósceles 
D) Acutángulo E) Equilátero 
RESOLUCIÓN: 

* Dato: sen (B +C) = cosCo.mnmmsmmssssms 144) 


* Pero: A+B+C=180">B+C=180"- A 
> sen (B+C)=senA 
*En(D): senA = cosC 
Entonces: A +C= 90” Esto implica que B = 90"; 
luego, se trata de un triángulo rectángulo. 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 11 : 


Si a +b+e=x, entonces al simplificar 
tg (b+c). s0c(5-a) se obtiene: 


A)csca B)sena  C)j—<osa  D)-seca E)2seca 
RESOLUCIÓN: 
* Condición: a+b+e=x=>b+c=x-a 
* Se pide reducir: 
tan(b+0)xwec[5-a) 


-tan(x -a)xweo[ 5-a) 


=(-tana)(csca) 


(E ¡SS 


cosa Jl será 
RPTA;: “D” 
PROBLEMA 12 : 
Calcular el valor de: 
+ 6087 + cos63" + cos 117” + cos 1737 
4) 1/2 BJ0 C) sel D)J1 EJNA. 


RESOLUCIÓN: 

*Sea: F = 0087" + cos63” + cos117" + cos173” 

* Observar que los ángulos de lo términos 

equidistantes son suplementarios, esto implica que: 

, cos 173” = -cos7 

cos 117 = —- cos63” 
* Volvemos a escribir la suma: 
F = co8 7” + cos63”- cos63”- cos7"= 0 

RPTA: “B” 

PROBLEMA 13 : 


Hallar “a” sabiendo que está en el tercer cuadrante, 
es positivo, mayor que una vuelta, pero menor de dos 


vueltas, y que: Cosa =-sen-F 

75% 73% Tix 69x 67x 
MA 
RESOLUCIÓN: 


* Comoa pertenece al JIIC, y es mayor de una vuelta; 
pero menor de dos vueltas, podemos decir que: 


a=3x+x...(1) donde x es agudo 
* Reemplazamos en el dato: 
xr 
cosa = 80 77 > 003% +£)==008% 


x_ E q _ Xx 9x 
>x+ = >x= = >" -- 
11 2 2 11 22 
ES 0% 
22 22 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 14: 
Si; a=(1+k) 360-1035, Ke Z 
El valor de sen (a — 22,5") será: 


d2+43 , [2-43 [242 J2=43  ¡V2+42 
ape apo o e 


RESOLUCIÓN:. 
*Si: 2 =(1+k) 360-1035" 
> sen (a- 2230') =8en [(1+ k)360" — 1035” — 22” 30'] 
= sen [ - 1035" - 2230] = 
=-sen (1035 +22" 30') 
=-sen [3 x 360” — 45” + 2230] 
=-sen [ - 45” + 2230'] =-sen (-— 22%30') 


5 sen 2999 2 
RPTA: “C” 


2442 


PROBLEMA 15: 

En un triángulo ABC, se cumple que: 
a cos (A + B) = sen C 

Entonces, el valor de A + B es: 

DEE EE 7D) 

4 8 13 

RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que: A +B + C = 180” 

* Entonces: A +B = 180” C 

* Luego: eos (A + B) =- cos C.... meca (2) 


* Del dato: cos (A + B) = sen C. se (1) 
* De (1) y (ID) 


cos C =senC > cosC =-senC > cigC =-1 
* Entonces: 


C = 135” esto implica que: A+B=48'=7 radianes 


pe 
16 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 16: 


Sabiendo que: sen[ E - 0)c08 (25 + o) =k 


Calcular: F = cos9 sen0, en términos de m. 
A) 2k B) -k* C)2k D)J-k EJk 
RESOLUCIÓN: 


* Entonces: 
(—cos0) (-senG)=Rk => sen9cos0 = Rh 

* F=c080 sen0 = 

7 RPTA: “E” 
PROBLEMA 17: 
Que valor de x en el XIC., verifica la ecuación: 

tg (x +45) +18 (x-— 45) -2ctgx=0 

A) 120* B) 135 C)105 —D)165* E)180* 
RESOLUCIÓN: 
* De: tg (x + 45") + tg (x- 45") - 2ctgx =0 


* Recordamos que si: a+ 4B=90"> tga=ctgfB 


* En la expresión: tg(x + 45") = ctg(45* - x) 
* Luego ctg (45”—x)+1g (x-45)=2 ctg x 
ctg (45 - x)-1g (45" -x)=2 ctg x 
o 2ctg (90* — 2x)= 2ctg x 
ctg (90 — 2x)=ctg x 
* Como las E. T. son iguales: 90” — 2x=x> x=30* 
* Pero como: xy e JIC => x=150* 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 18 : 
Si “a” es un ángulo agudo y “b” es su suplemento 
¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son correctas? 
D Sena+senb=0  ICosa +cosb=0 


1) Ctg a = ctg b 
AJSólo 1 B)Sólo II C)I y 1D) y UI E)Todas 
RESOLUCIÓN: 
* En general si: a+b=x 


* Entonces: Cos a =—cos b= Sen a = sen b 
Ctg a =-ctg b 
* Luego la afirmación 11 es la correcta 
RPTA: *B” 
PROBLEMA 19 : A 


Calcular el valor de la expresión: 


sent + seno + J3 sen? 
k> 0-w 
0080 +c08 + 300 


Xx 


Con los ángulos de la figura: 
AJ3  BWS  C)-J3 
RESOLUCIÓN: 

* Del grafico: 9 — w =180* 


D)-43- ye 


send + seno + V5.sen(27?) 


* Se pide: K = 


co80+coso+ 3008?) 
* Reemplazamos: al 
_ sen (180* + 0) + seno + /3 sen 607 
cos (180* +0) + coso + 3c08 30* 

+ sonó + J3sen 60" y 

wm +3 008 30* tos30 3 


PROBLEMA 20 : 


41 Bj8 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: F= 4Tan1749% + 5Cot327 7 
F=4Tan (457. + =) +5Cot (sex z =) 


F=4TanT+5Cot(-T)> F=-1 


1 A 


RPTA ; “A” 


PROBLEMA 21 : 


Simplifique: - 


2 PEO Jada 7 
cos(5x+a)xcos(7x—a)xcot(9ata) 
AJ-2 B)-1 cjo D)J1 -E)2 
RESOLUCIÓN: 

Reducimos al IC cada uno de los ys. 


*Cos(5x+a) =- Cosa 
MIC 
E) 


*Cos(7x—a) =- Cosa 


+Sen( 3 —a)=-Cosa sHC. 
2 E 
Ea *Cot(9x - a) =- Cota 
El enTa 
sen( +a)=Cosa e 
EnC 
(+) 
luego: ,,_(-Cota)(-Cosa)(Cosa) _ pp. y 


(-Cosa)(-Cosa) (Cota) 
RPTA : “D” 


EDITORIAL RUBISOS 


PROBLEMA 22 : 
Simplifique:- 
sE ; x 3x 
ES E xCos(x=1)xTan[«- Y 


Cot(x 21) x Sec(x-21)x Csc +) 


£ » PS eS ve 
AJCos"(x) B)Cos*(2) C)-Cos(x) D)-Cos*(x) E)-Cos'(x) 
RESOLUCIÓN : 


Reducimos los ángulos al primer cuadrante por 
separado. 3: 
> Sen(%=7)=Sen( +) =-Cosx 


* Cos(x-—x)=Cos(x+x)=-Cosx 
* Tan(x- 2) =Tan(Z+x) =-Cotx 


* Cot(x- 21 )=Cotx 
* Sec(x -— 21 )=Secx 


. sota E) =Csc(H 4x)=Secr 


Luego: 
_ (-Cosx)(-Cosx (-Cotx) Cos y SER 
AA el 
Cos*x 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 23 : 
Simplifique: 
Sen(x—0)xCos(2x —0)xCot 2+0)xsen( 9-0) 


: Sen0xTan(x+0)xCos(x-0)xTan 
'A)-Coso B)-Seng C)Cosg D)Senó 
RESOLUCIÓN : 

* Sen(x-0)=Sen9  *Tan(x+0)=Tan0 


1 —— 


E)Tanó 


07) 
* Cos(2x-0)=Cos0 


* Cos(x-0)=-Cosó 


—— 
lc 


(-) 
de Tan(5+0)= Coto 


picados co FE 
E F= Senó xCos0 x(-Tan9)(-Cos6) 

Tanó x(-Cos0) x (-Cot0) x Send 
Coso 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 24 : 
Si a+B=x, simplifique: ; 
_  Sen(a+2f8)+Cos(20 + fB)-1 
Cos(a+2f8)+Cos(a+28+90*)+1 
1 1 

Blog Cc)Jo DJ 
RESOLUCIÓN : 
Condición : a+ PB=x 
Ahora, reemplazamos en F, la condición. 
(Senf)+ (-Cosa)-1 


A)-1 E) 


__Seníx+f)+Cos(x+a)-1 


— Cos(x+ P)+ Cos(270+ P)+1 —(-Cosp) +(Senp)+1 
lora) 
—_ (Senf + Cosa +1) tE 
ES o 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 25 : 
Si A, B,C son las medidas de los ángulos internos de 
un triángulo ABC simplifique: 

Sen(A+2B +2C)xCos(24+B+C) 
Sen(3A + 2B + 2C)xCos(44+3B+3C) 
A)-1 B)1 C)-Tan(A) D)Cot(A) E)Tan(A) 
RESOLUCIÓN : 
condición A+B+C= 180* 

>F= Sen(360"- A)xCos(180"+A) 


F= 


— Sen(360"+ A)xCos(540"+A) 
luego : - [E Sena][-Cosa] =- 
E TN 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 26 : 


Si Cos E ) ERE, nano = (Em) 
Cos 2+0 77 F=Csc 30 1) 


ANG+H/Z me CG -/2 pe EJ2/2 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: 
Cos(122+0) = 6 pa 


V6 +J/2 
4 


> Sen(78"-0)= 


6 +42 
4 


Cos 0)=/6 2 


RPTA : “C” 


x 
Sen 13: 0)= 


PROBLEMA 27: 

Si Sen(-9)+Csc( —0)=4/5, halle F=Cos 
JV641 61 A dG1 7 J641 E HÍ5 

E ERE EL O E 

RESOLUCIÓN: 


15% 


=——-0]. 


Condición: 
-Sen0 - Csc0 = /5 => Sen0 + Csc9 =-J5 
1 
a 
> Sen*0 + /5Sen9+1=0 


2 
añi:seno AE (00D) 


Send + 


2 
PL MS E! 
2 2 
Dado que: Senó e [-1;1] > seng= 5 Ahora, se 
0 
pide: F = cos(155-0)>F= br Es 
IC 
_) 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 28 : 
Dela figura mostrada, calcule: W=tan(a)+tan(fB) 


(3;-4) 
A)25/12  B)-7/12 ió D)7/12 — E)25/12 


RESOLUCIÓN: 


: (3;-4) 


notemos que: 
*a = 180"+58* > Tana=TansS$* > Tana== 


SS 


[co co 


*f = 1807+37 > TanB=Tan387 edeid? 


asi:W= Tana =Tanf > w-= 
RPTA : 


“gr 
PROBLEMA 29 : 

De la figura determine la suma de las coordenadas del 
punto P. ponla E An 


longitud r. 


A)rlsen(0)+cos(6)] 
Cirlcos(6)= =0enol] 
E)r[2sen(0)- cos(0)] 
RESOLUCIÓN: A 


Píx;y) 


Tenemos: 
*Cos(0-E)=% > x=rCos(L-0) 
2 r 2 


* Sen (0-2)=2> y=r(-sen(5-0)) >y=-rCos0 


luego: (x+y) =r(Sen9 —Cos0) 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 30 : 
En la figura mostrada, las coordenadas del punto M 
son (-6;8); halle el valor de: 


F=5[sen(a)+cos(9)]-6csc(9) 


Y 
a 
$ 0 
5 
AJ-9 B)-3 C)3 -DJ9 EJ17 
RESOLUCIÓN: 3d 
Tenemos: 
» E a 2 
Cos(90"+x) 7 0 > Sena= les 7 
* Cos(0— sm t=- E >Seng=F > Cs0g= 3 
*Sen(o-90=)=%=-3 > -sen(go-0)=£ 
r 10 5 


LS 


=> -Cos0 = £> Cosg=-—= 


a 


EDITORIAL RUBIÑOS 


jor 


RPTA : 


“p 


LS b 

6cos E +008 a +c08b 

Ste] A 1 
nz B) 3 C) 4 DS E 
RESOLUCIÓN: 


* Observa que: b-a = 180? 


3sen(%7?) sena + sen 
* Se pide: K = PS 
6 

_ 3sen(-60*)+ seríá + señ(180*+a) 


—6cos(-30")+ cosú + p06(180%4+a) 


—38€e: 1 
a 3 


PROBLEMA 32 : 


6cos z +c08 a +cosb 


RPTA: “4” 


100 
Sisedefine fín) =tan(n!)" calcule el valor de 2 £(%) 


(factorial de DiM=1x2X3 Xorcscrrcosos) MM E Lp) 
ANS BJo C)100 D)-J3 E)-1 
RESOL UCIÓN: 

Por definición de factorial de un número natural 
ni=nX(n-1) x(n-2) .msmormmessmsm2X 1 


Tanbién n/=1x(n-1) Sea S= E f(k) evaluamos 
S= tan(5 De+tan(6etan(7 40 «.tanm(1001)> 
'S=tan120*+tan 270"+tan7x720*)+...+tan1001* 


S=/3+0+0+....+0>S=-48 
OBSERVACIÓN : 


—tan(mx720")=0;meZ 


a partir de tan(71)”, las expresiones tienen la forma 
tan(mx720%);m e Z 
RPTA :“D” 
PROBLEMAS3 : : 
Resuelva la ecuación pe: 
12 cot 127*-(3tan 225*)x 
esc? 45% +(10c08 60*)x 
y de como respuesta el valor de 47x. 
A)-58 B) -63 C) -50 D)-25 
RESOLUCIÓN : 


Piden : 47x 
Dato: 12 cof 127*—(3tan 225*)x 
esc? 45" +(10 008 60")x 


Por reducción al primer cuadrante 
12 cot(180*— 58*)-(3tan(180*+45%))x _, 3 


=1+ 
v2* +(10<2)x 4 


=coslP+tan37” 


E)-16 


=c080"+tan37" 


3 
—12 cot58"-(Stan46%)x_7 _ PG (3xDx 7 
245% 4 


24+5x% 4 
9-3x_7 


> var] > -36 - 12x=14+35x > 47x=- 50 


50 


>... 


Por lo tanto, reemplazamos en lo que piden : 


47x x(- > -50 


47 RPTA : 


DIRIGIDA? 
Dina C = sen (180* + x) cos (907 + x) 


A) cos*x B)sentx  C)-sentx D)-—osix E) tanx 


Reducir: cos(180* — x) cot(270*+ x) 
e E sen(90% + x) 


A)senx B)tanx C)cotx D)cosx E) -tanx 


“qu 


IERAGTICA! 


x 
sen(%+a) taníx+a) 


((3)Reducir: C = cos(a=a) a (E: -) 


A)-2 B)2 C)1 D)-1 
(3 Señale el equivalente de; tan(x—x) 
A)senx B)tanx C)-tanx D)-senx E)cosx 


iy y _ Sen(180%4 x) 
Qro cos(90*+x) 


A)-1 B)1 C) cotx  D)-cotx 
QB)Reducir: 1 sen (x —x) se0( E. =) 


BO 


-E) tanx 


B)1 C)A 
(Reducir: 


AJO D) tanx E)- tanx 


sec(x +x)tanta— Jen 5+x) 
cot( 5 +=) 


C)-1 


y= 


A)1 D)-tanix  E)tanx 


(Reducir: C= sen(+-Fsec(s -x) 


B) tan*x 


A)tanx B)-—1 C)1 D)-tanx  E)-cotx 


123x ) 
+x 


(Señale el equivalente de: Cos( 


A)senx B)cosx  C)tanx D)cotx  E)-senx 


(0) Del gráfico, calcular “tan $”, si: CM = 2MB 
A 


A)-=3 

B)-2 Í 
c)—1 A 
D)1 

E)2 A 'B 


(O)Señale verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda, si: - y = 180? 


Dsenx =-seny T)cosx =cosy 1H) tanx = tany 
A) VFV B)VFF  C)FFF  D)VVV E) FVF 
5 
(A Calcular: L = Eon" +x) 
m1 


A)senx B)-senx C)eosx D)-cosx  EJO 
4 

(M Calcular: R= E co0[%5-=) 
Pr] 2 


A)-cosx B)-cosx C)senx D)-senx 
(A) Reducir: m=c08 (180%+ x) + cosx 
A) 2cosx B)-2ceosx C)0 D)-1 


(1) Si: 6sen (180 - 0)- 3=5-4cos (270 +0) 
(011 C). Calcular "cosó" 
A)-0,3 B)-0,4 C)-0,6 D)-0,8 


(O Reducir: R= 


E)0 


E) - cosx 


E)-0,1 
008% tgx 
cos(-x) tg(-x) 
C)0 D)-1 E) -12 
senx cos x 
esc(-x) sec(-x) 


senx 
sen(—x) 


+ 


A)1 B)2 
(Reducir: R= 


A)-1 BJO C)1  D)2seng 
(3) Calcular: 1 = sen ( — 240) cos (—120*) 
3 3 3 Y3 
A) B)-E Oz 7 
(DReducir: A = 521 (2%)+008 (2) 
Senx — 008 x 
A)J1 B)-1 C)2 
Simplificar: y = 227 (90*+ x) 
O Simp E cos (180—x) * cot (-x) 
AJ1 B)-1 (9H) D)2 E) -2 
€ Simplificar: yy _ $€1 (180" + x) cos ( 360” - x) 
sen(270*+x) 
A)senx B)-senx  C)jcosx  D)-cosxE)1 
ellas) 
sen| =+x |tan| =+x |sen| —-x 
A 2 2 2 


cotlx=x)008| 5+=) 


E) 2c0s9 


D)- 


D)-2 EJ0 
tan (270 — x) 


A)senx B)cosx  C)-senx D)-cosx E) -1 
E Reducir: sen(x-—x*x) tan» - 3) 

A E 

2 
A)cotx  Bj)-cotx  C)-senx D)1  E)-1 
(2 Simplificar: 
tan(123x + Jaen (135 E ») 
Az 2 


cot( 10335 - =) 


A)cosx B)-cosx C)tanx D)-tanx E)-senx 
E3Si: x +y=180" 

además: 3tanx+2tan y = cosx+cosy + 2 
Calcular: C = 2tanx + 3tany 

B)2 


A)1 C)0 


(E) Reducir: q = 22 (180" + x) 


sen( 360" + x) 
A)1 B)-1 C) tanx D)-tanx E) —<otx 
so. y _2en (270 +x) 
(042 Reducir; L= RIOS 
A) 1 B)-1 Cjtanx  D)-tanx. E) cotx 


(BReducir: C = tan (90"+ x) tan (180* + x) 
A)tanix B)-tanix C)cot'x D)<of'x E)-1 


sena )tam [+ ») 
0005 +x) 


A)tanx B)-tanx C)cotx D)-eotx  E)-1 


tan (xr—x) sen(*%-») 
(Reducir: q - PEA 
A)-tanx  B)cosx C)-cosx D)tanx 
ODA que es igual: L = sen (x- 1) 
A)-senx B)senx C)cosx D)-cosx E) -secx 
(A que es igual: C-tan(+-2) 

A)-cotx B)cotx C)tanx D)-tanx  E)-1 


(03) En el triángulo ABC, reducir: 
sen (A+B), tan (B+ 0), cos (C +A) 


tan(-x) 


E)-1 


SS senC tanA cos B 

A)1 B)-1 C)-3 D)2 E) -2 

En un triángulo ABC, reducir: p= 2 (4+ B-C) 
O) gui lucir: R z 
A)1 B)-1 C)0 D) 2 E) 3 
(OD) Del gráfico, calcular “tan 0” C 

2 1 
wn E)-5 


SEGUNDA] RACITOZ DIRIGIDA 


(Señale Verdadero (V) o Falso (FF) cada una d e las 
Proposiciones: 
D Ton Pa 0'o o)- (=D *Cot0 ;Vk e Z 


11) Sen(kx =(-1)*9) = (1) Seng; Vh e Z 
mos + 13 10) - (-1)*CscO; Vk e Z 


s: 
E 
E 


VFV B) EVE C)FVV. D)VVF. E) FFF 


(62) Sabiendo que : n e (-2;3). Sume e valores E 
toma: 
W =sen[tn15+4) + con(ln+1Jx +x) 


A) Senx - Cosx  B)-Senx- Cosx C) Secx + Cosx 
D) 2Senx - 3Cosx E) Cosx — Senx 


(3) Sume los valores que puede tomar la siguiente 


expresión: Vers m_ +) 
K= ——_—_:neZz 
Coo[*s) 
2 
ae yu C)L+ Sena DIS + Sens ELO 


(1 Si: Log, fru(22+>) existe neZ Además 
“x” es agudo. 
Reduzca : 


e 


sen((2m+1)5 42)+ Con(ma—=) 


nx 
Cot! ER ») 
A) 2Senx' B)-2Senx C)2Cosx D)-2Cosx  EJ2 


Señale los valores que toma: 
= [nen E 755 + »)|. [Cos(318x —x)] 


W= 


Ton[(2n+3,5+2) 


A)2 B)-2 Cc)0 D)-1 E) 1 


ñ 
Y Tan(nx +x) 
€9) Siendo: Y 
Y Sen(nx - x) 


n=1 


=7;x € IVC 


1 
Calcule : P=—-Tanx + Secx 
413 


4 4 
Sd Dn 10) D)-1 


(Del gráfico , calcule : W =Tana.Tand 


2 
EAÉ 


M7) 
Ali 


YO py 
3 3 


C) 


AJ1 


1 
C)2 D)-2 DD 


(DSi el gráfico, ABCD es un cuadrado, calcule el 
máximo valor de: y=Tana+Tanf 


Y 
P 


D 


A)-2 B)-4 C)-6 D)-8 A) -12 
(O) Del gráfico, hallar “D” en función R, r ay fP 


Ta 


D 


A) 2 UR + RTan 3 —rCotÉ B)2Rr + RCot 2 —rCotÉ 


2 


C)2JRr + RCotS +rTan£ D)2Br ROO +rCot E 


EZ ÍBr - RCot= +rTan E 


(3) Sabiendo que : 


Tan(nx—=)=Cot( "5 +x)+25ne2 


x 2x 

mt) 

Y3 V3 yz 2 J3 
A) 5 B) 77 C) 4 D) 4 E) ” 
(MjSeñale el máximo valor de “R” si : 

(+ * En 3 z) 

1-Tan(sr—a[ran(5 + 2)» Tantóx +2) 

2 Contar +x)|cor( Ses =)+cot(sx-=)] 
A) O B)2 C)4 D)-2 EJ4 
(1) Del gráfico, calcular : Tang 

Y, 

AJ2 B)-2 C)3 D)-3 E) 


(5 Si en la figura las circunferencias son iguales. 
Calcule : Tang ZE 


C)4(/3—2) 


B)2(/3—2) 
E)-5(2+/3) 


AJ2(2+/3) 
D)-4(2+ 3) 


A)0,3 B)04  C)0,5 D) 0,6 E) 0,8 
O De acuerdo al gráfico mostrado, señale el 
equivalente de : W = Tana Tang 


A) Tan*0 B)Cot%9 C)-Tan*9 D)-Cot*9 E)Tanó 
(GS) En que tipo de triángulo ABC. se cumple : 


Sen(A+2B+3C)=Sen(24+3B+2C) 
A) Equilátero B) Isósceles 
D) Acutángulo — E) Obtusángulo 


(MO Si neZ*, reduzcala siguiente expresión: 


C) Rectángulo 


Pf e Y 
ec 2a- 15) 


2 

n A AA A A 
cos(11"1) + diin=20) 
aJ2 B)-2  C)1 D)-1 
EJ0 

€) Simplifique: 


sen 3" 3)oco( 5" 2) :nymeZ' 


A) -JZ 
D) piel JZ 


B) Jz 
E) ara 


€) Halle el radio de la circunferencia menor en 
términos de R y x, si A, M y N son puntos de tangencia. 


A) Rtan?x 


B) Atar (3) 


0 
D) Rin(3) EJ took (5) 
DS cor 20) 1/2, taste pacre[ ¿9% -p) 


AMN6+/2 iz CN6-J2 pea EJ2/2 


(E) En la figura mostrada, las coordenadas del punto 
M son (-6;8); halle el valor de: 


F=5|[sen(a)+cos(0)]-6csc(9) 
Y 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Definir la Circunferencia Trigonométrica (C.T.). 

* Utilizar la C.T. como instrumento de visualización 
de las razones trigonométricas, mediante segmentos 
dirigidos. 

* Ubicar los números reales en la circunferencia 
trigonométrica a través de los arcos dirigidos en 
posición normal . 

* Justificar el paso de una razón trigonométrica a una 
función trigonométrica. 

* Representar , graficar y analizar las razones 
trigonométricas seno, coseno , mediante segmentos 
dirigidos. 

INTRODUCCIÓN : 


Si hacemos coincidir el centro de una circunferencia 
de radio unidad con el origen de coordenadas 
obtenemos la circunferencia trigonométrica (también 
llamada circunferencia goniométrica), en la que el 
seno y el coseno de un ángulo vienen representados 
por la ordenada y por la abscisa, respectivamente. 


La circunferencia trigonométrica es una circunferencia 
de radio unidad en la que se inscriben los ángulos, con 


el vértice en su centro. También en su centro se ubica 
el origen de un sistema de coordenadas ortogonales 
(x;y). En la circunferencia trigonométrica se considera 
que los ángulos están orientados; se atribuye un signo 
al sentido de giro: si los ángulos se miden desde el eje 
x, crecen positivamente en sentido contrario al de las 
agujas del reloj. Por lo tanto , si se miden en sentido 
horario , los ángulos serán negativos. 

La razón del valor uno es por simple comodidad, es 
más facil deducir los valores de las funciones 
trigonométricas a partir de un valor simple como uno 
(el único valor más simple que 1 es cero , pero el cero 
no aplica en este caso), asi que se toma este por hacer 
las cosas más fáciles y poder deducir los valores de 
manera sencilla. 


TENER EN CUENTA: 


* Ángulo es el conjunto de puntos del plano común a 
la intersección de dos semiplanos. Se los mide en grados 
sexagesimales, grados centesimales o radianes. 

* Un ángulo de un radián es aquel en que el arco que 
subtiende, trazado con centro en el vértice del ángulo, 
es igual al radio. 

* Los argumentos de las funciones trigonométricas son 
ángulos. 

* Las funciones trigonométricas son números sin 
unidad de medida. Surgieron como relaciones entre 
las medidas de los segmentos que forman los lados del 


triángulo 
ARCO ORIENTADO 


Es la trayectoria descrita por un punto al desplazarse 
sobre una curva, en un determinado sentido. Estos 
arcos poseen un origen y un extremo. B 


Q 
P 


A 


a 
B 
Para "a":B => origen ; A > extremo 
Para "PB": P > origen ; Q > extremo 


Es aquella circunferencia cuyo centro es el origen del 
sistema cartesiano. Estas circunferencias, en la 
geometría analítica, poseen una ecuación de la forma: 


d+y=r 
Donde “r” es el radio de la circunferencia. 
EJEMPLOS : 


CIRCUNFERENCIA 


TRIGONOMÉTRICA 


Es aquella circunferencia canónica cuyo radio es igual 
a la unidad del sistema. Se pueden notar las siguientes 
características: Y 


"41 


Ecuación de la 


circunferencia 
trigonométrica 
* Donde: 
A (1;0) ; origen de arcos. 
(0; 1) : origen de complementos. 
A'(-150)  : origen de suplementos. 
B'(0;-1)  : sin nombre especial, 
L, : eje de tangentes. 


a y 0: son arcos dirigidos 
en posición normal. 


P  : extremo de arco 0. 


Ó : es un arco positivo 
(sentido antihorario). 

a :es un arco negativo 
(sentido horario). 


ARCO EN POSICIÓN NORMAL 


Son arcos orientados determinados de una 
circunferencia canónica; con origen en el punto “A”, 
mostrado en el grafico adjunto; los cuales pueden ser 
generados en sentido antihorario (positivos) o en 
sentido horario (negativos), por ejemplo: 


"e" A"fB" son arcos en posición normal 
"a": positivo 

"fB" : negativo 

"M" y "N” extremos de arco. 


Así tenemos un arco dirigido GP en posición normal 


del sector circular sombreado, se tiene que por 
longitud de arco £qp = a Xr.Para una CT (r=1), en 


consecuencia se cumplirá: £gp =a 


Es importante trabajar los arcos en posición normal 
en la CT , teniendo en cuenta el extremo del arco , 
este extremo nos indicará el cuadrante al que pertenece 
dicho arco. Así por ejemplo en la siguiente figura 


a € IC Ay ENIcC. 


A : origen de arcos. 


MAN  : extremos de arco. 
0:(+) 
le :(-) 
B  : Origen de complementos de arco. 
A' : Origen de suplementos de arco. 


B' : Anónimo. 


Además; se cumple que:«AOM (en rad)- AM 
(numéricamente); y debido a esta observación se 
cumple: 


R.T. (Orad)=R.T. (0) 


x xa 
Sen 7 "ad=sen 3 


ftan2rad =tan2 


* Es decir, con esta propiedad fundamental es posible 
calcular las razones trigonométricas de cualquier 
numero real, siempre y cuando esta se encuentre 
definida. 


En la siguiente figura de la izquierda , se tiene una 
recta numérica vertical donde el origen de la recta 
coincide con El punto A(1; 0) de la CT. Considerando 
a la CT como una sección de un carrete y la recta 
numérica como un hilo (espesor despreciable) entonces, 
en la siguiente derecha , la parte positiva de la recta se 
envuelve en sentido antihorario y la parte negativa en 
sentido horario. 


Y 


[a13 | 


CIC] DIA 20 


Este procedimiento tiene por fin ilustrar al lector que 
a cada punto de la recta numérica le corresponde un 
único punto de la CT. 

Como ya se ha enunciado, es importante ubicar el 
extremo de un arco en la CT ya sea para la ubicación 
de su cuadrante o para las definiciones que se verán 
más adelante. Así por ejemplo el arco 1 en la CT se 
relaciona a un ángulo en posición normal lrad , 
análogamente el arco xa xrad y el arco -2 a -2rad . 


ARCO EN POSICIÓN ESTANDAR 


Es aquel arco cuyo extremo inicial es el origen de arcos 
de la C.T. y su extremo final cualquier punto sobre la 
C.T. (es aquel que indica el cuadrante al cual pertenece 
dicho arco). 

El ángulo central correspondiente a un arco en posición 
estándar tiene una medida en radianes que es igual a 
la medida del arco en unidades lineales. 


“9” y “a” son arcos en posición estándar tales que: 


Des (+) 0 1C aes (-) nae Hice 
es 
AT=a 
OBSERVACION: 


Para poder ubicar el extremo del arco 1 se necesita 
ubicar el ángulo de 1 rad, de forma análoga para el 
arco 2 el ángulo 2 rad, y así sucesivamente hasta el 
arco 6. Por ello del segundo capítulo se sabe lo 
siguiente: l rad <> 57"17'44” (aproximadamente) 


De igual forma podemos obtener 2 rad <> 114%35' 28" 
(aproximadamente) 3 rad <> 171 *53' 12" 
(aproximadamente) 4 rad <> 229” 10' 56" 
(aproximadamente) 5 rad <> 286" 28' 40" 
(aproximadamente) 6 rad <> 343" 46' 24" 
(aproximadamente) 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA I 4 


Del gráfico estos extremos de arcos servirán como 
referencia para ubicar aproximadamente otros arcos 


en la C.T. 


1eIC 

26 HC 
10 3e nc 
2 = 628% ¿10 

5e IVC 


6e IVC 


En los siguientes gráficos , se muestran a los arcos de 
mayor uso . 


Ant 


La simetría existente entre los extremos de los arcos, 
Veamos en qué medida nos facilitará en calcular las 
coordenadas de otros puntos, conocido uno de ellos. 


Las coordenadas de los extremos de los arcos 
representados en las siguientes figuras y , tales 
coordenadas se han obtenido teniendo como referencia 
los pares ordenados en el primer cuadrante y luego 


utilizando criterios de simetría respecto al eje de 
abscisas y al eje de ordenadas. 


Es 


Hasta aquí queda claro que los arcos en la C.T. son 
números reales, es decir, cantidades sin unidades. 
También se les suele llamar cantidades 
adimensionales. 


Expuesto lo anterior, se debe tener presente que los 
arcos dirigidos en posición normal no necesariamente 
pertenecen a determinado cuadrante, puede darse el 
caso que dichos arcos no pertenezcan a cuadrante 
alguno. A estos tipos de arcos que se encuentran en 
posición normal y no pertenecen a cuadrante alguno 
se les suele llamar ángulos cuadrantales. 


EJERCICIO 1: 
Determine cuál de los siguientes puntos pertenece a la circunferencia trigonomética. 


13 42 Y 3.4 
» (73) » 0) 334) 
RESOLUCIÓN: 
Para determinar si un punto pertencce a la C,T. se debe cumplir: x? + y? =1 
2 2 2 a 
1 E) 3) la) 3) 31, 


tE] E] temer 


Luego Pg CT. 


2 2 2 2 

31, (4Y_9,16_25 (3Y (4Y 
3 E (5) +) (5) =1, Luego Se CT. 
EJERCICIO 2: 


Ubique gráficamente en la circunferencia 
trigonométrica los extremos de arcos (en posición 
estándar). Sr 

6* 4;-1 
RESOLUCIÓN: 


Para que los arcos se encuentren en posición estándar 
en la C.T. esto tendrán su posición inicial en el punto 


M: extremo 
de arco 
5x/6 e HC) 
N: extremo 
de arco 


4(4 e HIC) 


Q : extremo 
de arco 


=M-1€ IVC) 


EJERCICIO 3: 


Ubicar los siguientes ángulos en la circunferencia 
trigonométricas: 


120" ;-50*; e: z 
RESOLUCIÓN : 


REPRESENTACIONES DE LAS RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS EN LA 
CIRCUNFERENCIA UNITARIA 


En esta parte al referimos a un arco, hacemos la 
suposición de que este es un arco dirigido en la C.T. en 
posición normal, es decir, su punto inicial es el origen 
de arcos A(1;0). En las representaciones siguientes, 
se han utilizado segmentos dirigidos. 


LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 


Son segmentos de medida positiva o negativa que van 
a representar el valor numérico de una razón 
trigonométrica de un ángulo o un número cualquiera. 


D Líwea SENO (Ordenada del extremo del 
Arco) » 


Es el segmento determinado por la perpendicular 
trazada desde el extremo del arco considerado, hacia 
el eje de abscisas. 


* En el gráfico, tenemos entonces que: 


* Debe notarse además que la L.T. seno puede ser 
trazada para cualquier arco “9”, verificándose además: 


-1<sen9 <1 
> (senó) max 
> (sen0) min 


y=sen0 > Mx; y) = M(x;sen0) 
suextensión: —1<8en9 < +1 


EJERCICIO 1: 
Si a € I1C, ¿entre qué valores varía Sen a? 
RESOLUCIÓN : 


En la figura, considerando 
solo el JIC, trazando la C.T. 
y analizando en el XIC, se 
observa que si a € JIC, 
entonces: 


0 < Sena < 1, luego cuando a € HC, el Sen a varía 
entreO y 1. 


EDITORIAL RUBIÑOS 


EJERCICIO 1: EJEMPLO 2: : 
Si a € 11C ; halle el intervalo de variación de B siendo: Represente la razón seno y coseno para 
P = 3Sena + 20 2.2 4x1 6x 
a» , DS 
RESOLUCIÓN: PIE E 


Como a € HC ; según el ejercicio anterior , se tiene: ASIA 


0<Sena< 1 ; multiplicando por3; O < 3Sena< 3 ; 
sumando 2 : 


2<3Sena+2<5 >2<P<5=>€(2;5) 


IM) Lívea CoseÑO  (abcisa del extremo 
del arco) 


Es el segmento determinado por la perpendicular 
trazada desde el extremo del arco considerado hacia el 
eje de ordenadas. 


* En el grafico, tenemos entonces que: 


Variación Analítica OBSERVACIÓN: 
ANN Las coordenadas de “P” son (x,;yp),luego se tendrá: 


y (xp: Yo)=(c080; send) 
z Ani 


COORDENADAS DEL EXTREMO DE ARCO : 


* Debe notarse además que la L.T. coseno puede ser 
trazada para cualquier arco “0”, verificándose: 


15 c0s0 <1 


(0080 may =1 
(c088 Jrin =-1 


x=c080 > M (x; y)=M (0080; y) 


genérica los arcosque se ubican en” A”,"B” 
*A*o"B"tendremos' 


VARIACIÓN ANALÍTICA 


I) VARIACIÓN ANALÍTICA DEL SENO : 
Analizando la C.T. ; se observa 


* NOTA: —*C:crece * D: disminuye 
MN) VARIACIÓN ANALÍTICA DEL COSENO : 


Analizando la C.T.; se observa: 


* Cos09 < coso. 
* Cos0 > cos 
* Cosjp > cosP 
* Cosy > cosk 


También, si queremos representar de manera 


En los siguientes gráficos se muestran los ángulos 
cuadrantales (en radianes) y las coordenadas de los 


extremos de estos arcos o ángulos (K € Z) . 


AID] 


071) 


Luego, identificamos los valores del seno o coseno de 
estos arcos, relacionando con las ordenadas o abscisas 
delos puntos A, B,A” y B'. 


Esdecir : 
*[cos0=1] ;[cos2a =1); 
*[seno =0);[sendr =0);[senór =0)l;..... 


Sn 
cos ——=0 
2 


cosda =Tlpennnco. 


cos .=0|; l 


. sen E =1|;[uen 5 m1 


sen =1b 


*[cos=0] :[cos3x =0);[c0085x =0); 
*[senx=0);[sen3x =0);[senbx =0 


Z =0|i[eos 27 -0) snnnnas 


Lon En ap ren E =— a [uon 2 


sleon = =0|; 


PROBLEMA 1: 

Con la ayuda de una circunferencia trigonométrica, 
señale la expresión de menor valor: 

A)Sen50” B)Sen70” C)Sen140” D)Sen210"” E)Sen290" 
RESOLUCIÓN: 

* Graficamos una C.T. y ubicamos en ella los arcos 
mencionados; luego trazamos la línea trigonométrica 
seno correspondiente a cada uno de ellos y notamos 
que: Sen210” y sen 300” son negativos (-);Sen50*, 
sen 70” y sen140"; (+) 


* Como piden el menor, solo comparamos entre los 
negativos (¿porque? es obvio), y notamos que el menor 
es: Sen 2907 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 
Con la ayuda de una C.T., señale la expresión de mayor 
valor: 


A)Sen20” B)Sen120” C)Sen220" 
D)Sen240" E)Sen320” 
RESOLUCIÓN: 


* Graficamos una C.T. y ubicamos los arcos 
mencionados, luego trazamos la L.T. seno 
correspondiente a cada uno y notamos que: Sen20* y 
sen120”: (+) Sen220", sen 240” y sen320” : (-) 


* Como piden el mayor, 
positivos, es decir sen 120". 


comparamos entre los 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 3: 

Indicar verdadero (V) o falso (F). 
ID) Sen 100* < sen 160” 
11) Cos 290"> cos 340" 


111) Sen 200" > cos 2007 
A) VVV_ B)VFF C)VFV D)FFF E)FFV 
RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico se observa que: 
sen 1007 > sen 160” 


* Por lo tanto: 
sen 100” < sen 160" es 
“FALSA” 


* Del grafico se observa que: 
Cos 340" > cos 290” 
* Por lo tanto: 


* Del grafico se observa que: 
sen 200? > cos 200" 
* Por lo tanto: 
X sen 2007 > sen 200" es 
“VERDADERA” 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 4: 

Señala la expresión de menor valor entre: 


A) Cos10* B) Cos 50" C) Cos140" 
D) Cos240" E) Cos300* 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando la C.T. y ubicando los arcos 
correspondientes , notamos que las L.T. 

coseno de estos arcos cumplen:Cos 10”; cos50” ; y cos 
300” son positivos (+); y Cos140" ; cos 240" : (-) 

* Comparando entre negativos, notamos que el mayor 
es; cos140". 


OBSERVACIÓN : 


Note que el cos240” y cos 300” son simétricamente 
opuestos. 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 
Señala la expresión de mayor valor entre: 


A) cos70” B)cos130” C) cos160? 
D) cos220* E) cos 310" 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando en la C.T. los arcos mencionados, 
trazamos las L.T. coseno correspondientes y notamos 
que: Cos70” y eos310” son positivos (+); y Cos130” ; 
cos 160” y cos1220" : (-) 

* Comparando entre los positivos, notamos que el 
mayor es: cos310” Y 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 6: 
Señale lo que es verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda, en; 

D sen130” > sen 1507 

1H) cos 105” > cos 1207 

HI) sen210 <ecos210* 
A) VFV_B)FFV  C)VVV D)FVV  E)VVF 
RESOLUCIÓN: 
* Cada caso lo representamos en una C.T. 
D 


a) 


* Note que: cos 106” y cos 120(-) pero cos140” es 
negativo, luego: Cos105” > cos120? 


* Note que: Ser210” y Cos 210” (-) , pero Cos210” 
es mas negativo, luego: Sen210* > Cos210? 


> Después de analizar cada caso: VVF 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 7: 
Señale la expresión del mayor valor en: 
A)Seni B)Sen2  C)Sen3  D)Sen4 E)Senó5 


RESOLUCIÓN: 

* En este caso, no vamos a ubicar arcos expresados 
en unidades angulares sino como números reales. En 
este caso se usa la C.T. con las siguientes 
consideraciones: (7 = 3,1416). 


* Del gráfico, se puede notar que el mayor es: Sen2 
RPTA:”B” 

PROBLEMA 8: 

Cual es el menor número entre: cos4 ; cos5 ; cos6 


A) Cosá4 B) Cos5 C) Cos6 D) Ninguno  E)FD. 
RESOLUCIÓN: 

* Recordar que: 1rad= 57" 17 15 

1=57 ;¡4=28; 6=285” ; 6=342 


* Ubicamos los arcos 4; 6 y 6 enla circunferencia 
trigonométrica y sus cosenos. 
Y 


* Del grafico se observa que: 
c086 > cos5 > cosá 
*X + El menor número es: cosá 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 9 : 


Hallar el máximo valor de “R” para que la siguiente 
igualdad exista: sen = 2K — 3 
A4)3 B)2 C)4 
RESOLUCIÓN: 

* Sabemos 9 e 111 que: -1< sen9 < 1 


* Reemplacemos -1<5 2K-3<1 
>3-1<2K<1+3>2<2K<4 


>7sE<h>1<K<2 


2 
Máx 
* Luego el máximo valor de “K” es: 2 


D)-2 E) 1 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 10: 
Si: g e 111, hallar todos los valores enteros de “K” para 
que la siguiente igualdad exista: ¿eng = 2K-7 
3 
D) 12; 3; 4) E) (3) 


A) 11) B)12) C)(2;3) 
RESOLUCIÓN: 


*Si: MEM =>-1< Sen9< 0 


A AS IR STEO 


>27-3<2k<0+7>4<2k<7 


> << L> 2xh<8,5 
* El único valor entero que toma “R” es: 3 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 11 : 
Si: 9 e 11, hallar todos los valores enteros de “k” para 
que la siguiente igualdad exista: Cos9= mes 


A)J1y2 B)-2y1 C)2y3 D-3y-2 E)4y-5 
RESOLUCIÓN: 


*Si: 0e HI =>-1< c0s0 < 0 
Sa EE 0 7 BRA SO 


>65-7<3k<5>-12<3k<5b 


-12 5 5 
Pg REG ASES 


* Los únicos valores enteros que toma “k” son: 
3 y-2 
RPTA: “D” 
PROBLEMAS 12 : 
Si: 9 e IVC, calcular el conjunto de valores de “k” para 


3senó - 2 


que la siguiente igualdad existía: K = 7 


1,2 $T 
AJ-41] A) ol-5:-3) E) 
RESOLUCIÓN: 
*Si: Qe IVC>-1< sen0 < 0 
* A partir de la desigualdad anterior vamos a construir 
la expresión de valor “R”. 
3x(-1)<3 sen9<3x(0)>-3<3sen0<0 
>-3-2<3sen0-2<0-2>-5< 3sen0 -2<-2 


4 SARA 
ES 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 13: 
Si: a e IVC, halle todos los valores que puedan tomar 
030. 


A) <-1;0> B)[0;1> C)[150> D)[-1;1>  EJ0 
RESOLUCIÓN: 


Y En la figura, se ha 
dibujado algunos 
extremos de los infinitos 
que puedan adoptar el 
arco a en el IVC. 

x También se han 
representado por 
segmentos dirigidos las 
abscisas de los extremos 
del arco a, que por 
definición representan 
al cosa. 

Se observa que dichas abscisas son mayores a cero pero 

menores a 1, es decir: O < cosa <1. 


C.T. 


* El intervalo que contiene los valores del cosa se 
observa en una recta numérica paralela al eje x. 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 14 : 3, 
Halle todos los valores de sen0,si x<0< + 
C) El; 1> 


A)<-130>  B)[-1;0> 
RESOLUCIÓN: 


Djq 


En la figura, se han 
dibujado algunos 
extremos de los 
infinitos que puedan 
tener el arco 9 
según la condición 
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3x 
Ea 
segmentos dirigidos las ordenadas de los extremos del 
a1co 9, que por definición representan al sen 9 .Se 
observan que dichas ordenadas son mayores a ly 
menores o iguales a cero, es decir: -1<sen9 < 0. 


El intervalo que contiene los valores del sen gse 
observa en una recta numérica vertical paralela al eje Y. 


RPTA: “A” 


rs0< También se han representado por 


PROBLEMA 15: 
¿Qué igualdades, son verdaderas o falsas? 

1) sena== 1D) senf = /3 — /2111) sen0=1-J2 
A) VVV B)JVFF C)JFVV  D)JVFV  EJFFF 
RESOLUCIÓN: 

* Para que las igualdades sean verdaderas se debe 
cumplir que: -1< senx< 1 ó senx e [ - 151] 
* Por tanto: 


D) sena= z =1,5 8 [ — 1;1Joww. (Falso) 


U) senf =/3-J2 =1,73-1,41 = 0,32 € [ - 1,1J..(Verdadero) 
HI) send =1-/2 =1-1,41=-0,41 € [ -151)..Averdadero) 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 16 : 
¿Qué igualdades son verdaderas o falsas? 

1) cosa==% MM cosp=U3+1 HD cos0=0/2 1 
A) VVV B)FFF C)JFVV  D)VFV  E)FFF 
RESOLUCIÓN: 

* Para que las igualdades sean verdaderas se debe 
cumplir que: -1< cosx<1ó cosx el -1; Y 

* Por tanto: A 

1) cosa =-3=-0,6 € l —1:J.... kverdadero) 


HI) cosB=/3+1=1,73+1=2,73 € [ -1,1]....Falso) 

III) cos0=/2-—1=1,41-1=0,4-1€ [ - 1,1]... (Verdadero) 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 17: 

Calcular el máximo y mínimo valor de: 

E=5 sena -—3cosf 

A)J6y7 B)-6y2 C)-8y8 D)-4y0 EJ12 y 14 

RESOLUCIÓN: 

* Para calcular el máximo y mínimo valor de “E” 

debemos observar que “a” y “£ ” son independientes, 

por tanto pueden adoptar cualquier valor siempre que: 

-1<Ssenas1 y -1<cosfs1 


* Calcularemos el máximo valor de: 
E=5 sena -cosf => max = fsena - 3 cosf 
CENA 
max 
=> max(E)= 5 (1)-3(-1)=8 
* Calcularemos el mínimo valor de: 


E = Bsena - 3 cos B > min(E) = 5 sena - 3 cosf 


min=1mar=r 


min 
> min(E) = 5( - 1)- 3(1)=-8 
RPTA: “C” 


OBSERVACIÓN: 


* Si la expresión tiene un ángulo, así: E = Ssena— 3cosa 
El máx. (E) no es 8 y el min. (E) no es -8. Este tipo de 
problemas de un mismo ángulo lo vamos a calcular en 
el capítulo de ángulo compuesto. 


PROBLEMA 18 : 

Calcular el máximo y mínimo valor de: E = 2c0sa - sen* $ 
A)-2y-4 B)2y-3 C)8y1 D)-1y0 E)2y-2 
RESOLUCIÓN: 

* Se observa que “a” y “f ” son independientes mejor 
dicho diferentes por tanto pueden adoptar cualquier 
valor siempre que: -1<cosas1 y OssentBs1 


* Calculamos el máximo valor de: 
E = 2cosa — sen? B > max (E) = 2cosa — sen* B 
mas-1_ “mino 
mas 
=> max(E) = 2(1)- (0) = 2 
* Calculamos el mínimo valor de: 
> E = 2cosa - sen*f => min(E) = 2( -1)-(1)=-3 
min—1 "mar-=1 


>. RPTA: “B” 


PROBLEMA 19: 
Si: 120"< a < 240” > ms cosa< n Calcular el valor 
de (m +n) 
AJ1 B)-1 
RESOLUCIÓN: 
* Representamos la variación de cos a en el eje “x”, 
recordar que: cos120” =-1/2; cos 180? =-1; cos 240? =-1/2 

Y 


1 1 
0-3 D)-3 E)-2 
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*Se observa que a medida que “gq” recorre de 120" a 
240” entonces el cosa recorre desde -1 a 1/2, esto 


quiere decir: -150o0a <Z; pero: m<cosa<n 
* Comparando: m=-1 y n-3 


* Se pide: men=I4h=-3 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 20 : 
7 
Si: ae(5:%%)Determinela variación de ea 


002007 -1) ola 


RESOLUCIÓN; 


2) D)<-1:3] EJp 


Tx 


* Por condición: X <¿qg< 
4d 6 


* Ubicando los arcos en la C.T.. tenemos: 


* Luego : 
2 


-1Scosa< E 
x* Sumando (-2) 
J2 


3<cosa-2<É-2 
a S3 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 21 : 
En la circunferencia trigonométrica, indicar verdadero 
o falso respecto a las siguientes proposiciones: 
2x 


I)Sen10”<cos10” 11)Cos4 < cos2 11) Cos = > 0 


A) VFV_ B) VVF C) FFV D)FFF  E)VVV 
RESOLUCIÓN: 
D) Verdadero 11) Verdadero 


111) Falso 
PROBLEMA 22: 
Si: 1/4<x<5x/6. Calcula : K=2(880% Jay —(008% Jj 
1 1 J3 3 5 

AJ5+V3 BIg CI2+ 57 DIZE) +v3 
RESOLUCIÓN: 
e ici . xr 5x 

De la condición: qors PES 


* Del grafico: 
(senx)maz =1 
(008% Jin = -/3/2 


* Entonces: k= 20-[-$)- 2+ 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 23: 
Hallar la diferencia del valor máximo y mínimo de la 


función definida en: f(x)= Proa 
A) 10/3 B) -4/3 C) -1 DJ413  EJ3 
RESOLUCIÓN: 
* De: 1) - 227 <5cosx-2<3 
7 _5cosx-2_3 7 

> . "E y bd EAS pa =— 

Sea: qe 3 s3> 3Sfx)s1 
*Se pide: fama: — (min = 1-(-7)- ES 


PRIMERANERACI CANO A GIDA 


(EdDetermine el signo de comparación que se de be 
colocar respectivamente: 


sen250” [_] Sen 360” => Cos10" [_] Cos300* 
A):> B) >;< C) >5;= D)=;< E) >;> 


(Señale la expresión de mayor valor en: 


A) Sen40” Bsen64* C) sen96? 
D) Sen114” E) sen160” 

(6%Señale la expresión de mayor valor en: 

A) Sen190” B) sen210* C) sen260* 

D) Sen310" E) sen320” 

((ASeñale la expresión de menor valor en: 

A) Sen70* B) sen100* C) sen190* 

D) Sen250” E) sen320” 


(3) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

I) Sen 20” > Sen80” 11) Sen 190” < Sen250” 
A) VF B)VV C)FF D) FV_E) Faltan datos 
(B)Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

ID) Sen 100” > Sen140* 11) Sen 350” < Sen290* 
A)VV B)VF C)FV D)FF E) Faltan datos 
(3) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

1) Cos 100” < Cos170” 11) Cos 290” > Cos340” 
A)FV B)VF C)VV D)FF E) Faltan datos 
(3) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

ID) Cos 10” < Cos50” 11) Cos 200” > Cos250" 
A)VV B)FF C)VF  D)FF E) Faltan datos 
(Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

I) Sen20” < Cos20” 11) Cos 80” > Sen80” 
A)VV  B)FV C)VF D)FF E) Faltan datos 
(O) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

1) Sen190” < Cos190” 11) Cos 260” > Sen260" 
A)VV B)VF C)FV D)FF E) Faltan datos 


(O) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

T)Sen100” +Cos100"<0 11) Sen170"+Cos170” > 0 
A)JVV  B)VF C)FV D)FF E) Faltan datos 
(Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

1) Sen280"+Cos280" > 0 11) Sen350”+Cos350” > 0 
A) VV B)VF C)FV D)FF E) Faltan datos 
(43) ¿En que cuadrante (S) el seno crece y es negativo?. 
AJI B)H C) HI D)IV E) I y UT 


(O) ¿En que cuadrante (S) el seno decrece mientras 
el coseno crece?, 


A)JI B)H C) ur D)IV E) MH y UI 
(43) ¿En que cuadrante el coseno decrece y es positivo?. 
AJÍ B)ug C) HI D)IV E)IyIV 
(13) ¿En que cuadrante el seno crece y es 

negativo?. 

AJI B)u Cc) mr D)JIV E)Iyu 


(D Indicar el intervalo de “m” si: Senx= m2 


A) 3; 3] B) [-113; 1/8] C) 1/3; 11 
D) 3; 1/3] E) [0; 3] 


2a+3 


Indicar el intervalo de “a” si: Cos x= 
(5 


A) [-3/2; 1/2] B) [-7/2; 1/2] 
D) 1/4; 1/4] E) [-5/2; 1/4] 


(O) Determine el intervalo de “m” si x e 1IC 


C) [-1/2; 1/2] 


Sen x = m2 
A) (2/6; Y B) [1/6; 1] C) <1/5; 1> 
D) <2/5; 1> E) <-1/2; 1> 
€0 Determine el intervalo de “a” si x e MIC. 
I-a 
ii TE 
A) [1; 3] B) [-1; 3] C) <1;3> 
D) <-1; 3> E) <0; 3> 
€) Determine el máximo valor de: 
E=3 sen x-7cos y+2c08 z 
A)-2 BJ0 C)1 D) 10 E) 12 
(8) Señale la expresión de mayor valor en: 
A)Seni B)sen2 C)sen3 D)'Sen4 E) sen5 
€3) Señale la expresión de menor valor en: 
A)cosl B)cos2  C)cos3 D)cos4 E) cos5 


(E Señale verdadero (V) o falso (F) en: 
DSen(sen1)>Sen (sen2) 

11) Cos(cos2) > Cos(cos3) 

A)JVV B)JVF C)FV D)FF E)no se puede precisar 
(E% ¿Cuál es el numero menor?. 

A) Sen2 B)sen3 C) [sen4] D)Sen5 E) sen6 
9) Ordenar de menor a mayor: 1) Sen1; sen4; sen6 


A) Sen1; send; sen6 B) Sen1; sen6; sen4 
C) Sen6; sen1; sen4 D) Sen4; sen6; sen1 
E) Sen6; sen4; sen 


(Determine el intervalo solución de “a”, si: 
2c080+3_a 
E 


AA 2 10 2.9 1.5 2 11 
als 7197 7 75] ml: 7) 


EN Calcular““a+b”si el intervalo solución de“k”es 


4sen*0—1 
e A 
25 25 
A)- B)- C, 
» 3 ) 7 » 3 D) 4 4 
€9) Determine el máximo valor de: 


fa;b> en: 


E=4senx — 2seny—3cos*z ¡x+y+2 
AJ9 B)J7 CJ6 DJ3 E)-1 
(ED) Dada la expresión: 


M = 2cos* x - decos” y - 3senz 


Determine el mínimo valor, 
A)-9 B) -7 C)5 


D) 2 
AA) DOMINICA 


EJO 


(3 Indicar el símbolo correspondiente: 


Sen20” Sen70? 
A)> B)< C)= D)> E)s 
(0) Indicar el signo correspondiente: 

sen160” | |sen300” 
A)> B)< C)= D)2 E)s 


(3) Indicar verdadero (V) ó falso (F), según 
corresponda: 

D) Cos25” > Cos80” II) Cos100* < Cos160” 

A) VV B) VF C)FF  D)FV E) NA. 
(€ Indicar verdadero (V) falso (F) según corresponda: 
DD Sen10” > Cos10” HI) Sen200” < Cos160* 


B) VF C)FF  D)FV 


z a guión je dele el. córcula 


. ,s . 2 
hrigonomélrico ; 


Es a Lazare Carnot político, ingeniero militar y 
matemático francés (1753-1823), a quien se debe el 
círculo trigonométrico, pues fue quien interpretó los 
signos de las funciones seno y coseno con la 
configuración completa de los cuatro cuadrantes y no 
únicamente en un cuadrante o con un triángulo 
rectángulo, ya que es a partir de Carnot que el círculo 
se divide en dos ejes perpendiculares y esto pasó a ser 
la figura resumen de la trigonometría. 


Destacó en geometría escribiendo una célebre obra 
«Geometría de posición»(1803). 


Asimismo, escribió sobre diversas cuestiones 
científicas: «Ensayo sobre.las máquinas en general», 
«Reflexiones sobre la metafísica del cálculo 
infinitesimar, entre otras, y fue uno de los que intervino 
en la formación de la Escuela Politécnica de París, de 
dondese origina la denominada etapa de las ingenierías 
científicas, que abarca desde la creación de esa escuela 
politécnica hasta la finalización de la Primera Guerra 
Mundial. 


Los descendientes de Carnot tuvieron una figuración 
preeminente en Francia: su hijo, Sadi Carnot, fue un 
físico (se le debe el ciclo de Carnot); otro hijo, Hipólito, 
fue asambleísta y ministro de Instrucción Pública. Su 
nieto, Adolfo Carnot, fue químico y miembro de la 
Academia de Ciencias, y otro nieto, Sadi Carnot, fue el 
cuarto presidente (1887-1894) de la Tercera República 
de Francia. 


Analizar y aplicar las líneas seno y coseno . 
INTRODUCCIÓN : 


No es posible resumir en pocas líneas todos los posibles usos 
de la circunferencia trigonométrica. En general, se puede decir 
que ésta puede ser empleada en todas las situaciones en la 
cuales puede ser una «ventaja» visualizar en modo gráfico las 
relaciones con las cuales nos estamos confrontando. La 
capacidad de decidir cuando ésto es una ventaja o una 
desventaja, como a menudo sucede, depende en mucha medida 
de la experiencia: lo ideal es entonces tratar de aplicar más 
de un método a la solución de un problema, de tal manera 
que se enriquezca nuestro nivel de análisis. 


PROPIEDAD PARA PROBLEMAS 
GEOMÉTRICOS LONGITUDES 


La longitud de un segmento dirigido es un número 
real positivo, cuando queramos calcular, la longitud 
de un segmento dirigido indicamos mediante una 
llave así: 


longitud 
EIA 
as 1) 
Asegmento dirigido B 
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79 


29=1 


sen?a + COS 


EJEMPLO : 


La circunferencia es trigonométrica, calcular el área 
del triángulo sombreado. 


A) senó 
B) cos0 
Cc) q 


e 
2 

cosó 
2 


D) 


E)- 


RESOLUCIÓN: 


* Para determinar el área debemos ubicar a la base y 
la altura del triángulo sombreado: 


(1) (—cos0) 
2 2 


cosó 


po (base) (altura) _ Se 


RPTA: “E” 


PROBUEMASIRESUELTOS 
PROBLEMA 1: 


En la C.T. mostrada, hallar el área de la región en 
función de “g”. y 


RESOLUCIÓN: 


* En estos tipos de problemas, se usaran líneas 
trigonométricas para determinar lo pedido; por ello es 
necesario aplicarle valor absoluto a la L.T. usada, para 
garantizar el signo del segmento utilizando. 


En el grafico: Y 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 2: 
La circunferencia es trigonométrica, calcular el área(S) 
del triángulo sombreado. 


A) sen0 


RESOLUCIÓN: 
* Ahora: 


S= (base). (Altura) 
2 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 3: 


triángulo sombreado. 


EJ1 


RESOLUCIÓN: 
* Ahora 

_ (base). (Altura) 
3 2 

_ (Ux(senó) 


s 


>S 


PROBLEMA 4: 


La circunferencia es trigonométrica, calcular el área 
(S) del triángulo sombreado. y 


_(x(—0090) _¿_ co00 
2 A 3 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 5: 


La circunferencia es trigonométrica, calcular el área 
(S) del triángulo sombreado. 


A) sen 
B) cos9 
C)- seno 
DJ1 
E)1/2 


RESOLUCIÓN: 
* Utilizando la propiedad de la mediana en áreas: 


Ss EA (base). (Altura) 
2 2 

S _ (1)(—cos0) 
A 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 6: 


En la C.T. mostrada, hallar el área de la región 
sombreada en función de “g”. 
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4) Y aenó(1— cos) B) 5 sení(1+c080) C) E) 


Dm cosb(1—seno) D-5 senó.cos0 
RESOLUCIÓN: 


* Calculando los elementos necesarios, tenemos: 
S= MPxBQ _ MPxOP 
2 


* Luego: > S= senól — 0000) =- Zsendcos0 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 7: 


La circunferencia es € calcular el área 
(S) del triángulo sombreado. 


D)1 


-sen0(1+c080) 
2 


RESOLUCIÓN: 


E) 


(base).(altura) >S 


_ (—sen0).(1+ 0080) 
2 2 


S= 


> 8 =P (140090) 


RPTA: “E” 


ee 


PROBLEMA 8: 


En la circunferencia trigonométrica mostrada, calcular 
el área de la región sombreada (en u?) OB 1 AC 


sen20 = 2sen0cos0 


E)- ¿seno 


* Del grafico: 95 - 1:0080 _, g _ £080 
a 


4 3 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 9 : 
En el círculo trigonométrico, se pide indicar el valor 
de: 0C + DB.» en función del aa a. 


A)eseca + ctga 


B)seca-tga 


* Se pide: OC+DB = csca + ctga 
RPTA:; “A” 

PROBLEMA 10: 

En el círculo trigonométrico, calcular el área de la 

región sombreada a 

A) (sen0 + cos0—1) dl 


B) (seno — cos0-1) 


C) za -sen0cos0) 
D) G(1-200s0) 


E) za - 2sen0) 


RESOLUCIÓN: 


* Observar que el área de A A'PB es igual al área del 
cuadrilátero A'OBP menos el área del AA'OB, 


E 
Observar que: Sawon = 5, 


* El área del cuadrilátero: B 


1 
Sara === = 73 > Sua 3 097000001) 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 11: 
Calcular BQ en el círculo ae optico adjunto en 


función de “q”. 
A)y/1- sena 
B)/T+ sena 
C) V2(1= sena) 
D)/2(1+sena) 
E) /2(1+ cosa) 


[ses E 


RESOLUCIÓN: 
* Observar del C.T. que: 
NQ = sena > ON = cosa: 
* Pero: 
OM = NQ y ON = MQ 
* Entonces: 


> BQ=Vl1- senal” + costa > BQ =V1- 2sena + senta + costa 
> BQ= 2 sena] 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 12 : 
En la circunferencia trigonométrica mostrada, calcular 
el área de la región sombreada /en u*) , y 


A) (7 0-senOcos0) 


B) Z(5-0 + sendcos0) 
C) x-0-sen6cosó 
D)x-0+ senGcoso 
E)x +0- senócosó 
RESOLUCIÓN: 

Y: 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 13: 
En la circunferencia trigonométrica, calcular el área 


JA 20138 


Ajaen*0 B)-sen*0 C)0,5sen*9 D)O,5cos*0 E)—0,5cos*0 
RESOLUCIÓN: 


(1+ MA ) 


* Luego: Sy = 


* Pero: 
lcos*9|= cos*0 > Suomi 
PROBLEMA 14: 


En la circunferencia trigonométrica de la figura 
mostrada se tiene que mAP e , calcular el área de 


PROBLEMA 165: 
Determina los cuadrantes donde es negativa la 
senx-—1 

ctgx 
Aj y HI BI y IV C)SólolI D)Sólo IV  E)Todos 
RESOLUCIÓN: 


a 


expresión: 


* Sabemosque: —1 < senx<1=>-2<senx-1<0 


* Observamos que el numerador de F es negativo en 
cada cuadrante. Entonces para que F sea negativo el 
denominador debe ser positivo. 


>cigx>05xe IC o HIC 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 16 : 
En que cuadrante se cumple que: 


UE Gor: <0;x<b<2x 
cos f 
AMyHr BI CAyMDIHN EM yIV 
RESOLUCIÓN: 


* El numerador de esta expresión /I=cosa es 
positivo; entonces , para que la fracción sea menor que 
cero (o sea negativa), cosf tiene que ser negativo, 
como: x< f < 27; entonces, el cosf solo es negativo 
en el HIT cuadrante. 


PROBLEMA 17: 


Si ae|-555] para que valores de n se cumple 


n+1 
costa= 


1 1 1 
7] 9131] 0-32 


RESOLUCIÓN: 


* Condición: a € 4 * Tenemos: L< cosa <1 
33 Y 2 


>7Sn+153 >-¿sns2 
RPTA: “C” 


0<|el 55 determina todos los 
valores de x. 
A)(1; 2] B)(-2;-1] C)(-3;-2] D)J(3;-1] E)(2;3] 


RESOLUCIÓN: 
* Condición: 0 <|g|< FO GSO<0V0<0Sh 


* De la C.T. tenemos: 


* Multiplicamos por 3: 
-221-1>-3-12x>-26 xe(-2;-1] 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 19 : 


Si a es el mayor arco cuadrantal el cual verifica 
20 E 3a-4 > 11 
13 2a-3 7 


entonces el valor de Sen x Cos es: 


AJ  BWN2  CiW6  D)6/2  EJ6/% 
RESOLUCIÓN: 
* Piden: 
a a 
= COB E eorecansorsanacrontranicescarenasaconanos! y) 

N =sen qe (1 

«a : es el mayor arco cuadrantal..ammmommassnmonss! 1049) 

20 _3a- 44 a 

E AE erstes (11) 


3 
* Para despejar a de (HI) sumando 3 
20 3 3a-4 3 11 3 


A 7 2 
EL 


* Reduciendo : > ALA 


* Invirtiendo: 14 < 4a-6 < 26 
* Despejando: 5< 4 <8 


* Como aes cuadrantal (2- Exe z) en la C.T. 


* El mayor valor de «cuadrantal es 4= ES 


N= sen cos 2 --V2, 43 _ 46 
4 6 2 2 dá 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 20 : 
Determine el área de la región Es 


Alsenacosa: B) 3 senacosa C)z- wena D)25sena- 1E)2 


RESOLUCIÓN: 


*ECDO => AOB 
> 04 = sena 
BA =|lcosa|=-cosa;a e IC 


D [cosa ||0 sena A 


* Luego, el área de la región trapezoidal se expresa así 


S=Soan + Soc + Sonc 
_senalcosal, 1x1 |cosajsena 
>S= A PS 
1 1 
> 8 =>3+senalcos a|=-7- sena cosa 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 21 : 
En la figura mostrada, halle el área de la región 
triangular OQP 
-senO cosó 


-senBcosó 


E)- sen0cos0 
RESOLUCIÓN: 


* Se denota: AMPO=ANOS 
* Porlo tanto, siendo ON: Ps 
lsenól 
PM : |senó|...(Altura) 


* Además QO es base A We Xx 
media del ANPS N 

| leon 7 (1 
entonces: qo: eel... base) 


* Área= 3/base)(altura) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 22 : 
Del grafico, calcular “g ” si el área sombreada es igual 
a 0,125p* . 2) 
AJ120* 0 
B)110* 
C)150* Xx 
D)135" 
EJ115* a?+y?=1 
RESOLUCIÓN: 


* Sea S el área sombreada : (z ) ) 
2S= E 


2 
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(63 En la C.T. mostrada, calcular la longitud del 


RETA; “C” 


PROBLEMA 23 : 


AJ0,5(sena + cosa +1) 

B)0,5 (sena + cosa - 1) 
C)0,5 (cosa - sena +1) 
D)0,5 (sena —cosa - 1) 
EJ0,5 (cosa — sena—1) 


RESOLUCIÓN: 


((3En la circunferencia trigonométrica mostrada ; 
cos0=3 y OM = MB. 


Calcular el área de la región triangular OMP. 


S=S,+82+83 A) 1/6 - 
* Dela figura: g_(D(D, (Mícosa)  (1ísena)  B)1/3 
2 2 2 C)1/4 A a 


>8=0,5 (cosa +sena +1) DJ1/2 


RPTA: “A”  Ej2/3 


A) J(-sen0)(1-cos0) 
B) q H+omb)(1>c000) 
c) ¿(-co00)(1+seno) 


D) F/1—sen0)(1-seno) 


(H)Hallar el área del triángulo sombreado. 
N-5 (1+ seny + cosy) 


az (1+ seny — cosy ) 
C)- 3 (1-seny + cos) 


D)Z(1+ seny + cos) 


za — seny.cosy) 
Calcular el área de la 
o XT. 


(DM La circunferencia es trigonométrica, calcular el 
área del triángulo sombreado: 
senf 
A) E 
_senf 
B) OS 
senf 
Cc) a 
cosf 
D)- A 
E)-senf 


(La circunferencia es trigonométrica, calcular el 
Y 


área del triángulo sombreado, 


área del triángulo sombreado. 
A)seng$ 
B)-seng 
C)sen$ 

D)- cosp 

E) eng + cosp 
(3) La circunferencia es trigonométrica, calcular la 
longitud del segmento MN, Y 

A) sena + cosfB 


(9) La circunferencia trigonométrica, calcular la 
longitud del segmento PQ. Y 
A) sen0 —senó 


B) sen0 + seng e) ES, 

C) cosO + cos$ E X 

A, 
As 


EJsen0—cosg 


O: la ea hallar el área sombreada. 
senf E 
2 
_senf cr 
B) 3 
ye 


py 2098 


2 
senf +c08B B 
2 
(BHEnla C.T. mostrada, hallar “A'P”. 


E) 


€N En la C.T. mostrada, hallar 3 
A)1+ send 
B)1-sen9 
C)sen9-1 
D)2seng- 1 
E)1- 2sen0 


sombreada. 


3) Calcule el valor máximo del área de la región 
sombreada en la C.T. mostrada. 


3 Sabiendo que se cumplesen(x cos a)> 0, halle los 
valores de «en el intervalo [0;2x). 


ao:z jus: ) mtoro() o [ojo 5:20) 


olor (sou) 


Analizar las líneas tangentes , cotangente y otras en 
la circunferencia trigonométrica, 


LÍNEA TANGENTE 


La tangente de un arco en la circunferencia 
trigonométrica es representada geométricamente 
mediante un segmento dirigido vertical, 
correspondiente a la ordenada del punto de 
intersección del radio prolongado que contiene al 
extremo del arco y al eje de tangentes(E). 


VARIACIÓN ANALÍTICA 


la tangente no existe 


la tangente no existe 


[y=18s => T(L; 9)=T (1; tgs)] 
Su extensión : —w<tgx<+w 


La tangente no está definida en: 
7.37 57 77 97 


7 


22222 


* La tangente toma cualquier valor (Tanx € R) 
* La tangente no tiene máximo ni mínimo . 


—o 0 +0 


vee R-((20+1)2)/ne 2:Tan'x e R=>Tanz20 
EJEMPLO 1: 


Cr 


EJEMPLO 2: 


Enla figura, trace las líneas tangentes de a, 3,0 yg; 
luego ordene en forma ascendente. 


RESOLUCIÓN: 
Trazando las tangentes de a, 8,0 yQ, tenemos: 


Tan*$> 0 ; multiplicando por 3 
3 Tan*$> 0 ; sumando -2 


3 Tan*4-2 > -2 =>K> -2, ubiquemos en la recta 
numérica: 


Se observa que el menor valor entero que toma K 
es —1. 

EJEMPLO 5: 

Si $ € IVC, halle el intervalo de Tan $. 


RESOLUCIÓN: 


Eje de tangentes 


* Observamos que en forma ascendente es : 
Tanf;Tanp;Tana ¡Tan8 


EJEMPLO 3: 
Ordene de mayor a menor tanhs tanl; tan3 
RESOLUCIÓN: 


Ubicamos Gl y3enlaCrT. 


Se analiza solo el IVC y se observa que si $ € IVC 
) tE 7 Entonces —0o < Tang < 0 


Luego, podemos afirmar que: Tang € (-0o;0) 
TOS Y Xx LÍNEA COTANGENTE 


La cotangente de un arco en la circunferencia 
trigonométrica es representado geométricamente 
mediante un segmento dirigido horizontal, 
correspondiente a la abscisa del punto de intersección 
del radio prolongado que contiene al extremo del arco 
y al eje cotangentes(E,). 


> Dela C.T. seobserva: tanl >tanE>tan3 Y 
EJEMPLO 4 : - 

Si € IVC, calcule el menor valor entero de K; siendo U 
K=3Tan*$-2. 

RESOLUCIÓN: 

Puesto que $ € IVC, en este cuadrante la tangente 

es siempre negativa, es decir: 


Tanp<0; elevando al cuadrado: 


ATRIGONOMETEIAS 237 LA ENCICLOPEDIA 2013 


* Su extensión: 
x=ctg0 > T(x; 1)=T(ctgo; 1) 


* Su extensión: — c0o< etgo<-+oo 


—00 0 
Voce R-inxj/n e Z El a 


EJEMPLOS: ES Hr o 
VO e r-(en+2); nez 


EJEMPLOS: 


a 


LÍNEA SECANTE 


Esta representada por la abscisa del punto de 

intersección entre el eje de las abscisas con la recta P y Q puntos de tangencia 

tangente trazada por extremo del arco. 
Y 


=>-8 y R extremos de secantes 


F y G puntos de tangencia 
LÍNEA COSECANTE 


Esta representada por la ordenada del punto de 
intersección entre el eje de las ordenadas y la recta 
tangente trazada por extremo del arco. 


x=seco0 > Síx; 0) =S(seco;0) 


y=csco > C(0; y)=C(0; esco) 


* Su extensión: 


Csco<-1v Csco>1 


Voce R-(nx)ne Z 
EJEMPLOS: 


B y T puntos de tangencia 
=G y A extremos de cosecantes 
Y 


S y R puntos de tangencia 
LÍNEAS AUXILIARES 


SENOYVERSO, CONVERSO y EX - SECANTE 


* El seno verso o verso de un arcos denotado por 
vers 0 , se define: 

verso=1-—cos0| ; V0ER 
* El coseno verso o converso de un arco(0) denotado 
por covo , se define: 


¡voeR 


* La ex-secante o secante externa de un arcog 
denotado por ex — sec(9), se define: 


[es seco=seco—1]; voce R-((2m+112):mez 


EJEMPLOS: 


colono (o 


a 


*ex_sec(x)=secx—1=(-1)-1=-2 


Teniendo en cuenta lo anterior , se llegan a deducir 
las siguientes variaciones: 


I) O < verso < 2 IDO < covo< 2 
III) ex -seco<-2 ó ex.seco>0 


* Gráficamente el verso de un arco es el segmento 
dirigido en el eje X que parte del punto cuya coordenada 
es el coseno de dicho arco hacia el orig o 


EJEMPLO: 
* De la figura se cumple: 


verso = PA 

ya que PA=A-P 
> verso= A-P 

> versó= 1-— cosos 


* Gráficamente el converso de un arco es el segmento 
dirigido en el eje y que parte del punto cuya coordenada 
es el seno de dicho arco hacia el origen de 
complementos. 


EJEMPLO: Y 
oBÑB B 


De la figura se cumple: covo= 


ya que: QB=B -Q 
> covo=B-Q 
> cov9=1-— seno 


Gráficamente la ex- secante de un arco, es el segmento 
dirigido en el eje X que parte del origen de arcos hacia 
el punto cuya coordenada es la secante de dicho arco. 


EJEMPLO: 
De la figura ; P es punto de tangencia y se cumple: 


ex-seco= AR, 
yaque: __ 
AR=R-A 
> ex -seco=R-A 
> ex -seco=seco-1 


conductora que se desplaza con velocidad constante 


PROBLEMA 1: 
Si: 1/2<x<x ¿Cual afirmación es falsa ?. 


A) El seno decrece. B) El coseno decrece. 

C) La cotangente crece. D) La secante crece. 

E) La tangente crece. 

RESOLUCIÓN: 

* En primer lugar reconocemos que el ángulo x 
dado, pertenece al 11Q , luego analizando cada función 
requerida en dicho cuadrante , así tendremos: 


* Seno: * Coseno: 
AA E 
[5] 


La línea seno es decreciente La línea coseno es 
decreciente 
A nte: * Cotangente: 

+ —- 

=>». 


La línea tangente es creciente. Línea cotange 
decreciente 


* Secante: 


—_——— 
a 


+ 


La línea secante es creciente 


* Del análisis anterior , se deduce que la falsa es 
respecto a la cotagente. 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 2: 
En el intervalo [» El se afirma que 
D La función cosecante decrece de —1 a—«w 
11) La función secante decrece de -1 aw 
111) La función tangente crece de —wa 0 


IV) La función coseno crece de -1 a 0 


Entonces son verdaderas: 


A) Sólo I B) Sólo 11 C) Sólo HI 
D) Sólo V E) Sólo H y IV 
RESOLUCIÓN: 
D 
* Crece de:-w a-—1 
[3e/2 
* Luego , 1 es Falsa 
AS 
1) > 


E] 
+0 
un 
* Crece de 0 a+ 
* Luego , TH es Falsa 
1V) £ Al 


* Crece de -1a0 

* Luego , IV es Verdadera 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 3: 

De la afirmaciones: 

I) La cotangente es decreciente en cualquier 

cuadrante. 


11) La cosecante es negativa y decreciente en el cuarto 
cuadrante. 

111) La secante es negativa y creciente en el segundo 
cuadrante ; son verdaderas. 

A) Sólo I y H B) Sólo 1 y UIT 
D) Todas E) Ninguna 
RESOLUCIÓN: 

I) La cotangente es decreciente en todo cuadrante, 
luego la proposición / es verdadera. 


C) Sólo H y HT 


11) Observamos que la cosecante | 
es negativa y decreciente. Luego 
la proposición HI es verdadera. 
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HI)+La secante es negativa y 
creciente. Luego , la proposición 
TIT es verdadera. 

RPTA:“D” 
PROBLEMA 4: 
¿Cuál de las siguientes funciones trigonométricas , en 
el cuarto cuadrante , además de ser positiva , aumenta 
a medida que el ángulo aumenta?. 


A)Tangente B)Secante C)Coseno 
D)Seno E)Cosecante 
RESOLUCIÓN: 


* Las únicas funciones trigonometricas posibles son 
el coseno y la es dado Beal son positivas en el 
cuarto cuadrante. 


Sl 


* Notamos que la secante disminuye. 


:Ñ 


* Notamos que el coseno aumenta. 


* Finalmente, La función que cumple con las 
condiciones del problema es el coseno. 

-RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 
Calcular todos los valores de tano, si 9 € [E E e) 


3 
AM1;21  B)Jl133] CM1a53) DJl1:V3)  EJ6 
RESOLUCIÓN: 
En la figura , se han dibujado en la CT', algunos 
extremos de los arcos os [5:5) Ed 

Y, SS 
189 
1 


También sobre la recta 2 tangente en el punto A se 
han dibujado los puntos cuyas ordenadas representan 
la £go. Se observa que dichas ordenadas pueden ser 
mayores o iguales a 1 , pero menores que ./3, es decir: 
1sStano</3 una forma de hallar el intervalo que 
contiene. Los valores de la fg , es proyectando los 
puntos obtenidos en la recta 2 sobre una recta 
numérica paralela al eje Y . 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 


Si,oe (ens - a) halle todos los valores de la coto . 


A)<-1:+0> B)<0;+0> C)f DJ(1) E) <-0;0> 
RESOLUCIÓN: 


En la figura se han graficado en la CT , algunos 


extremos de los arcos 9 e [=. 12) 


También sobre la recta -7 se han dibujado los puntos 
de intersección cuyas abscisas representa coto. 
Se observa entonces que dichas abscisas son positivas, 
es decir: coto>0. 
Una forma de hallar el intervalo que contiene los 
valores de la coto ,es proyectando los puntos obtenidos 
en la recta -P sobre una recta numérica paralela al 
ejeX. 

RPTA: "B” 
PROBLEMA 7: 
Si,ae E = 
AJR-10) B)(-o;-2)U12;+0) C)f D)(1) E)J<-w;11 
RESOLUCIÓN: 
* En la figura , en la CT se han dibujado algunos 
extremos de los arcos a , y sobre eje x los respectivos 
puntos de intersección cuyas abscisas representan la 


seca. 


* Se observa que los valores de dichas abscisas son. . 


)- A , halle todos los valores de: seca: 


menores a -2 o mayores o iguales a 2 , es decir: 
seca<—-2 oseca22. Una forma de obtener los 
intervalos que contienen los valores de la seca, es 
proyectando los puntos obtenidos en el eje + sobre una 
recta numérica paralela a ésta. 


¿-2)u[2;+0) 


7a-2 


Si se cumple que secxr= » halle el intervalo de 
“a” para el cual, la secx no existe. 
3 3 2 
aa) azi) ola) azs1) msn) 
RESOLUCIÓN: 
7a-2 
5 


* Como : -secx= 


* Se conoce que: 


secrs-1 ó secx>1 ve R-((2m+15) 


as ó6azl 


* Gráficamente: 
A, MS 


3 1 
*Se pide valores de “a” qúe no satisfacen la condición: 


cel) 


PROBLEMA 9: 


RPTA: “A” 


Si: ae (o 2, calcule todos los valores de: esca 


4 
AJ(2;+m) BJR EJ(VZ;+=) 


RESOLUCIÓN : 

* En al figura, en la CT se 
han dibujado algunos 
extremos de los arcos a, y 
sobre el eje Y los respectivos 
puntos de intersección cuyas 
ordenadas representan a la 
esca. 


CJé  DJ(1;2] 


Se observa que los valores de dichas ordenadas son 
42, es decir : esca>/2 


Una forma de obtener el intervalo que contiene los 
valores de esca ,es proyectando los puntos obtenidos 
en el eje y sobre una recta numérica vertical paralela 
al eje de las ordenadas. 

> csca € (V2;+ co) 


mayores a 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 10: 


En la circunferencia trigonométrica , calcular el área 
de la región sombreada. 


A) tgo(l +seno) B) ¿180(1— seno) C)3tgol1 +0080) 


DJ Ztg0(1—cos0) EJZtgo(1 +0ec9) 
RESOLUCIÓN: 


* Del grafico: 
tang.h tang.[1—cos$] 
— > Seomb= 


Seomb 


ES a [psoe] 


* Dando que: 9e HC 


> ltanol=tane |coso|=-cos9 
_tano. [1+c080] 


> SrombT 2 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 
¿Cual expresión es menor? 
DD) vers 4 1H) vers 2 IM) vers 1 


AJI B) HI 
RESOLUCIÓN: 


cn D)FD.  EJNA 
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* Graficando: 
CT. 


* De la figura se cumple: 
PA > QA > RA 
== (A o 
versá > vers2 > versl 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 12: 
En la circunferencia trigonométrica mostrada, 
simAMP=a, halle la abscisa del punto Q. 
Y 


P 
-x 
M 
A) cos(a) B) cos(a) —cos(a) 
2sen(aW1 1- 2sen(a) 2sen(a)+1 
cos(a) E) 3cos(a) 
2sen(a)-1 2sen(a)+1 
RESOLUCIÓN: 


E: Sena+112 _ 2 12Sma_1 Cosa 
Cosa-0  x-0 2Cosa  2x 1- 2Sena 
o RPTA : “B” 
PROBLEMA 13: 


En la circunferencia trigonométrica mostrada, 


Sim AM=0 determine el área de la región triangular 


APQ. Y 


1-esc(0) 1+sec(0) 1-sec(0) 
Asen(o) BI cos(0) eno) 
sec(0)-1 Ey2ecto)-1 
2sen(0) 2co8(0) 
RESOLUCIÓN: e 


_(Seca+1)Csca 
2 


Ahora: a > < de referencia de 9. 


Sarq 


_(ISeco|+1)|Cscol 


> S arq 2 


como 9 e IC 
a E) 
> Sapos 2 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 14: 

En la circunferencia trigonométrica mostrada, si el 
área de la región sombreada es igual al área de la región 


triangular OPQ, r<09< > halle E=cot( $)cos(0) 


ae B)r-0 C)ri0 D)2x-20 EJ2x+20 


Calculo de b 


> Sp, !SenóliCosól 
2 “0-8” 2(1+|Cosél) 


> Sopq= 
Comog e IHIC 
> |Sen6|=-—Sen9 a Cos0|=- CosO 


de (1) (11) 
3x 8_ SengCos0 


8 4 2(1-Co80) 
E 

1-Cosó 

574 


Cos0(Coo0+Coto)="% - 2 => Cos0xCot E 


Ul 
E 


CosoxÍ; = 000 | coso 
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RPTA : “A” 
PROBLEMA 15: 


Si<0,<02 <7,, determine la verdad (V) ofalsedad 


(F) de las siguentes proposiciones: 
Dsen(0,)<sen(07) 

1)cos(0,)>cos(03) 

IN tan(09,)<tan(07) 
A)JFFF  B)JFVF  C)FVY  D)JFFV  EJVFV 
RESOLUCIÓN: 


Xx 
2 
eje de tangentes 

Apartir del gráfico: 

1) Sen9, < Sen0,.. (F) 

11) Cos0, > Cos0, (FE) 
111) Tan0, < Tan0, (V) 

RPTA : “D* 


PROBLEMA 16: 

Indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las siguientes 
proposiciones: 

1) cos(4rad) <(S5rad) 

11 )cos(5rad) < cos(6rad) 
AJVVV  B)VFF C)JVFV  D)FVV 
RESOLUCIÓN: 

Analizamos cada proposición: 


D da 


1) sen(Irad) > sen(4rad) 


E)FFF 
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Cos5 < Co8Bemenoninoos (verdadero) => VVV 
RPTA : 


“p” 
PROBLEMA 17: 

Silals Gp además tan -a)=-4 calcule la medida 
del ángulo 2a. 


xr x 3x 27 5x 
Ez £ aq EZ pes 
A) 3 B) 2 ) 4 D) 3 E) 6 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 


z a E 
Toni =0)= Inlals 
-Tan(a-5)=-1 
Tan(a-5)=-1 
x x.5x. 
eli...) 


xx da 
a PA 


a ES 
Ahora, comoja|s % = a 
[ES mñn =3 ae| 3 al 


77 CA TANTO 


asi que: a=i> 2a0= De 
a 3 E 
RPTA:“D' 

PROBLEMA 18: E er 
Sicos(a)e [.- 3) , además: a e (0; 2xr) determine el 
intervalo deg.. 

La 4x 2x 4e 2x ¿e 
a) Ml ola) 

27 4x ed 
a also] 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 


-1<Cosa <- na e (0,2) 
Representamos estos valores en la C.T. 


27 4 
Del gráfico: a e Es, == 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 19: 


8. 
SiPe [5:5) halle los valores de a para los cuales se 


verefica la siguiente a 
1 sen? (py= HL 
S EL. E ¿Le pe 
AJO; 1] BJ 51) a DÍ L:2] El +1) 
RESOLUCIÓN: 
Condición: ali Ea) 


enla C.T. 


Sen“ <Senf <1>0<Sen*p<1 
7) 
Por: (-1):0 >-Sen*fB > -1 


Mas: 1: 1>1-Sen*f 20 
2a+1 1 
12=72052207-3 
RPTA : “D' 
PROBLEMA 20 : 
Se emplea una grúa eléctrica para alzar una pieza de 
material de construcción , como muestra el grafico. Si 
la pieza ha de ser alzada 5 y la posición de A después 
de la rotación es A”; indique el valor al que pertenece: 
E=tg0- ctgo;I,=0 


Ayo; 1) 


RESOLUCIÓN: 
* Dibujando y observando frontalmente , tenemos. 
POSICIÓN INICIAL POSICIÓN FINAL 


Y, Y, 
Ya X X 
5h| XA 


* Si la pieza ha de ser alzada 6, entonces dicha 
longitud se enrollará sobre la circunferencia de radio 


1u (ver gráfico). 
De tal manera que : 1 =0=5u 


* Luego : 
Lo 
x 
tans 
* Del gráfico se tiene 


tan5<0 y coto <0 


* Además sus valores absolutos cum] lo siguiente 
leot5|<ltanb| Ear ae 
> cot>tan5 > tan 5- cot5 < 0 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 21: 
Del grafico , calcule el área de la región sombreada , si 
BOC es un sector circular. 


Ajtg?o—1 


RESOLUCIÓN: 


* El área del trapecio circular (S) , lo calcularemos 
como una diferencia de regiones entre los sectores 
BOC y AOD. 


* De la figura: . 
S=Spoc —Saop > == olseco)? -Za(1)* 


> S=Í(sec*o-1) 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 22: 
En la circunferencia trigonométrica , “S” es el área 
de la región sombreada. 


E) 1 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando: 


* Del gráfico: 
salteo! 9-5 


PROBLEMA 23: 


Determine la variación numérica de ¿g0 ,en cada caso: 
y3 


D--7550en0S-1 


RPTA: “D” 


1) 1<sec0<J2 


RESOLUCIÓN: 
*CASOT: 


* Analizando en la circunferencia trigonométrica: del 
grafico: 


moja "> EDITORIAL RUBISOS) 


* Del gráfico tanó e (-1; 1)-10) 
PROBLEMA 24: 


En la C.T. mostrada , hallar el área sombreada. 


A) escOseco B)-Fsectócaco C)- Fsen*acosó 
D)-cos*0weno E) ¿sendescd 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: 
A 


*Si: Oe HIC 
5 MB, 


S=S,+8), 


) 
2 
> S=-Fsecto .escó 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 25: 
Hallar el área de la región sombreada 
Y: 


A)0,5(secO—1g0) N 
B)0,5tg0 
C)0,5csco 
D)0,5(tg0—sec9) 
E)0,5sec9 . (esc0-1) CT 
NES 


RESOLUCIÓN: 

* Dela figura: BT=ctg9 BN=csc0-1 INQBN: 
BQ=(csc0 = 1).1g0 

* Donde: QT=BT - BQ 

> QT =ctg0- (csc0-1). tg0 
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> QT =ctg0 - secó+tg0 
> QT =1g0+ctg0- secó 
2 QT =secó csc0 — secó 


> QT =sec0 (csc0- 1) 


Luego 


PROBLEMA 26: 


s- LW 0,5 secbícsco-1) 


Y 


RPTA : “E” 


En la circunferencia trigonométrica de la figura 
mostrada, AM=- 30*, halle (en unidades) el valor de 


PQ. > 
4/3 4/3 

E 

RESOLUCIÓN: 


Y 


DJ4/3  EJ5J3 


PROBLEMA 27: 


RPTA : “B” 


En la circunferencia trigonométrica mostrada,si 
ORLOP , mAP=0. Determine el área de la región 


OQR. 


Y 


A)cot(9)-tan(0) B)Z[cot(0)-tan(9)] 
C)Fsec(0)csc(0) D) Zlsec(0)-csct0)] 
E) Fsen(0)cos(0) 
RESOLUCIÓN: 

R 


también: Sogu” 7 Sec0xCeco 
RPTA: “C* 
PROBLEMA 28: 


En la circunferencia trigonométrica de la figura 
mostrada, si el área de la región triangular 4'pmes 
S, y el área de la región triangular BOM es S, y 


siendo mAP=0, determine: E=¿2 
E 
ay 


A)[1-cos(0)- sen(0)]cot(0) 
B)[1+sen(0)-cos(0)]cot(0) 
C)[1+cos(0)-sen(0)]tan(0) 
D)[1-cos(0)]-tan(0) 
E)[1+cos(0)]tan(0) 
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Del gráfico: Del gráfico 
3 E [Tanólx(1—|Cosól) [Tano] - ¡Seno! 
g2 A % sn E S A Spb ERE z 2 = A 
1 
Sen9 -Tanó 
Calculo de “b” lcosdl como0e IVC = O ES 
Por semenjanza: 5 rt RPTA : “C” 
Ñ 1 |Senó|+1 PROBLEMA 30: 
juego: 

E ¡Cosól En la circunferencia trigonométrica mostrada, 
Ss; A! e) So PA'=HM ,mAM=f,T es punto de tangencia . 
Eo Rias 3, (Smót+1=|C00a) iiznól Calcule cos(8). Y 

|¡Senól+1 

Como 6 e HIC 
|¡Senó|=- Senó a |Cos0|=- CosO 
AlTanó|=Tano 


> senor +Cos0)(+Tan0) 
1 


=> 2-1 - Sen0+Co080) x Tan9 
1 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 29: 
En la circunferencia trigonométrica mostrada ,si ay py él ya p Y ó-1 pié 
mAP=0, determine el área de la región sombreada. 2 4 2 3 2 

Y RESOLUCIÓN: 
C.T. 
px 

4) [c00(0)-cot(0)] B)2toen(o)+tan(0)] 
C)Z!sen(o)=tan(0)] D)Z[tan(9)-sent0)] 


E)zltan(0)=cot(0)] 
RESOLUCIÓN: 


[STRIGONOMETRIAA> J3%8] 


Condición: HM=PA'=> Cos9=Sec0 1 
Multiplicamos : Cos9 

Cos*9=1- Coso 

Cos*9+Cos0 - 1=0 


2 
E 14 J1 ADD — Cosg 14 45 


2 2 
Como: 6xagudo => Cos9 > 0 
así:Cosga EL 
V5-1 


Ahora: 0 :< de referencia de 4 > Cosf= 3 


RPTA : “E” 


PRIMERANERAGTCAND RÍGIDA 


: 3x 

(Si: ASA << 

( ) sen x, > sen x, 

()tgx, > tgx, 

( ) cos x, > c03 x, 
AJVVF B)VFV C)FFV  D)FVV  EJVFF 
(2) Ordenar de mayor a menor: 

1820", tg250”, 19300" 

A) tg300”, tg250”, tg20” B) tg20", 18250”, 18300” 


C) tg250*, tg20”, 1300" D) 18300", tg20” , tg250" 
E) tg20”, 18300" , 1g250" 


(E) Siendo (k) un número entero , hallar todos los 
arcos cuya tangente no se encuentra definida. 

A)Jkx/2  Bjkx  C)2kx  D)kfx  ElN2k-1)x/2 
(E) ¿En que cuadrante la línea tangente aumenta en 
valor absoluto?. 

AJI BJ Cir DIV E) y HI 
(63) En que cuadrante se cumple: ¿gx (senx-1)>0 
AJy1 BJ yIV C)H y 11 DI yIV E)H y 1V 
(7) ¿En que cuadrante el seno y la tangente crecen en 
valor relativo?, 


A)IyI  BJIy1V C)y1V DJ y1V EJIl y UI 
(2 Calcular el valor de; 

A=tg 12 soenzas E +tg 2007 
AJ2 B)J3 Cc) DJO E)-2 


69 Si: es, <x¿<2x; afirmar si es (V) o (F) 
()tgx, <tgx, 


( ) sen x, < senx, 


( ) cos x, < cos x, 
AJVVF B)JFVV 


(6) En la figura hallar PT r 


C)JVFV  DJVVV  EJFFV 


(0) Hallar el área de la región sombreada en la C.T. 
Y T 
A) eS tg0 
2 


1 
B) Set, 
) 3 etg0 


C) tgo XxX 
D) ctg0 
E) 1 


(O) Indicar el mayor valor de: 


1850"; 18120"; tg140"; tg240"; £g3007 
AJtg50o” B)Jtg120”  C)tg140” D)tg240” EJN.A. 
(O) Haliar el signo de: £g1 ctg2 tg3 
AJ+ B)- C)j+o- D)J+y-  EJF.D. 
(O Si: 0<a <0<z 


Señalar verdadero (V) o falso (F) 
(Jiga<tg0 ()etga>ctg0 ( Jtgactgo>0 
AJVVV B)JVVF C)VFF  D)FVV EJFVF 


el área de jon sombreada: 
Hallar el de la regi: breada 
A)sena+cosa 


B) F(senatcosa) 


Cc) (ena+iga) 


D) 5 (cosa+etga) 


E) (cosattga) 


(E) Hallar epre 
A)tg0+sen9 
B)ctg0+cos0 
C)tg0-— send 


D)etg0 - cosó 
E)cos0- sen9 cal, 
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(3) Afirmar si es verdadero (V) o falso (F): 
(-) La tangente en el HIC es creciente. 
(-) El coseno en el 1IC es creciente. 


(-) El seno en el IVC es creciente. 
AJVFF— B)VFV  C)VVF  D)FVF EJFVV 


(2 Hallar el área del valor de la región sombreada: 
e) E 
mice) 
0)F(tg0-0) 

D)Z(ctg0-0) 

E)F(tg0-ctg0) 


(43) Calcular el máximo valor de la expresión: 


3-2tg*x 
A)1 B)2 C)3 D)4 EJ5 
(9) Señalar verdadero o falso: 


() Si Ea >sena+tga>0 


() Si sha cosa+tga>0 


()Si Ea E > tgaretga>0 


A)VVV  B)VVF C)VFV D)FVF  E)FFF 
0) Hallar las coordenadas del punto “P”. 


A)(sena;tga) 
B)(cosa;ctga) cz 
C)ísena;cega) 
D)ícosa;tga) XxX 
E)(ctga;tga) 


O Dato: 0473) 
Calcular la variación de : T=Cos?*9+Cos0 
a 5|-1 : Ya] ci[-2 


ojeda alo] 


1 | 


4x?3 2 
(03) Si: <$<2x 
Además: E <cosps UE 


Hallar la extensión de : Tan*p 


aos 2) 25 ) C)l15;00) D)LV7 ;co) EJ[? 500) 
(063) Sabiendo que : 


C=mSen*9+Sen0 ; L=Co0sfB —mCos*B;m+1<0 
Señale la intersección de las variaciones de CyL. 


q PR 
Ala lai-3 loi-3) 
m-1 1-m 


ati] mim+1:1-m] 


(E) De la C.T. mostrado , se sabe que S,=28, 
Calcular: J=Sen9 —- Cos9 


(63) Sabiendo que: Tana e (-1;1) a e(0;2x) 


_4Sen*. a+5 
—2Senta+1 


alís3] mus 04:01 ER EJ(4;6] 
(69) En (0; 2x), señale un intervalo donde sea posible: 


Señale la variación de: 


VI+2SenxCosx+1- 2SenxCosx=- 2Senx 


5a Sa bx Tx Sa 7x 
MN 
3x Sx 3x .5x 
Ma) 


(0) Calcular el valor de Tang , para el cual: 


3x 
7% Csc9+Tan0 , toma su valor máximo , siendo * e 


y las coordenadas del punto P. 
Además: 2AP=3TP 


A)-J6 -% 


0% p% 


y 26 
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Os: Les (SU) Halle el preoducto de valores que toma la 


a expresión: _ Tan[Senol+CotICos0l 
Hallar la variación de: E=See? |x| - 6Seclx|+11 Sen[Seng1+Csc[Cos6] 
Indicar su máximo y mínimo. A)Sen1+Cos1  B)Sen1-Cosl C)(Sen1+Cos1)* 


D) Cos1-Sen1  E)(Cos1-Sen1)" 


ES salgo A ti (63) Señale verdadero (V) o Falso (F) , Según 
C)Emás= No tiene  D)E¿,=6 corresponda en : 
Emin= No tiene Eni=83 DD) [Sen11+[Sen21+1Sen31=0 
EJEmár=3 1) [Cos11+[Cos21+[Cos3]=- 1 
Emin=-6 ITan11+[Tan21+[Tan3l=- 3 
(O Sabiendo que: se) AJVFF B)JVVV C)VVF D)VFV EJFVF 
(E3) Siendo g un arco, el cual cumple: 
p Ano E, x 
Señale la variación de: L=20uc(37-25)-1 Es Cscg < JE 
AN254] BJl1;4) CMU154] DJA;31 EN153) anar tos valores de 
Señale la variación de : 2 1] [1 42 a J2 E 1 
E "Io Seno) dm] o) 
1 
aa; Jura) B)(m;-Cse 7 Jota) »j-2,2] pal , A 


Ol -a;-Cue? ¿Juto+a) D)(-.0:0se + Julcse2+a) 


E) (-o;-1]u[Csc2; +00) 
o) En la C.Z. mostrado, las áreas de las regiones Si: MP es una vertical de longitud igual al diámetro 


(O En la C.T. mostrada , hallar: Tana 


brands dont gpuales: de la C.T. y además 0Q=0,5 
Calcular: L=Tan9+Tan*0 3/0 By 3/10 


7/10 Dro JO 
EZ TO 


Calcular; C=Csc0 + Secó 


(63) Sabiendo que: $e Es £=) 


Señale la variación de: L=[2Sec4 - 1] 
AJ-5;-3) BM-4;3) CI-5;-4;-3) 
DJ-4;3)  EJM-4) 


ACIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA UN 5] 852 | 


Bla circunferencia trigonométrica, halle la distancia 
entre los puntos H y W. 


1-20 1420 
7) mm) 


(649) Del gráfico adjunto, calcule Cosf . 
Datos: PA'= HM,AM = fi, T es punto de tangencia. 


G3HEn una circunferencia trigonométrica se ubica dos 
arcos positivos a y b, uno en el segundo cuadrante y 
otro en el tercer cuadrante respectivamente, se une 
los extremos de los dos arcos y el segmento trazado 
corta al eje de las abscisas en el punto (m; 0). Halle m 
si(b>a). 


Tan(a+b) Sen(b—a) Sen(b—a) 
A emp =wenají — (Senb—sena) O a=ent) 
D) Cos(a-b) Cos(a—b) 

(Cosb—cosa) (Cosa - cosb) 


(ASI las coordenadas de P son (x;y), halle 
M=y+x3x. 
A)Sen0 + Cosó 
B)Sen0+,/3 cos 0 
C)Seng—/3 cos 0 
D) [3sen0+ CosO 
EJN3sen9-Cos0 


EDITORIAL RUBIÑOS 


(03) Determine el área de la región sombreada en 
términos de 9. 


A) (1+tan0-cot0)? 

B) (1-seng- coso)” 
C) (1+ sen0)(1+c080) 
D) F(L+seno—cos0)* 


E) F(1-seno + coso)" 


(9) ¿Cuál de las alternativas tiene mayor valor? 
A)Tani-tan2  B)Tan2-tan3  C)Tan3-tan4 
D)Tan4-tan6 E)Tan5-tanl 

(DDe la figura, determine el área de la región 
sombreada en términos de 9. Y 

A)2Sen0 Cot ; 
B) -Cos9 Cot z 
C)2Cos20 Cot z 


D)- Cos20Cot E 


E)- Sen20Tan 7. 


(3A partir del gráfico adjunto, halle el área de la 
región sombreada, si T' es punto de tangencia. 

Y 
A) z coto 
B)Cot0 
C) tan [) 
D)Tanóo 


E)-Gueco 


(9 Calcule el área de la región sombreada, en el círculo 
trigonométrico mostrado. Y 
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Coso 2C0s0 Seno 
Es 2(Cos0 — Seng) cd Cos0 - 2Seng 24 2(Sen0 - Cos0) 
Seno -Cos0 
A e 
e 2(Seng + Cos0) Se 2Seng - Coso 


(¿Para qué valores de x sería posible la siguiente 
igualdad : 

(2c050 — 1)(cosx —senx) = (cosx + senx) 
si además 9 e IVC? 


lala, ¿Sa yy (Sr, Sa dx 
au) (3) o (ue) o/2:00 (22) 


(DHalle la variación del ára de la región triangular 


sombreada si 0 e 5 5). (T: punto de tangencia) 


args 12) a)(£,5) CA /2;1) DJ J2;2) É(12) 


(O) Siendo x,;x7 e R 

tal que x, e (0; x7); 0, e UIC; 67 e IIC, halle el intervalo 
de E=x, co00, - xguersó, . 

A)(x,;x3) B)(1+x3;x3-x,) C)x¡-x95-x3) 
D)(x,+x952x3) E)(x, -2x95-x%3) 

(1) ¿Qué alternativa es correcta a partir de la siguiente 
expresión? 


[senx] ) 


Seo(cosx)+ tan 3 


A) Su máximo valor es 2. 

B) Es siempre positiva. 

C) Es siempre negativa. 

D) No tiene valor real para todo valor de x. 

E) Los valores de la expresión son sólo números 
enteros. 


(A) De las siguientes proposiciones ¿Cuántas son 


falsas? 


D Six,<x¿ > c08x,>C08x3; Vx¡;x e R 
1) Six,<xz >tanx,>tanx3;Vx,5x3 Don(tanx) 


un sise(-¿:3)-10); lcos xx -—1|=cosxx-1 
IV) Six e (0:7)=otx-x1= cotx-x 


A)1 B)2 C)J3 DJ4 
((3Sean x e y dos ángulos que pertenecen al cuarto 
cuadrante que cumple 9 = senx +cosy. 


Señale la veracidad o falsedad de las siguientes 
proposiciones. 


E) Ninguna es falsa 


D 4 puede ser cuadrantal 
ID) 9 pertenece sólo al IVC 
II) - O pertenece al MIC 
A) VFV B)FVF C)VVF  D) VFF E)VVV 
(19 A partir de las siguientes condiciones : 
Benx >tanx emm. (1) 


Halle los valores de la siguiente expresión : 
sen?x+senx+Cc08x. 
A)[0;2] B)J-1:1] C)(0;2] D)(0;1) E)(-1,2) 
Fl 4 8 
(12 Sabiendo que 5 <*<3 obtenga los valores del 
2x-3 
+2” 


arco Y si se sabe además que sen0 = 


Señale un posible intervalo. 
loz 3) 


((3) Halle los posibles valores de n , los cuales 
verifiquen las siguientes condiciones: 


1 1 
(E e-SsLoeo] ioopaadacon recon tdliopinna (1) 


2n-3-cosÉ >- [/3 cos +3-2n....(2) 
Ao PA (oro (228 ) 


Dira) 3s “2 EJ[1; 21-22) 


(9) Dado el intervalo — _ sos da obtenga la variación 


del arco 4 sabiendo que secg es positivo, 


4Sen? (o+2)- 1+secH 
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dedos 


0) Siendo a un arco perteneciente al tercer 
cuadrante, halle los valores de la siguiente expresión: 


_2-4cosa—sen*a 

— cosa+tanl05? 

A) (2; 43) BAJ/3 3; /3-2) C)-1:/3 -1) 
D)J[V3-3;/3 +2) EMO;2-J3) 


E) Calcule el menor valor de k, el cual debe verificar 
la siguiente desigualdad 
k 2 sen*(cos a)-2cos(cos a);a e Ri 
B)-2 C)Sen?*1-2c081 
E) Sen?*1+2c081 


A 


A)-1 
D)Cos*1-2c081 


(8) Si se verifica la siguiente condición: tana <9tana 


halle el valor de Seca esca, si tana toma su máximo 
valor entero negativo. 


17 1 
y B)-3 C)-2  D)-4 El-5 


3 A partir de la siguiente igualdad , halle a si 
tana es un número real. 
[senx] 
. 
. 


fserxT 2004 veces 
[senx] 
tana =[senx] 


AJO Bjhe+T:keZ C)2M+FheZ D)hx-F:heZ EJR 


8 Si 0c(2;x), además cos9=-0,3 y os:s*, 
calcule el mayor valor de A y menor valor de B si 


Ascos* x-2cosx-4sB 
A)-1,69 y -1 — B)-2,24 y 1 C)-3,81y -1 
D)-3,31 y 1 E)5 y 1 


e si xe((ar+ 15:08 +0)7):keZ. además : 


e00[1+7Jesc[=-%]- 22 rariación de a es 


4 4 2 
AJNJ2;+0] BIJZ+2;+0] Ci (o; 2-2] 


DJ2-J2;+0] — EM=o;/2-2] 


Ed Indique la verdad o falsedad en las siguientes 


proposiciones. 
J2 


Sx xk 
1) SGL 00827 <= 


¿ Sx 5x LY 1 
1H) Si A in 
3x 


HI)Si Tias Es 0scotx<1 


2 
IV) Sicos 7 +1<en 222 


A) FFFFF B)FFVV C)FVVF D)FVVV EJVFFV 


(2Halle los valores de 9, positivos y menores de una 


vuelta, para que se cumpla: 
sen? fp 
cosí B=2co8s* p+2 


oia 
AE 

(E) Determine el máximo valor de k si se verifica 
ANS  B)JJ6  CJ/3  D)1Z 
EN Sabiendo que + lael < 
y= V8|tan(=+2). 


A)(1;0) 


cos0= 


EJI6 


, calcule valores de 


B)[1;+0) 002) os; 
D)[0;43)0[3;+0) E)[0;1)u[3;+0) 


ENSi z <x<d4x halle los valores que asume H 


.. py _4Senx—1 
sii Senx+2 * 

A)R-[-5:4] B)R-(-5;4) C)(-2;-6) 
Djx*+y=1 E)R-(-1;1) 


ED Se tiene 2 números reales x, y xy en el recorrido 


+ <x, <x¿ <-x , luego ¿Cuáles son proposiciones 
verdaderas? 

I) Cosx, < Cosx, 

11) Sen x, < Senx3 


Hi )Sen(-x,)<Sen(x3) 
A)J1, 1 B)1, 11 C)1, 1, 11 D) 11, 1 E)Todas son falsas 


(B)Siendo x un número real positivo, mayor que dos 
vueltas pero menor que tres vueltas, perteneciente al 
cuarto cuadrante , donde se verifica 
tanx =tan(227x /450); luego x vale aproximadamente 


A)991x / 180 B)2991x / 180 C)2475x | 450 
D)2477x/450  E)2479x/450 


(En la figura adjunta calcule : 


ss pal! 2ab* cos0 ) 
n bi cos” 0+a? 


en términos de a , sabiendo que la ordenada de P es 


A)1-cosa C)1-2cosg0 


D)1- 2sena 


B)1+2c080 
E)2cosa-1 


(BHEn el siguiente gráfico, calcule el mínimo valor de 


E) 4 


D) 16 


A) -10 B) +12 C) -14 


(É3) En la circunferencia trigonométrica mostrada ,si 
mAP=0, determine el área de la región sombreada. 


4) F[cos(0)-cot(9)] 
B)Z[sent0)+tan(9)] 
C)=[ven(0)-tan(0)] 
D)z[tan(0)- sen(0)] 


E) ltan(0)-cot(0)] 


€9) En la circunferencia trigonométrica de la figura 


mostrada, si el área de la región triangular A'ppp es 
S, y el área de la región triangular BOM es S, y 


siendo mAP=0, determine: E= E 


A)[1-cos(0)-sen(0)]cot(0) 
B)[1+sen(0)-cos(0)]cot(0) 
C)[1+cos(0)-sen(0)]tan(0) 
D)[1-cos(9)]-tan(0) 

E)[1+cos(0)]tan(0) 

(E2 Se emplea una grúa eléctrica para alzar una pieza 
de material de construcción , como muestra el grafico. 
Sila pieza ha de ser alzada 5 y la posición de A después 


de la rotación es A” ; indique el valor al que pertenece: 
E=tg0- ctgo;I=0 


Ayo; 11 
B)[1; 2) 
0)(2; 3] 
D)(-;0] 
EJ$ 


REPASO DE CIRCUNFERENCIA TRINI ccoo 00 poco cor cria me 


La circunferencia trigonométrica es aquella circunferencia en radianes que es numéricamente igual a la medida del arco en 
Inscrita en un sistema de coordenadas, su centro se ubica en el unidades lineales. 


origen de coordenadas y su radio es igual a la unidad del sistema, Para ubicar arcos enteros en la C. T. se reemplazará el valor numérico 


rezón por la cual también sele suele llamar cincunferencia de x que es 3,1416 tomando como referencia los valores 


Unitaria (CT. 6 C.U-) obtenidos para los arcos cuadrantales. 

La ecuación de todo punto que esté en la circunferencia A. Ubicación de ángulos en la CT. 
trigonométrica es: x? + y? = 1 y el círculo determinado por 
esta circunferencia es el denominado círculo trigonométrico. rad 
ELEMENTOS DE LA C.T. z 


A(1; 0) = Origen de arcos 

B(0; 1) = Origen de complementos d 
A'(-1; 0) = Origen de suplementos K e 
B'(0; 1) = Sin nombre particular 

O(0; 0) = Centro de la C.T. 

PO: y)  = Punto cualquiera de la C.T. E 


4 2 
Ecuación: x+y?=1 n radio: r=1 . 
ARCO EN POSICIÓN NORMAL , Ey pe los arcos cuyas medidas son 1, 2, 3, 
Un arco está en posición normal, estandar o canónica $ 
cuando su extremo inicial este ubicado en el origen de 
arcos de la C.T.; el extremo final de estos arcos determinan 


ed Pe daa 


Resolución: Para ubicar estos arcos en la C.T. 
reemplazaremos el valor de x como 3,14 en los arcos 
cuadrantales; obteniendo el ELA siguiente: 

, 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ARCOS 
EN POSICIÓN NORMAL 
Las razones trigonométricas de todo arco en posición 
normal son numéricamente iguales a las razones 


trigonométricas de su respectivo ángulo central en la 
y además: CT. 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 


LINEAS TRIGONOMETRICAS 

Se denomina así a aquellos segmentos de recta orientados, 

cuya medida nos representa en la C.T. el valor numérico 
=(eco) rr «cara. de una razón trigonométrica; como son seis las razones 


trigonométricas, tendremos seis líneas trigonométricas. 
No tiene Si tiene A. Linea seno 

El seno de un arco se representa en la C.T. mediante la 
ordenada trazada por su extremo. 


ÁNGULO 
II x == 
tan( 3) - tanga) 1 
ARCO ÁNGULO 


sen(30) = sen(30rad) 


+ Ejemplo E ANO E z d 
cos (45) = cos (4srad) Sabemos por teoría que; sene=sena, pero: 

—— —— 

ARCO ÁNGULO 


CÁLCULO DE LAS RAZONES 

Ubicamos un arco en posición normal de cualquier 
cuadrante y aplicamos la definición anteriormente 
estudiada tendremos: 


» Variación analítica 
sen0=+1 


y 
1f(0) 
a fs 
sen0 = sena =- Y 1=Y no ]seno=0 
x 
ed IR ARQDA 


sen0==1 
tanó=tana =2 » Rango de valores del seno 
cotO=cota =2 
y 
r=1 


> 
máx(seri0) = 1 
mín(sen0) =-1 
B. Linea coseno 


El coseno de un arco se representa en la C.T. mediante 


Sabemos por teoría que: cosg = cosa 


pero: cosa = 2 =x 


r=1” 


+ Encada cuadrante 


=> 


máx(cos 0) = 1 
min(cos 0) = -1 


C. Linea tangente 
Para representar la tangente de un arco en la C.T. 
trazamos primero el eje de tangentes (recta tangente 
a la C.T. trazada por el origen de arcos), luego se 
prolonga el radio que pasa por el extremo del arco 
hasta que corte el eje en un punto: la ordenada de 
este punto de intersección nos representará la tangente 


de arco. Ñ 
3tané > eje de “tgs” 
1:y) 


atano—A| 
Sabemos por teoría que: tano =tana 


pero: tana = LL. = y 


tan6 = y 
+ Encada a 


> [o <tan0 < +o] 


lo cual implica que: -. tan0e R 
SUGERENCIAS : 


-1<senx<1>0<sen'x<1 
Si -1<c0sx<1>0<cos?x<1 


o <tanx<+0>0<tan?x <+o 


LÍNEA COTANGENTE 

Para representar la cotangente de un arco en la C.T. 
trazamos primero el eje de cotagentes (recta tangente a 
la C.T. trazada por el origen de complementos), luego se 
prolonga el radio que pasa por el extremo del arco hasta 
que corte al eje en un punto: la abscisa de este punto de 
intersección será la cotangente del arco. 


(61) Xx y “Eje de cotgs” 


Y 


lo cual implica que cot0 e R > 


LÍNEA SECANTE 

La secante de un arco se representa en la C.T. mediante la 
abscisa del punto que se determina al intersectar la recta 
tangente trazada a la C.T. por el extremo del arco y el eje de 
abscisas. 


NOTA : 


cot8>0=>0€ IC o TIC 
coto<0=>08E€lIIC o IVC 


O Si: 


Sabemos por teoría que: seco 
seca 


pero: seca] =X 


A. En cada cuadrante 


MOTA 1 
sec0>0>0€IC o IVC 
secg<0=>0EÉ TIC o MIC 


C. Rango de valores de la 
secante 


o sel 


e “— a 


(IN 


máx(sec 9 ) =1 
mín(sec e )= -1 


q 


)relativos 


II. LÍNEA COSECANTE 


La cosecante de un arco se 
representa en la C.T. mediante la 
ordenada del punto al que se 
determina al intersecar la recta 
tangente a la C.T. trazada por el 
extremo del arco y el eje de 


esco=1 
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> 
máx(sec 0) =-1 
mín(seco)=1 ) relativos 


OBSERVACIÓN : 


Las coordenadas para el extremo 
de un arco en la CT 
independientemente del cuadrante 
en el cual está ubicado este arco, son 
coseno y seno de dicho arco 
respectivamente; tal como se 
observa en la figura: 


+ Como muestra determinaremos 
las coordenadas de los extremos de 
los arcos cuadrantes. 


0 1 
LE] 
(== E] 


222 A) 

SENS 
du 

cos 3 


(2 


LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 
AUXILIARES 


1] SENOVERSO O VERSO [VERJ y 


Es el segmento de recta 
orientado desde el pie de la 
perpendicular que nos representa el 
seno hasta el origen de arcos de la 
O.T. 


ay 


Por definición: Ver (8) = QA 
Pero en la figura: 


QA =1+ [coso] 
—c050 


”— 


MJ COSEMOVERSO O COVERSO [COVJ s 
Es el segmento de recta orientado desde el pie de la 
perpendicular que nos representa el coseno hasta el 
origen de complementos de la C.T. 
Por definición: Cov(8) = RB 
Pero en la figura: RB =1+|Seno] 


-senaO 


Ga] 


1 EXSECAMTE O EXTERMAL [EXSECI 1 
Es el segmento de recta orientado desde el origen de 
arcos de la C.T. hasta el extremo final de la secante. 
Por definición: exsec(0) = 45 
Pero en la figura: AS = Secó — 1 


> [Ex sec(0) = seco 1 


MNENOTECNIA SOBRE PI(7) 


El número 77, que se obtiene como razón de la longitud 
de la circunferencia al diámetro, tan familiar a todos los 
estudiantes, hace ya muchos años, ha sido calculado 
nada menos que con 707 cifras exactas. Esta hazaña de 
cálculo fue realizada por W. Shanks (1873), y aunque en 
la actualidad este número de cifras ha sido largamente 
superado, ocurre que estas 707 cifras figuran grabadas 
alo largo del friso circular en que se apoya la cúpula del 
“palais de la Decouverte”. Para ninguna aplicación 
práctica con 77 son necesarias tantas cifras, bastando 
usualmente los valores aproximados 3,14 ; 6 3,1416; 6 
22/7. De todos modos, como regla mnemotécnica para 
recordar las 32 primeras cifras, se puede acudir a los 
siguientes versos, originales del ingeniero R. Nieto París, 
de Colombia: 


Soy rx, lema y razón ingeniosa de hombre 
sabio, que serie preciosa valorando, enunció 
magistral. por su ley singular, bien medio el 
grande orbe por fin reducido fue al sistema 
ordinario usual. 


Si se sustituye cada palabra por el número de letras que 
la forma, obtendremos el siguiente desarrollo decimal 
para 77: 

TT = 3,141 592 653 589 893 238 462 643 383 279 Su... 


También es posible recordar de memoria el valor 


recíproco de I3—, 
T 


2=0,3183098 


=0, 3 1830 98 
e e 


Para ello se ha ideado la siguiente frase mnemotécnica: 
“Los 3 días de 1830 dan un 89 al revés”. 


Debe advertir que la utilidad de esta frase la aprecian 
casi exclusivamente los estudiantes franceses, porque los 
hechos citados aluden a efemérides de la Historia de 
Francia. La alusión al 89 corresponde, como es claro, al 
inicio, en 1798 de la Revolución Francesa. Después de la 
Restauración, reinando Carlos X, el Ministro Polignac 
decidió prescindir de la Cámara y gobernar por 
ordenanzas reales. Constitucionalistas, liberales, 
bonapartistas y republicanos formaron un bloque político 
para derribar el régimen, y durante tres días de 1830 (esto 
es, del 27 al 29 de julio), los obreros de París se hicieron 
dueños de las calles de la capital, sembrada de 
barricadas. Carlos X abdicó a favor de su nieto, el Conde 
de Chambord, de 10 años de edad. 


O1.En la figura mostrada, halle la 
medida del ángulo AOB en radianes. 


y" 


A) 6028 
D)7013 


B) 6534 — C)6842 
E) 7467 


03. Si S y C son el número de grados 
sexagesimales y centesimales de un 
ángulo, y (8S)? - 4(C) = 12%4, 
entonces, se le pide determinar el 


valor del ángulo en radianes. 
x x 
A= se 2, 
5 sb el 30 
x nz 
9% dx 


sexagesimales que mide un ángulo 
es 27040, calcule la medida (en rad) 
de dicho ángulo. 


Al 


2 
381 S|» 


x 
27 


E 
ls 
D 


En 
AS 
É> 
mE 
53 

2 

ES 


AJ8 B) 10 Cc) 12 
D) 14 E) 16 


06. La medida de un ángulo en el 


sistema sexagesimal es: xy zw y la 
medida del mismo ángulo en el 
sistema  centesimal es 50%50”, 


Y. 
Z4W 

At B)2 03 
D)4 EJS 


07. ¿Cuántos grados  sexagesimales 
mide un ángulo si los números que 
expresan su medida en grados 
sexagesimales (S) y centesimales 
(C) están definidos por: 
S= (20% 3n+ 1) 
C=(3n*+ n-2)9 
A) 16* B) 30* 
D) 60* E) 75* 


08, Un ángulo trigonométrico 6 se puede 
representar como 0= x= yz, 
donde x, y, z pertenecen al Z* (y > 
2). Si los dos últimos números se 
diferencian en 3 y los números de 
grados centesimales y 
sexagesimales se diferencian en 5. 
Determine el ángulo en radianes. 


C) 45? 


4 
na m2 0% 
e 27x 


D) = a 
09. El número de grados sexagesimales 


que tiene un ángulo es mn y su 
Número de grados centesimales es 


no. Determine la. medida radíal del 
ángulo. 

Ai z 
) 3 B) c) 3 

D) 2 E 
) 3 ) 


10. Si los números S, C y R representan 
la medida de un ángulo en los 
sistemas ya conocidos y que 
cumplen: xS = y.C=zR=x 
0 

AA 
yz 200 180 ) 


eto (2) 
Determine dicho ángulo. 

A) 60* B) 100%. C) ques 
D) 2707 E)200* 
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YC + YS _19+6/10 
YE - 48 R 


x 
Calcular la medida del ángulo en el 
sistema radial. 


r x x 
0 3 a 
A 
+ Ex 


12. Se idea un nuevo sistema de medida 
angular, en donde 30 minutos en 
este nuevo sistema equivale 1 grado 
en este nuevo sistema y; 90 grados 
en este nuevo sistema equivalen a 
135*, hallar el número de minutos en 


este nuevo sistema que contiene un 
ángulo de 180* 
A) 200 B)360  C)450 
D) 2000 E) 3600 

13, Si: 


E = 90% + 100% + Zrad + 457 + 


50f+ q rad + 22%90'+ 25%+ = rad 


+.,,., se le pide que determine E en 
radianes 


A)2- 43 
D) 2 +1 


B) Y2-1 
E) V3+1 


0) =1 


am hasta las 8:15 am? 


pes E)24? 


17, Dos ángulos centrales de una 
circunferencia cumplen: 

L Son suplementarias 

ll. La diferencia de la longitud de los 


arcos que subtienden es 2 cm. 
lILLa razón entre la medida de los 


ángulos es 2 halle (en cm) la 
xk 

longitud del radio de la 

circunferencia, 


2(4+x) 3(4+x) 

x(4-2) B) x(4-x) 

7(4+ x) 9(4+ x) 
o 2x(4-x) y 2x(4-x) 

S(4+ 1) 

x(4-x) 


18. De la figura: AOB, COD y EOF son 
sectores circulares. Si el área de 
dichas regiones es 6A, 3A y Au”, 


Si¿_=2 
(5 
A 
€ 
E 
n 
0 
F 
E B 
Nota: m y n son longitudes de arco 
13 y6 Y3 
NE 7 Os 
DE Ev 


19. SiR, L, S son el radio, la longitud de 
arco y el área de un sector circular 


E Halle 
el valor de xen: 


RA, Lx 

o. UR a 
A)2 B)3 0)4 
D)5 EJ6 


20, La semicircunferencia ANB tiene 
como radio OA = 5u, con centro en B 
se traza el sector circular MBN con 
radio BM = 6u, Calcule el área (en 
O 
segmento circular sombreado, 


N 


A MO B 


A) 52-12 B)5x- 10 
a 0) 210 
DA 8 


21. Un sector circular de ángulo central 
6 tiene un área igual a la de un 
triángulo rectángulo isósceles. Si sus 


calcule e-00l 
A) 4242 


0)4+ 242 
E)6+ 2/2 


B)6-242 
D)2+442 


22. Si AOB, COD, EOF y GOH 
son sectores circulares y 
OA = EG = 2AC = 2CE y además se 
sabe que el área de la región CEFD 
es 14u* Se le pide, determine el 
área de la región EGHF (en u”) 


A) 32 B) 34 C)36 
D1 38 E140 


23. Halle el área (en u) de la región 
sombreada. 


- 


A) Ea-2 B) Ea-s) 
e? É 

C) e1) D) 0-2) 

E) Ena 


24. En la figura mostrada, R + r = 4u y 
RT = 24. SiO y O' son centros de 
las semicircunferencias, determine el 
área de la región sombreada (en u?). 


A) 16—5x B) 10-3x C)14-4x 
D)8=x  E)12-2x 


25. En la figura mostrada se tiene el 
sector circular AOB, donde 
m(“AOB) = 45%, mZAHO = 90” 
OA = OB = R. Halle el área de la 
región limitada por el cuadrado 

EFGH en función de R, 


p=y 
A a 


26. En un semicírculo de radio R se 
inscribe un rectángulo con la base 
sobre el diámetro del semicírculo. 
Halle el área de la región rectangular 
(en u*) cuando la longitud de la base 
sea igual al triple de la longitud del 


ancho del rectángulo. 
e? 10R? 1? 
A —=— — — 
) 2 8) 13 o 13 
2 
27. En la figura, ¿cuánto debe subir A 
para que B baje 10 cm? 


A 


A)5cmB) Zom C) 10cm 


D) 15cm E) 20 cm 

28, En la figura se muestra un elemento 
circular de radio b dentro de un 
recinto cuadrado. Si el elemento 
circular rueda por sobre las paredes 
del recinto cuadrado y dá 20 vueltas 
para hacer un recorrido completo, 
halle la. longitud del lado del 
cuadrado 


2. 
0) 


8) 10xb 


A) Bxb 
C)(10x+1)b — D)(10x+2)b 
E) 12xb 


29. En el sistema mostrado, el disco 
A gira 90%. Además fa = 3, fa = 5, 
fe = 1. Calcule la medida del ángulo 
que gira el disco C. 


DO 


A) 18* 
D) 540 


B)27* 
E) 62* 


30, En la figura adjunta se muestran 
ruedas de 3cm y Sem de radio, 
cuyos centros se ubican en 


AO y OB . Sim-A0B= Grad y 


la rueda mas cercana al punto A gira 
s/4 rad, se le pide determinar 
¿cuánto gira la rueda mas cercana al 
punto B (en rad)? 


C)36* 


5 (45 -1)x 
A e 

Jn z y2n 
0) YE D) 3 E) E 


31. Los lados de un triángulo rectángulo 
están representados por 3 números 
en progresión aritmética. Calcule el 


coseno del menor ángulo agudo. 
A) 0,4 B)0,5 0) 0,6 
D) 0.7 E)0,8 


32 En la figura mostrada hallar x en 
términos de « y m 


2sena + cosa 
m 


seña + 20054 
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33. Siendo 3x e y ángulos agudos, y se 
cumple: z 


[sen (x+ y) = sen(2y - 2x) 


Lo taartay=1 
Calcule u = ctg(3x) + ctgy + tgy 
A)-1 B)0 01 
D)2 E) 3 


34. Si sen(2a) csc(o + 30%) = 1; además 
sen(8 - 4) sec(á + a) = 1; calcule el 
valor numérico de F = 8/2sen(a + 
5%). cos(8 + 10%). 


AJA B)2 Cc)3 
D)4 E)8 


35. De la figura DC = m unidades, halle 


A AE 


A) m(1 + tanta) seca 

B) m(1 + tan*a) tanacosa 
C) m(1 + tanta) tanasena 
D) (1 + tanta) sena 
E) m(1 + tan“o)tanasena. 


36. De la figura mostrada, halle “coto” si: 
DC=3AD. 


A D e 


A)2 B)3 Qro: 
D)5 EJ6 Era 


DITORIAL: RUBI 


37. Halle el área de la región sombreada 
(m*) en términos de $. 


S 


k—— Im——e 


A) (1 + seng)secg — B) (1 + sengllgo 
C) (1-—senejosc) D) (1 - 
seno)seceo 

E) (1 + 2seng)secs 


38. En un trapecio isósceles ABCD, la 
base mayor ADmide b, la base 
menor BC mide a y m.“BAD = 
mZCDA = «a Halle el área de la 
región trapezoidal en función de a, b 


ya 
A) (0? - a?ltana 
B) (0? -añoota. 
0) (1/20? - a%tana 
D) (144x(0* - a%cota 
E) (1/4N0* - a*)tana 

39 En la figura mostrada, 
mZACD= m= ¿CAD = q AD= 7u; 
BC = 5u; halle el valor de 
F=(7 + 2/6 Jtana + 10cs0(2a) z 


m 
mn 
a 


A B) 45. Dado el triángulo rectángulo ABC 
pr o cuyos lados están en progresión 
a+b abía + b) aritmética, cuya razón es cuatro, 

aos Lira y Determine la mayor razón 
2ab (a-D) trigonométrica de uno de los ángulos 
ger aba : 
Da 
41. En un triángulo rectángulo ABC, 7 
recto en B, si: tanAcscC = 3, calcule D) 3 Dz 
el valor de R=/secTA- 30500. 46, En la figura mostrada, ABC es un 
AJ1 B) V2 0) 43 triángulo isósceles (AB = BC), 
D)2 E)3 MNPQ es un cuadrado, m¿BAC = 
53%, m¿MCQ = a. Calcule: tana. . 
42 La figura muestra un triángulo 
rectángulo ABC con ángulo recto en 


B. Desde B se traza la mediana BM 
y la atura EH. Si tana = —, hall 


tan(C -A) 
B 
A 7 e 
Y 15 16 
nz 37 o 
07 
A M mM 
47.En un triángulo rectángulo con 
73 ángulo recto en B se cumple: 
S (0 
at 2 o» 2) 3-1 
7] > ) Pool 2 «crol S 
aj? 83 Si el perímetro del triángulo es 1u, 
2 halle la longitud de la hipotenusa 
43 En la figura AOB es un sector (en unidades u) 
circular y CDEF es un cuadrado . 45-2 45-2 7 
Determine aproximadamente la No == a== 
razón entre las longitudes de los $ $ 
arcos DE y AB (tg 14% = pÉ dal 
0,25) A 4 2 
48. Calcule: tana.tang, M punto medio 
ey de AB. 
E 
PAZ 
B 
AJO30 BJO37 C)045 y ; de A 
D) 0,53 E) 0,75 Sí pa pa 
A 3; o; 
44. En un triángulo ABC, m.B = 45* y DÍ el 
mC = 30* se tiene que: AB=2" y 3 2 
AC = 4”, Calcule BC. 49. Halle la longitud total (en m) del 
A)2 B)243-1 C)I43+1 recorrido del centro de una rueda de 
D)3 04,2 radio 1 = (2 — /2)m, al rodar en el 


interior de un Va Mod 


-¡sósceles cuyo cateto mide 3m. 
AJt+ 83 B)2+42 C)35 
D)2+Y3 EJ4 


$0. En la figura mostrada calcule AB, 
donde CD=J8 y BD= J2 


e 

A B 

AJYZ BJY3  C)v2+1 
D)Y6  EJVB+1 


51. En la figura mostrada ABCD es un 
rectángulo si BC = 2AB, m.¿MBD = 4 
y m-QAD=0. 
calcule E = seno + 2c0s4 
B 


A) Y2seng  B) V3seng C) 
5 seno 
D) 5cosé E) v5tano 


52. En la figura adjunta: DENAC, 
DF = EF, DB=-24D. maDAF = «a. 
as A 


B) 


O) (cota+ cotp) D) Scola + cop) 
E) Acota+cotf) 


53. Sea el cuadrilátero mostrado, tal que 
AD=8u CD=2u mBAD = 74%, 
mZABC = m¿ADC = 90*. Se le pide 


que determine AB (en u) 
B 
e 
A 'D 
104 114 128 
Az A 
156 208 
1 DE 


54. Una diagonal de un paralelepipedo 
rectángulo forma con las tres aristas 
concurrentes a un mismo vértice, 
los ángulos u. P y 0. El valor de 
senta + sen*p + sente es 
AJ1 B)32. 0)2 
D) 5/2 EJ3 

55. En la figura ABCD es un cuadrado y 
ABE un - triángulo rectángulo 


isósceles. Calcule tn 2) 
Usar; tana = csc(2a1) — cot(2a) 


A) 0,31 B) 0,41 
D) 0,61 E) 0,71 


56. En la figura mostrada: ABCD es un 
cuadrado ADC un sector circular y M 
punto medio de AC entonces la 
tangente del ángulo MAB es: 

ÑN B 


0) 0,51 


AJ-1+ 42 9 dor 
D)1+ 42 EJ1+ 43 
57. En la figura, ABCD es un cuadrado 
cuyo lado mide 80m. Sitan 8%, 
determine el valor de OE (en cm). 


A)1 B)2 0)3 
0)4 E)5 


58; Del gráfico adjunto, halle x en 
términos de a y b. 


b 


b 
Ej 
. a 


59. Pedro mide 1,75 m de estatura, él 
observa un árbol con un ángulo de 
elevación de 60* la parte superior y 
con un ángulo de depresión de 30* 
su base ¿cuál es la altura (en m) del 
árbol? 

A) 5.6 B)6 C)7 
D)7,2 E)75 


€. Halle tane. 

$ 3 2/3 
A 
D) 43 ete 


61, En la figura mostrada, halle coto. 
Y 


Xx 
PE5,-12) 

A)-28  B)-24  C)-1,2 

D) 1,2 E)2,4 


62. En la figura mostrada, halle tana 
Y 


cumple que: 


mija mija rm] 1 
ES 
la la ” 
—= 
C 
la “ola 


1 
o 
— 


o) (6 


a 
AT 
d 
IAE 
o 


64. De la figura mostrada, determine 
tano, si AM=BM. 


Y 


1 1 
Az 83 01 
D)2 EJ4 


65. Halle cotó a partir de la figura 
mostrada, si M es punto medio de 


A)S B)4 C)3 
D)2 E)1 


66. En la figura adjunta AQ, pasa por el 
origen, Si _A(-1, 2), se le pide, que 
determine: 


E= sd —coté 
= 


A)2 B)3 0)4 
DJS EJ6 


67.En la figura mostrada, las 
per hala pi 
Calcule el valor numérico 
F= /73sena.- Gtana 


A)-24 

D) 8 

68, Con los datos de la figura mostrada 
determine: 


B)-16  C)-8 
E) 16 


Xx 
Pi 
a 
A)-4 B)-2 C)-1 
D)- 1/12 B 112 
69. Determine el signo de S en cada uno 
de los cuatro cuadrantes: 


S= es (cscx)- —secx +1 
A+; 


B+ 
70. ¿En que ds se cumple que 
cota > csca? 
A) solo en | 
C) solo 111 6 1Y 
E) solo 11 6 IV 
71. Determine el signo (en los cuatro 
cuadrantes) de la expresión: 
E = tanó + cosó - secó 
AM (A 
B) (2. (+), (2), (+) 
0) (-), (-), (+), (+) 
D) (+), (>). (+), +) 
8044 


B) solo en 11 
D) solo IV 


125 Ea sentó —cos769-sena70? n- 7 07 
y COX < O, calcule el valor de D) 54 E)72 
2 Y = 050xX + COX 
n-É B)-45 a£ 78.En la e se cumple 
D) 45 E) 245 que seña=--7, determine 
M = tana: + tanó + tan(a —0) 
73. En la figura adjunta, si la Y 
circunferencia tiene su centro en (3; 
5) y T es el punto de tangencia, se le 
pide, que determine: 
M= sece + tane, a 


A E 
6 3 2 3 5 7 
D)3 E)6 AZ z Ae 
7 a 97 
76, En la figura mostrada al calcular 
tanó, se obtiene: D) El E) 15 
4 4 


Calcule: W= cos(a + f + 0) 
A)-2 B)-1 c)0 
E)2 


la figura mostrada. 


77.En la figura mostrada, las 
s de los puntos A y B 

son (6; 8) y (- 8 - 4) 

respectivamente. 


Calcule el valor de 
F=9tana + 2045 senó tano. 
Y 
dk AJ-24. B)-23 :0)-2 
D)-21 E) -20 


Xx 81. Dados los puntos A = (2; — 3); 
B = (2; 1), O = (4, - 9) y M punto 
medio de BC. La distancia de Mal 


segmento AC es. 
a AJ2 B)242C)4 
A > 


82. Halle la ecuación de la bisectriz del 
ángulo agudo formado por las rectas 
x-2y-4=0 y 4x-y-4=0 


A) (V17-4/5)x-(2/17-45) y - 
a(J17-45)=0 


B) (VIT +445)x (2417 + 45) y- 
a(JAT+ y5)=0 


O) (YT -445)x+ (2417-45) y- 
4(V17-45)=0 


D) (V17+445)x-(2417+48) y 


+4(Y1T+ Y5)=0 
E) (VIT+ 445)x-(2/17 + 45) y 
+4 (VIT -45)=0 


83. La figura muestra la intersección de 
las rectas L, : y +2x-2=0 y 


L¿:y-3x-7=0 
Determine el valor de tano 
Y 
eS 
La e L; 
1 1 
-4 DES ON 
A) ) 7 3 
D)4 EJ6 


84. De la figura mostrada, calcule 
W= /5seng + tano 


D) - E)4 
85. Los puntos que una recta determina 


sobre los ejes X y Y son, 
respectivamente, (2; 0) y (0;- 3). 


Hallar su ecuación. 
A)2x-3y=6 B) 2x+ 3y=6 
0) 3x-2y=6 D) 3x+ 2y =6 
E)x+2y=6 


86. Halle la ecuación de la recta cuya 
pendiente es — 3 y pasa por la 
intersección de las rectas x=- 1 y 
y=4 
AJ3ax+y+1=0 
B)3y+x+1=0 
C)3x+y-1=0 
D)x+ 3y-1=0 
E)x+y-1=0 


87. Sea rx + sy + t = 0 la ecuación de la 
recta que pasa por el punto A(-6, 7) 
y el primer cuadrante y forma con los 
ejes coordenados un triángulo de 
área igual a 10,5 u*. Halle la suma-1 


+s+t 
A)-25 B)-24. - C)-23 
D) - 22 E)-21 


88. Halle el simétrico del punto Q(4, 8) 
con respecto a la recta L: x- y + 2 = 
0. 


AJ(3/3) — B)(8,6) C)(4,4) 
D) (9,9) E) (-6, 6) 


89. Si € es el ángulo que forman las 
rectas Li y L2 del gráfico mostrado 
entonces tanó es igual a 


52 

A = DS 
557 567 

da 


90. Sobre las rectas x+ y -4=0 y x-y= 
0 se encuentran las diagonales de 
un rombo. Si uno de sus vértices es 
el origen de coordenadas y la 
medida de una de sus diagonales es 
igual a la medida del lado del rombo 
entonces el área del rombo es: 


A) 38 B) 28 0)5/3 


oe ms 


91. Halle en el eje X, un punto P de 
manera que la suma de sus 
distancias a los puntos A(1, 2) y 


B(3, 4) sea mínima. 
A) Es o) 8)(1. 4,0) 
o) E o) D ES o) E)(2:0) 


92. El punto A(3; 9) es uno de los 
vértices del triángulo ABC y las 
ecuaciones de dos de sus medianas 
son 
L,:y-6=0 
L2:3x-4y+9=0 
Si los otros vértices son B(Xi, Y1) y 
Cl, ya), halle xy + xo. 


A) 4 B) 6 Cc) 10 
D) 12 E) 14 


93. Los puntos A = (> 2; - 2), B = (0, 4), 
€ = (C;, Cz) son los vértices de un 
triángulo equilátero. Si C esta en el 


segundo cuadrante entonces 
43 (C, + Ca) vale: 

A)-9 B)-8 C)-6 
D)-5 E)-4 


94. Si la recta Ly: ax + 2y-6+b=0 
pasa por el punto P(2, — 3) y es 
paralela a la recta Lz: (b - 2) x- 3y + 
a=0, halle la suma a + b. 


A)-12 B)- 10 
D)-6 E)-4 
95. Hallar las coordenadas del punto P 
de la recta L;: 3x — y + 3 = 0 que 
equidista de los puntos A(2, 4) y 
B(6, - 2). Dar como respuesta la 


Cc)-8 


suma de tales coordenadas. 
A)-6 B)-5  C)-4 
D) - 3 E)-2 


96. Halle la ecuación de la recta que 
pasa por el punto A(-2, — 4) y tiene 
pendiente mayor que 1 tal que la 
suma de sus intersecciones con los 


ejes coordenados es 3. 
A)x-2y=6 B) 4x-y=-4 
0) 2x- 3y =8 D)x+y=-6 
E) y -x=-2 


97. Determine un valor negativo para k, 
para que la recta 


Z ES 


L: 3x - ky - 8 = 0 forme un ángulo 
de 45* con la recta Ly: 2x + 5y - 17 = 
0. 


11 9 8 
AFB 0-7 
5 4 
DI== a 
UE 
98. Dada la igualdad 
seno 2222 


Halle el intervalo de valores para “n" 
de tal manera que el seng exista. 

A) 11,3) B) [2,4] C)[-4;2 
D)F-2,2 . E)[0:4 


99. En la figura mostrada se tiene 
la circunferencia  trigonométrica. 
Determine la medida de 6 para que 
el área sombreada sea máxima si 


2x 3x 5n 
A= = CS 
) 3 B) 7] ) 3 

Tx 11 
E 


100, ¿Qué valores puede tomar "p” 
para que se cumpla que : seno= 3? 


A) lpl <1 B) lp! <1 
o) pl 21 D)Ipl>1 
EJ lpl<1t 4 p=0 

101. En la figura mostrada hallar el 
área de la región sombreada (nota: 
ABP=0). y 


1 
A= a = = 
z O AI BY 0% 
9 
D) E E) Ed D)= E)2 
ES 106. La figura muestra una 
Ia clrcunferencia  trigonométrica. Si 
a mB'PQ = 30”, halle la ordenada del 
donde  S=S¡-S;, punto Q. 
Y 
P 
A x 
e A 
A) -1 8)-3 o 
A)-2 B)-1 0) 0,5 
D,1 EJ2 yá gy L3 
4 
104, En la circunferencia 107. Si- 1 <tan 0 < 1, determine los 
trigonométrica, halle OR. valores de cos6: 
Nota: 1+ c0s2a: = 2c0S%. r AA 
a 1-2 Rs 
a GA 95" 
DAR 
A Xx 
5 
0 0 li) 
A) 2c0s> 2sen= C)2tan= 
) 2c0s: 3 B) 2sen ] ) nS 
D) 200tz Ej2tano 


105. En la circunferencia trigonométrica 
mostrada en la figura, halle MR, 


si p=2460* y 0= rad. 


* Conocer las relaciones básicas entre las razones 
trigonométricas de una cierta variable , así comos sus 
aplicaciones. 

* Reconocer y emplear de manera eficaz propiedades 
auxiliares que simplifican las expresiones, mucho más 
rápido que si colocáramos la expresión en términos de 
senos y cosenos. 


INTRODUCCIÓN : 


En matemáticas, las identidades trigonométricas 
son igualdades que involucran funciones 
trigonométricas, verificables para cualquier valor 
permisible de la variable o variables que se consideren 
(es decir, para cualquier valor que pudieran tomar los 
ángulos sobre los que se aplican las funciones). 


Estas identidades son útiles siempre que se precise 
simplificar expresiones que incluyen funciones 
trigonométricas. Otra aplicación importante es el 
cálculo de integrales de funciones no-trigonométricas: 
se suele usar una regla de sustitución con una función 
trigonométrica, y se simplifica entonces la integral 
resultante usando identidades trigonométricas. 


IDENTIDAD 
TRIGONOMÉTRICA 


A toda identidad de expresiones trigonométricas que 
se verifica para todo valor admitido por la variable se 
denomina Identidad Trigonométrica. 
EJEMPLO: 1 

escx=——— 

senx 
* Esuna identidad trigonométricas , porque se verifica 
la igualdad para todo valor de “x” diferente a 1801: 
(07,180", 360".....) 
* Probamos para: 
x=30" 45* y 270” 


iio y Id 2=2 


2 
test V2=— 


n 45 
Jz 


> 1=L>-121 


=>/2=J2 


1 


s HA 
AOS TP 


* Así podemos seguir dándole valores a “x” y siempre 


se va a verificar la igualdad pero no para: 0”, 180”, 
BO croccnomaiones 


* Estudiaremos las Fundamentales: 


A) IDENTIDADES PITAGÓRICAS : 
Aplicando el teorema de Pitágoras en el triángulo 
anterior se obtiene : 
sen?x + costx = 1. masessas (2) 
* Dividiendo por cos*x en (*): 
sentx_ costx E 


>sectx-tgtx=1 


cos x costx sentx 
* Dividiendo por sen*x en (*) : 
senix_ cos*x 
2 RETA] 
senix sentx sentx 


* Resumiendo: 


> esctx—-etg?x=1 


sen?x =1-cos”: 


K 


(SIDESTIDADES TRIGONOMETRICAS 14 | 8372 | 


B) IDENTIDADES RECÍPROCAS : 
* Del triángulo OSM se puede deducir: 


Vxisnm ne Z 


C) IDENTIDADES POR COCIENTE : 


> (2n+1)x 


R 
A 2 


Los problemas que se presenten , son de tipo de 
demostración ; simplificación , condicionales y 
eliminación de variables ; pero lo mas importantes es 
el manejo adecuado de las igualdades ya conocidas , 
para obtener la solución del problema. 


OBSERVACIÓN: 
Verso de “a” ver x = 1- cosx 
Converso de “x” Cov x = l- senx 
Ex secx = secx-1 


_Exsecante de “e” : 


EDITORIAL RUBIÑOS 
SIIPLIFICACION DE EXPRESIONES 
TRIGONOMÉTHICAS 


Las ocho identidades fundamentales y sus formas 
equivalentes se pueden aplicar también para 
simplificar expresiones trigonométricas. 
Simplificar quiere decir reducir el número de términos 
de la expresión trigonométrica , este proceso llamado 
simplificación se muestra en el siguiente ejemplo 
ilustrativo, 
EJEMPLO: 
Simplificar la expresión: 

E = Cosx Tanx - Senx 
A)1 B)cosx  C)tgx D) secx 
RESOLUCIÓN: 
* Colocando la expresión en términos de senos y 
cosenos: 


EJ0 


E=cosx, fanx — senx 
> Excosx 0 - sena 
cosx 
> Exsenx - senx >E=0 
RPTA: “E” 


CÁLCULO DE EXPRESIONES 
TRIGONOMÉTRICAS DADO 


UNA CONDICIÓN 


A continuación citaremos un ejemplo que ilustran el 
cálculo de expresiones trigonométricas a partir de una 
condición , esta condición es una relación entre otras 
expresiones trigonométricas , para tal efecto 
aplicaremos las identidades fundamentales y sus 
formas equivalentes. 


EJEMPLO: 

Si: sens cosz= 
Calcular el valor de: E = senxcosx 
A)1 B)2 C) 5 


RESOLUCIÓN: 


* Para obtener “senxcosx” elevamos al cuadrado a 
ambos miembros de la condición así: 


D) 1/2 E) 3 


2 
1 2 y 
senx+c08x= ed > (senx +c08x) (75) 


> sen? x+cos"x+2senx cosi=> 
n 


> 2oena Cosxr=2—1=> senx cose=->3 


A partir de las identidades trigonométricas 
fundamentales se pueden demostrar que: 


1 
2) [sec*x + 0sc*x=wec*xcsc*x] 
3) (senx £c0sx)*=1+ 2sena: cosx] 


4) 
5) 


1 


si: escx+col x=m> ARS 


PROPIEDAD: 
Si: asenx+bcosx=c Además, a*+b*=0? 


pesa E=p 


La utilización de estas fórmulas , reducen el tiempo 


6) [senx+cosx+1)(oenx+cosx — 1)=2senxcoax] de resolución de los problemas ; por ello se recomienda 


(I+senx + cozx)*=2(1+ senx)(1+ cosx) 


familiarizarse con su empleo. 


EA | WA 
a 


=] HE 
hip 
ca 

5 HER 
hip 

imo=2 8 
pa A 

A 
co 

seg 2 | 
ca 05 O 
co 


tanG(cotO)=1 


cos0(secó)=1 


L=csc Oct 


Ex 
A 


Simplificar: R=ctgx . sen?x-tanx . cos*x 


EDITORIAL RUBLVOS 
_senx (1- 2een*x) 
cosx(2c08*x -1) 
*En el numerador cambiamos “sen*x” por 
“_ costx” 
pa senz[1-2(1-cos*x)]_ senx[1-2+2c08*2] 


E 


AS 
A) senx B)0 C)senx.cosx D)1 E)costx cosx(2c0s*x - 1) cosx(2c09*x - 1) 
RESOLUCIÓN: 2 
»U 1 a a 
'samos solamente senos y cosenos , así: cosx(2cosx—1) cosx 
R=cotx.sen*x—tanx.cos*x RPTA : “A” 
>R=%E sent tE costx a E 
senx cosx Simplificar: E ESE 
> R=senx .cosx — senx .cosx=0 escx+senx Ji +cos tx 
RPTA:"B” A)1 B)tanx  C)cotx  D)senx E) cosx 
PROBLEMA 2: RESOLUCIÓN: 
Simplificar: RATES CORE * Pasando a senos y cosenos , así: 
esex - senx ( 1 L+sn?z) 
A) tgx B) tgix C)tgix D)1 E) cosx _(secx+cosx). (1+sen*x) _ rta isis caia 
RESOLUCIÓN: (escxtsenz).(X+cos*x) [_1 ,gemy).(14008%x) 
* Transformamos a senos y cosenos: 2 po 
z ; a (1+cos*x). (1+sen*x) 1 
cos 0x  senx AM E TAL 
E=1-208% __C0BxÑ cor (L+senTz).(1+costa)  _1_ cosx 
LT _senx 1-sentx cos*x senx senx RPTA : “B” 
Pes senx sens PROBLEMA 6: 
A cd ASS 3 s e E= 208% + senx.tanx 
E aa ( ) (tgx)"=tg"x Simplificar: > 
RPTA: “Cc” 4) senx Bjescx C)1 D) tgx E) cosx 
O e RESOLUCIÓN: 
Reducir:  K=(tanx+cotx).cos*x * Cambiamos Pa o sen y por=—— 
A)tanx Bj) cotx C)1 D)cosx E) secx 
RESOLUCIÓN: AA coay  costa+aentx 
* Pasando a senos y cosenos: AE senx 
senx  cosx cosx co08x 
K (nn e) costa E , 
3 _costr+senta_ 1 _ 
re a) tz >E: E escx 
*Pero:  senix+cos*x=1 ES 
PROBLEMA 7: 
A Reducir: K=(senx + cosx + 1)(senx + cosx-1) 
RPTA:“B” A)2senx B)2cosx C)2senx.cosx D)2  E)1 
PROBLEMA 4: A RESOLUCIÓN: 
Simplificar: E= 7 o * Multiplicamos todo contra todo: 
2008" x — cosx za 2 
A) tex Bjetgx — C) D) EJ1 K=sen*x + senx . C08x — 8enx + 008% . senx 
RESOLUCIÓN: + cos*x — cosx + senx + cosx - 1 


* Factorizamos en el numerador “senx” y en el 


denominador “cosx”. 


> K=sen*x+c08” x+2senx.cosx 
E y 


1 
> =2senx.cosx 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 8: 
Simplificar: E=%%_ _ cotx 
1-cosx 
A)jsenx  Bjeosx  C)secx D)1  E)Jescx 
RESOLUCIÓN: 


* Cambiamos cofx por —— y efectuamos : 


(1- cosx)senx 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 9: 
sec*x—tan?x 

secx + tanx 

A) cosx B) senx C) secx D) tanx E)secx+tanx 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo uso de productos notables y adaptando a 
la expresión: 
a? -b?=(a+b)(a—b) 
_(senx+tanx)(secx — tanx) 
Ñ (secx+tanx) 
> K=secx -tanx+tanx 
> K=secx 


Reducir: K= +Htanx 


K +tanx 


RPTA: “C” 

PROBLEMA 10: 
tand0+cotó 
secó.cscó 
C) sen 


Simplificar: E= 

A)1 B)2 

RESOLUCIÓN: 

* Transformamos a senos y cosenos toda la expresión: 
senó  cos0  sen*O+cos*0 


D) cos 9 E) 1/2 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 11: 
Si: tanx=2senx; x e IVC 
Calcular:  K=senx.tanx 
1 1 3 3 
a) B) 1 0-3 D)=5 Dz 
RESOLUCIÓN : 


* Pasando a senos y cosenos : 


LA ENCICLOPEDIA 301% 
tanx=2senx >." =2senx 
cosx 
> 2osx=1 >com=5x € IV 
__N8 
AE bi - 3 2 NE 
* Luego : 
J3 3 E 
K=senx .tans=-2(-/3)=3 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 12: 
Analice la veracidad de las siguientes proposiciones : 
D (1+sen0)(1— sen9)= — cos?9 


send 1+c080 


1D 000 0 


II) sen%0 — cos*0 = 2sen*9 — 1 
A) VVV  B)VVF  C)FVF D)FVV  E)FFF 
RESOLUCIÓN : 


* Analizando : 

D) (14+8en0) (1- sen0) 

*Por diferencia de cuadrados : 

A IN] 


1 - sen?9 = cos*9 


send  _1+co80 
1-—cosó send 


> sen*0=(1+c080(1— cos0) 


a) =c08*0 


>sen?0 = 1- costo ». VERDADERO 


sen*O+cos?. 
OBSERVACIÓN:| > , 
sen*O=sen*G 


1 sen*0— cos*0=(sen*9+cos?0)(sen*0—cos*0) 
1 


E PR a 
OI) VERDADERO 


= 2sen*9-1 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 13: 
Redusca la expresión DEDO cua 
senftand 

77 1 1 
A)1 BJ5 05 D)2 EJ= 
RESOLUCIÓN : 


*Coloquemos en términos de senos y cosenos: 


1 1 -cos*9 


— 1-coso_ sento 
sen?g sento 
send — cos0 =1 


OS RPTA: “A” 


PROBLEMA 14 : 
sentx+cos*x 
Senx +c08sx 


C) tgx 


Simplificar: E= 


AJO B)1 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicamos “suma de cubos” en el numerador , asi 


ad+b'=(a+b)(a*- ab+b") 


+Senx.cosx 


D) cosx EJ2 


_(senx+cosx)(sen*x — senx.cosx+cos*x) 


E 
(senx+cosx) 


+8enx .0O8x 


AA 
> E=(sen*x+c08*x)—senx .cosx+senx.cosx => E=1 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 15: 
Sabiendo que: tanx+cotx=5 
Calcular: K=senx .cosx 
6 1 2 1 
A)1 B)J= C)J= ES ps 
) ) 5 ) 5 D) 5 E) 
RESOLUCIÓN: 
* De la condición: 
tanx+cotx=5 
DER ¿QOER. 
cosx  senx 
2 2 
nm x+C08 “> lls>okK=2 
co8x.senx K 5 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 16: 
Simplificar: > E=(1+c08x)"+(1—cosx)*+ 2senx*x 
AJ1 B) 2 C)J4 D)6 E)J8 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicamos a siguientes identidades algebraicas. 
(a+b)*= a*+20b+b7 v(a—b)=a* - 2ab+b* 
E=1+2c08x+c08*x+1- 2cosx+c08*x+28en*x 

> E=2+2c08"x+2sen*x 

> E=2+2(c09*x+sen*x)=24+2=4 

“e 1 RPTA: “C” 
PROBLEMA 17: 
Si: tanx+cotx=2seex;x e IC 


Calcular “a”. 

A) 30" B)100* 
RESOLUCIÓN: 
* Pasando senos y cosenos: 1 


€) 120" D)150" EJ49 


Senx , CO8x _ 1 


* Como: 
a+30”=180">a=150* 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 18: 
Simplificar: E=tanx(1- cot*x)+ cotx(1- tan*x) 
A)1 B) cosx C)2 DJO E)-1 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuamos las multiplicaciones: 
E=tanx—tanx.cot*x+cotx—cotx.tan*x 


> E=tanx -—tanx.cotx.cotx+cotx-—cotx.tanx.tanx 
T 


1 
> E=tanx - cotx+coftx-tanx=0 
y RPTA: “D” 


PROBLEMA 19: 
Siendo: tanx— cotx=2 ; Calcular : C=tan?x + col'x 
A)2 B) 4 Cc)6 D)J3  EJ6,5 
RESOLUCIÓN: 
* A partir del dato: ftanx- cofx = 2 
* Elevamos al cuadrado : (fanx — cotx)? = 2? 

tan*x—2tanx.cotx+cot*x=4 

RÁ 
tanix+eot?x-2=4>C-2=4>C=6 
E RPTA: “C” 

PROBLEMA 20: 


Simplificar : g= send +0090, 


(L+senoP +(1+c080)* —3 


AJ1 B) 1/2 C) 0,3 D) seng EJo 


RESOLUCIÓN: 
* Efectuamos solo el denominador: 


E= senO+cos0 
(2sen9+2c080)+(senT0+cos”0)+2—8 
1 


senG+cosd _1 
2(sen9+cos0) 2 


RPTA: “B” 


En sen0+c0s0 


ena + cos J+3=5 E 


PROBLEMA 21: 
Eliminar “x”, si: 

senx = m; cosx = n 
Ajm=n*  B)mi-n-=1  C)jmó+n*=2 
D)jm*.n*=1 Ejm+n*=1 
RESOLUCIÓN : 


* Los problemas de eliminación de “x”, consiste en 
hallar una ecuación en función de los parámetros que 
aparecen donde “x” esta ausente , haciendo uso de las 
identidades conocidas . 

* Tenemos: senx = m; cosx =n 

* Sabemos: sen*x+ cos*x=1 => m*+n*=1 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 22 : 
Simplificar: a -tan40” 
diia pS secd0”+tan40” de 
A) cos40”  B)sec40” C) tg40” DJ1  EJ2 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicamos por (sec40”- tan40” ) al numerador 
y denominador, así: 


(sec40” — tan40")(sec40” —tan40”) 
(sec40”+tan40")( sec40” —- tan40") 


j S 2 
E=, [aer po AR 
sec" 40”-tan* 40” 
* Recordar que: 
sec*40P—tan*40"=1 


E= sec4(? —tan40” 
1 


E= +tan40” 


+tan40"=sec40" 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 23: 
Dado : seca.esca=5 
Hallar: E=sen*a.tga+cos*a.ctga+ 2sena.cosa 


A4)2 B)5 C)3 D) 4 E) 10 
RESOLUCIÓN: 


* Expresando “E” en términos de senos y cosenos : 


cosasena 
1- 2sen*acosa + 2sen*acos*a 
cosasena 


>E= 


A =secacsca=5 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 24: 
Si: seca+1=atg*a 

seca—1= betga 
Determinar: P=(ab)*sec*acse*a 


AJac+1 B) (ab + 1)* C) a*b* + 1 
D) (a*b*- 1) E) (ab + 1)? 
RESOLUCIÓN: 


seca +1=a tana .. 


169) 
a seca—1 = Deota sucenccereo (1D) 
De: (1) x (ID): seca-1= abtan'a cot 


> tanta=abtan* acota 
=> cota=2> tana=ab 
ab 


* Datos: 


*EnP: 
P=(ab) (tana+cota)? 
2 
> P=(ab)* («o+ 2) > P=(a%0*+1)? 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 25: 
Si: M= (secx — cosx)(escx — senx) 


(senx —cosx)”+(senx+008x)? 
Determinar: K = tgx + ctgx , en términos de M 


4 2 3 3M 
A BEA 
RESOLUCIÓN: 
* A senos y cosenos: 
ESAS 
M= cosx senx 
(senx — cosx)*+(cosx+senx)? 
sentx cos*x 
=> M=_cosx ' senx _, y =*8PX.c08x% 
2(sen*x+cos*x) 2 
1 
4 =2M , =.—— 
> senx.cosx Dae0x.cs0x= 2 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 26: 
da -—1 
Reducir: Y= Penal 
senta—cos*a+1 
A)-ctgla B)tgia C)-1/2 D)-2senta E)2cos*a 
RESOLUCIÓN: 
_sen* a—costa—1 
senta —cos*a+1 
(sen?a+cos*a)(senta - cos*a)-1 
O y 
(senta+cos*a)(senta—cos*a)+1 
2 - po nl 
Er a-cosa 2 Zea etgtx 


sen*a—cos*a+1 2sen*a 


RPTA: 


PROBLEMA 27: 
Simplifique:  g= Tan? (x) - Sen*(x) 
Cot* (x)- Cos*(x) 
AjTan(x) B)JTan'(x) C)Tan(x) DjTan*(x) E) 
RESOLUCIÓN : 
Utilizamos las identidades: 
[Tan*o — Sen*9=tan *0x Sen*o] 


Cot*9-Cos*9 =Cot*0x Cos*o 


Tan*x 
>E=Tan'xTan'x > E=Tan'x 


RPTA : “C” 


A)JSenx B)Secx 
RESOLUCIÓN : 


Pap tan; eE 


En el radical : 


[+ Senx]_ [1+ Senx] _ lu +Senx]' 
YE Senx]' [1+Senx] e a Cos*x 


C)Cosx 


>) 


Luego: 
F =[Secx + Tanx]- Tanx > F = Secx 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 29 : 
Simplifique: 
_ Cot “x+3Csc*rxCot*x +1 
Tan x+38ec"xxTanix+1 
AJCot'x  B)SenxxCotix  C)SecrxCot*x 
D)Sectx  E)Tan*tx 
RESOLUCIÓN : 
Conocemos que: Csc?x - Cot*x =1 
Elevamos al cubo 
[Csc*tx-Cot?xT' =1 
Csc*x-3Csc*xxCot*x(Coc*x-—Cot*x)-Cot*x=1 
1 


> Csc*x-Cot*x =14+3Cs0*x x Cot*x 
Finalmente ,obtenemos la identidad. 


poes —eot x= 14 3080*xxcot*x 


También. 
secó x—tan* x=143 500? xxtan? x 


Luego en F: 


_ cof”. x+3c90"x.cot ix +1 _ ese”. x 
an Cx+3sectx.tantx+1  secix 


: 


pz col pacorta 
nx 


cos” x 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 30 : 
Simplifique: 


E=VSectxxCsc?x—4 -Cots,x e(0;7) 


A)-Cotx B)-Tanx C)Cotx D)Tanx E)Secx 
RESOLUCIÓN : 
Tenemos: 

E=Wsec* xxcsc* x-4-cotx ; xe(0;2) 


E=(tanx+cotx) -4-cotx 
Hacemos uso de la identidad: 
(tanx+cotx)? — (tan x—cot x)?=4 
>E=l(tanx-cotx)J? — cotx 
E=|tanx-cot x|- col x 


Ahora,como:0 < x < 5 


Observe que cof x > tanx 


> ltanx— —cot x|=cotx-tanx 


t-) 
EnE. E=(cotx-tanx)-cotx > E 
o RPTA: “B” 
PROBLEMA 31: 
Al simplificar : 
E= [(Tanx+Cotx)?+Csc*x]Sen*x—1 
% 


se obtiene: 
A)-1 BjJo 
RESOLUCIÓN : 
g=ltanx+cotxP +csc? x ]sen?x—1 
x 


C)1 D)Sec*x E)Cos*x 


Conocemos que: 
tanx + colx=secxxcscx 


[sec? x.csc? x +csc? x]sentx-1 - 
sec? x 
[lsec? x + 1]csc? x]sen?x—1 
sec? x 
E [sec* x+1]-1_ sec? x 


sec? x sec? x 


>E= 


DE= 


>E=1 
RPTA : “C” 


>E 


PROBLEMA 32 : 
E= [Senx+Cosx+1][Senx+Cosx — 1]Sec?x 
Tanx+Cotx 
AJ2Sen*x B)2Cos*x C)2Tan*x D)2Cot*%x E)2Csc*x 
RESOLUCIÓN : 
Diferencia de cuadrados 
E= [senx + cos x + 1][senx + cos x — 1]sec? x 
tanx+cotx 


_ [lsenx + cos x]* - 1]sec? x 
$ rd A A 


sec xxcscx 
E= [[2 + 2senx.cosx]- 1] sec x 
escx 
A Á 
E= Pomona 11005 TS 
senx 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 33: 
En la siguiente identidad , calcule A+B. 
Tanx+Secx — 1 
A o ad 
AJO B)J1 C)2 D)3 EJ4 
RESOLUCIÓN : 
Conocemos que. 


Si: secx+tanx=p A 

Pp 
p-1 
31 


En el problema >> =Atanx+Bsecx 


pl =Atanx+Bsecx 


Luego: p=tanx+secx= Atanx+Bsec x 
>A=B=1> A+B=2 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 34 : 
En la siguiente identidad trigonométrica. 
3-Sec*x -Tanx 
Senx[2+Tanx] 
A)-2 B)-1 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 
3-sec* x—tanx 
senx(2+tanx) 
3-(1+tan? x)-tanx _ 
senx(2+tanx) 


=kCscx [1- Tanx] el valor de k es: 


Cjo D)1 EJ2 


=kxcscx(1-tanx) 


z]. Rkescx(1-tanx) 
Factorizan: 
[2+ tan x1[1—tan x] 


diana =k(1-tanx)>Rk=1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 35: 


En un triángulo ABC, C=90", de lados a, b,e y 
perímetro P, simplifique: 


(sj 


W= 2 2 
y a] 
[(1+cosA)(1+cosB)(1+cosC)]2 
Alp  B)2p  C)p? Ea E)2pJ2 
RESOLUCIÓN : B 
S a 
Á b e 
Se nos da: 
A A 
asec —x asc — 


W= A A AS 
(VtA+cosA)(1+cosB)(1+co8C )) 


Como: € = 9 >c08C=0 


AA A 

AI l 

2008 = xsen Sx((1+cosAJ(1+c08B)) 
A AA 
senA(JT+cosA)(1+senA)) ' 
Nota :2(1+sen0)(1+c080)=(1+sen0+cos0)* 
2a 
(1+senA+cosA? la 
2 


W= 


ca 
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> wW=4 rsena+cos4) 


luego: les + 2) 42 (a+b+c) 


Como: a+b+e=2p >W=2/2P 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 36 : 
Si se cumple que físenx+cosx)=sen*x+cos*x 
a) Demuestre que f(2senx)=2sen*x 


b) ¿cuál es el valor de r(2) 


RESOLUCIÓN : 

Dato 

físenx + cosx) = sentx + 008% como 
a) Si senx = cosx 

Reemplazamos en (1) f(2senx) = 2sen*x 

b) físenx+cosx)=1- 2sen*xc08 Xarorrrmmsssreessrs 
Sisenx + cosx = 1/2(senx+cosx)* = (1/2)? 


sen?x+ cos*x+2senxcosx== 


Despejamos senxcosx =— 3/8 Reemplazamos en 
E Al 
1 3 23 
2 |=1-29] = 
se l 5 32 
PROBLEMA 37: 


Si se verifica que tan*x=senx, demuestre que la 
expresión cotíx - tan*x es igual a la unidad. 


SOLUCIÓN : 
senx 

Dato tan?x= senx > ÁÚÁÚ= tan*x = senx 
cosx 


> tan? x= cos x 
Luego ¿ 
> cot?x=secx => cot* x=sec*x =cotíx-—tan?x 
sec” x—tan?x > cotlx-tan*x=1 
PROBLEMA 38 : 


Demuestre la siguiente identidad 
sen(x+0) sen(x—0) + cos(x + 20)cos(x — 20) = cos30cos0 
RESOLUCIÓN: 


Enel primer miembro se tiene 
M=sen*x-sen?0 + cos*x-—sen* 20 
M=1- sen? 20 - sen*9 

M= cos? 20- sen?0 


M=cos(20+0)cos(20—0) 
M=cos30c080 
PROBLEMA 39: 

Si 2+B=4 demuestre que 
sen + sen* (p- B)cot? a 
esc"(a + B)+sec*(p= 8) 
SOLUCIÓN : 

Por dato a«+P=4 Sea 


+sen*(a+ B)sen?a =sen*p 


ME sen?g+ sen*(4- B)cot? a 
esc (a+ B)+sec*($- B) 
sen*4+ senta cot? a 
esc? p+sec? a 


+sen* (a+ fP)senta 


>M= +sen*ósenta 


2 cos? a 
sen?H+ sen?a. 
> M=————JEMÉZ + sentósen* a 


«He 
sen?á costa 


2 
sen*H+cos* a 
AE +sen?*ósenta 
cos” a+sen"$ 


sen' 24cos? a 


>M= 


= M=sen* ¿cos? a +sen*ósen?a 
> M=sen*4 (cos? a+ sen*a) > M=sentp 
pb BE 


(1) Simplificar: 


L = secx- tanx . senx 


A) senx B)1 C)cosxr D)senix  E)costx 
(62) Simplifique: 
U = escx- cotx . cosx 
A)1 B)secx C)cosx  D)senx EjJcosx 
(E) Reducir: C= tanx.cosx + 3senx 
A) 2senx B) 4senx C) 6senx 
D) 3senx+1 E) 3senx + cosx 
(E Reducir: L=s8eex.cotx.sen' ER 
secx 

A)senx-1  B)1 C)-1 D) senx +1 E) 0 
(7) Reducir: Ap Senx, cos: 

cscx  secx 


A) senx.cosx B) secx.cscx C)tanx D)cotx E)1 
(9) Reducir: 


U= tanx PE cotx a 
secx  cscx 
A) 1 BJ 0 C)cosx  D)escx  E)secx 
(3) Señale el equivalente de: PA 
Lesenx 


A)cosx  Bjsenx  C)secx  D)cscxE) 1 
(63) Señale el equivalente de: 
I= costx . sentx 
escix—1 secix-1 
Pa: B) senx.cosx C) sen*x.cos*x 
D) secx.escx E) sec*x.csctx 
(03) Reducir: 
E=cosx (1- secx) - ctgx( senx - tgx) 
AJO B) 1 C)2 D)-1 E) -2 
(O) Simplificar: 
E senz | co8% tgx 
escx secx ctgx 
AJ1  B) sectx C) esctx D)tgix E) ctgix 
(O) Simplificar: 
E= ZE +1gx 
A)1  B)senx C)jcosx  D)secx E) escx 
(| Simplificar: _senx+tanx 
1+secx 
A)senx  B)cosx C)secx D]senx.cosx E) 1 
O Simplificar:, _ cos? E sente 


l+senx 1+c08x 
A) cosx+senxB) cosx-— senx  C) senx-—cosx 
D) senx .cosx E) 1 


(1) Simplificar: 
K= (1-sen*x)(1 + tan*x) 


B) cos*x C)tanix  D)senix E) csctx 


A)1 
Si: 

o tanz.coss=> 

“tx” es ángulo agudo , calcular “cotx” 


AJ/Z  B)2J/2 yt yz 


($9) Reducir: K=(secx . escx — cotx) . cotx 

AJO B)tanx C)cotxD)1  EJ-1 

(5) En la igualdad , calcular “I”, si: 
tanix-sentx = tantxL 

A)cosx  B)cos'x C)senx D)sentx E)1 

(5) Hallar “A” , en la igualdad: 


senx 


A) secx B)-secx  C)-senx D)cosx E)-cosx 
(9) Simplificar , si; 0e 1C 


E=2Í(1-cos*0)(1-sen*0) - (sen0+cos0)* 


AJ0 B)1  C)-1 D)4sengcosg E)-Asen gcos y 
€d Simplificar, si: 9 e IC 
E=,/1+ 2sen0cos0 - sen9 


A)senó B)seng  C)O D)cos9  E)-cos0 
€) Simplificar: 

E=(senx + cosx)* +(senx - cosx)* 
AJO B)1 C)2 D)3 E) 4 
€3) Simplificar: 

=(1-sen*x)(1+tan*x)+(1- cos*x)(1+cot*x) 
A) 1 B)2 C)3 D)4 E)J5 
€3) Simplificar: 

=tan?x + cotix + 2-sectx. csctx 
AJ)0 B)-1 C) 2 D)3 E) 4 
€2 Simplificar: 

E=(tanx+ cotx)(senx+c0sx+1)(senx + cosx-1) 
AJO B)-1 C)1 D)-2 E)2 
€3) Calcular “R” 

escxr+k.cot= 0% 

1+co8x 
A) -1 BJ0 C)1 D)2 E) -2 
EADOMIEILTARIA 

(E) Simplificar: 

K = cotx.cosx.senx 
A)cosx B)senix  C)cosix D)i E) tantx 
(3 Simplifique: 

K = tanx.senx + cosx 
A) senx B) csex C)secx D)tanx EJi 

Reducir; 
o En lencta —1)(1- cos? x) 
(tan*x+1) 
A)sentx  B)cosix  C)cosx D)cos'x E) cos*x 
(6 Reducir: _tanz+tan*x 
cotx+cot*x 

A)tanx B)tanix  C)tantx D)tan'x E) tan*x 
(63) Reducir: 

K=(senx + cosx)? - (senx - cosx)* 
A) senx.cosx B) 2senx.cosx C) 4 


D) A senx.cosx E) 4 senx.cosx 


(9 Simplificar: E= (cscx — senx)escx 
(secx — cosx )secx 
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A)tgx Bjetgx  C)1 D) tgtx E) ctgtx 
o: o 

O 
AJtgx  B)etgx C)jtgx  D)etgx EJ1 


(03) Si: senx + cos*x =1. Determine: 
E = senx + costx 
AJ1 B) 1/2 C)-1/2  D) sentx E)cos*x 
(9 Simplificar: 
E 
A)1 B)2tgx 
(O) Simplificar: 
E= 


1 
escx—ctgx  cscx + clgx 
C) 2ctgx  D)2secx E) 2escx 


senx  l+cosx 
1- cosx senx 


C)2 


AJO 
(O) Si: 


D)3 E)4 


senta+cor=> 
10 


Calcular: sen*x+cos x 


7 2 3 
5 5 Dd 2) 5 2 10 


13secx - 12ctgx = 5 
12escx - 5tgx 


£)1 


1 3 
o D)J5 


(MD) Si: tgx-ctg: z 


Calcular: sec*x+esc*x+ z 


AJ4 B)J5 C)J6 D)7 EJ8 


(MO Si: cos2x —sente=+ 


Calcular: cfgx 


5 


5 NEJ 


B)1 


7 
NOAYERACTICANO/A G 


senx  Ccosx 


(ED La expresión : ¿qe y * gop y es equivalente a: 


A) senx B) tgx C) 1 
D) 0 E) -cscx.secx 


C)2 D) 


seca 
(02 La expresión : Tgarclga *S equivalente a: 
C)jtga D)1 EJO 


A) cos a B) sen a 


(3) La expresión equivalente a : 


A) sentw  B)costw  C)cosw D)sentw E) tg 
(>) Para : Senx . Secx . Cigx , su equivalente es: 
A) 1 C)0 D) tgix E) sentx 
cos0— secO 

sen -cscg >*5* 


B) cosx 
(63) El equivalente a : 


A)cos? 9  B)etg?9 C)sent9 D)esc”o EJtg%0 


1 1 
(9) Simplificar : (+=) y ==: 


A) senx B) cosx C)escx  D) secx E) tgx 
Ets senx__I+cosx 
[) Simplificar : 1-cosx  senx 
AJO B) senx C) tgx D)1 E) cosx 
2 1 

(03) Simplificar ; ES J[ee=+ 7) 

AJO B) secx C) cosx D)1  E)fgx 

0) Si: seca.csca=6. 

Calcular: tga+ctg a 

A) 1/3 B) 1/6 C)6 D)3 E) 1 

Si: cosx — sec x=- 3; entonces: 2x+ 

o cota 

es igual a: 

A)7 B) 9 C)11 D) 13 E) 15 

(OD Si: tgx-ctgx=2. 

Hallar: tg%x-—ctg?x 

A)8 B)senix  C)6 D) cos*x E) 14 

as sen x a A e c03x E 

AJZ B)J2 - - = 
y) 3 ) 3 C) 3 D) 3 E) 5 


(3 Elimine las expresiones trigonométricas: 
a? sec? x=b4+a* gx 

A)a*+b=1 B)a*+b*=0 

D)a*+b=0 Eja-b*=1 


C)b=a*+1 


(MD) Si: senx.cos x=m*; senx-cos x=n la relación 
entre “m>” y “n” es; 

AJi-n"=m?  B)m*+1=n*? 
D)jn=m?*=n? E)jm-n*=1 


C)m?*-n?=0 


(3) Luego de eliminar las expresiones algebraicas de: 


1-senx=acosx  I+senx=bco8x 
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Br h=a+b 


1 1 
secx+tgx secx—tgx 


C) 2co8x D) 2ctgx E) 2senx 


A)Ja+b=1 Cjab=1 


(9) Simplificar : k= 
A) 2secx  B) 2tgx 


cos x 
(O) Hallar el equivalente de: 7¿¿n y 
senx 1+cos x 1-senx 
ES E 2) senx o cosx 2) 
(63) Hallar “A” si la igualdad : 


c08x cosx _2 E , 
Trsenz *T-senzx A Una identidad. 


A)senx Bj)cosx C)igx D)ctgx  E)secx 
(3 Simplificar : (sec x+1)(csc x+1)(1—sen x)(1-cos x) 


A) senx secx B) cosx escx C) senx cosx 
D) secx cscx E) tgx senx 

AS 1 
€0 Simplificar: A=cscx—ctg E 


C)seex D)escx  E)ctgx 


B) cosx 


A) senx 


SN DOMICIT 


(O) Simplificar : A=fg x senx+cos x 


A) senx B) cosx C)tgx  D)secx  E)csex 


(A Simplificar : N=tg x (1-ctg*x)+ctg x(1-1g?x) 


A)1 B) 2 C)-1 D)2 EJ0 
(03 Si: senx—cosx=J/2 . 

Hallar: senx . cosx 
1 B)-2 Cc)2 D) 1/2 E) 1 


QIAVES DE LA PRDOATA PRACTICA 


LOS PITAGORICOS 


También se deben a la escuela pitagórica el desarrollo 
de la teoría de las figuras que llenan el espacio.Se 
consideraba cada parte de una figura de este tipo como 
una unidad. 

El siguiente dibujo muestra seis triángulos iguales 
que llenan un espacio plano alrededor de su punto 
central. 


Pero también se pueden reunir cinco triángulos 
equiláteros en forma de figura acampanada que se 
extiende, desde un vértice central formando un 
pentágono regular. En este caso ya la figura no es plana 
y éstos serían los vértices de un icosaedro regular. 


Para ello se requerían 20 triángulos y resultado sería 
la figura del icosaedro de 20 triángulos rodeando sus 
doce vértices de a cinco. 


Los cuerpos geométricos mas simples incluyendo el 
cubo fueron conocidos por los egipcios pero fue 
Pitágoras quien descubrió los restantes, el dodecaedro 
con sus doce caras en forma de pentágonos y el 
icosaedro., 

Los pitagóricos hicieron grandes procesos en la 
geometría de áreas y volúmenes. 


Pappus, en uno de sus libros de la colección Pappus 
hace una citación sobre la sagacidad de las abejas que 
dice así: 

“Las abejas conocen solamente lo que les es útil, o 
sea que el hexágono es mayor que el cuadrado y que 
el triángulo, y que con una misma cantidad de materia 
gastada para la construcción de cada figura, el 
hexágono podrá contener mas miel. Pero en cuanto a 
nosotros, que pretendamos poseer una mayor parte 
que las abejas en la sabiduría, investigaremos algo 
más amplio a saber : que todas las figuras planas 
equiláteras y equiángulas de idéntico perímetro , la 
que tiene un número mayor de los ángulos es siempre 
mayor, y la mayor de todos es el círculo que tiene su 
mismo perímetro. 


OBJETIVOS : 
* Deducir las 
fundamentales. 

* Verificar identidades trigonométricas usando las 
identidades fundamentales. 

* Utilizar las identidades fundamentales en la 
simplificación de expresiones , en problemas con una 
condición y en la eliminación de arcos. 


CLASIFICACIÓN DE LAS IDENTIDADES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Para la mejor comprensión e identificación de las 
identidades trigonométricas. éstas se dividen en cuatro 
grandes grupos: 

* Las identidades con un arco simple. 


identidades trigonométricas 


* Las identidades con arcos compuestos (suma y 
diferencia de arcos) 

* Las identidades con arcos múltiples (doble. mitad y 
triple). 

* Las identidades que transforman (transformaciones 


trigonométricas) sumas algebraicas de senos y/o 
cosenos a productos y el caso viceversa. 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


CON UN ARCO SIMPLE 


Se dice que una igualdad que relaciona razones 
trigonométricas de un arco es una identidad, si ésta 
se verifica para cualquier valor admisible de dicho arco. 
Así por ejemplo: senxescx=1 es una identidad para 
valores de x = Jer con k un número entero. 


IDENTIDADES FUNDAMENTALES 


Son identidades trigonométricas que se obtienen 
relacionando las líneas trigonométricas mediante 
operaciones elementales. 


IDENTIDADES PITAGÓRICAS 
* De (1): [SenT0+Cos*0=1),40 € R 
* De(1: [Secto=1+1g*0), vo = 2LUZ q z 
* De (H11):¡Csc*0=1+Ctg?0 |, VO = kr kE Z 


IDENTIDADES RECIPROCAS 
* De (1) : [Send CscO=1), VO + kr kE Z 
* De (1) : [Cos0.Secó=1), VO = (a+) Gh ez 


* De (11): [Tg0 CigO =1/W0 ==, ke Z 


IDENTIDADES POR DIVISIÓN 


Sen0 Tr 
De (1): |Tg09 = Com l' VO = (2k +1) Gh EZ 
Cosó 
De (1): (Ctg0 = Sena | VO =RkrjkeZ, 


IDENTIDADES AUXILIARES 


Al igual que las identidades fundamentales, son de gran 
importancia en la resolución de problemas con 
identidades trigonométricas. Entre las más 
importantes mencionaremos: 


¡J(Senx+ Cosx)*=1 +2SenxCosx| 


ii)íSenx — Cosx)*=1-— 2SenxCosx 
iti)[Sen*x+Cos*x =1-— 2Sen*xCos* x] 


iv)[Sen*x+Cos"x =1— 38en*xCos*x | 


v)Sec*x + Csc*x = SectxCactx|ix zm AS +RhEez 


2 


vi)T gx + Ctgx = SecxCscx|;x x= En EZ 


vii Ja + Senx + Cos)' = 2(14+ Senx)(1+ Cosx) 
vii) Senx + Cos)” = 2(1— Senx)(1— Cosx)]| 


Demostración de (iv): Basta ver que uno de los 
miembros genera al otro: 


Sen*x+Cos*x=(sen*x)* + (Cos*x)" 
=(Sen?x 4 Cos*x)(Sen*x— Sen*xCos*x + Cos'x) 
1 
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= Sen'x + Cos*x — Sen*xCos*x 

T 
=1-—2Sen*xCos*x — Sen*xCos*x 
=> Sen*x+Cos"x=1-— 3Sen*xCos*x 


DEMOSTRACIÓN DE (v): 


Sea x =E,he z 
1 1 
Sec*x + Csc*x = > 
Costx * Sen?x 
Zz Sen? x + Cos*x e 1 


Cos*xSen?x  Cos*xSen*x 
> Sec?x + Cse?x = SectxCsctx 
DEMOSTRACIÓN DE (vii) : 


(1+Senx+Cosx)*=1+Sen*x+Cos*x+ 
J 


2Senx+2Cosx +2SenxCosx 
= 2 + 2Senx+2Cosx +2SenxCosx 
= 2 (14+Senx)+2Cosx(1+Senx) 


=> (14+Senx+Cosx)?=2( 1+Senx)(1+Co8x) 
TIPOS DE PROBLEMAS 


QUE SE PRESENTAN 


Antes de empezar con el desarrollo de los tipos de 
problemas, se debe comprender que para los dos 
primeros tipos, no es necesario que estemos al tanto 
de los valores admisibles de la variable angular, porque 
se sobreentiende que estamos realizando operaciones 
con dichos valores admisibles, así es que las identidades 
se pueden utilizar sin temor a equivocamos. 


ID) SDIPLIFICACIONES O REDUCCIONES : 


Una expresión dada se reduce a su mínima expresión. 
en forma directa usando las identidades fundamentales 
oen forma indirecta expresándola en términos de senos 
y coseno. 


EJEMPLO 1: 
simplifique la siguiente expresión: 

SenxCosxCotx + Sete 

Csex 
RESOLUCIÓN: 
Utilizando la identidad por divisón y la recíproca y 
E Cosx  Senx 

en la expresión tenemos: SenxCosx —— + 77 


Senx 


Efectuando las operaciones y eliminando algunos 
términos tenemos: Sen?x + Cos*x Finalmente, 
empleando la identidad pitagórica la expresión tiene 
como resultado: 1 
EJEMPLO 2: 


i i O - _ JTan*x +Cof"x + 2 — Cotx 
Si x € IC ,simplifique : Mo Cole 


RESOLUCIÓN: 
Separando la constante en el radical, tenemos: 


¡iTan*x+ 1) +[Cot*x + 1) —Cotx 
A A 


SecxCscx — Tanx 


Empleando las identidades pitagóricas : 
MES /Sec?x + Csc?x — Cotx 
SecxCscx — Tanx 
Empleando la identidad auxiliar : 


[Sen? AR 
M= Sec*xCse*x — Cotx 


SecxCsex — Tanx 
Efectuando la raíz cuadrada: 
_ SecxCsex — Cotx 
SecxCsex — Tanx 
Empleando la Identidad auxiliar y Simplificando: 
Tanx + Cotx —Cotx _ Tanx 
Tanx + Cotx—Tanx  Cotx 
Empleando la identidad recíproca : 


M 


M= A M=Tan?x 
Tanx 
EJEMPLO 3: 
Simplifique: 


A=Senx(Senx — Cscx) — Tan*xSen*x+Sec*x 

RESOLUCIÓN: 

Aplicando la identidad recíproca : 
A=Sen*x—1-—Tan*xSen*x+Sec*x 

Aplicando la identidad pitagórica : 


A =—Cos*x— Tan*x Sen*x+Sec*x 
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Llevando la expresión en términos de senos y cosenos: 


dl Sentx 1 
o 


Operando la expresión: A = 77 


Aplicando la identidad auxiliar : 
—(1-2Sen*xCos*x) +1 
A 
Cos? x 
Finalmente, simplificando la expresión se tiene: 
A=2Sen*x 

EJEMPLO 4: E 

Simplifique: M=TanxSenx — Secx(1— 2Cos? x) 

RESOLUCIÓN: 

Expresando en términos de senos y cosenos: 


_Senx 1 2 
M= x Senx — ——(1— 2Cos x) 
2 2 
Efectuand ¿Men x—1+4+2Co8"x 


Cosx 
Utilizando laidentidad pitagórica : 
—Cos*x +2Cos%x _ Costx 


Y A A E 
Cosx Cosx 


Finalmente: M=Cosx 

EJEMPLO 5 : 

Reducir la expresión: E=14+Tg*x4 Tg%x — Sec*x 
RESOLUCIÓN: 

Usando la forma directa: 


E=Sec* x — (Sec*x — Tg*x) 


= Sec*x —(Sectx+Tg?x)(Sec*x — Tg?*x) 
; 7 
=Sec*x —Sec*x— Tg?x 
EJEMPLO 6: 


OE ER SenxTgx 
Simplificar: CS e + Tex 
RESOLUCIÓN: 

Cosx , Senx _ Cos*x+Cosx + Sen*x 


E CO ET == Senx(Cosx + 1) 


—(Sen*x+Cos*x) +1 


1+Cosx 1 
Senx(1+Cosx)  Senx 
IM) PROBLEMAS COX UNA CONDICIÓN : 


En este tipo de problemas , la expresión que se pide 
calcular depende de la condición. por lo tanto, se 
recomienda poner a la expresión que se pide calcular 
en función de la condición o viceversa. También, si 
fuese posible , se puede calcular el valor de una razón 
trigonométrica de la condición y utilizarlo en la 
expresión que se pide calcular. 


EJEMPLO 1: 


> |k = Cscx 


z Cosx Cosx 2 
¿+5 5—-= E, halle A. 
se 14+Senx  1-—Senx A SEE 
RESOLUCIÓN: 


Operando en la expresión de la izquierda tenemos: 
Cosx(1— Senx)+Cosx(1+Senx) _ 2 


1-Sen?x A 
osx _2 
Reduciendo el numerador tenemos: e A 
Cosx A 
E GRES 
Igualando las expresiones: A 


Finalmente, se tiene que: A=Cosx 
EJEMPLO 2 : 

Si: Tanx=Cosx ,calcule: M=Senx + Cos*x 
RESOLUCIÓN: 


Expresando la igualdad, en términos de seno y coseno 
se tiene que: Senx=Cos*x 


* Elevando al cuadrado, se tiene: Sen*x=Cos*x 


* Llevando estos resultados a la expresión M, tenemos: 
M =Cos*x+Sen*x 

* Finalmente, aplicando la identidad pitagórica el 
valor de: M=1 


EJEMPLO 3 : 

Si: Cscx — Cotx =0,75. Halle: Cscx+Cotx 
RESOLUCIÓN: 

Dela identidad pitagórica tenemos: 
Csc*x—Cot*x=1 

> Csc*x — Cot*x=(Cscx+Cotx)(Csex — Cotx)=1 
Utilizando el valor de la condición, tenemos: 


(Csex+CoteN(T )=1 


Finalmente: Cscx+Cotx =£ 
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EJEMPLO 4 : 


Si: Senx — Cosx= — . Halle: SenxCosx 


1 
4 
RESOLUCIÓN: 

Elevando al cuadrado el dato del problema: 


2 
(Senx — Cosx )* = E 


Sen?x + Cos*x — 2SenxCosx = 56 

Laso +2 Sena Corr =1- == PE 
16 16 

Finalmente : SenxCosx = o 


EJEMPLO 5: 


Si:(Senx+Csc)?=9.Calcule:(COscx — Senx)? 
RESOLUCIÓN: 

Desarrollando la expresión: 

Sen*x+Csc*x+2SenxCscx=9 
Aplicando la identidad recíproca , tenemos: 
Sen*x+Csc*x=7 
De la misma forma, restando 2 a ambos miembros, 
tenemos: Sen*x+Csc*x-2=5 
Aplicando la identidad recíproca 
Sen*x+Csc*x-2SenxCsex=5 
Finalmente, dando la forma de un binomio: 
(Cscx-Senx)*=5 
EJEMPLO 6: 


tenemos: 


Si: Sen*x — Cos*x =3Caleule: Cosx. 


RESOLUCIÓN: 
De la condición: 


(Sen?x+Cos*x)(Sen*x— Cos*a)=3 
Aplicando la identidad pitagórica , tenemos: 
(Sen?x — Cos*x)== 
Expresando el seno en términos del coseno: 
(a —Cos*x — Cos*x) = ; 


Finalmente, despejando el valor del coseno; 


1 
Cosx==+2 
OSX 2 


EJEMPLO 8: 
Dado : Cos*x =1— Cosx 
Determinar:  E=Sen*x+Sen*x 
RESOLUCIÓN: 


Poniendo «E» en función de la condición: 
E=Sen*x+(1—Cos*x)? 
De la condición: 


1—Cos*x=Cosx => E = Sen*x +(Cosx) 
=Sen*x+Cosx => 
1 


EJEMPLO 9: 

Si: 

Secx — Tgx=3, calcular el valor de : E=9(Sec*x+Tg*x) 

RESOLUCIÓN: 

Calculando los valores de Secx y Tgx de la condición: 
Secx — Tgxa = Boncceromoracinso l Y 


como : Sec*tx—Tg*x=1 

> (Secx + Tgx)(Secx — Tgx)= 1 

3 
> Secx + Tgx= 5 E (1) 
5 4 
De(I)y(11): —Secx= = y Tgx= 7 
Reemplazando : 
E +7]> 


HI) PROBLEMAS DE ELDILVACIÓN 
DE ARCOS : 


Dadas dos condiciones, para eliminar el arco , se 
recomienda calcular el valor de un par de razones 
trigonométricas y luego reemplazarlas en la identidad 
fundamental más conveniente. De otra forma, el arco 
también se elimina efectuando operaciones algebraicas 
con las condiciones, de modo que conduzcan a la 
eliminación del arco. 


EJEMPLO 5: 


Halle una relación entre x e y que sea independiente 
de «0» a partir de las condiciones: 
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RESOLUCIÓN: 

Eliminar una variable significa que, a partir de las 
condiciones o expresiones dadas, se debe obtener una 
expresión adicional, en la cual la variable a eliminar 
(en nuestro ejemplo 0) no deba estar presente, para 
ello podemos realizar todas las operaciones 
matemáticas permitidas con las expresiones dadas 
como son sumar, restar, elevar al cuadrado, etc. 


Calcular Tg9 ySen0 de las condiciones y 
reemplazarlas en la identidad fundamental 
Csc*o — Ctg*0 =1 
De (1D) (1): 
RI 0 == E 
tg0 00% g0 PY 
2 
y 
Reemplazando en Csc*0 — Ctg*0 =1 


Seno = =22 > Cs09 = 


2 2 
Se tiene : [E -| z =1 
x—y x+y 
4 4 


EN 
> dl(=+ 9)" (2 9)']= (3 — 9) (++ y) 


=> 4[4xy] = (3? — y?)? > |x? — y? = 4/xy 


EJEMPLO 6: 
Eliminar "g " de las condiciones: 
Send +Csc9 = Henercaracaracnnos! (1) 
Tg0 + CtgO =Yusmrarnmoso 0 (AE) 
RESOLUCIÓN 


Efectuando operaciones con (1) y luego sustituyendo 
(ma): É 
De (1): (Seco + Csc0)' =x* 
=> Sec*0 + Csc*0 + 2Sec0Csc0 = a? 
=>14+Tg?0 +14 Ctg%0 + 2(Tg0 +C180)=x? 
> Tg 0 +Cig*0 +2 +2(Tg0 +Ctg0)=x* 


=—=>(1g0 + Ctg0)' + 2(Tg0 + Ctg0)=x* 


Reemplazando (11) se tiene: 


IV) DEMOSTRACIÓN DE IDENTIDADES 3 


Para demostrar identidades trigonométricas no hay 
una técnica ni un procedimiento especial. Las 
siguientes sugerencias ayudan a realizar dichas 
demostraciones. 

* Demostrar que un miembro de la igualdad dada es 
igual al otro. 


* Escoger el miembro más complicado de la identidad. 


* Colocar elmiembro escogido en términos de senos y 
Ccosenos. 


* Hacer uso delasidentidades algebraicas. Entre las 
identidades másimportantes tenemos: 


* a? —b?=(a + bi(a —b), si : Sen?x =1—Cos*x 
=> Sen*x=(1—Cosx)(1+Cosx) 
si: Tan*x+1=Sec*x => Sec*x —Tan*x=1 

> (Secx — Tanx )(Secx +Tanx) = 1 
* (a+b)?=a*+b*+2ab, si:(Senx +Cosx)* 
=Sen*x + Cos*x+ 2SenxCosx=1+2SenCosx 

*(a—b)J*=a*+b* — 2ab 

*(a*+b* )=(a+b)(a*+b* —ab) 

*(a +bJ'=a*+b*+30*b+3ab*=(a+b)(a+b)* 

*a* —bi=(a* —b? Ma*+a*b*+b*) 
Para verificar que la igualdad dada es una identidad, 
o como suele decirse demostrar la identidad, debemos 
trabajar cada lado de la igualdad de manera 
independiente. Es decir, al demostrar una identidad 
nose debe realizar las «mismas operaciones» en ambos 
lados, como cuando se resuelve una ecuación. Por 
ejemplo, si intentamos verificar una identidad, no se 
debe multiplicar ambos lados de la ecuación por la 
misma cantidad, esto sólo puede hacerse cuando se 
supone cierta la identidad. A continuación, la 
demostración del siguiente ejemplo lo desarrollaremos 
transformando sólo el primer miembro. 
EJEMPLO 1: 
Demuestre que: 

Sen*x+Cos'x =1— 2Sen*xCos*x 

RESOLUCIÓN: 
Considerando el lado izquierdo; 
Sen*x + Cos'x = Sen'*x + Cos'x + 2Sen*xCos*x — 2Sen*xCos'x 


Formando el binomio y aplicando la identidad 
pitagórica: 


Sen*x+Cos*x =(Sen*x+Cos*x)* — 2Sen*x Cos*x 
obtenemos: Sen*x +Cos“x = 1-— 2Sen*x Cos*x 
Por lo que: Sen*x+Cos*x=1-— 2 Sen*x Cos*x 


EJEMPLO 2 : 
Demostrar que : Tanx + Cotx = SecxCsex 
RESOLUCIÓN : 


Se transformará sólo las razones trigonométricas que 
se hallan en el primer miembro de tal forma que se 
obtenga las razones que se hallan en el segundo 
miembro. 


en _ Senx _ Cosx 
Utilizando :|Tanx= | [Cote = 22 
Senx  Cosx 
1 A Sec Cs ex 
obtenemos Ci + Senx 
Efectuando la suma de fracciones : 
Sen? x + Costa _ 
A SecxCscx 
* Pero de la identidad Sen*x + Cos*x = 1 
1 
,reemplazando a SecxCscx 
*Lo cual es equivalente a : 


1 1 SecxC. 
lla + 
Pero: L=Secxnz=Cocs 


Lo quese pide 


> SecxCsex = | A 


EJEMPLO 3 : 
Demostrar que : Cof?g — Cos*0 = Cot*98Cos*0 
RESOLUCIÓN : 


* Partiremos del primer miembro y lo 
transformaremos de tal manera que se obtenga el 
segundo miembro. 


*multiplicamos y dividimos por Sen? x ; 


2 
Cot*9—Cos*0 = Cor*o — $12 costa 
Sen*0 
2 
> Cot*0 —Cos*0 = Cot*0— Sento 2% 
Sen*0 
acomodando 
términos 


Cot*9 — Cos? = Coto — Sen?0Cot?o 
> Cot?0 —Cos*0 =Cot*o (1—Sen*0) 


factorizanndoCot*9 
=> Cot*9 — Cos*0 = Cot*0Cos?0 
Lo que se 
que se pide 
EJEMPLO 4 : 
D sE Tanx — Senx Seex 
lemostrar que: —_—__—— == 
dd Sen*x 14 Cosx 
RESOLUCIÓN : 
sz _ 
CASIO rr iaa 
sen z V+cosx sen tx 1+cosx" 
sEnx=senzcosx 
> tmrcóma, sex 
sa Tecosx sn y Tecosx 
senx(l-cosx) 
> PRxÓmx_ sex Eos x. PE lr ea 
sax LAcosx sen x Técosx — menixcosx 1icosx 
=> Uaxsmx] sex Tocosx___ seca 
sen a Técosx — (I=cor Dcosx Tecos" 
> UMECIOx, sex (1-cosx) EOS 
sz Tecosx  (I=corzMl+cosx)corz 1*cosx 


1 
TADA —0enx_ sex ¡La O 
sex l+cosx — (L+corz)corx Tecorx” 
CN 1 
tx 


tr coraje 


e 
Te cosa 


Observaciones : 
¡Secta + Tan%a =1 + 2Seco*a Tanta 
¡Sena + Cosa = 1— 4Sen*aCos*a + 2Sen%aCosta 


Sena + Cos*”. 


'a =1-—5Sen*aCos*a + 6SentaCosta 


EJERCICIOS 
Demostrar las siguientes expresiones : 
A)Cos0Tan0= Seng  B)SenfSecf =Tanf 
C)Senó$ Tang + Cosp =Secg 


tea 
D) [Ez sena 


Ey "ena +L4co0a 2C 
14 cosa sena 


F)Cot*x + Cot*x =Csctx + Csc*x 
Csca 

Mora 

H)(Senx + Cscx)? = Sen*x + Cot?x +3 


(¡AT 
DJ Sena (14 Sena 


Cosa. Sena 


VIA 
er acia 


= Sena + Cosa: 


PROBLEMA 1: 
Reducir: K=(secx.escx — tanx)senx 


A) escx B)1  C)senx D)cosx  E)secx 
RESOLUCIÓN: 

*Como: secx . cscx=tanx+cotx 

* Tenemos: 


K=(tanx + cotx — tanx)senx 
K=cotx . senx ; 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
Si: senx+cosx=/n+1 


Calcular:  E=senx .cosx 

An B) 2n C)n/2 

RESOLUCIÓN: 

*Del dato: senx+cosx=/n+1 

* Elevando al cuadrado: 
(senx+cosx)"=(/n+1)? 

> sen*x+cos*x +2senx.cosx=n+1 

Í 
> 14 2senx.cosx=n+1> senx.cosx=2 


RPTA: “C” 


D)1 EJO 


PROBLEMA 3: 
Sabiendo que:  tanx + cotx = 2secx 
0.<x < 180". hallar “e”. 
A) 30* B)120" - Cj150” D)ayb Ejaye 
RESOLUCIÓN: 
* Como: tanx + cotx = secx . csex 
* Entonces: secx.cscx=2secx 
escx=2>x € ICólNC 
>2:x=30"; 1507 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 4: 
Siescx— senx=K. 
Calcular;  E=tanx.secx 
AJk B)2k C)1Rk 
RESOLUCIÓN: 


13 
D)J3 E)1 


a ES cosx .ctgx=k 
senx 
* Invirtiéndose obtendrá: 


1 
Se0x tBE=Z E RA «Cr 


PROBLEMA 5: 
Si: tanx + cotx =4 


Calcular: K=(secx - esex)? 

A) 2 B) 2? C) 2 D)J2% EJ2 
RESOLUCIÓN: 

* De dato: 


tanx-—cotx=4> secx.cscx=4 
see esex 
* Desarrollando “R” tenemos: 
K=(seex - cscx)? 
> K=sec'x 2secx. cscx + csctx 
* Ojo: sectx + esc?x = sectx. cscx 
>K = secóx + csc?x - 28ecx . cscx 
>K = secx . cscóx - 2secx . escx 
>K = (secx . escx)? - 2s00x . escx 
* Reemplazando valores: 
K=4-(24)=16-8 >K=8=2 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 6: 


se 6089 _ ¿dh “pr 
Si: secó raané tan*0. Calcular “Rk 
A)1 B) 2 C)3 D)4 E) 5 
RESOLUCIÓN: ES 
LE 70089 = dl LrnO 008 O A 
2d TAO O RA 
sen0+(1—cos*8)_ k senG+sentO _, y, 
cosó(1+sen0) ad pi E 2 
send(1+sen6) nh seng _ Rh, 
E A] ) tan*o a tan*0 
> tang= tan'9 > K=1 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 7; 
Reducir : 
K=4(sen*x+co8'x)- G(sentx+cos'x) 
A)1 B)2 C)-2 D)-3 EJ0 
RESOLUCIÓN: 
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* Sabemos :sen*x+cos x=1-— 3sen?x,cos?x 
cos! 
E Relaasioia tenemos 


cos "x= — 2sen*x.cos*x 


K=4(1 - 3sen*x.cos*x) -6(1-2sen*x,cos*x) 
>K=4-12sen*x.cos*x -6+12sen*x.co8*x 
>K=4-6=-2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 8 : 
A O 
tanx+senx 
b= secx escx - tanx, 
halla el valor que toma b*-a? 
AJO B)-1 C)1 D)J2 E)-2 
RESOLUCIÓN : 
Tenemos 5 
secx+ 
a sm) 
*como 
senx 1 
tanx=——=8enx ——=8eNX8eCcx 
cosx coSx 
*En (1): 
e secx+1 e (seex+1) pa 1 
senxsecx+senx senx(secr+1) senx 
> a=esex 
+ b=3ecx cscx - tanx > b=cotx 
tartera 
Por identidades 
ansillares 
*Piden :b*-a*= cof'x- esc*x 
*Por identidades pitagóricas : 


1+cot2x=csc2x >b*-a*=-1 
PROBLEMA 9: 
Si : /3=2sen0+cos0, halle el valor que toma ; 


M=tan*0+4tanó 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ6 
RESOLUCIÓN : 


*De la ecuación : J3=2sen0+cos0 
*dividimos en ambos miembros cos0: 


3 _2senQ9  cos0 
ii OA | 24 + 
= + > 43 secO=2tan0+1 
*Elevamos al cuadrado ambos miembros ; 


3sec* O=4tan*0+4tan0+1 
> 38(1+tan*0)=4tan*0+4tan0+1 


> 2=tan*0+4tano 


RPTA ; “B” 


PROBLEMA 10: 
Halo una relación entre a y b independiente de x, si: 


secx+ esox=a... PEA A! 
qe secx Vb? cscxr=0 cmorscrros sun 004 (1D) 
A) b29- bia13=1 B) 5% - ba19=1 
C) b94b3%a?1=1] D) ab=1 

E) a'?- b!*=1 
RESOLUCIÓN : 
*De la condición (11) : sía 


Ya? sees 10 enc o 11 
cony sens 
*Como tanx>0;x€e IC Ó MIC, luego : 


(1 
la By 0 


E o 


_ Ha 
es —— o — 
*Reemplazando en (1) : ar 


ada 451 ¿e [11350 
AA E 
/ 43 3 
y AI 1 yg ju q 
ab 
*elevando el cuadrado : 
(ae + pe Pat a? 
Da pes 
*Dividiendo por 1/3: > 


secr= pe 


]=b% - ps 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 11: 
Si: tanx- cotx=2. Calcular el valor de: 

=sectx + escx 
AJ6 B)J5 
RESOLUCIÓN: 
* Elevamos al cuadrado a la condición: 

(tanx —cotx)?=(2)? 


> tan?x+cotóx-—2tanx .cotx=4 
pad ii 


C)8 D)7 EJ0 


> tantx+cot?x-2=4 

> tan?ix+cotóx=6 

> (sec?x-—1)+(0sc0%x -1)=6 
> sectx+escx—2=6 


> sectx+csc x=8> E=8 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 12: 

Si: tanx + cotx = 3 
Calcular: K= senóx + cos%x 
al Bm o 
RESOLUCIÓN: 

* Del problema: K=1-3sen*x. cos*x 


*x.cos*x, de la condición: 


D)3 


* Busquemos: sen' 
1 1 


Calcular el valor de: 
E = secx - tanx 
A)1 B) 1/4 Cc)2 D) 1/2 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizamos la identidad Pitágorica: 


sectx=1+tan*x 


E) 21 


>sectx-tantx=1 
> (secx+tanx) (secx -tanx)=1 
———— 
>Ex4=1>E=1/4 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 14: 


Si: 1-sentx-costx=Zsen*x 


x e IVC, calcular: K = cosx. cota 


1 2 3 1 1 
E E (pa == Es 
A) 3 B) 3 ) 3 D) 7 E) 6 
RESOLUCIÓN: 
1-(sentx+c0s*x)= : sen*x 
1-2uen*s. 
>1- 1n2sentzcostx=Zsentx 
> 2sen*x.cos*x=sen*x 
* Operando: 
PAE E Ya. 3 
cos"x== > cosx="2= ó cosx=--= 
4 2 2 
* Como: x e IVC 
E 
2 1 2 
: > cotr= Ba Ej 


* Luego: 
E=cosscote=[2)(/3)= 3 
RPTA :*“C” 
PROBLEMA 165: 
Si: escx + cotx =3 
Calcular el valor de senx 


AJ1 B)2 Cri2 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando la propiedad adecuada: 
escx+cotx=3 / 


D)4 


EJ3/5 


* Invirtiendo: 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 16: 
(senx +cosx)* —1 
cosx 
C)jsenx D)2 


Simplificar: K -( J.oote 


A) 2senx  B) cosx 
RESOLUCIÓN 
* Como: 


(senx+cosx)? =1+ 2senx.cosx 


E) 2co8x 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 17: 
Si: tanix + tanx =2 
Calcular E = 2cotx - tanx 
A)J1 B)2 C)3 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicamos a la condición por cofx miembro a 
miembro, 

cotx(tan*x+tanx)=2.cotx 

> cotx.tanx tanx+cofx.tanx =2cotx 


D) 4 EJ5 


1 
> tanx+1=2cotx 
> 1=2cot -—tanx => E=1 4 
E 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 18; 


Si: sex +cosx= [5 


Calcular: —K=tanx + cotx 


(STEIGONOMETRIAS > _ "8393] 


0-5 B) 12 

RESOLUCIÓN: 

* Del problema; 
K= tax + cotx >K = secx .cscx 

e a pi y cosenos por el dato que tenemos: 


C)-12 


2 
* Elevando al cuadrado «(sens + consj?=( E) 


> 14 2senx .cosx=2 >senx cosx=- 5 
* Invirtiéndose , se obtiene el valor de “K” en (1): 
K=-12 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 19: 
Si:  tanx+colx=7 
Calcular: E = tanx + cotx 
AJ)7 B)J5 C)2 
RESOLUCIÓN: 
* Sumamos a la condición 2fanx.cofx miembro a 
miembro. 
tan?x+cot*x+?2tanx.cotx=7+ 2 tanxcotx 

(lanx+cotxP E 
> (tanx+cotx)"=9 > tanx+cotx=J9 
> tanx+cotx=3 


D)-7 EJ3 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 20: 
Si: tano .senó= 5 . Calcular: 
E=sec*0+c0os*0 

AJ3 BJ5 C)7 DJ6 E)-1 
RESOLUCIÓN: 
tano.seno=ls =>" seno=l5 

cosO 

2 E 
>. > Ls 
1 _cos*o 
—- =v5 > secO-— cosó=/5 


* Para calcular la pregunta , elevamos al cuadrado a 
la condicion: 


LA EN 


(seco—cos0)*=(/5)? 
> sec*0+ cos*0 — 2sec0.coso=5 
1 


> sec*9+cos*0=5+2 


E 
Saa RPTA: “C” 


PROBLEMA 21: 


AJ1 B)xy 
RESOLUCIÓN : 


* Dividimos a la condición entre cos*9 miembro a 
miembro: 


EJE 
y 


> xtan?0 + y.1=z.8ec*0 
> xtan*0+ y=z(1+tan*0) 
> xtan?9+ y=2+ztan*?0 
> xtan?0-ztand9=x- y 


> tan 0(x-2)=2-y>tgto= 2 


PROBLEMA 22: 
L. eliminar “x” 


A) ni+4m=4 B) Int+4m=4 
C) 3n*+4m - 6n*=1 D)n'+m=4 
RESOLUCION: 


* De (1) tenemos: 
senóx + cosx = m>1- 3sen*x.cos'x =m 
> 1-m=3 (senx. cosx)* 


a 1 114) 
* Busquemos senos y cosenos de la ecuación (11): 
senx+cosx=n 
* Elevando al cuadrado: 
(senx+cosx)"=n =,1 + 2senx.cosx =n* 
> 2senx . Cosx =n*- 1 
_n-1 
* Reemplazando (IV) en (HI): 


nm -1 r l-m_ n*-2n%4+1_1-m 
OS 
2 3 4 3 


A 114) 


> 3n'+4m-6n*=1 
RPTA : “C” 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 112 | 39%] 


PROBLEMA 23: : 
Sabiendo que: 3seng+4cos$=5 
Calcular:  E=3csc4+4sec4 


AJ7 BJ8 C)9 D) 10 E)-5 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 
3senp+4 cos$=5, se deduce: V3+44=5 
3 4 
* Entonces: senp== y cosp=5 
. :  E=8[£l44(£)= 
Luego: E a(5+(5) 10 
. RPTA : “D” 
PROBLEMA 24: 
Si BQ,R son constantes que satisfacen la siguiente 
relación R 1 1 
A A SL 
Calcule el producto PQ.R. 
AJ1 B)2 C)3 Dj4 EJ6 
RESOLUCIÓN : 
Condición : 
P+Qoot" x= Z + Z E: z 
l+c0sx secx—1 secx+1 secx—1 
secxfoecx—1) + (secxtl) _ sec” x—secx+secx+1 
sec” x—1 taré x 
P+Qcotix = 25 25+1_ltan* x+1l+1 
tan? x tan? x 
tan? x 2 


= >P+Qcot"x= 14 2cot?x 
tantx  tantx a 


>P=1;Q=2;¡R=2> P.Q.R=4 


+ 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 25: 


¿Qué valor debe tomar P para que la siguente igualdad: 


Crc*9+2Cos0.Cacto - Corto= ceo 
sea una identidad? 
A)-2 B)-1 C)1 D)2 EJ3 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 
esc 0+2c080xcos* 0—cot* y = P+000 
p-cosg9 


(csc? 0 cot? O)(csc? 0+cot* 0)+2c088xcsc* O 
1 
=0sc* 9+ cot* 9+209c0xcsc* O0== 2csc* 0+ 20080 
eeto-1 


xcsct 0-1=2esc* 0(14c080)- E 12 


2(1+c080) 2 2 ¡140080 
(1+c080)(1-cos 0) 1-cosó 1-cos9 
a p+c0s0 
PT 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 26: 
Halle el valor de K, si: 
Sen'9-1 Sen*0-1_ 4 $ 
SenO=1  Seng+1 2C0s*0+6Sen*o 
AJ2 Bj4 C)J6 DJ8 EJ10 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 2. 
sen'0-1 sen'0-1_ 4 2 
=P +1 2c08* 0 + 6sen*9 
h 1 
ho as 1 A 
[sen*9= ape send+1—- > 
sen*9-1 
[sento-1]| e ]=200s10+Gsento 
-cos” O 
LA 
a == 0)  cos* 0+ 3sen*0 
cos” 9 


> 1- sen'0 =cos' 0 + 3sen?0x cos? O 

1- 3sen*0 x cos? Q = sen*0 + cos* O 
sen?oscos* 9 

> sen*0 = sen*0 > h=6 


RPTA : “C” 

PROBLEMA 27: 
, Cos*g 
SiSec9=1+Sen0 ¿entonces el valor de F= E es: 
AJO BJ C)Coso D)Seng E)Tano 
RESOLUCIÓN : 
Condición: sec8=1+s8en0 
Se pide: 
pe cos” O > pP-o90xcos* O _ cos(1-sen*0) 
1- send 1-senó 
e Pp A 
pos 1+seno)(1 eno) a cob Ita) = F=1 
1-seng 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 28: 
Si pda a determine Sen*x+Cos"x 
an Bar a gr ; paa a 
ON : 


Condición: Sen*x+Cos*x=n 
> 1- 2Sen*xCos*x=n => Sen*xCos* (55) 


Se pide: F=Sen*x+Cos*x 
F=1- 3Sen*xxCos*x > ras Es ES ,) 
a 2 2 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 29 : 
Si SeerxCsex=45 calcule 
_TanÍx-Cot'x 
Tan*x+Cot*x 
y5 245 345 5/5 6/5 
B €. 
A) 7 ) 7 DES 7 D) 7 E) 7 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 


Secx.Cscx=V/5 > Tanx+Cotx= 5 
Elevamos al cuadrado 


Tan" x+2 TanxxCotx +Cot*a=5 => Tan? x+Cot*x=3 
Or: Tan*x+2Tan"xxOot?x+Cot*:=9 

> Tant+Cot'5=7 
También: 


(Tan*x+Cot*x)' —(Tan*x-Cot'x) =4 
En 


2 
> 45=(Tan*x - Cot*x) 
> Tan*x-Cot*x=+ 3/5 


4 4 
luego: p-Tan x=-Cotix_ 3/5 


Tanix+Cotíx — 7 RPTA : “C” 
PROBLEMA 30: 
Sabiendo que: 2aCosx-Senx=1 


2bCosx + Senx =1 
Calcule: Tan*x - b* 


Aja(a-2b) Bja(a+2b) C)a(a+b) Dja(a-b) EJ2a 
RESOLUCIÓN : 
Condiciones: 
2aCosx=1+Senx. (1) 
2bCosx=1- Senx.. ..(2) 
Restamos (1) (2) 


2Cosx(a —b)=2Senx 
>a- ps > Tanx=a — b 
Elevamos al cuadrado: 


Tan*x=a? — 2ab+b* > Tan?*x—b*=a(a-2b) 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 31: 


Elimine g de: a=Tan0+Coto 
b=Secg9+Csco 
AJa*+2a=b BJa*+2a=b* Cja*+a=b 
D)a?* -a=b EJa? - 2a=b* 
RESOLUCIÓN 
Condiciones; — J)a=Tan8+Coto 
> a=Sec0 x Csco 
11) b=Sec09+Cscó 
Elevamos al cuadrado: 
b*=Sec*9+2Sec0 x Csc9+Cec*9 
b*=Sec*0 x Csc*0+2Sec0 x CscO 
Reemplazamos la condición (1): > b*=a?+2a 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 32 : 
Halle una relación entre a y b independiente de9 a 
partir de: Secó+Tan0=a 

/Sec0+ Tanó=b 
A) a*bi4+1=a*b* B) a*tb'+1=2a*b* C) atb'+1=2a*b* 
D) a'b*'+1=a*b* E) a*b*+1=2a*b* 
RESOLUCIÓN : 


Evbcón: I) Secó+TanG=a.... 


11) /Seco+JTano= 


De (11) 
(Y : Seco+2 /Seco Tari +Tan0=b? 
E A | 
a 
> 2/Sec0 Tam =b? — Arnmccocarmosenos (a) 
Ahora de (1) 


Como: Sec0+Tan0=a > Sec9-Tang= y 


De ambas expresiones obtenemos que: 
1 1 1 1 
=¿(0+3)orano=,(0- 2) 
Reemplazando lo obtenido en a 
A Elo gr 
seo) a e 


2x2 a?-L=0*-a> al -1=a(b* -a) 
2 a 


(Y : al -1=a* (6? - 2ab*+a?) 
al -1=b%a*? - 2a*b*+a* > 2a*b*=b*xa*+1 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 33: 


Proporcione una relación independiente de ($) y (0), 
six=pSen($)Cos(0);y=pSen($)Sen(0),n=pCos($). 
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Mary+z=p? Bjat+y?+2*=1+p* 
Djxt+y-2=p? Elx*-y*-2*=p* 
RESOLUCIÓN : 
x= pSengxCos0. 
y=pSengx Sen6. 
z=pCo8bunimmso. 
Sumamos:(1)*+(2)* 
x*+y?=(pSen$.Cos0)' +(pSeng.Seno)” 


p?.Sen*4.(Cos*0+Sen*0) 
SE 


Cjaty?+2?=p* 


Condiciones: 


> 1 y?=pI Sen? hanmcormorernasirenerenos (2) 


de(3)> 2?=P?Co8 m.concoaconoreosnesos (8) 


Sumamos (a) (8) 
1?+y?*+2?=p? (Sen*p+Cos*p) 
1 


>r+yi+z=p? 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 34 : 
Si0<x< simplifique: 
Cos" x — Sen*x — Sen?xCos? x x + Sen? x x Costx 
Senx xCos*x — Sen*xCosx 
A)Tanx-Cotx  B)Tanx+Cotx  C)i+Tan*x 
D)1+Cot*x E)Tan*x+Cot*x 
RESOLUCIÓN : 
Condición: O<x< 3 


F= 


_ Cos*x - Sen?x - SentxCos*x + Sen?aCos*x 


F 
SenxCos"x — Sen*xCosx 


Factorizamos: 


1 1 
_Cos*x(Cos*x + Sen*x)- Sen*x(Sen*x+Cos*x) 
z SenxCosx(Cos*x - Sen%x) 
za Cos*x — Sen*x 
- SenxCosx(Cosí%— Sen*x) 


1 
TA = Secx x Cscx => F=Tanx + Cotx 
RPTA : “B” 


F 


>F 


PROBLEMA 35: 
senxcosx 5 
1-senx cos x 
el valor de tanix+cot"x es 
AJ3 B)1 C)-2 
RESOLUCIÓN : 


Si secxcsc x + 


EJ4 


dividiendo al numerador y denominador entre 
SENXCOBX. e , 


SECXCSCA += 
secxcscx—1 


Cambio de variable : a+ == 


Efectuamos : 
a*-a+1=34-3>a*-da+4=0 
>(a-2)=0>a=2 
>s8secxcser=2>tanxcotx=2 
>1=45" 
Luego : 
tan" x+cot" x=tan' 45*+cot" 45" 
> tan? x+cot =D +(1N 
> tan! x+cot x=2 
RETA; “D” 


“PRIMERANARACTCANDIRIGIDA: 


(E) Siendo: esex=3 - cotx ; calcular S=cscx-cotx 


A)2 na o D)1  EJO 
((42) Sabiendo que: 
secx—tanx=3 
Calcular “secx” 
a m5 o DÍ BJ? 
0) Si: escx + cotx =5 
Calcular “escx 
A) 2,8 B) 2,6 C) 2,5 D) 2,4 E) 2,3 
(9 Si: secx - tanx =m 
Hallar: K=secx + tanx 
A)m mz oz mz EJm? 
(63) Hallar “x” (ángulo agudo ), tal que: 
secx.escx—tanx = 1 
A) 30" B) 45" C)60* D)J37 E) 54" 
09) Si: tanx + cotx = 2 
Hallar: K=senx.cosx 
A) 0,1 B) 0,2 C)0,3  D)0,4E)0,5 
(2 Si: senx+cosx= - 
Calcular; E=senx. cosx 


EJ1 
(O Si: sec*x + cos'x = 7 

Calcular: 
AJ JE 


Si: senx.cose=3 , calcular: 
8 


E = secx — cosx 


B) 1 C)2 D)3 E)7 


E= Senx +008x 
senx — cosx 


A)J7 C)7 
(O Si: 2fanx = 3, calcular: 
E = sec'x- tan*x 
AJ1 B) 2 C)3 
(M Si: senx + cosx =m 
Calcular: E =tanx + cotx 
2 
a 
(O Si: tanx + cotx = 2 
Calcular: E =tanx-cotx 
A)0 B)1 C)2 D)3 
(MO Si: senx=a y tanx=b 
Calcular: — E=(1-a?)(1+B*) 
A)2 B)0 C)1 


O Si: 


1 1 
B)-= je 
) 7 DJ; E)1 


D)4 E)5 


_ 
(m-1? 


2_ OR 
RS 
1-m 


7 7 E) 


E) 4 


D)-1 E)2 


escx = cotx + m 


(M)Si: senx + cosx = a”, calcular: 


E= secx(tanx+1) 
tanx+1 

A)a-1 B)a* C) 2a D)j3a EJa* 
(MD Si: senx+cosx== 
Calcular: E=sen'x + cosx 

21 22 15 23 2 
Mos B)>7 Nr Dig Dz 
€0 Si: asenx - cosx =1 y bsenx + cosx =1 
Calcular: tanx 

a+b 2 a-b 
A) 3 Bi. C) 3 D)J4 E)2 


TAREANDONMICILIARIA 


(DSi: tanx + cotx=65 
Calcular: E =tan?x + col?x 


A)1 B) 2 C)-3 D)4 E)J5 


(03) Si: escx + senx=n 
Calcular: 
An? 

(03 Si: secx + tanx=2 


Calcular: E = 2senx + cosx 
AJ1 B)2 C) 2,5 


E=(escx - senx)* 
B)jn-2  C)jn*-2 D)n-4 E)n*-4 


D)J3 E) 3 


(3 Si: sent cosr=Ú, calcular: senx. cosx 


1 1 2 2 1 
A) 5 B)=5 Sr DJ5 0 
(Si: tanx+cotx=J7 
Calcular: P=tan*x + cot'x 
A)7 B)5 C) 12 D) 14 E) 16 
(7) Si: tanx — cotx = 2 ; calcular: 
Q = tanix- cot'x 
AJ)8 B)J6 C) 12 D) 14 E) 11 
(2 Sabiendo que:  sen*x+senx=m 
cos*x+cosx=n 
Hallar: P = mescx + nsecx 
A) senx+cosx+1  B)1 C) senx+cosx+2 


D)2 E) 3 


MIDENTIDADES TRIGONOMETRICAS H 4 


(03 Si la siguiente igualdad : 

=P +geotix verifica una identidad , 
halle p+q. > 
AJ1 B)J2 C)3 DJ4 E) 3080 


(09) Dé igualmente el valor de a + b + e tal que se 
cumple. 


Bsenx + 2cosx E sec*x 
3008 x — 2sen x+b(senx+cosx) a+btan*x+ctanx 
A)-1 B)1 C)2 D)J3 E)5 
(OD) Halle a+b+c de la siguiente identidad 
PP asen + boosx +0 
senx+c08x — 1 E 
ne B)1 C)2 D) z EJ3 


NDANERAGTEANO! 


(9 Siendo : Tan*x- 4Cot*x+Cos*x=5 ,x e IQ 
Calcular: C=Sen*xTanx 


4)1 35 CHI DJS Ep2 
a Siendo: Tanx - Cotx=/2 
Calcular: C=Sen*x.Tan*x+Cos'xCot*x 

5 7 4 
A) F B) 3 C)2 D)3 E) 3 
(E) Sabiendo que: x e (us: 2) 
Además : k 

= IZ Sena Coss 

1 ABemncess pesao Senx+bC 

a-b 

Calcular: == 

3 2 4 3 4 
a DS ] O DG E)J-= 
(03 Sabiendo que x slve 
Además: E =2m* ;m>0 

Versx 
Hallar : C=Cscx+Cotx 
A) /2m-1 B)/2m+1 C)-V2m+1 
D)2m-1 E)-2m-1 
(03) Eliminar “x” de; aSenx+Cosx = b 
Senx - aCosx=e 

A) at+bi+eó=1  Bjai+bi*=1  C)aibi+e*=1 
D) dDretat=1  Ejbiet+a*=1 


EDITORIAL RUBIVOS 
(O) Eliminar “x” de; . 
Senx+Tanx=a Cosx+Cotx=b 
A)ía+b+1- /2ab)(ab-J2ab)=1 
B)(a+b+1+/2ab)(ab+J2ab)=2 
C)(a+b+14+/2ab)(ab-J/2ab)=2 
D)(a+b+1+/2ab)(ab- Jab)=1 
E)(a+b+1-J/2ab)(ab-/2ab)=2 


(2 Reducir: 
C=Sen'"x+C)(Sen'*xCos*x+Sen*xCos!x)+ 


Cj(Sen”?x.Cos*x+Sen*xCos”x)+ 
Cj(Sen'xCos*x+Sen*xCos"x) 
+C] (Sen* xCos"x)+Cos'*x 
A)Sen'*x+Cos'"x B)Sen'*xCos!*x 
D)Sen*xCos*x E)1 
(63) Cuál es el valor de : 
C=(Senx+Sen*x)*+(Cosx+Cos*x)m(Sen*x-Cos”*x)* 
Si se sabe que es independiente de “w”, 
5 1 7 9 

A) 5 B) +] C) 4 D) nn 


C)Sen*x+Cos*x 


13 
Dz 


(9 Siendo: Tanx - Cotx=J/2 

Sec*x+Csc*x 
Secx+Cscx 

A)3(5-/6) B)6(5-J6) 


D)8(3-J6) E)5(8-J6) 
(O) En la C.T. mostrada se cumple que: SQ mide 1. 


Calcular: C= 
C)6(3-/6) 


Calcular el producto de distancias de “A”a ON y OM 


nea BN2-1 


V2+1 1 /2-1 
2 Do 2 


24/2 
2 


C) 


E) 


(O) Sabiendo que: 


Se verifica que: 
(Secp+Tang)" -1_ y (Secg+Tanó 
(Seco+Tano)? - 1 

Hallar “A” 


a 
A) 5 B) 


TEORIAS 22 0 IA ENCICIO PEDIA FOIE) 


(E) Siendo: aSenf+bCosf=m ;aSecf+bCscf=n 


Hallar: c= a/JTanf +b,/Cotg 
JTanf+]Cotfp 


grin By mÍn_ q) n/m D) /mn gn 
Jn+2 > Ín+2m /m+2n Jmin /m+2n 
(O) Siendo: Senx+Cosx=n 
Hallar: C= Secx+Tanx+1 , Cocx+Cotx+1 
> Secx-—Tanx+1  Cscx-Cotx+1 


2 2 2 2 1 
Mas AA 
(O) Siendo: Tanx+Cotx=3 

Sen'x-—Cos' x 
ai 
Calcular = 
13 19 29 25 31 
3 je ¡ee DE pá 
13 137 ds 27 37 37 
(S Siendo: 
ma Cog” 
SenTx-CoeT2 1 ¿Sen*<Cos*x+8SeníxContz 
Sen"x-—Cos”x 
Calcular: mn 
AJ8 B) 16 C) 32 D) 24 E) 28 


O Si en la C.T. mostrada: BQ=0,5 


Calcular el área de la región sombreada , si “T”es 
punto de tangencia. Y 


A) 0,2u* 
B) 0,3u* 
C) 0,du* 
D) 0,6u* 
E) 0,8u* 


(O Sabiendo que: Seex+Cscx=/15 


5 5 
Calcular: = 797 x-Cotffx 
Tanx-—Cotx 

A) 55 B) 551 C)550 Djayb Ejaye 


(8 Sabiendo que: Senx+Cosx=n;x e IVC 


1 1 
N— Dd 


,_Secx+Tanx 
Calcular : Ca 
A)-0,1  B)-0,2 C) 0,1 D)0,2 E) 0,3 


€0 Si las expresiones: 
A=(Sec*x+2)(Csc*x+2)+a(Tanx+Cotx)* 
B=Tanx[(Tanx +Cotx)* +(Tanx —Cotx)* +bTan*x] 


Son independientes de x. 
Calcular: C= A+B 
a+b 
A)3 B)5 C)-3 D)J-5 E)J-2 
€) Siendo: 


Senx=Coty ; Seny=Cotz ; Senz = Cotx 
Calcular: Cotx 


az NICE a D) ES ENV5-1 


24 
i y prat; a w=1 
3 Si en el gráfico: p"+x"+z 25 * 


Calcular: C=q*+y*+w* 


A) 0,96 
B) 0,92 vs 
C) 0,76 
D) 0,72 
E) 0,48 


GONOMETRIA Hr AS 
RESUMEN DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICA 
Las Identidades trigonométricas son de vital importancia en el 
estudio del análisis matemático, ya que nos permitirá simplificar 
expresiones, calcular el valor de ciertas expresiones a partir de 
determinadas condiciones, relacionar igualdades a través de la 
eliminación de variables, así como también nos permitirá resolver 


Dos expresiones serán iguales en los reales (%) si para 
cualquier valor real asignado a sus variables; los valores 
numéricos de estas expresiones son también iguales; 
dentro de estas igualdades encontramos las ecuaciones y 
las identidades; es decir: 


EIA PG0 ECUACIÓN (=) 

>VxeR IGUALDAD 

VN(E) = VN(P) ON ADENTIDAD (=) 
ECUACIÓN : 


Es una igualdad que se verifica para cierto número de 

valores asignados a la variable; valores que reciben el 
nombre de soluciones de la ecuación. 

2x +3 = 5 ; se cumple para E=1] 

Ecuaciones L» 2x? —1= 7; se cumple para[ x= 32] 

2|x|-1= 5 ; se cumple para | x=+3 

Solución de 

la ecuación 


IDENTIDAD : 
Es una igualdad que se verifica para todo valor real (% ) 
asignado a la variable. 


4 =(x+2)(x-2); se cumple Vx e R 
Identidades (x+2Y =x2+4x+4, se cumple Wxek 


12 (x=D00 +x+1), se ample Vx e K 


Observación C 
Hay expresiones como las trigonométricas en las cuales las 
varíables no se encuentran líbres sino que se encuentran en 
el ángulo, es dedr, que las variables se encuentran afectadas 
de algún operador, razón por la cual no se le puede asignar 
un valor real cualquiera ya que podría dejar de existir la 
expresión, surgiendo así el concepto de valor admisible o 
permitido para una variable, 

VALOR ADMISIBLE (VA) 
Para una expresión, se llama valor admisible de su variable 
a aquel valor asignado a ésta, para el cual la expresión 
está definida en los reales ( £ ). 


Ejemplo: E0-E2, para x=1; E(1)=2eR 


Ejemplo: E(x) = tanx, para zi e(3)- ER 


=> x=3 es un "VA" para E(x) 
Ejemplo: E00 222, para x=2; E(2)= (Moe) 
E>X-2;Noes*VA" para E(X). 


, 1+senx EM 1.2 

Ejemplo: E0x) ===, para X=; e(3) : 
(No existe) 

=> X=3; NO ES "VA" PARA EQ). 


CAMPO DE VALORES -ADMISIBLES (CVA) 


Para una expresión, el campo de valores admisibles de 
una variable (CVA), es el conjunto formado por todos los 
valores admisibles de dicha variable; es decir; 


CVA para Elx) = (Y29855 /*x" esun VA para E(o)) 


Ejemplo: EG) = A 


| (VA = [x/x e R-(D) 


Ejemplo: E(x) =/x=2>E(d)eRox22 
2] VA = [x/x € [2;+00)) 
Ejemplo: 


E. > El eR osex*0>x* kx keZ 


| VA =(x/x e R - (kx)) 
Ejemplo: 


3 
EN =P E ER Sol x 9 aj k eZ 


2. | OVA =[x/x e R— (2kx)) 


D> E(d)eRoxs*1 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS : 


Es una igualdad establecida entre expresiones que 
involucran razones trigonométricas de una o más variables, 
las cuales se verifican para todo valor admisible de dichas 
variables. 

Ejemplo: 

La igualdad: Sen? x + Cos? x = 1, se verifica para cualquier 
valor real que le asignemos a la variable x; por consiguiente: 


Ejemplo: 
Sen 
La A = 
igualdad: Tanx 


x 
x 


, no está definida para 


x 3 5n 4 A xl. 
532.) es decir para x= (tx+03); kez 


luego la igualdad se verifica para cualquier valor que le 
asignemos a la variable x, tal que x *(2k +D3k eZ; 
por consiguiente: 


es una identidad vxer- (+03). 


Ejemplo: 
1 z 
La igualdad Cscx=-——, no está definida para 
sl Senx 3 


x=(..0,1,2x,..) es decir para x=4kx); keZ, luego 
la igualdad se verifica para cualquier valor que le asignemos 
a la variable x, tal que x > [kx);k e Z; por consiguiente 


es una identidad Wx e R — (kx) . 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 
FUNDAMENTALES 

Se denomina a las igualdades obtenidas al relacionar las 
líneas trigonométricas de un mismo arco en la 
circunferencia trigonométrica (C.T.) 


— Enla figura se observa: 


Aom=Aorr E) [PT=BM=00t0] 
Aom-Aors E? 


D> P(cos0;sen8)eC.T.=> Debe cumplir la ecuación: 
O y 4 y? =1 


IDENTIDADES TRIGONOMETEICAS, 


x=Cosg 


y =Sen0 D> | Sen?e+Cos*0=1 


Reemplazamos ( 
> P(Cos0;Sen0) e LF(0) > Las "rt(0)" se obtienen 
utilizando: x =Cos0; y = Send yr =1. 


E 
0 0 

C> OPS (teorema de Pitágoras) 
copy +? =(0sY E) [14 Tan? o =secto | 


C> OPT (teorema de Pitágoras) 
(op? +(eT)? = (OT)? > 1+Cot?0=Csc%0 


Clasificación de las identidades fundamentales 
1. Identidades pitagóricas 


| sen?x+Cos"x=1 |vxeR 


1+ Tan? x = Sec? x vxer—[(x+03)kez 


| 1+cot?x =Csc?x | vx e R=tkx);k eZ 


2. Identidades recíprocas 


SenxCscx=1|] vxeR-—fkx);ke Z 


[Gssa1] vxer-(( +02) :kez 
ver [iZ)ixez 
3. Identidades de división 
vxer=((+02);kez 


VxeR-([kx);keZ 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
AUXILIARES 

Aparte de las identidades trigonométricas fundamentales, 
hay aquellas igualdades que aparecen frecuentemente en 


la resolución de problemas y su conocimiento sería de 
mucha utilidad para facilitar la resolución de estos 
problemas; estas igualdades son de simple verificación y 
en muchos casos son consecuencia directa de operaciones 
algebraicas elementales; dentro de estas tenemos: 


- Sentx+Cos?x =1-2Sen?xCos*x 

= Senéx+ Coséx =1- 3Sen*x.Cos?x 

=- Tanx+Cotx = Secx.Cscx 

=  Sec?x + Csc?x = Sec?x.Csc*x 

- Senx-—Cos*x ='Sen*x -— Cos*x 
Secx- Tan*x = Sec?x + Tan?x 

= Osctx- Cot ix = Csc?x + Cot?x 
(Senx+Cosx)*=1+2SenxCos x 
(14Senx+Cos x)? =2(1+Sen x)(1+Cosx) 


De: Sen*x=1-Cos?x=(1+Cos x)(1-Cos x) 


Senx 14 osx Senx__ 1-Cosx 
A E 
Vxzxk;¡kez 


- De: Cos*x=1-Sen?x=(1+Senx)(1-Senx) 


> Cosx__1+Senx | Cosx__1-Senx 
1-Senx  Cosx |1+Senx  Cosx 


Vx +(2k+DFik eZ 


- Si: a Senx+bCosx = Va? +b? 


p) |senx= AA 
da? +1? da? +6? 
SUGERENCIAS : 
Es importante tener en cuenta: 


Senoverso = Verso = Vers 0 = 1—Cosg 
Cosenoverso = Coverso = Cove = 1- Sena 
Exsecante = external = Exsecg = Seco —1 


z La ENCICLOPEDIA 2012 


EJERCICIOS 


1. ¿Qué es el valor admisible para una expresión? 


2. ¿Qué es identidad? 


3. ¿Qué es expresión trigonométrica? 


4. ¿Qué es identidad trigonométrica? 


5. ¿Comó se demuestra una identidad? 


Senx 


6. Laigualdad: Tanx==== 


Cosx 
¿Es Identidad para todo valor real de x? 


7. Determine los valores admisibles para la expresión: 


E(x)= Tanx + Cotx 


8. Simplifique: Tanx Cosx + Cotx Senx 


Senx__ 1+Cosx 
9. Demuestre: 1 Cosx"—SemK 


10. Demuestre que Secx + Tanx y Secx — Tanx son valores 
recíprocos. 


11. Si: 
13Seco -12Tan0 =5 , 9.<IC 
Calcular: 
12Cscó - 5Tand E 

12. Sabiendo que:  25ec% - 4Csc?0 =1 

Calcular: E =Cos*4+2Tan%9 

A 1 B) 2 S 

03 D) 4 E)5 


OBJETIVOS : 
Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de: 


* Demostrar las identidades de las razones 
trigonométricas de la suma y diferencia de dos ángulos. 


* Aplicar las identidades de las razones 
trigonométricas de la suma y diferencia de dos ángulos 
en la resolución de problemas analíticos y gráficos. 


INTRODUCCIÓN : 

Con este tema se concluye toda la Trigonometría plana 
que pensaba exponer; en él responderemos a las 
siguientes preguntas: 


¿Además de las relaciones y propiedades 
trigonométricas estudiadas hay otras que interesan? 


¿Por qué son necesarias tales propiedades y relaciones? 
¿Para qué las usaremos? 


¿Que ocurre en las razones trigonométricas cuando 
sus ángulos se suman o se restan? 


¿Que ocurre en las razones trigonométricas cuando 
sus ángulos se multiplican o dividen por un número? 


Responderemos: Las razones trigonométricas no gozan 
de la propiedad asociativa de la suma o del producto. 
Dicho de otra manera: 


De la suma o diferencia de arcos, no se sigue la suma 
o diferencia de las razones. Si un ángulo se duplica no 
se duplica la razón. 


Sen(0 + $)= Sen6Cos¿ + SengCoso 
[Cos(9 +$)= Cos0Cosó - Seno Seng | 


Tg0 + Tgó 
1—Tg0Tgó 


Sen(0 — p)= Sen6Cos¿ — SengCos0 
Cos(9 — H)= Cos9Cosg + Send Senó 


ay 180 —T8EÓ 
Te (06)= PreoTgó 


Tg (0 +$)= 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


eyecral 
DEMOSTRACIONES ; 
De la figura: 


E 
¿ 


A 


AA Cos0C os y romero 
Sen (0 + $)= Sen0Cosp + SengCos0| 
(Cos(0 +¿)= Cos0Cosh — SengSeng| 


por identidad fundamental : 


_Sen+(0+4$)_ SenOCos¿ + SengCos0 
1 (0+4)= Cos(0 +4)  Cos0Cosp — Senó Seng 


Dividiendo entre Cos9Cosg : 
Sen0Cosp . SengCoso 


E =-, Cos0Cosód  Cos0Coshó 
Te =(0+P)=—GosgCosp  SenbSeno 
Cos0Cosp Cos0Cosp 
— Tg0 + Tgó 
Tg(0 +9)=3TraoTgó 
SENO DE LA SUMA 
DE DOS ÁNGULOS 


Si el ángulo del seno esta compuesto por otros dos 
ángulos “a” y “f” entonces el seno de este ángulo 


“IT. DE_ANGULOS COMPUESTOS 


compuesto se puede es en términos de “ 
"az , así: 


enla + fB)=SenaCosf+ Cosa Senf 


EJEMPLOS: 
*sendx = sen(2x +x) = sen2xco8x + cos2x senx 


*sendO”=sen(25”+15)=sen25'cos15"+c0825 sen 15" 
* senáxcosx + cosáx senx = sen(dx + x) = senbx 
* sen10'cos6”+cos10"sen6” = sen(10"+6") = sen16" 


* sen 75 
sen75"=sen(45" + 30") 
> sen75*=sen45*cos30"+sen30'cosdo” 


2 a a 
22 
don 
4 


>senT= 


>senTf"= 


eo 


* Calcule sen67" 
sen6 7 =sen30"+37 
>sen67=sen30"cos37 +cos30'sen37 
14 YB 3 


Dienb7T=Zx + — 
285.2 5 
4+34/3 
10 


> senb7T= 


* Sen98” = Sen( 45"+53") 
Sen98”=Sen45*Cos53+Cos45 Sens” 


V21(81.,(V21(4) 742 
sensor [7 2)+ |? ES 
SENO DE LA DIFERENCIA 
DE DOS ÁNGULOS 


Sen(a — B)=SenaCosf - CosaSenf 


EJEMPLOS: 


* Sen2x = sen(3x-x)=senfxcosx — cos3xsenx 
* sen20”= sen(25"-5") = sen25"cos5” — cos25"senb” 
* senGxcos4x- cosGxsenáx = sen(Gx- 4x) = sen2x 


* sen14'cos10- cosl14'sen10"= sen(14-10”) = send? 


* Calcular el valor de sen15" 
RESOLUCIÓN: 

%  seni5”= sen (45 -30") 
*>sen15”"=sen45"cos30" - cosd5"sen30” 


AS 
O ES 


> seni5'=-= 


5 pc > 
E 


COSENO DE LA SUMA 


DE DOS ÁNGULOS 


Si el ángulo del coseno esta compuesto por otros dos 
ángulos “a” y “ fp ” entonces el coseno de este ángulo 
compuesto se puede expresar en términos de “a” y 
“pg” así: 


Cos(a+f8)=CosaCosf - SenaSenf 


EJEMPLOS: 

* cosóx = cos(3x + 2x) = cos3xcos2x- sen3rsen2x 
* cos10"= cos(7"4+ 3”) = cos7'cos3” - senTsenS” 

* cos2xcosx- senlxsenx = cos(2x + x) = cos3x 

* cos13"cos4”- senl3S'sen4”=c08(13"+4")=c0817" 


* Calcular cos16” 
>cos16”=cos(53”- 37") 
>c0816"=c0853"c0837"+ senb3'sen37” 


ur) mr 


ATRIGONOMETRKIAS 
COSENO DE LA DIFERENCIA EJEMPLOS: 
5 9) Hanóx - tan2x 
DE ÁNGULOS Mi AS TA TT 
Cosía - P)=CosaCosf + Sena Sen 
B) B Bl erantrr=tam(go 6) 12520 tons 
EJEMPLOS: IHtando tana 
*cos2x = cos(5x-3x) = cosfxcos3x + sen3xsenlx tan8x-tan3x 
e dd Cd 3x)=tanbx 


*cos17"= cos(25”- 8”) = cos25"cos8”+ sen25” sen8? 


, tani4—tan6” 


* cos3xcos2x +sen3xsen2x=c08(3x — 2x)=c08x THaniflanó" 


* cos10'cos3”+sen10"sen3*=cos(10* - 3%) =c087" 


=tan(14* -6)=tan8" 


* Calcule eos7” 
> c087"=c08(60”- 537) 
>c087"=sen60"cos53"+senb0'senbl” 


TANGENTE DE LA SUMA 
DE DOS ANGULOS 


Tana+Tanb 


ER 1-TanaTanf 


EJEMPLOS: 


tan3x+tan2x 
1-tan3x tan2x 
tanS'+tan2” 


1-tanS'tan2" 
=tan(7x+5x)=tan12x 


* tanbx=tan(3x+2x)= 


* tan10"=tan(8+2")= 


+ tan7x+tanbx 


1-tan7xtanóx 
, taniS+tand” 


1-tan13'tan4” 
* Tan98” = Tan(45"+ 53") 


=tan(13"+ 4") =tan17" 


Tan45" + Tan53* 
Tan ranas” +Tans3 
1% ds 
=> Tan98” = a 
EII 
3 3 


TANGENTE DE LA DIFERENCIA 


DE DOS ANGULOS 


Tana-Tanf 


pa 1+TanaTanf 


* Calcular 188” 
tg8"=tg(45 - 37") 


s 
de 
145-1887 _ E 
ME artgST mal) rán 
4 


* Calcule: tan16” 

>tan16”=tan(53" - 37%) 
tan53” -tan37” 

in y nbStans7 


>tanl6”= 


* Para la Suma de Dos Arcos: 
sen(a+f8)=sena cosf+cosa senf 
cos(a+f4)=cosa cos f - sena senf 

tana+tanf 
1-tana tanf 

* Para la Diferencia de Dos Arcos: 


tan(a+P)= 


(5LT. DE ANGULOS COMPUESTOS |*06| 


IDENTIDADES ADICIONALES: 


¡Sen(a+B)Sen(a— fB)= Sen?a - Sen? A 


Cosía+8)Cos(a— B)=Cos*a — Sen*p 


EDITORIAL RUBIVOS 
tex+!gy+tg2-Igxtgyigz 
1-igxtgy-—tgytgz-—tgxtgz 
PROPIEDAD 2 


Sir A+B+C=kx; keZz 
> TanA + TanB + TanC = TanA + TanB+TanC 


Tg(x+y+2)= 


[Tana+Tanp+Tan(a+P)TanaTanp=Tan(a+P)] 
EJEMPLO: 


Si:a+P=45" > tga+tgp+tgatgp=1 


TEOREMA 1 3 
Siendo a y b números reales , x variable real se cumple: 


ÍaSenx+5Cosr=/a*+0*Sen(x+0)| 


a 
Ur: 


Siendo: fíx)=aSenx+bCosx; x e R , se cumple: 


—da?+b? < flx)< da?+b? 
> [la*+0? <aSen=+bCosx < /a*+0*] 


*JP+P Ssenx+cosx <P +1 


> -V2,< senx+cosx < /2 


ES mínimo IE mátimo 
* [3%+(1)7 < Ssenx+cosx s ÑiS + (17 


>-J10 < 3 senx+cosx < J10 


ele r+(-17 <2 sen3x+cos3x < 2 +(- 1? 


2-45 < 2sen3x — cos3x < /5 


IDENTIDAD PARA TRES VARIABLES 


¡Sen(x+y+2)=SenxCosyCosz + SenyCosxCosz + 
» SenzCosxCosy — SenxSenySenz| 


¡Cos(x+y+z)=CosxCosyCosz — SenxSenyCosz — 
] SenxSenzCosy-— SenySenzCosx! 


Sirx+y+z=(2% +15 ¡khez 
=> Cotx + Coty + Cotz = CotxCotyCotz 


EJERCICIO 1 : 


Tanx 


Si Sen(x + y)=2Sen(x— y) calcule: K = 
en(x+y en y) Tany 


RESOLUCIÓN: 

Desarrollando el dato, se tiene: 

Senx Cosy+CosxSeny=2(SenxCosy — CosxSeny) 
=> SenxCosy+CosxSeny=2SenxCosy — 2CosxSeny 


=> 3CosxSeny=SenxCosy => = 1 
Tanx 


= =3 
Tany 3>K 


=> 3Tany = Tanx > 


EJERCICIO 2 : 


Calcule el valor de P= ar 
RESOLUCIÓN: 

Dando al numerador la forma de la diferencia de dos 
> z Cos(45” —10*) 

ángulos, se tiene; P= Cos10”+ Sen10? 


Desarrollando el numerador se tiene: 


P= Cos45"Cos10” + Sen45”Sen10” 
> Cos10* + Sen10? 
Y corr +2 sento? . Ya 
=p=-2 2 factorizando: 2 se 
Cos10? +Seni0? 2 
J2 
Apo [COIE PenTO) > 7 
(Cos10*+SerT0*) 2 2 


EJERCICIO 3 : k 
Si: Tan(15"+x) - . Calcule: Tan(60"+x). 


RESOLUCIÓN: 


ATRIGONOMETRIAS 
Como 60"+x= 45" +(15%+ x) , se tiene: 


Tan(60%x) =Tan|45" + (15* + x)] 
_ Tan45"+ Tan(15" + x) 
— 1 Tan45"Tan(15"+ x) 


8 
> Tan(60%x)=——5=-L-=4= Tan(60"+x)=4 
E 


EJERCICIO 4 :_ 
Si ABCD es un cuadrado, halle Tang - 
y. PM? E 2 B 


Da E e 
RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico se observa que el lado del cuadrado es 
igual a 6. De los triángulos rectángulos ADF y DAE 


se obtienen: Tana: =3-¿MTanp == 
Del triángulo AGD ( por ángulo exterior ): 


0=a+8 


entonces: Tanó = Tan(a + 8) 


EJERCICIO 5 : 

Reduzca: 
Tanx+Tan2x+Tan3xTan2xTanx)Cot3x 
RESOLUCIÓN: 

Si: 2x+x=3x, entonces: Tan (2x+x)=Tan 3x 
Desarrollando el primer miembro, se obtiene: 


Tan2x + Tan3x 


1=Tan2xTanx Ends 


Luego; 

Tan 2x+Tanx=Tan 3x -Tan 3x Tan 2x Tan x 
Ordenando; 
Tan x+Tan 2x+Tan 3x Tan 2x Tan x=Tan 3x 
En el problema, dentro del paréntesis, tenemos: 
Tan x +Tan 2x+Tan 3x Tan xTan 2x =Tan 3x 
Finalmente: Tan3xCot3x=1 
EJERCICIO 6 :; 


Sen(x+y) 2 
to Ly a: S 
Simplifique lo siguiente : Cari =9) + Sen” y 
RESOLUCIÓN: 

Por identidad trigonométrica, se tiene; 


Sen(x+y) 


Sen(x+y) 
Csc(x — y) 1 


+ Sen? y = + Sen” y 
Sen(x — y) 


= Sen(x + y)Seníx — y)+Sen* y 
Aplicando identidades auxiliares: 
Sen? x —Sen? y 4 Sen? y = Sen*x 
EJERCICIO 7 : 
Simplifique lo siguiente : 
Sen(30"+x) Sen(30" — x)— Cos*x 
RESOLUCIÓN: 


Sen(30”+x)Sen(30” — x)— Cos*x 
= Sen? 30 — Sen? x — Cos*x 
AN r, gd 
=[3) - (Sen x + Cos 2)=351=-=3 
EJERCICIO 8 : 
Simplifique lo siguiente : 
Cos(60"+2)Cos(60”- z) - Cos*z 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando identidades auxiliares: 
Cos(60”+ z)Cos(60"-z)-Cos*z=Cos*60"- Sen*z-Cos*z 


11 1 3 
=(3) - (Sen*z+Cos*2)=—1=7 


EJERCICIO 9: 
Simplifique lo siguiente : 

Cos(x + y+z)Cos(x+y-z) +Sen*z 
RESOLUCIÓN: 


ALF. DE ANGULOS COMPUESTOS 


Cos(x+y+2) Cosíx + y —z) +Sen?z 

= Cos[(x +y) + z)Cos[(x + y) —2]+Sen?z 

= Cos* (x+y)— Sen?z+Sen*z =Cos*(x + y) 

EJERCICIO 10 : 

Simplifique lo siguiente : 
Tan10"+Tan50"+/3Tan10* Tanb0* 

RESOLUCIÓN: 

Como 10"+50"=60" : 

=> Tan10"+Tan50”+Tan60”Tan10"Tan50"=Tan60* 

=> Tan10+Tan50%+ J3Tan10"Tan50'=/3 

> Tan10'+Tan50"+/3Tan10"Tan50"=/3 


EJERCICIO 11: 
Simplifique lo siguiente : 


Tan10*+Tan27'+7Tan10'Tan27 


RESOLUCIÓN: 
Como 10427 =37": 
=> Tan10"+Tan27+Tan37Tan10'Tan27 = Tan37 


> Tan10'+Tan27+7Tan10'Tan27 > 


EJERCICIO 12 : 
Simplifique lo siguiente : 

Tan5" + Tan40” + Tan5"Tan40” 
RESOLUCIÓN: 
Como: 5"+40"=45",luego 
Tan5"+Tan40"+Tan45'Tans"Tan40”=Tan45" 
=> Tani'+Tan40"+1 xTanS"Tan40"=1 
=> Tan5"+Tan40"+Tan5"Tan40”=1 


EJERCICIO 13: 
Simplifique lo siguiente : 

3Tan20” + 3Tan33" + 4Tan20'"Tan33" 
RESOLUCIÓN: 


Como 2043353" : 

=> Tan204Tan33"+Tan53 Tan20'Tan33'=Tanb3 
> Tan20'Tanss+£ Tan20'Tan33 < 
Multiplicando por 3, miembro a miembro: 
3Tan20”+3Tan33"+4Tan20'Tan33"=4 


EJERCICIO 14 ; 


Calcular el valor de: E = CONOERO) 
Cos(0 —¿) 
Si:a+0+9=rr ; 2Tg00=T80 +Tg) 
RESOLUCIÓN: 
Cos0Cos¿ — Sen0 Seng 
n= AA SEO. 
E Cos0Cos¿ + Send Senó 


Dividiendo entre "Cos0Cosó”" el numerador y 


denominador se tiene: 
ES 1—Tg0Tgó 
1+ Tg0Tgóh 
+0 += 180% 
=>Tga + Tg0 + Tgjp = TgaTg0TgH ...(1) 


(2) 


como ; 


Además ; 2Tga =Tg0 + Tgó 

En(D): Tga + 2Tgo = TgaTg0Tgp 
=>Tg0Tgp = 3 - 

En(*): 


EJERCICIO 15: 
Simplificar: 
Sen(A—B) Sen(B-C)  Sen(C—A) 


PS nASenB * SenASenC * SenBSenC 
RESOLUCIÓN: 
.Sen(A—B) _ SenACosB — SenBCosA 


luego: E=CigB —CtgA+CigC —ClgB + CigA —CtgC>[E=0] 


EJERCICIO 16 : 

En un triángulo ABC, tanA + tanB = tanC 
Halle: TanAtanB 
A) 1 B) 2 
RESOLUCIÓN: E 
* En un triángulo ABC: A+B+C= 180% 


>tanA+tanB+tanC =tanAtanBtanC 
tanC 


> 21011 C =tanAtanBtanC 


> tanAtanB=2 


C)-1 D)-3 E) 12 


ATRIGONOMETRIAA 
PROBLEMA 14: 


Si: sena= E; cos0== 
Calcular: K=tan(a+0) 


A)2 B)4 ce. DJ8 EJ1 
RESOLUCIÓN: 
mon 1 vb es . 
na= ana == 
N5 2 
cos0= 5% 73, >tanó=2 
1,3 
_ tana+tanó SAS AR 
>tan(a+0) qa 0 tan(a+0) ES 5 
22 4 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 25: 

Si tga+tgB=11, tgaxitgf=18 y tgf>tga , 
hallar: 19 tg(a— f). 
A) -7 B)J7 
RESOLUCIÓN: 


* De los datos : 
tanf>tana ...... 


tana+tan P=11 

tanaxtan P =18 .... cn. 
de (1), (11) y (11), se deduce que tana=2 y tan B=9 
nos piden 

19tan(a -p)=19| 


C) 7/19 


D) -7/19 


EJ19 


tana—-tanf 
1+tanatanf 


2-9 
> I9tan(a- f)=19 (53) 


7 
> l9tan(a- a7-19(- 7) 


> l9tan(a- f)=-7 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 22: 
En la figura , ABCD es un trapecio rectángulo con 
AB=10 em , BC=6 cm y AD=12 em. 


Hallar tg a. A c 


RESOLUCIÓN: 


ES ol 


LA ENCICLOPEDIA 201% 


* En el trapecio : 
da a 2) 


Pas a=x+y 
NL 
* Nos piden tana=tan(x+y) 


Desarrollando el arco compuesto 
- tanx+tan y 
e 1-tanx tany 


> 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 15 : 
Simplificar la siguiente expresión: 
1 1 
tg5a—tg2a ctg5a—clg2a 
cos7a cos3a 
A) B) E Cjctg7a Djctg3a E) 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar: 


teta > els lg y= 
* Luego: ya 1 1 
—sen(5a—2a) sen(2a—5a) 
cos5a cos2a . senfasenla 
cosóa cos2a _ senasen2a 
sen3a sen(-3a) 
cosbacos2a+senbasenla 
sen3a 
cos(5a—2a)_ cos3a _ 


a CODERE, 
E A 
RPTA : “D” 


sena 
sena 


sen(y-x) 
senx seny 


>F= 


>F= 


PROBLEMA 16: 

Simplificando la expresión: 
sen? A+sen*(A+B)-—sen*B 
cos* A+sen* (A+B)-cos* B 


C)- tgBctg(A+B) 


Se obtiene: 
Ajig (A+B)ctgB_  B) tgAtgB 
D) tgActgB E) tgBctgA 
RESOLUCIÓN: 
* Propiedad: 

sen* A — sen* B=sen(A+B)sen(B- A) 
* De esta identidad se deduce: 

cos? A — sen* B=sen(A+B)sen(B- A) 


* Reemplazando en M: 
sendA- sen*B+sen*(A+B) 
COTA = cos iB +sen*(A+B) 

sen (A+B)sen(A — B)+sen*(A+B) 


sen(A+B)sen(B - A)+sen*(A+B) 
_sen(A+B)[sen(A — B)+sen(A+B)] 
—sen(A+B)[sen(B— A)+sen(A+B)] 
2senAcosB 


Sd 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 17: 


sitg[2-x)]=2.Hal E ) 
ie ») 5 allar ctg 25 +* 


AJ3 B)2 
RESOLUCIÓN: 


C)1 D) 1/2 E) 1/3 


x 1 A ESE e 
(5 2)=3 500: 0 14 x>tga 3 > ga=2 


* Entonces: ctg Es +2) =ctg E 4 a) 


28 28 14 
ctg E ctga+1 
>ete(5-a)- 4 =(VI2)+1_9 
4 ctga-ctgF 2-1 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 18: 
Reducir: (gs nigiZ+1 
ss bx 
8 GEES 
3 3 J3 
A) B, DJ1  EN3 
/2+1 1 SIERO di 
RESOLUCIÓN: 


* Recordando la siguiente propiedad: 
igo+tgpf+tg(a+P)igatgP=tgl(a+fB) 
y si: a+B=45 >tga+tgP+rigatgf=1 


riadas el problema: 
5H _ Gr_r_ Sx 
=45 > t, +tg +, 
ATA Es ez 


* Entonces la expresión pedida, será Sc a: 


pi enel als 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 19: 

Si x e y son ángulos complementarios (x>0") , 


encontrar el valor de “mm” de modo que se verifique la 
identidad. m E) 
8 2 =1+tg| = 

1+tg E 2 


1 B, Cite Y SL RA 
A) )2 JE D)tg 5 tetas 
RESOLUCIÓN: 

* Del dato: 


El x A x= y 2d 
=| 1418 E ll 141942 = Tratar 
m ( «5)p tg )»m 1+ tg tg tete 

* Como: 


* Entonces: z 
et tel —+tg— 5187 3= tg45”=1 
(Propiedad o en a os anterior). 


* Luego: m=14+1>m=2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 20: 


En el siguiente gráfico , el valor de tga es: 


a)-L B)- 2/3 a 


V3 
C) 2/3 D) 8 — 
3 2m 
E)1 JE ml Ss 
RESOLUCIÓN: 


* De la figura , deducimos: tga-? y tglaram)=É 
* Desarrollando "g(a +30)", tendremos; 


4 


tga+tg30" 
7 re ads 1 a 
tg(a+30%) Llgaxtgar > 
Ps 
* Luego: 2,43 E 
6x3 6_ 6+xV3 
x 12,43 x 3x-2/3 


> 18x - 12/3=6x+x? /3 , de donde: 
3x? - 12x+12/3=0 


3: -6 
A 


* De donde: x=2/3 


* Finalmente: igor 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 21: 
Si: x+y=135. Calcular: O 
4)1 Ba O DEI BR 
RESOLUCIÓN: : s 


PROBLEMA l: 
sen(30"+x)+sen(30” —x) 
sel 
C) cotx  D) 2cotx E) 2tanx 


Simplificar: K= 
A)tanx  B)escx 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando cada termino del numerador: 

senB0” x cosx+senx xcos30”+ sen30” xcosx — senx x cos30? 


* Simplificando: 
g=29en30 xcosx 28en30” xcosx A gx 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 2: 
Determinar el valor de: 
sendx x cosx+senx x cosádx 
sen3x xcos2x+8en2x x cos3x 
Ajtanx  B)tanbx C)1 D)2 EJ0 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde: sen(a+f4)=sena xcosf+senf x cosa 


Luego, si: a=4x y P=x 
> sendx x cosx+senx x cosdx=sen(4x+x) 
. 73 Senóx _ 
En la expresión: K: Pr, 1 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 3: 
K=*P(2—x)+senx x cosa 
cos(a- x)- cosa x cosx 
Ajtanx  B)1 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollamos lo conocido: 
-_ SENA COSX Senx X COSA+Senx X Cosa 


COSA X COSX +Sena Xx Senx — 0OBa X COSx 


* Reduciendo: K a motgx 
sel xsenx 


C)cotx  D)tan2x E) cot2x 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 4: 
Simplificar: K=-2(222., 
COSA xcosx 
A) tana B) tanx 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollaremos el numerador del problema: 
Sena xc08x — senx x cosa 
E + bano 
2084 Xx COBX 
Sena xcosx _ senxxcosa 


CO0BAXCOBX COSA XCOSX 


tanx 


C)cota D)cotx EJ1 


>K= +tan 


> K=tga-tgx+tgx=tga 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 
Siendo: a+P=45; tana=2 
Calcular "tanf" 

1 1 
A) 3 B)1 C)2 D) 4 Ei 
RESOLUCIÓN: 

* Como: a+8=45; tana=2 
* Piden: tanf=tan(45”-— a) : 4 1 
tan45" tana ES dl 
AO E 199 
PM 
55 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 6: 
Del gráfico , calcular: K=tana 


A) 11/16 

B) 7/9 E 
C)1 2 
D) 1/2 

E)2 ÚS 
RESOLUCIÓN: 


* En este problema el angulo conocido “a” debe 
expresarse en una suma o resta de otros dos ángulos. 
En el gráfico: 
PB+a=0>a=0-B 
* También: tana=tan(0- B) 
tanó9-tanf 
1I+tanó.tanf 


> tana= 


* Es mas> tano==3 


PROBLEMA 7: 
Si: cos(a+x)=5cosx(a —x) 
Calcular: K=fana.tanx 


2 2 4 
N=5 35 C)1- DJ; EJi 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollamos la condición; 


cos(a+x)=5c08(a - x) 


=> Cosa x cosx — sena x senx=5/[cosa x cosx+sena x senx] 
=> 0084 X COSx — sena x senx=5c080 x cosx+ sena x senx 
* Agrupando: 

- Gsena x senx =4c080 x cosx 


senaxsenx _ 4 O 
—_—_—_—_—_—_——=— => tana xtanx=-= 
COSA Xx CO8X 3 


-6 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 8 : 
Hallar un valor de “ax” que verifica: 


send xcosz + sena x condx m2 


A) 207 B) 30" 
RESOLUCIÓN: 
* De la condición: We 


PEA CUE PRENEE RCA E 


C) 15* DJS  EJ16* 


menilx+x) 


> si > 4x=60" > x=15” 
2 RPTA: “C” 

PROBLEMA 9 : 

sen(a+B)-sen(a-fB) 


cos(a+fB)+cos(a— AB) 
A tep B)cosf C)jsenf  D)1 E)secf 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando lo dado: 
E= sena.cos f + cosa.sen fi — (sena.cosf — cosa.senf) 
cosa.cos f — sena.sen ff+(cosa.cos fi +sena.senfB) 
sena.cos f + cosa.sen fl — sena.cos f + c08a.sen fB 
cosa.cos f — sena.sen f +c080.c08 f + sena.sen P 
A senf _ 777 
cosf  cosf 


Simplificar la expresión: E= 


>E= 


>E= 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 10 : 
Calcular el valor de: 
E=(cos50"+ cos20)*+(sen50”+ sen20")” 


AJ1 BJO0 C)1+J/3 D)2+43 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollamos los binomios: 

E=c08* 50"+2c0850" x cos20”+cos* 20" + sen? 50 
+2senb0” x sen20”+ sen” 20" 

* Agrupamos convenientemente: 

A e 


E)J8 


Dani sen20) 
»>E=1- 142 (co850'.cos20” +senb0.sen20") 
cos(50-29) 


Errar 242% 2415 


pa RPTA : “D” 


EDITORIAL RUBIÑOS 


PROBLEMA 11: 

Calcular el valor de: E=sen50”- 2c0840”. sen10” 

A) 1 B) 0,2 C) 0,5 D)2  EJ3 

RESOLUCIÓN: 

E=senb0” - 2c0840” . sen10” 

> E=sen(40"+10") -2c0840", sen10” 

>E=sen40".cos10"+c0s40".sen10”-2c0840".sen10" 

> E=sen40".cos10”-cos40”.sen10? 

> E=sen(40” - 10") =seng0"=2 =0,5 
2 RPTA : “C” 

PROBLEMA 12 : 


Si ABCD es un cuadrado y “M” es punto medio. 
Calcular “tan 6”. A M B 
A) 1 
B) 2 
C0)3 
D) 1/3 
E) 1/2 D C 
RESOLUCIÓN: 
* En el triángulo ADN ; “g” es ángulo exterior, por 
tanto: 
O=4T+a 
> tan0=tan(45+a) 
tan45”+tana 


PA e a 
$ 1-tan45 xtana 


*Enel DAM; tana=> y recordar : qué tamá5'=1 


pl 3 
A =E8 
l-1x= = 
a RPTA: “C” 
PROBLEMA 13: 
tan2” 
Calcular el valor de: E E 
A)1 B)2 0)3  D)1/2  E)1/46 
RESOLUCIÓN: 
tan46” -tan44* 
_ tan(46"-44) _ TetantrxtantP 
tand6”—tand4” — tan46”—sená4 
1 (5 
E 1I+tan46*xtand4" z 
E (co-razones). 
fe 1 A 
I+tan46 xcot46” 141 2 
1 


E 


* Operando en K: 
PA TA 
1- cotx — coty +cotxcoty 
* Multiplicando arriba y abajo por tanx tany: 
1 


Ea —_—_—_ 225 
tanxtany -tany-fanx+1 
* Como: x +y =135" 
> tanx + tany + tan135” tanx tany = tan135" 
> tanx + tany +(-1)tanxtany=-1 


* Entonces : 
tanx tany -tanx-tany +1=2 =>K=1/2 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 25: 
Si;Cotfp Ti 
Calcule: g=——*Cosla+fB)_ 
Sen(a+B)- Sen(a- B) 
A)J1/4 B)1/2 C)3/4 D)i E)3/2 
RESOLUCIÓN : 
Condición: Cotf —- Tana== 2. (1) 
Se pide: 
E  2Cos(atB) 
Sen(a+B)-Sen(a- fB) 
7 2Cos(a+B) 


” (SenaCosp+CosaSenf)- (SenaCosf — CosaSenf) 
2Cos(a+B) _, yy Cosa.Cosf _ Sena.Senf 
2Cosa.Senf Cosa.Senf Cosa.Senf 


> E=Cot$-Tana= E=* 
—_—_—_— 4 


Def 1) 


>E= 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 26 : 
Simplifique : V2Cos(x)- 28en( + -x) 
25en( *+x)- /3Cosx 
A)Tan(x) B)Cot(x) C)/2Sen(x) DJ1 EJJ2 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: SS VB Cons - 2Semí==x) 
E RS 
25m) - J3Cons 

Desarrollamos: 


/2Cosx - 2 Sen % Cosx Cos Sena) 


Vos 2x2 Cons + 2? sony 


>E= —T5. 
27 Cosr+2x 5 Sens -/3Cosx 


J/2Senx 
E= > E=y2 0 n 
S RPTA : “E” 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
PROBLEMA 27 : 
Si: Tan(x+y)=m ; 

Determine: Cot(x—z) 


Tan(y+2z)=n 


yy or B) l+mn Cc 1-m-n mn-1 


en A ) D) E) 


mn min 
RESOLUCIÓN : 
Condiciónes: Tan(x+y)=m a Tan(y+z)=n 
Se pide: Cot(x-z) 
Haciendo un cambio de variable el problema sería: 
TanA=m a TanB=n 
1+TanAxTanB 


mE TanA —-TanB 
I+m.n 


mn+1 
min 


Cot(A - B)=? > Cot(A — 
Reeplazamos: 
> Cot(A- De 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 28 : 
Si5Csc(a-— fB)+38Csc(a+B)=0, halle el valor de 
TanaxCotf. 

A)-4 B) 4 


RESOLUCIÓN : 


Condición: 5Csc(a— fB)+3Csc(a+B)=0 
> 3Csc(a+fB)=-5Csc(a- f) 
zS 3 S 5 
Sen(a+B) Sen(B-«) 
3_ Sen(a+B) 
5 Sen(fB-a) 
Desarrollamos: 3 SenfCosa+CosfSena 
5  SenfCosa-—CosfBSena 
Aplicamos proporciones: 
3-5_2Co8fBx Sena EEN 
345 SeMpC00a 
RPTA : 


5 
DJ Elz 


«g” 
PROBLEMA 29 : 


Calcule: pp Sen(50”) - Cos(50*) , Tan(65") - Tan(25) 


Sen(5*) [2Tan(40) 
AJ3J/2  BJ2J2 eel DNZ  E)-J2 
RESOLUCIÓN : 
Recordemos que: Senx - Cosx=/2Sen(x - 45%) 
Tenemos: 
p Sen50"-Cos50” , Tan65”—Tan25" 
Senó" J2 Tan4or 
Tan(85'-25) 
p=Y2Sen(50*-45%), _ (Tan65* -Tan25") 
E Sens” Ja Tonos Tano" 
I+Tan65.Tan25" 


j o 1 
ES P=Á24 (COR TAn 2) > P=/24 7x2 => P=2 2 
. RPTA : “B' 
PROBLEMA $30 : 


El valor aproximado de: E=Tan(24”) papilas es: 


151 
a)2 B)-1 C)o D)1 
RESOLUCIÓN : 


-B 
161 25 
Conocemos: 


E)2 


7 
a 
7 
Tan16+TanS” 
1-Tanl6"Tan8 


E= 


> Tan24'=Tan(16+8) > 


ZA 73 


a 247 Ter 
E s 


e E 
*Conección: E=Tan24* da OS 


> E=0 


161 161 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 31: 
La expresión: 
Sen*(a+b)+Sen* (b) - 2Sen(a+b)Sen(b)Cos(a) 
esigual a: 
A)Sen*(a) B)Cos*(a) 
D)Cos(a) E)Sen(a)Cos(a) 
RESOLUCIÓN : 
F=Sen?* (a+b)+Sen*b - 2Sen(a +b)SenbCosa 
> F=Sen(a+b)(Sen(a+b)-2SenbCosa)+Sen*b 
SenaCosb+SenbCosa 
> F=Sen(a+b)(SenaCosb - SenbCosa)+Sen*b 
Senía-B) 
> F=Sen(a+b)Sen(a—b)+Sen*b 
> F=Sen*a - Sen*b+Sen*b > F=Sen*a 
RPTA : 


C)Sen(a) 


“A” 
PROBLEMA 32: 
Calcular: M=ctg25” tg5”- 2ctg25"xtg5xsenG0” 
AJI+J3 BIV3 C)1-V3 D)-J2 EW2 
RESOLUCION: 

M=tan65 -tan5”— 2lan6rtans E 


> Matan65'+tan(-5)+/3tan6Ptan65'tan( — 5%) 
=> M=tan65+tan( -5)+tanbOtan65Ftan( - 5) 
> M=tan60* 


(aplicamos 
> M=ton80+tan(-5)+JTtanótan(-05)...! sa) 
1 M=tg(65 —5)=tg60"=/3 RPTA : “B” 


AA RUBIÑOS. 
PROBLEMA 33: 


Sitga=tg45"+1g60 xctg85*+ctg8s”, halléla medida 


del ángulo agudo «. 

A) 387 B) 48 C) 15%  D)35” E) 60" 
RESOLUCIÓN: * 

Se tiene la siguiente igualdad : , 


tana=tan45%+tan50" cot85*+ cot85* 
tana=1+tan50 "tan 5%+ tanó .cccimmooros (1) 
Se sabe que tan(45”+5") =tan50" 


1 +tan 5 50 
1- tan? 3 


>1 +tant+tantitansO” = tanbO caes (1) 
Reemplazamos (11) en (1): 
tana=tanb0'; a € (07; 90) > a=50 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 34: 
En la figura, BC=2CD, Hallar el valor de 
1-sen*(a+B) a 


R= 
sentasen” 


A)2 
B)4 

1 
05 le 
D)8 

1 
Bl A 

2 

RESOLUCIÓN: 


vB: 
cota 
col f cota=3 a 


S y 3 Pa e 
sen“asen"B A E 
Desarrollando se obtiene 
_[ cosía+B) p a z 
| => R=|cota cot f - 1] 


=> R=(3-1)* > R=4 


*cotf= 


RPTA : “B' 
PROBLEMA 35: 
En la figura, AB=5 em;BC =4 em, y el ángulo DÁC 
mide 45”. Calcule el área de la región sombreada. 


A) 102,5 em? Y : 

B) 87,5 cm* % 

C) 75 cm* 

D) 77,5 cm? e 

E) 105 em* 

RESOLUCIÓN: 8 Ea 


ATRIGONOMETRIA 6 
Dato: 

AB=5cm 

BC=4cm 


Del gráfico sabemos que : 
x+4 
o E A 


+ x+4 


4 
05) 


Luego: s5= 22. 102,55 102,6 cm" 


2 
RPTA : 


=> 


“pr 
PROBLEMA 36: 

Determinar el máximo valor de: K=AB+EC 
Sabiendo que: AE=3 ; OA 

A)J1O 

B)3 E 

C)J11 

D)2 

E)3,5 A D 
RESOLUCION: 


* Della figura: K=3cosa+ sena 


Propiedades: A D 
Si: f(x)=asenx+bcosx 


> fas=lat+0? a fan =- Va +0? 
> Emi = 3 +1 =/10 


PROBLEMA 37: 
Hallar el valor de: M= 


RPTA: “A” 
sen40” —/3 cos 40? 
sen10'cos10? 


C)2 DJ4 z 


1 
nz B)-4 == 


RESOLUCIÓN: E 
En la expresión : yy = 2240-43 00840" 
sen10* cos 107 


multiplicamos y dividimos entre 2; 
1 Y3 
2 3 sen40” - 9 cos 40”) 
Ma sen20 
2 
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Aplicamos transformaciones trigonométricas: 
JS d(cos 60"sen40" - sen60” cos 40*) 


M 
sen20” 
Ma 4sen(40”- 60%) ES 4sen( - 20%) 
sen20” sen20” 
-4sen20* 
—_—_——>M=-4 
enzo 20 RPTA “B' 


PROBLEMA 38: 
En la figura mostrada , halle tan(«) 


RESOLUCIÓN: 


E MTanp= == 1 > Tan(0+8)= 


Tan0+Tanf 


peta 1-Tan0xTanf 


77 
36,1 se 


Tan(9+p)= E 385 Tantorpr == 


E 


Dado que: (8+4)+a=180" 


-Tan(0+f8)=> Tana= E 


348 pra 


> Tana= 

“y” 

PROBLEMA 39: 

Si: tg(2a-3P)=6 y tg(a- P)=4, halle tg f. 
98 94 82 

As B)J5 Cc) DF 


RESOLUCIÓN: 
De los datos tenemos : 
tan(2a-3P)=6 y tan(a—fB)=4 
OS : 
a-B=x>tanx=4 
> 2a-3PB=2a-fPB)-P=2x- PB 
> tan(2x- f)=6 


Sabemos que : 
P=P+2x-2x => P=2x-(2:-B) 


24 
E 


ALT. DE  ANGULOS COMPUESTOS 
Luego, aplicamos tangente: 

tan B =tan(2x- (2x-— fB)) 
tan2x-—tan(2x- fB) 


AMB anzatantz P)) 
ter 2t 2(4) -8 
=; an a, e 

tan 2x= tante > tan 2x= NS 16 
Reemplazamos en (1): 3 

tan fP= 5 

1+ 5) (6) 
Resolvemos: tan PB == 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 40: 


En la figura mostrada , BD=DC=7u;halle el máximo 
valor que pueda asumir Tan(0). a 


/98 
Na Dg 
/98 
O 
E) /37 
A € 


RESOLUCIÓN : 


DA ABM: 
Y 
h AM 
ad hCota+2hTana Pone 
1 
AR E 
E Cota+2Tana 
Conocemos que: A € 
MA>MG> Coratóna, > ¡Cotax2Tana 
É 1 
ta+2T0 242 > —=A— 
unta e bbs Cota+2Tana 2 2/2 
Ja Tonos E 
> (Tanó Jmáx= E 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 41: 
Calcule: w=3[-see(s0*)+/3Cse(80*)] 
A)-2 B)-1 C)1 D)2 EJ3 


RESOLUCIÓN : 


IR PERAL IN] 


eS a senos y cosenos : 


E /3 1 | _v3Cos80*- Sensor 

—4| Sen80” Cos80? 4Sen80"Cos80* 

1 3 
>W= amoo > E seniw Econo) 
Mz Tap (Sen0*Cos30* - Cos10"Sen30”) 
A al Sent10r- 30*)) 
_Sen(-20%) __ Sen20 A 
ES Sen20” TN a 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 42 : 
Apartir de la siguiente identidad : 


cos(x+y) =acosx+bsenx, en la que aab son 
constantes comprendidas de -1 a 1 ,halle el valor de 


C082y. 

Aja? -b?-1 Ba? +6? Ciat+b? 1 
D)Ja? - b? E)Ja-b 

RESOLUCIÓN : 

Piden : cos2y 


Dato: £0s(x+y)=acosx+bsenx . 


Por identidad de arcos compuestos : 
(08 x COS y — senxseny = a cos x + bsenx 


Como la igualdad es una identidad trogonométrica , 


entonces cosy =a 
seny =-b 
Elevamos al cuadrado : 
cos y=A o euoroeomieseaionecsnos Ls RA 144) 


cos?*y-sen?y = a? -b? 
> cos 2y=a*-b? 
PROBLEMA 43: 
Enla figura mostrada,si AM=MC=n , AN=2NB=2m, 
determine Tan9 en la A demyn.; 


RPTA : “D” 


ATRIGONOMETRIAS MAT LA ENCICLOPEDIA 23012 
ma 2m.n á4m.n 
E BI [el A)ta B)Jt Cj)cot: D)cot, E)1 
3mi+n? 3mP+n? nen Ea z dt pi 
D 3m.n 2m.n (GB) Reducir: 
tan mi+8n? _sen(45*+x)- sen(45* - x) 
RESOLUCIÓN : A cos(60"+x)+co8(60”— x) 


O=$-an En 
Tanf= => 

_Tang-Tana 

> Tan0=Tan($-a)= T+TanéTana EE 


Reemplazamos: 


E 3 13 
Si: tanx=-" ; == 
O as E 
Calcular: sen(x+y) 
61 62 63 64 
A B C, 
55 55 65 ed 65 de 


(2 Simplificar: E=/2c0s(45*+x)-—cosx 


A) 1 B)j-senx  C)jsenx D)2senx  E)1 
(E) Simplificar: 
- Sen (x+y)- cosx.seny 
sen(x— y)+cosx.seny 
A)J1 Bjianx C)jeoty D)tany E)cotx 
(0) Calcular: 


E=4c0815"+./2 tan15" - 3esc15* 
C)J4JZ D)J-3/6  E)-246 


sen(a+fB)-senf.cosa 
cos(a-— f)-sena.senf 


AJ2/2 BJ3WJ/6 


(03) Simplificar: C= 


AN/2 pea Cjtanx D)/2tanx sans 


(O) Si: tanf=3; calcular: A=sen(45+8) 

Va "E "h > DT 
(03) Si: seno= 7; calcular: U=cos(45"-0) 

VE DE WE "RR "% 
(9) Si: x+y =60"; calcular: 


D= Senx.C08y + seny.cosx 
C08%.C08y — Senx.seny 


Ya 


AJ1 BN C)2/3 D) EJ3/3 
(1) Simplificar: I=(senx + cosy)* + (seny — cosx)? 
Si: Ey=5 

4)2 BJ C)3 DJ4 E) 2+J3 


(O) Reducir: A=(cosx + cosy)* +(senx - seny)* 
. x 
Si: x+ y 4 
B)2  C)2+2/2  D)2+/2  E)3+J2 


Calcular: p=*2720"+00873"_ 
e = 1-tan20".cot73” 


A)J3 


4 3 4 3 
us BG C)1 D)=G E)-G 
(O Calcular: E=tan8"+ cot16” 

25 7 3 3 4 
A) F B)>5 C) 5 D) E E) 3 
DSi: tan(A-B)=2 y tanB=2 
Calcular: tanA 

1 1 
A) 7 B)7 C)- 7 
(5) Siendo: tana=7 y tan0=5 
Calcular: — "tan(a—0)" 
4) 2 B)J6* C)12"* DJ16"  EJ18* 
«(QM Reducir: 
AOS ee tamy 


—aníx+y) 


(SET: DE ANGULOS COMPUESTOS |Y18| 


al -—B) tan(x-y) 
Debo E) 2 


(1) Del gráfico mostrado , calcular “x”. 


C) tan(x+y) 


17 13 
AT 237 


51 
C) 13 


E) 3 


De ñ 


d Po 
E S 
4 
Si: AS E 
(5) tanx.tany: 5 3 8enx.seny 13 
Calcular : cos(x- y) 


1 1 1 J3 1 
aJ5 B) n C) 5 D) 3 Ez 
(E) Calcular: — E=/3tan8S0(tans0” -tan40”) 
a ml os os El 

2 2 3 
ED Si: tana+tana=1 A tan(a+P)=3 
Calcular: fan (a - b) 

40 B) 1 C)2  D)-2 EJ-3 


TAREAIDOMICILIARIA 


O Simplificar: g=*4% (45"+x)+8sen(45” — x) 
cosx 


CNz DIJE 


(2) Determine el valor de: 
K= senfx x cos2x+sen2x xcosóx 


cosáx x cos3x — sendx x sendx 


AJI a ENS 


Ajsen7x  Bjcos7x Cjtan7x 


(43 Calcular el valor de “fan8””. 


AJ1 B) ; 


Djianx EJ1 


C)7 


Si: csex=27 ;coty==z. Hallar sen(x+y) 


221 22 
A az S 1 C) 


220 
Dz 7) T 


221 30 


ISAAC NEWTON 


Newton es uno de los hombres que tienen significación 
universal; su obra cambió el curso del pensamiento 
matemático o de la experiencia humana; no fue un niño 
precoz, ni un buen granjero, por eso fue enviado a 
Cambridge en 1661, quizá para que ingresara en la 
Iglesia. Ingresó en la universidad y tuvo por maestro 
al excelente matemático Isaac Barrow. Se graduó a 
principios de 1665 y por distintos motivos regresó para 
vivir en la solitaria casita de Woolshorpe, donde había 
nacido. Tiempo después volvió a Cambrige y pronto 
dejó marcadas sus profundas huellas en los campos 
del saber, del que su nombre es ya figura indisoluble . 
a él le corresponde el descubrimiento de la naturaleza 
de la luz blanca, de la que se podrá obtener todos los 
colores por refracción (1672), el cálculo diferencial e 
integral y la ley de gravitación universal (1687) en 
cuya deducción tuvo como causa según la leyenda la 
caída de una manzana en el jardín de su casa. El 
teorema del binomio fue su primer trabajo 
matemático. Se cita a continuación un párrafo 
autobiográfico de Newton. “En el mismo año (1666) 
comencé a pensar en la gravedad extendida a la órbita 
de la Luna y habiendo hallado cómo calcular la fuerza 
con la cuál un globo que gira dentro de un esfera 
presiona la superficie de la esfera, a partir de la regla 
de Kepler de los tiempos periódicos de los planetas 
que se hallan en una proporción sesquivariable de su 
distancia de los centros de sus órbitas (sesquivariable 
significa una vez y media o, como decimos, que el 
cuadrado de los años es proporcional al cubo de las 
órbitas) deduje que las fuerzas que mantenían a los 
planetas en sus orbitas debían ser inversamente 
proporcional a los centros en torno de los que giran y, 
por ello, comparé la fuerza requerida para mantener 
a la Luna en su orbita con la fuerza de gravedad de la 
superficie de la tierra, y hallé una respuesta bastante 
exacta. Todo esto ocurrió en los dos años de plaga de 
1665 - 1666, pues en aquellos días me hallaba en la 
plenitud de mi edad para la invención, y me inclinaba 
hacia la Prada ont Eo e 
época anterior”. 


Reducir expresiones de manera directa con la 
aplicación de las propiedades adicionales. 


IDENTIDAD PARA TRES VARIABLES 


¡Sen(x+ y+2)=SenxCosyCosz + SenyCosxCosz + 


SenzCosxCosy — SenxSenySenz 


Cos(x+ y+2)=CosxCosyCosz — SenxSenyCosz — 
SenxSenzCosy — SenySenzCosx 


Tg(=+y+2)= tgx+tgy+tgz -tgxtgyigz 
1-tgx tgy —tgy tgz-tgxtgz 
IDENTIDADES AUXILIARES 
¿[Sen(x + y) Sen(x — y) = Sen*x —Sen* y = Cos*y — Cos*x| 
1i]Cos(x + y)Coa(x — y) = Cos"x — Sen* y = Cos* y — Sen*x] 


¡ti fTanx+Tany + Tan(x + y) TanxTany = Tan(x +3 


iv)[Tgx — Tay — Te (« — y)TexTgy = Te (+ — y) 


1) Mg + Tay = aci) 


01Joue + Cuy - 2.2) 


SenxSeny 


son + Cte = cc 


En un triángulo oblicuángulo ABC: A+B+C=180", 
luego: 


viii [TgA +TgB + TgC = TgATgBTgC| 
ix] C12ACIgB + CIgACIEC + CIgBCigC =1 


| An B' Am,C BO: 
x Tay TE7 +Te TE 7 +TE TE =1 
. A B CA BESO] 
ai Cig-7+Ctg 5 +Ct85= 0808085 


DEMOSTRACIÓN de (i): 


o 
“E 


Sen(x + y)Seníx — y) = (SenxCosy + SenyCosx) 


(SerwoCosy — SenyCosx) 
= Sen? xCos* y — Sen*xCos*x 
= Sen*x(1—Sen* y) —Sen* y(1—Sen*x) 
=> Sen(x + y)Sen(x — y)= Sen? x — Sen? y = Cos* y — Cos*x 


DEMOSTRACIÓN de (vi): 


Como: 
A+B+C=180" > A+B =180" — C 


=> Tg(A + B)= Tg(180” — C) 


TgA+TgB _ _. 
> 1 mgamen TES 
=> TgA + TgB = —TgC + TgATgBTgC 
> TgA + TgB + TgC = TgATgBTgC 


DEMOSTRACIÓN de (viii): 

a AB EZ 
A+BAC 2180 > 34 GH 00 
Ar Cc A B 
> +7 0w-E > 107 3 

TgA rg? 
2 2 Cc 1 
E y BS MF = E" 
L= TE 
Tg ¿TE z Tg 
AE: BO An, B 
>TEGTEG+TEGTEG=1-TEGTEG 


Am, B Am, € B,, € 
> TEGTEG +Te TEG +TE 5 TEG =1 


EJEMPLO : 
Simplificar: 
E= CIgA +CigB | CIgA + CigC CigB + CtgC 
TgA+TgB * TgA+TgC ' TgB+TgC * 
Si: A+B+C=180" 
RESOLUCIÓN: 
_ CIgA + CtgB CtgA + CtgC 
— TgGA+TgB EAS 
CigA — CigB 
_ CIgA+CItgB__ 
"CIR CIA CIAO 
CtgACtgB 
Luego: 


E = CIgACtgB + CIgACtgC + CIgBCtgC => 


2 ANGULOS  COMPUESTOS(PROPIEDADES) 


PROBLEMA 1: 
Si: a+bre=o, el valor de: 


tgatgb+tgatgc+tgbtgo, es: 


Él 


1 Y 
Er B)- 3 C)1 D)-1 3 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: si a+bre=> 
tgatgb + tgatge + tgbige = 1 
RPTA:“C” 


PROBLEMA 2: 

Los ángulos a, $ y 0 satisfacen la relación: 
tga+tgp+tg0=tgatgótgo 

Hallar la suma de: a+4+0 (k: número entero). 


AJO B)2kx C)5+hx DJ 7 +kx E)hx 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: 


Si: tga+tgP+tgp=1tgatgBtaó 
* Entonces: a+P+p4=kx,ne Z 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 3: 
Si: A+B+C= 180" 


Hallar: 1gA+tgB+tgC 
A) senAsenBsenC  B)cosAcosBcosC C)1igAtgBlgC 
D) ctgActgBctgO E) secAsecBsecC 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: 

A+B+C=180'(n),n e Z 


+ tgA+tgB+1tgC=1tgAtgBtgC 
* Entonces: 
1 1 


=ctgActgBetgO 
RPTA: “D” 


tgA+tgB+tgC $ tgAtgBtgC 


PROBLEMA 4: 
Si: A+ B +C= 180", el valor de: 

E =tgA +1tgB + tgC-1gAtgBlgCO 
AJ1 B)-1 C)2 DJO 
RESOLUCIÓN: 

* Propiedad: 
Si A +B+C= 180”, entonces: 
IgA +18B + 1gC = igAtgBlgC 


E)-2 
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E=tgA+tgB+tgB -1gAtgBtgC 
IgAlgBIgC 
> E=0 


PROBLEMA 5: 

Hallar £gA enun AABC , cuyos ángulos cumplen: 
senA = nsenBsenC 
cosA = ncosBcosC 


An B)n* 
RESOLUCIÓN: 
* De: senA=nsenBsenC. 


cosA=ncosBcosC .. 
* Dividiendo (1) + (11): 


RPTA: “D” 


C)jn-1 D)n*+1 E)n+1 


A+ B+C=180" > B+C=180"- A 

* Entonces: cosÁ=- cosB +C 
* Reemplazamos en IT: 

- cos(B+C)=ncosBcosC 
3 —cos(B+C) 3 cosBcosC — senBsenC 

cosBcosC cosBcosC 

>n=-1+tgBtgCO 
* De (11): 


>n 


n=- 1+tgAtgA=n+1 
ueser RPTA : “E” 


PROBLEMA 6: 
Siendo ABCD un cuadrado y M punto medio. 
6 


Calcular: H=———"_———-—4 
tga+tgf+tg0 


AJ2 

B) 1 

AA 

D)-3 

EJ3 ¿e pr 

RESOLUCIÓN: 

* Del grafico. tanó=1 
tana=2 

Pero: 

a+PB+0=180" 


> tana+tanf+tanó=tana.tanf.tano 
2+tanf+1=2tanf(1) > tgP=3 
* Luego: 6 


tana+tanf+tano 
pai ir 
G 
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PROBLEMA 7: 

Si: x+y+2=90" y tgx=2fgy =3tgz , calcular: 
E= 3ctgx + 4ctgy + 5ctgz 

A) 15 B) 19 C) 23 

RESOLUCIÓN: » 


* Condiciones: 
EEYELZDO caenoracocncinienrarraricicicol (1D 
tanx =2tany =3tanz =R cumomoro(1) 


*De (1): 


D) 26 EJ30 


tanx=k 


* Pero: como x + y +2 = 90% 

>tanx.tany + tany. tanz + tanz.tanx = 1 
* Reemplazamos: 

E + > + hi1 h=1 


* Luego: E 
fanx=1 
tany=1/2 
tanz=1/3 

* Se pide: 


E=3cotx+4coty+65cotz 
> E=3(1)+4(2)+5(3)=26 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 8: 
En un triángulo ABC se cumple: 

senC=/2sen(A -B) 

tanB=3/3 - 2/6 
Hallar el valor de ángulo BAC. 

x Ed 2x Sx 3x 

7 Bl C) 3 DJ Do 
RESOLUCIÓN: 


* Sabemos que: 
=180"- (A + B) 

> senC=sen (A + B) 

* Entonces: 

Eos ia -B) 
sen(A+. 
ie a] 

* Aplicando propiedades de proporciones; 
sen(A+B)+sen(A-— B) _ /2+1 
sen(A+B)-sen(A-B) J2- 1 

2sen Acos B _ J2+1 

2cos AsenB J/2-1 
> tEA_V2+1 J2+1 

teB_ J2-1 241 


> tg A=tg B(3+ 2,2) 

> 1g A=(3/3 - 2/6 )(3+2./2) 
> tg A=3(3- 2/2)(3+2/2) 
> tg A=/3 > A=60" 


* En radianes: A=Z rad . 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
Si: tgla+b+0)= 2 1 igb=S 
Calcular: tg(a-—b + e) 
6 21 27 29 11 
A) 7 BF O D-7 E)- 37 
RESOLUCIÓN: 
*Dato: tgla+b+e)=2 y 1gb=3 
= . 
aaron tglart=? 
tga+tgb -3_ tg0+3 -3 
l-tgatgb 5  1-3tga 5 
> 5tga+15=3-9tga > tga=-5 
* Luego: 
tala -—b+c)=tg(a-—b) 
3 3 
tga-tgb _ ZE 27 
1+tgatgb 1+(-So 11 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 10: 
a ¿a=b:. de 
Si: E-y= E ¡tg(y-2)=1 
Entonces: £g(x-—2) esigual a: 
a b a-b a+b a+b 
a He Ss on y a 
RESOLUCIÓN: 


* De: tg(x y te> 2)=1 
* Observar que: 
x-2z=(x-y)+(y-z) 
* Entonces: 
tg(x-2)=tgl(x — y)+(y-z)] 
tg(x— y) +tg(y-z) 


800 yal 2) 


> tg(x-2z)= 


RPTA : “A” 
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PROBLEMA 11: 
dd 17% 
Si: a+Bry= y clga+ctgy=7ctg PB 


Calcular: cigactgy 
4)8 B)6 
RESOLUCIÓN: 


Como: ur. 


> ctgu ctgB ctgy =,ctgo. 2 
7etgp 


> ctgactgf ctgy =8ctg fp 
> ctgacitgy=8 


PROBLEMA 12: 


C)7 D) 77 E) 2 


a+Pry= 2(8)+15 


RPTA : “A” 


En: 
e 67 
A) 13 23 
23 
C) 7 D)1/2 L 
A 
E E H—7 4 
41 Calcular: “gg” 
RESOLUCIÓN: 
*Como: A+B+C= 180? 
>1gA+tgB+tgC=1gA tgB tgC 


13 4_(13 4 
En += a 
> 7 +tgB 3 ( 7 Jen: 


[el 


39+28 _ 52 
——=>518B -tgB 
> 21 21 sá E 


> 67=31tgB > igB=2 
PROBLEMA 13: 
En el siguiente cuadrado: 


7 2 
41 B7 5 


RPTA : “B” 


2 

C)Z7 D)2 
) ) 

3 
EJ 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura se obtendrá: 
* Como: 


2H 14 
T q 


0+y+a=180" US 


> ig0+tgy+tg0=tg0tgytga 


3 2 (3 2 
>), 


y 7 
> tgy+=3tgy > tgy== 
2r+ =8l8r > tgr 4 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 14: 
En un triángulo ABC , se tiene que: 


tgB _tgC 
tga= "8 187 
ARAS 
Calcular: E=tg?A + tg?B + tg?C 
A) 12 B)7 C) 41 D) 14 E) 241 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: tgA=k >tgB =2k y tgC=3k 
* Ahoracomo: A+B+C= 180" 
> tgA+tgB+1gO=1gA tgB tgC 
> h+2k+3k=k(2k)(3k) 
6k=6k3 > k=1 
* Se pide: E=k*+(2k)?+(3k)?*=14k*=14(1)?=14 
RPTA ; “D” 
PROBLEMA 15: 
Hallar: "tg4" 
Si: 7AP=PB="_ Br=7C 
¿8 2 3 
LES B 
a : 
D C 

61 53] 61 5 61 
Sa B-3 re AO 
RESOLUCIÓN: 


de e 
San ap=pB= Zar = z TC=74 


> AP = a; PB = 7a; BT = 2a; TC= 3a 
* Entonces en la figura tenemos: 


* Como: 


a+B+ 4 = 180" 
> tga +1gB + tg4 = tga 1gHB 180 cauca (1) 
* Pero: 


3 5 
Tana= Tang 7 
* En (D: 
3_5 3.5 61 
A ii e A 


RPTA: “E” 
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PROBLEMA 16 : 


Si A,B y C son las medidas de los ángulos de un 
triángulo ABC, simplifique: 


F= Cos(A-—B) + Cos(B-C) Cos(C-A) 

Sení A).Sení B) Sen( B).Sen(C) Sen(C).Sení A) 
AJO BJ C)2 D)3 EJ4 
RESOLUCIÓN : 

F= Cos(A- B) Cos(B-C) Cosí(C-A) 


SenAxSenB * SenBxSenC SenC x SenA 
CosACosB . SenAxSenB 


SenA xSenB__SenA x SenB 
CotA.CotB+1 
luego: 
F=CotACotB+CotBCotC+CotC.CotA +3 

Por propiedad=1 

Dado que: A+B+C=180" > F=4 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 17 : 
En la figura mostrada , si AB=3a ;BC=2a y AD=5a 
calcule F=Tana - 1 


Bi (el 
A D 
AJ21 B)20 C)10 D)7/2 E)2 
RESOLUCIÓN : 
3a| 
A AD 
Notemos que: z Ton 
a0+4> A SIA O 
Ahora ,como: ¿223 
Tant= 5 5 
Tan9= de a 
Reemplazamos: 2a 2 
3,3 21 
vna = 10 >Tana=21 
16 d 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 18 : 
En la figura mostrada, si AB=BC=2u y CD=3u, 
además ¡a+8+0=2 Calcule : P 


F=Cot(a)+Cot( fB)+Cot(0) 


A B Cc B 
an? a AE > py 1ES7 
7 7 7 7 
RESOLUCIÓN : P 
Condición: a+ B+6=90* 
h 
A 2 B 2 C 3 D 
Del gráfico: Tana=% : Tanp= E ; Tano=* 


Como: a+ B+0=90* 
> TanaxTanf +Tanf x Tan0 + Tan0xTana =1 


13 m3 0 
35 m* 21 
3h +7 +5? 2105 
== 05 =1>h ST > h=V7 
Luego: 
cen Cota + Coto + Cotp= += 
> Cota +Cot0 + Cot p = 57 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 19: 
En un triángulo ABC se cumple: 
3ctgB -7ctgC = 2mtgA 
8SctgA —9 ctgB = ntgC 
10ctgC — 2ctgA = ptgB 
Determinar la relación que se cumple entre “m”, “n” 
y ip”. 
A) 2m+2n4+p=1  B)2m+n+p=1 
C)2m+n+p=2  D)m+n=2p 
RESOLUCIÓN: 
* De las condiciones obtenemos: 
3cotBcotA — TcotCcotA = 2mm..... (1) 
8cotAcotC — 9cotBcotC = A... (IM) 


E) 2m-n=2p 
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10cotCcotB - 2cotAcotB = P...mo.o (II) 
* Sumando (1), (11) y (11D: 
cofAcotB+ cotAcotC + cotCcotB=2m +n+p 
1 


> 2m+n+p=1 
RPTA: “B” 


(PRIMERANRRAGTICANDIRIGIDAS 


(€) dado el triángulo ABC, simplificar : 
tgA + tgB + igC-1gA tgB tgC 


AJO B)1/2 C)1/8 D)J1/4 E)-2 
(42) Dado un triángulo ABC. 

CtgA = 3; CtgB = 2. Hallar ctgCO 
A)-2 B)-3 C)-1 DJ EJ2 


(€) Dada la siguiente igualdad: 

1880" + 1870" + 1830" = h 1g801g70* 

Calcular: A =k + Csc60? 

ANS BJ24/3  CI8/3 Do ES 
(E) En un triángulo ABC, reducir: 

1 + CtgACtgB + ctgACigC + CigBCtgC 
AJ1 B)2 C)3 DJ4 E)J5 
(63) Dado el triángulo ABC; tgA + tgB = 21gC 


ali 


=> 


Calcular: g 4RAiBB +1 
IgAtgB -1 
AJ1 B)2 C)3 Dj4 EJ5 
(09 Si: x + y +2 = 907 
Calcular: tgxtgy + tgxtgz +tgylgz 
AJ1/8—  BJ1/4 Cc)j2 DA EN2 
(€) Calcular: 
1g21 "1823" + tg23 1346" + tg21tg46” 
AJO B)i C)2 D)J3 E)4 
(03) Reducir: 
Ctg10” + Cig20” + Ctg60 
Ctg10"Ctg20 
AJ1 BJJ C) /3/3 DJ2 EJ3 
(9 Simplificar: 
ta (x- y)+tg (y-2)+tg (2-x) 
ta(x—y) tg (2-2) 
A)jtglx — y) B)tgly -2) Cjiglz - x) 
D)tg(z — y) E)ig(y - x) 
A B C 
(MEn un triángulo ABC: la ita 3 ez 


estan en progresión aritmética. 


Calcular: ctg a ctas 
A)J1 B)2 C)J3 Dj4 EJ5 
(DDHallar k, sabiendo que en un triángulo ABC se 
a 2IB201g50*+1g220* 
AJ3 B)-3 C)3 Dj4 EJ1 
(3 Si: 
a+b+c=36" 
Reducir: 
ig5a + 1g5b + tg5c—tg5atg5btg5e 
A)J-1 Bjo ej DJ2 E)-2 
(3 En un triángulo ABC: 
1gA —1=1gB =1gC +1 
Calcular: 
1gA + tg2B + tg3C 
A)J2* Bj2* C)2* D)J2 E)2" 
Er a+pP+0= 90" y ctga =5 
Calcular: 
E=(3+1gP)( 3+1g0) 

AJ1 BJ3 C)5 D)J8 EJ10 

Reducir: 
o 2 ps 343 sees” 19833 
AJ3 m7 y DIS EM 
(1) Del gráfico mostrado, calcule: 199 

D 

9 8 8 5 6 
A) 5 B) 7 C) y D) 7 E) 5 
(3) En la figura, calcular: tga 

3 au 
No a 


ATHIGONOMETRIA 
(19) Del Gráfico, calcular: fg 0; donde: AB = BC 


2 3 3 4 
AJ1 Bz Cc) DG EJ? 
€) En la figura, calcule: tg0 
B 
o 
sa, 
DT O 
Ez 3 NE] Y3 
ES RAS RI E 


E 


ESA DONNCIAIN 


()EnunA ABC, se cumple : 
1gA =1 ;tgB = 2; calcular: tgO 


A) B)2 C)3 DJ4 EJ5 

(9 Si: x + y +2 = 180" 

Reducir: cos(s- y) zl cos(y -z) a cosíz — x) 
senxseny  senysenz  senzsenx 

AJI B)2 C)-2 D)J3 EJ4 

(63) Reducir: 

1g270'1g40" — 1840" 
AJO  BJ2tg50” C)21g40”  D)2tg80%  E)2tg70* 


(E) Dado un triángulo ABC, si: 
1gA =a-1; tgB=a ;tgC=a+1 
Hallar el valor de: 
Arar+arl 
AJ6 BJ10 C)15 D)20 


(63) A partir de la figura hallar: Ctgx 


> 


E)25 


«DY 
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AJ7 BJ8 C)9 D)10 EJ11 
0d Si: x + y +2 = 180" 
tanx a tany_ tanz 
2 3 4 
Calcular “tany” 
[27 36 2 
A) $7 B). E C) 3 D)1 E)J2 
(3 En un AABC: 
cotA _ cotB _ cotC 
157 6 
Calcular : “cotC” 
3 4 1 5 2 
A B, 
E O 
(63) En un triángulo ABC: 
tanA =3,tanB =4, 
¿Cuál es el valor de “tanC”?, 

5 6 7 8 9 
Sr] Dz Oz Dj Dz 
(09 Si: « + y +2 = 180”; además : 

tanx=5 ; tany= 3, calcular “tanz” 

1 2 3 4 5 

AJ> B)JH Cc) D)J5 - 

) 7 ) 7 ) 7 Y E) 7 
(0) Partir de un triángulo ABC, obtenga K. 

€ cosA cosB pa eosC 
senBsenC  senAsenC  senAsenB 
AJ1 BÍ2 C)3 D)J4 EJ6 
(O) En un triángulo ABC se cumple 
tanA + tanB-tanC=0 

Determine el valor de tanA tanB 
A)1 BÍ2 C)4 D)J6 E)8 
(DSi: x+y+2=2x 

Además c08x =- CcOsycosz 

¿A qué es igual cotycotz? 
a Br o 3 D)1 EJ8 
(3) Del Gráfico adjunto ¿cuál es el valor mínimo 
detan 07. O 
AJ)3 B)2 C)J3, 3 D)J4,3 EJ5,3 


(3 En un triángulo ABC, se trazan las medidas AP; 
BN y CM; siendo G baricentro de dicho triángulo, se 
tiene que m2MGA=am<GGN=0 y 


m<PGB=f . Determine el equivalente de 
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cotA + cotB + cotG 
Ajtanatanflanó Bjcota+cotf+cot0 Cjtana+cot frtano 
D)cota+cot fB+tanó Efcotacot fcotO 

: DIRIGIDA) 


RRACTICA 


(GDDel gráfico calcular el valor mínimo de: Cot9 


10 3/10 2/10 2/10 34/10 
A B C. D 
IG ) 5 ) 3 ) 9 E) 10 
(63) Siendo : Senx=mCosy; Cosx=nSeny 
Señala el equivalente del Cos (x+y) 
4 amén?) pda 
n+m n+m 
e) ol) y Joel y ttm 
n—m nm n+mn 


Del gráfico calcular: (x 9) p=SM(0-*) 
e END 
Si: AB=BC A 
B e 
7 9 
E) 19 
A)JTanaTano B)CotaCoto C)TanaCoto 
DjCotaTano EJCotaCotO 


(DE en el gráfico Cofaasume su mínimo valor, 
calcular: CotO 


A 
2742 
Ma 


re 
Daz y LN2 
10 20 


1/2 77/2 


(08) Si:a+P8+0=90" 
Además:(a,fB A0sonagudos) 
_Tana+2Tanf$+3Tan0 2 Tanf+2Tan0+3Tana 


z Cota Cotf ds 
Tan9+2Tana+3Tanf 
Coto 
¿Cuál es el mínimo valor de R? 
AJ3 BJ4 C)5 DJ6 EJ7 


(62 En un cuadrilátero ABCD las diagonales se cortan 
perpendicularmente en P. 

Si: PÁB=a ; PBC=P ; PÓD=0 y PDA=x 
Cumpliéndose: a+8+0 =180" 
Cos(x+a)Cosíx+8)Cos(x+0)= 
KTanaTanfTano 

Hallar: “K” 

A)Senix B)Cos"x C)-Senix D)-Cos*x E)-1 
(03) En el cuadrado ABCD 


Calcular Cotf si: EC=5BE ACF=2FD 


Además: 


E 
=> 


F 
A 
D 
19 19 19 17 19 
7 Bj O Do o 


(9) De acuerdo al gráfico, calcular: 
R= Tana+Tanf+Tan0 - Tang 
TanaTanfTanó9 


ATRIGONOMETRIAS 


AM B)2 05 D)Tang 


(DSi en el gráfico mostramos: 
a+B+0=180" 
Calcular : 


C= Ríxt+y?+z? Je yz 


E)Cot4 


AJ2 B)J4 C)6 


(Msi: Sen(x+a) _ [Sena .Cosa 
Sen(x+b) Y Senb.Cosb 

Calcular: Tan*x 

A)SenaSenb B)CosaCosb 

D)CotaCotb E)SecaSecb 

(Del gráfico mostrado: 


Cota+Cotf 
1+2Cot0 


D)J8 E)J16 


C)TanaTanb 


Calcular: R= 


A)J1 B)2 C)3 
(BSi en el cuadrado mostrado 
ABCD;AH //TCG y BE//DF 
Hallar el equivalente de : 
_ Tanx-Tany 


= a o 
I+Tanx+Tany” A 


A)JTanf+Tana B)Cota-Cotp  C)Tanf-Tana 
D)JTana+Tanf E)Cotf+Cota 


(A) Siendo :a+8+0=x 
Además: 
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Tana+Tanf2Tan0=Sen*xTano 


TanfB+Tan0+2Tana=Sec*yTana 


Tan0+Tana+2Tanf=Sec*zTanf 
Calcula: S=Cot*x+Cot*y+Cot?z 


AJ1 B)2 C)3 D)J4 E)J5 
(5) Si: 1-TanxTany=4Cos(x - y) 
HTanxTany=9Cos(x+y); 
(x-y)+(2n+1)x nez 
Hallar : Cos(x— y) 
1 3 1 4 5 

A) 3 B) 3 Cc) $ D) 7 E) 15 
(O Si:a+B+0=x 
Además: Cosa =CosxSeny 

Cosf =CoszSenx 

Cos0=Cosy.Senz 
Calcular: TanxTanyTanz 
AJO BJ CJ2 DIE EZ 
(MSiendo los ángulos de un triángulo: 2,0 y 4 
Para los cuales se cumple: 

Sena - Cosa 
Cos0 Seno 
Hallar el valor de: E= Tan*g(Tan0—1) 
2Tan0+Tang 

A)J1 B)2 C)3 D)J4 EJ5 


(3) En la figura mostrada , si AB=3a ; BC=2a y 
AD=54 calcule F=Tana—1 
B e 


A D 


A)21 B)20 Cj10 D)7/2 E)2 


ÉCLAVES DE LA PRIDTERA PRACTICA) 

Da Das 1550 D5|90 DEJO.) 

oa ae reco za 
08 09D 


DADADADA DATA 


[DO] 600/74] S)E HAJO)B) 
[16)4]17)1]18)4) 


Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de : 

* Diferenciar entre función del ángulo doble y 
doble de una función. 

* Establecer las relaciones fundamentales del ángulo 
doble en términos del ángulo simple. 

* Degradar funciones cuadráticas en términos de 
funciones de primer grado. 


* Deducir fórmulas del ángulo doble en función de la 
tangente del ángulo simple. 


FUNCIÓN SENO , COSEÑO y TANGENTE 
DEL ÁNGULO DOBLE 


Antes de comenzar a deducir las fórmulas 
fundamentales del ángulo doble debemos señalar que 
es un error frecuente considerar la unión del operador 
trigonométrico con el ángulo como una multiplicación: 


Sen2x = 2Senx 
Cos2x = 2Cosx 
Tan2x = 2Tanx 


Gráficamente podemos ver las diferencias: 


Y 
2 
ñ 
E 0 
ñ 


A EA 


En la deducción de las fórmulas del ángulo doble 
consideraremos: 


x= => ángulo simple 
2x => ángulo doble: 


PES 3 2, 

A través de las funciones trigonométricas de la suma 
de dos ángulos podemos deducir las fórmulas del 
ángulo doble , considerando los ángulos iguales. 


SENO DEL ÁNGULO DOBLE 


El seno del ángulo doble se obtiene a partir del 
sen(a+f), haciendo: a=fP=x, así : 


sen(a + fP)=sena cos P+ cosa cosf 
> sen( x+x)=senx cosx +cosx senx 
> sen2x =senx cosx + senxcosx 


Entiéndase que el seno de un ángulo es igual al 
doble producto del seno y coseno de la mitad de 
dicho ángulo o, el doble producto del seno y 
coseno de un mismo ángulo es igual al seno de 
su respectivo doble. 


EJEMPLOS: 


* sen60=sen2x 30=2sen30c0s30 

* senl4”=sen2(7")=2sen7"Cos7" 

*  2sen50cos50=sen2(50)=sen100 

*  2sen6'cos6”=sen2(6)”=sen 12* 
3a 


*Sen30 = 2Sen 3 Cos = 


U) 0 U) 
*Sen—= = = 
Sen 3 2Sen 7 Cos 3 


2Sen5xCosb5x - Senl0x 


*Sen5xCos5x = 
enbxCos5x 3 3 


*Sen6Cos0Cos20Cos40 = 3 (2Sen0Cos0) Cos20Cos40 


= Sen 20Co320C0840 = 5 x 3 (2Sen20C0s20)Cos49 
Sen80 
8 


= ¿Sen40Cos40 = ; x 3 (2Sen40Cos40) = 
Nota : 

E) 7) E) 0 0 

= LCos== 'Sen—CosL Cos = 

Senó = 2Sen 3 Cos 3 2x 2Sen Z Cos Z Cos 3 
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U) 0 0 ) 
sé Cor Cor Cono 
> Sen =2x 2x2. Con Cos Cos 


> Sen0= 2x8 xD x...x2 Sen, Cos 


0 ) 0 
— A A E 


Si hacemos : 0 = 2x,obtendremos : 


CosxCos2xCos4x.....Cos2" x= Sen2" y 
2” Senx 


COSENO DEL ÁNGULO DOBLE 


El coseno del ángulo doble se obtiene a partir del 


cos(a+fB) haciendo: a=P=x, así: 


cos(a+fB) = cosa cosf - senasenf 


EJEMPLOS: 

* cos49 = cos2(20)=cos* 20—sen? 20 
* cosl10” = cos2(5)=c08* 5*—sen* 5" 
* cos? 30 — sen? 30=c082(30) = cos60 
* cos*6”—sen* 6” = cos2(6”) = cos12" 
2 rn 


*cos* E — sen 
PRES 4 


x xr 
q oo2(G) = c08 


TANGENTE DEL ÁNGULO DOBLE 


La tangente del ángulo doble se obtiene a partir de 
tan(a +8), haciendo a«=fP=x, así; 
tana+tanf 
1-tana tanf 
tanx+tanx 
1-tanx tanx 


tan(a+fB)= 


> tan (x+x)= 


EJEMPLOS: 
* 1an80 =tan2(40) = 0010 
1- tan” 40 
* tan6”= tan2(9)= HE 
1-tan* 3" 
E o de = tan2(90) = tan189 
1-tan* 90 
e AHMT - tanz(7) =tan1£" 
1-tan*T” 
RESUMEN: 
sen20= 2sen0cos0 
cos20=c0s*0— sen*0| 
cos20=2c0s*0—1, 
cos20=1- 2sen*0 
tan20= o 
1-tan*0 
DEGRADACIONES 


* Como: cos2x = 1-2sen*x; entonces: 


* También: cos2x = 2co8*x — 1; entonces: 


EJEMPLOS : 

* 2sen*10" = 1-—cos20” 
* 2en*4x = 1- cos8x 
* 200815 = 1+c0830" 
Además : 


cos2x=2Cos?x — 1| 


TRIÁNGULO RECTÁNGULO 
DEL ARCO DOBLE 


Las relaciones fundamentales del ángulo doble se 
pueden expresar en función de la tangente del ángulo 
simple. Una forma sencilla de obtener estas fórmulas 
es a través de la tangente del ángulo doble, la cual se 
puede llevar a un triángulo rectángulo y, de ese modo, 
obtener un triángulo notable. 


Si consideramos a 20 (agudo), en forma gráfica se 
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tiene. 


cateto 
Así:tano9=2H0n0__ (opuesto) 
1—tan?0  [cateto 
adyacente 


1-tan*0 


* Luego de este triángulo podemos evaluar cada una 
de las funciones trigonométricas del ángulo doble y 
todas dependerán de la tangente del ángulo simple, 
por lo que deducimos: 


2 
an*9 l+tan*0 


Del mismo modo se pueden obtener las funciones 
restantes (cotangente, secante y cosecante) 


ejemplos : 


2Tan39 
"nte ant3o 
1-Tan*37" 
CC ant37o 


PROPIEDADES : 


Además de las relaciones fundamentales existen 
algunas igualdades que nos pueden ayudar en la 
solución de problemas. Señalemos las más conocidas: 


D (senx+cosx)?=1+sen2x 


EJEMPLO $: 


* (senf + cosf)? =1+sen2f8 
* (sen10*+cos10*)? =1+ sen20" 


ID) ((senx — cosx)? = 1—sen2x 


EJEMPLOS: 
* (send —cos4)? = 1-sen8? 
* (sen2x—cos2x)? = 1- sen4dx 


TT) ltanx + cotx = 2csc2x 


EJEMPLO: 
* tan20” + cot20” = 2c3c40” 


* tan3x/2 + cot3x/2 = 2e8c40” 


IV) |¡cotx — tanx = 2cot2x 


EJEMPLO : 
* Cot110*- tan10” = 2cot20" 


$ 


E Cor =- tan = 2cotp 


V) |sent0+cos%0 = Laa 
4 4 
6 FP 
sen”0+cos”0 = —+—cos40 


EJEMPLOS : 
* sen*15%+c08"15%=7 +2 cosgo? 
4 4 
A 6 z_ 5.3 
sen conga o 
VI )¡Sec20 — 1 = Tan20 Tano 
AS e 
Tano 
NOTA: 


Es importante tiene en cuenta que: 


a E 

> 0 
E E 2 EEES | 
O <sen*acos CE 


“EJERENENOS 


(DSi: Senx =£ Coss 


Calcular: E = esc 2x 


5 3 1 3 
N-G BG 0 D-= E)-5 
6NSi: SenxCos*x — Sen*xCosx = 
Calcular: E = Sen* 4x +1 
5 5 yA 9 11 
A) 5 B) 7 C) 7 D) 7 E) E 
+ 1 
(ASI: Ctg0 = =7 
Calcular el valor de: 10Ctg20 
15 13 9 7 5 
A) z B) 7 C) 3 D) 3 E 
Cos20Sen40 
e A 
DReducir: 4= 7 cos20 (14 Cos40) 
A)tg20  B)2tgQ  C)etgg  D)2ctgO  EJtg0 


(63) Calcular E =1g80*ctg40"—ctg10%ctg650* 


AJ1 BJO C)2 D)J3 EJ4 
(03) Calcular x en la figura: 
3 
x 2 

26 23 16 18 9 

fl á bad ne S 
A) 5 B) 5 C) 73 ) 3 E) 5 

y _ 1880" + tg 10? 4tg40? 

O Calcular E as —* ge —1g2r 
AJ1 B)J2 C)3 D)J4 EJ5 


(03) Simplificar : K =1g10*+ 21820" + 4ctg40* 


AJigl6* Bjetgl0” C)tg20” D)cig20” E) tg40 


senO + 3sen20 


Lo. pp Sen0+3sen20 
(O) Reducir: ÁS os0+3cos 20 
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AligO  BjetgO  C)tg20 
(0) Reducir : 

S=(1+8ec 2x)(1+8ec4x)(1+sec8x)(1+sec16x) 
A)tgl6xctgx B)igl6xtgx  C)tg8xctgx 
D)igl6xctg2x EJ1 


Djctg20 E) tg30 


(DSi: te[2+0]=4 


Calcular : E= tg20 


1 1 1 2 1 
> BG dz DJ-z > 
(2 Simplificar la expresión : 
64200832 _ 1 
1-cos322  2sen*8.cos” 8" 
A)2ctg*16” B)2tg*32* C)tg? 32" 


D)2tg*16" E)tg*16* 


(Si -= —. 

Calcular la expresión; 
E=c08s2xc084x c0s8x cos 16x 
1 1 
AJZ BJ 
é 8 d 2 


1 1 
C)J5 DIJ— 
7 76 


(MSi: 56AD= 2CD. Hallar ctg0 


Cc B 


ANZ2 ye C)2/2 Dye EJ3/2 
2,32 
(63) Reducir: h = Hal ta el: 18 3 
28ec"x-—sec” x 

A)sendx B)eosdx C)2sen4x D)ig4x E)2cos4x 


f JA 10E[5)0]6)4 [7)D]5)8 Y 
elsa | 


xayeuro poBLE> J*saf”” EDrrorrar Rrsios) 


PROBLEMA 1: 
E= 


A) 2senx  B)2tgx 
RESOLUCIÓN: 


sen2x+ 2cosx 
1 + senx 
C)1 


D) 2 E) 2cosx 


* En: K=3en2x+ 2c08x _ 2senx cosx + 2c09x 
1+senx 1+senx 

* Factorizando lo común: 

K=2e08x (senx + 1) 


1 +senx 


PROBLEMA 2: 
Reducir: K = 8senxcosxcos2xcosdx 


Ajsenáx  Bjseni6x C)sen64x D)jsen8x Ejsenx 
RESOLUCIÓN: 
* Ordenando: 
K=4x2senxcosx cos2x cosdx 
sena 
>» K=2x 2sen2x cos2x cosdx 


sendx 
> K=2sendxcosdx=sen8x 
RPTA : “D” 


=2c08x 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 3: 
Siendo "g" un ángulo, tal que: 


ya 
seno= [2 


Calcular "tan20". 
AJ2/3 BJJ3 D)J6 
RESOLUCIÓN: 


* Como: 
EZ 


* Piden, calcular: Ye 
= Han. a = 
1-tarnto : 8 


PROBLEMA 4: 


0)246 EJJ2 


Si: tana=35 "a” agudo, calcular "sen2a” 

5 8 7 15 Y 
A) 7 B) 17 C) 5 D) 7 E) 27 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: 1 IZ 1 
tana az A 


4 


» js 
Ben sen2a=2senacosa 


> senla=2 E Ls 

Vi7 Y17 Y17 RPTA : “B” 
PROBLEMA 5: 4 
Simplificar: K = 4senxcos"x — 4sen*xcosx 
AJsenx B)sen2x C)jsendx D)sen8x EJsenZ 
RESOLUCIÓN: 3 


* En la expresión: 
K=4senxcos3x - dsendxcosx 

* Factorizamos lo común: 

K=4senxcosx (cos? x — sen? x)cos2x 

coslx 
> K=2x2senxcos2x 
sen2x 
> K=2sen2xc0s2x=send4x 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 6: 
Calcular el valor agudo para ”x” que satisface: 
3 


senx cosxcos2x = El 


AJ10* B)15" C)20" 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicando por 2 a cada miembro: 


L(senx x cosx x cos2x)= a x2 


D)30* EJ60" 


=> 2Lxsenx xco8x x cos2x “5 


sen2x 
> Ha 
sendx 2 


> senda= 2 > sendx=sen60" 


> 4x=60" > x=16" 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 7: 


1 1 
7 Br D) 


RESOLUCIÓN: 

* Dela condición: senx +cosx= E 

* Elevando al cuadrado: E 
mE 


(senx+cosx)? 
E 
*x+cos? x + 2sel - 
> senx+ + ro 


> Desea > senx=- 


RPTA : “E” 
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PROBLEMA 8: 

Calcular; K=cotx+tanx 

Para: x=15" » 

AJ4 B)8 C)2 

RESOLUCIÓN: 

* Pasando a senos y cosenos: 
K= Ccosx + senx 

senx y 


D) 12 EJ16 


AS A 
(costx + sen?x) 
senx cosx 


— 


> K= > K=2ecscx 


Lsenxcosx 


*Para: x=15 
> K=2csc30"=2(2)=4 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
(1+cos2x) 
== 800X 
cosx 


C)3 


Simplificar: K= 


A)1 B)2 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde que: 
+cos2x=2c08*x 
2c08*x 

cosx 


D)-1 E) -2 


secx = 2c0sxsecx=2 
1 RPTA: “B” 
PROBLEMA 10: 


Simplificar: E=/2+ /2+ 2cos40? 
Ajcos10* B)1 C)2 D)2cos 10" E)ig10" 
RESOLUCIÓN: 


E= | 2+./2(1 + cos40) 

> E= /2+/2x 2c09* 207 

> E= /2+/4cos* 20" 

> E= [24 2c0s20"=,[2(1+c0s20”) 
> E= /(2c0s*10)=2cos10" 


PROBLEMA 11: 
Si: cotx + tanx = 3. 
Calcular “esc2x”. 
A)1 B)2 
RESOLUCIÓN: 
* Transformamos a senos y coseno, así: 


RPTA : “D” 


NE pa 


1 E 1 3 
ed 5 o 2 
sen?x 2 IR 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 12; 
Del gráfico, E E "cos6". 


a b 
B 20 0 Ak 
b b b a a 
A) Da Oz DE E 
RESOLUCIÓN: 
* En el gráfico, trazamos CH 1 BA 
Cc 
07 
A 
* A al 
o mues =sen2o > CH =asengl mmm. 177) 


Sis ero > CH=b8€M8) .. coumue( 1) 
* de (1) = (1): 
asen20 = bsen9 


> ax2xsen0cos0=bsen0> cos9=>. 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 13: 
Hallar el valor aproximado de: 
D = cos*4”- cos*86" 
72 5/2 
A) 5 B) Ez C) Ss D)1 EJ0 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar; cos*a-—sen*a = costa 


* D=c0s* 4” —cos* 86” =c08* 4* sen? 4'=c082(4")= cos8* 
> D=co08 8" 
D=cos(45”— 37") =cosá5"cos37"+sen45"sen37” 
EE: E v2.3 


DA 


>D: 


PROBLEMA 14: 


Si tga=2,n+0; entonces, el valor de 


ncos2a +msenZa, es: 
Ajm+n B)J2m+n C)2m-n Din Ejm 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: m=nigA 
F=ncos2A +n1gA sen2A 


> F=nfcosza + SA) osendcosa) 


=> F=n[1- 2sen2A + 2sen2A] 


>F=n 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 


Si tan2=n, donde xx*+tx, entonces cual de las 
siguientes alternativas es la correcta: 


Dia cosx= 2? 
1+n? * 1+n? 
1-1? 2x 
B)senx= cos= 
l4a? ? 1+x? 
2n 1-n? 
C)jsenx= 
a ln? * 1+n? 
Lx 1-a? 
D)senx= cosx= 
é la? ? 1+x? 
E) Ninguna de las anteriores. 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar: 


Liga 


+ Dato: x 
lgz=", xix 
* Entonces: pa 
2lg= 
senx= - > senx= E 
1+tg? = 1+n 
2x 
E a PES => 
x 1+n? 
1+t8* 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 16: 

Sabiendo que: senxseny== ¡RHYAH 

Hallar: cos2 (x-y) 
1 1 
e B)-= 

47 , 4 

RESOLUCIÓN: 

*Como: a+y=x > y=x—x 


D)1 


EJ0 


1 
3 


3 3 
> BENCReny=_ > a Li 


* Ahora: 
cos2(x— y)=c082 (x-— x1+x)=cos(4x-21) 


=coséx= 2c08* 2X— 1er (1) 


* De (D): ia tx=1-2(7) 
4 
1 
> cos2x ES 
* Reemplazando en (11): 


PROBLEMA 17; 
Expresar en función de £gx, la expresión: 


_ 2(tg2x—sec2x) E 
e +8ec* 2x—1tg? 2x 


2 
1-tgx 1-tgx a a 
a E) e HE) C)1-2tgx D)tgx+1 E)1- tgx 


RESOLUCIÓN: 


* Tratando de simplificar: 
pg 2(082x —sec2x) 
A 


1g2x 
> E =2tg*x( tg2x- sec2x)+ sec* 2x — tg? 25 
> E =2tg?x- 2tg2xsec2x +8ec* 2x — tg? 2x 
> E=tg? 2x - 2lg2x8ec2x + sec? 2x 
> E =(tg2x — sec2x)? 


2. y 
| E 
1-tgóx 1-tg"x 


+sec? 2x—tg*2x 


2 2 
a rec ») 


1-tg?x 


2 2 
SE LIB (e 
(1-tgx)(U+tgx)) | i+tgx 

RPTA : “A” 


ATRIGONOMETRIAS 
PROBLEMA 18: 


En la siguiente ecuación, calcular el valor de tg2x, si 
0<2x<x. 


220/9120 JJ) 


pa 
PE 


B=16sen* cos 
_[8Jz 
1+ Y2 


AJ/3 BJJ2-1 CIW2+1 
RESOLUCIÓN: 
* Analizamos la expresión B: 


2 
SÁ EAS 2 
B=4(20en cos) cos 


DIV3+1  EN3-1 


2 
gx 2x E xy 
> B=4sen' q eos zo (2uenzcos5 ) 
* Entonces: B =sen*x 


* Analizamos la otra expresión: 


2-4[(iamr2) -1]-a] 
A 2-a([2(003) 1-0) 


> 2=A( [cosx] *-sen?x) 


> 2=A(cos2x) > seczr= A 


242 _,_V2-1_ J2-1 
J2+1 V2+1 V2+1 
>tg?2x=(J2-1? > tg2x=/2-1 
RPTA : “B” 


«2-1 


>1g?2x= 
2 /2-1 


PROBLEMA 19: 
Simplifique: 
q=Cot(7)xCos(14") +2Cos* (x) x Tan(14') 
Sec(14") xCot(7) 
A)-2 B)-1 


Cjo D)1 
RESOLUCIÓN : 


Pasamos a senos y cosenos: 


Cos7”  Cos14*+2Co8*7"x 


Sen7* 
Cos7* 
Cos14* x Sen7” 


E)2 


Sen14” 
Cosl4? 


Q= 


135 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


Cos7* xCos* 14 + 2Cos?7"Sen7*Sen14 
EP 


3 COEL E 
Cos14* x Sen?" 


(Cos*14* +[2Sen7*cos7"] Sen14>) 


Cos?” 
e oye 


> Q=Cos?* 14” + Sen*14*>Q=1 
4 RPTA : “D” 
PROBLEMA 20: 


SiTan (E z 2)=2, halle Cot(2x) 


AJ14 B)7 C)-1/14 
RESOLUCIÓN : 


Condición: zan(5 - =)-2 
De: 


D)-1/7 


E)-2/7 


1 
así: Cot2x =-= 
pa 


PROBLEMA 21: 
Calcular “x” en: 


2 
AJÍ 4 
B)4 
C)J3 1 
D)J2 y 14 
EJ6 (AA 
RESOLUCIÓN: 
* Del 
ELMO 1g0=2 y t820=2 
* Ahora aplicamos: 2( A, ) 
2190 3 z 
y HE l= 
es 1-tg%0 > 


50 


* Simplificando, se obtendrá: 


PROBLEMA 22 : 

Si:(/3 —/2)Tan*(x)- J6Tan(x)+/2 - /3=0 
entonces al calcular Tan(2x) se obtiene: 

AN2 -J3 B)3/2— 243 C)3/3+3/2 


pe aa panes 


RESOLUCIÓN : 

(13 —/2)Tan*x — J6Tanx + /2-/3 =0 
=>-J6Tanx = (4/3 -/2)-(/3-/Z)Tan*x 
=> J6Tanx=(/3 —J2)(1-Tan*x) 


> Tanx___( Y3-J2) 
1-Tan?x 6 
2Tanx___y(d3 246) _ a 93, 20382 
1-Tan?x Je |J6 3 
; RPTA : “D” 
PROBLEMA 23 : 
2 
as sTan(a)[1-Tan*(a)] 
[1+Tan*(2)) 
A)1/2 B)1 C)3/2 D)3/4 EJ3/5 
RESOLUCIÓN : 
Condición: a= z 
Tenemos que evaluar: 
_8Tanax(1-Tan*a) 
(1+Tan*aJ? 
2 
>E=2x2x esionas DE =2x2Sen2axCos2a 
1+Tan"a 1+Tan*a a 
>E-25emd(5) > E=2Sen30" >E=1 
RPTA : “B” 
PROBLEMA ES 
Si: a 
ES S 
3 
Y, ¿Q 
Calcular: E =a*+3a*+a-4 
AJC B)-1 C)2 D)J3 EJ1 
RESOLUCIÓN: 


* Del esquema: A 
tgxa=a y tg20= 243 
* Ahora aplicamos: 


Liga 

tg2a =—_——— 

cr 1-tg?%a 
Das 22 > arstanciai= da 


*Se pide: E= a*+3a*+a-4 
AS 


>E= 3- 4=-1 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 25: a yo 
Simplificar: M=,/[I+ senda + sen2a 
Si: 90*<a<135" ; 
AJO B)2sen2a+cos2a C)cos2a D)2sena E)-cos2a 
RESOLUCIÓN: 
* Recordando las identidades: 

sen*x+cos*x=1 

sen2x= 2senx cosx 
* Completando cuadrados en M: 


M: =y/ sen*2a+c0s* 22 + 2sen2acos2a +sen2a 


=> M=.ísen2a+cos2a)?+sen2a 
* Propiedad: A Pr lx|; vreR 
* Luego: M=|sen2a+cos2a|+sen2a 


* Del dato: 
90"<a<135" 


* Es decir 24 e HIC: 


>  180*”< 2a<270"; 


* Entonces: M=-(sen2a+cos2a)+sen2a 
> M=-cos2a 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 26: 
Simplificar la expresión: 

v= Los +4sen? 2 
1-cos— 4 
A)secg  B)sen*9 C)4 “D)sen0+cosO E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizando las identidades de degradación: 

2sen?x=1-—cos2x 


2c08"x=1+cos2x 


* Luego: 
_1-c0s8 el A 
1-cos 2 4 
y 
0 0 
Zen? E (2sen —c08 z 
> Ye Dre La 1 AI O 
Zoen* E sento 4 
E) 0 0 0 
EA 20_ 20 291 
=> V=4c08 ¿Hen 4 4(cos ¿Eden 4 I=4 
1 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 27: 

Simplifique: 

E +Sen(2A)- Cos(2A) 
1-Sen(2A)+Cos(2A) 
B) 


|icorrza)+cecrza)] 


mz C)2.  D)Tam(A) EJCot(A) 


ATRIGONOMETRIAS 


RESOLUCIÓN : 


Tenemos: 
Es; za +Sen2A 
L1+Cos2A + Sen2A 


-( 2Sen*A + 2SenACosA 


ji Cot2A + Csc2A) 


2Cos* A + 2SenACosA 


E ERA 
CosA(CosA + SenA))” SenA 


Jrcoca 


>E=1 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 28: 


sif<a<E, Sen(a)+Cos=*> halle P=¿Sentta) 


23/2 5643 0/3 56/2 , 55/2 
Vas Y TS Das Y zas 
RESOLUCIÓN : 

Condición: Sena + Cosa = ; 


Elevamos al cuadrado: 
Sen*a + 2Sena Cosa + Cos”: => 


Como: E<a<E 
4 2 


<2a<x > 2a e HC 

así: 

Cos2a=-/1-Sen* 24 =- 1-8 > cosza=- 22 
Ahora: 1 1 
= Seta >P 5528020300024 
1 4/2 56/2 
x2x s- 9 7) > P=- 243 


P= 
3 9 
RPTA : 


“p” 
PROBLEMA 29: 
Determinar la longitud DC, si: BE=1 

B 


A)seca >: 
B)sec2a a 
C)2 (04 
D)1 
E)csca 
a) 
A D 
RESOLUCIÓN: 
*Del Ex ADC: 
CD=ACxsen2a 


> CD=(cota+tana)senla => CD=2 
2cac2a 
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(0D Si: senx+cos.x=/2 
Hallar: sen2x, 
A)1 
Si: tana=3 

4 
Calcular: sen 20 
A)0,76 B)0,96 

% 1 

(O)Si: sen P=3 
Calcular: sen 28; Be11C 


22 yz 


1 
B) 3 


C)0,28  D)0,36 


EJ0,64 


0-1 


hr 
w 
[a 


Calcular: cos 2f. 


4 
A Ej 


a 
13 d 


13 


09) Si: senp= 22; ¿enc 


Calcular: tan 24. 


os 


1 
(0) Si: cos9= -75* 
Calcular : tan 20; 0 e NIC. 
A)/2 B)- 2/2 


J2 
Bl==* > 


EDITORIAL RUBISOS 


OA .,  sen20+2sen0 
y st INTE cORÓ 
A)senó B)2sen0 


(09) Simplificar : L=2en20%c050. 
sen 0 + sen 30% 


B)sen0 C)2c080 


(OSimplificar: 218 18'30'_, _6tg 26"30' 
1-1g*18-30'  1-1g*26*30' 


AJ3,6 B)3,8 C)4,7 D)J4,8 EJ6,7 
(O) Simplificar: E = 2(1+cos[2x + 1]) sen? (x+0,5) 
A)2sen* (2x +1) B)J2sen? (4x + 2) 

C)0,5 sen? (2x+ 1) D)0,25 sen? (4x + 2) 


MSi: ae la; . reducir; 
+ 4senta + sen*2a 


B)4cos a C)4sen 2a 


C)cos0 


AJ1 


cz) 
AE 


A)4sen a 


(5 A partir de la figura hallar: tg 20 


2 
lr y 


4 O 


(M Si: A Hallar: 4g2x. 


E)3 


(E) Reducir: (senx+cos x)* -(senx-cosx)* 
Alsen2x B)2sen2x C)4sen2x D)8sen2x E)i0sen2x 
(3) Reducir : ctg4x - tgdx 

A)ctg2x B)2ctg2x C)etg8x D)2ctg8x  E)2tg2x 


implicar : (22 [2,2 
(9) Simplificar : iz 3 +3 oosdx 
A)cos E B)cos 5 


€D Si se cumple: sen*x+cos* x= A+Beoséx, 
hallar: A- B 
AG 

SEGUNDAMERACTEANDORICIOA: 


€) Si: Senx = 0,333...; 0 < x< 90” calcular: 


C)cos x 


1 1 
B)=> Ch 
de 13 


"sen2x" 
2 

1 $ 2/2 2/8 2/2 
je da A EE 
(2 Siendo: Cons= Ya Evaluar: “2cos2x” 

2/3 2 v3 2 4/3 
A) 3 B)z O DS 27 
(6 Simplificar: y _$en2x , cos2e 

cosx senx 
Ajsenx Bjesex  Cjcosx D)secx Ejtgx 
(CHReducir: Fa sen20+ sen9 
1+ cos20 + 0080 
A)cot0 B)2cot9 Cjtanó D)2tang E)1 
(3 Reducir: gosta-T 1 
RT 
AJO B)1 C)3 D)2cot2x E)cot4x 
(2) Calcular: 
N= (cos35”+sen35")( cos35”—sen35”) 
4cos10". sen10” 
AL BR OS DEE 
(02 Simplificar: 
za (sena +cosa)* -( sena— cosa)? 
cos” a-sen a 
Ajtg2a  B)ctg2a  C)2tg2a  D)2tg2a E) 


(63) Si a y b son ángulos agudos menores de 45”, tal 
que:  2seni0'cos10"=cos*a—senta 

cos* 35" — sen? 35" =2senf cosf 
Calcular: "g(a+ A)" 


ATRIGONOMETRIAS: 
AJ1 B)2 C)3 DJ3 E)4 
(E) Calcular: W= ciga+tga 
esc2a 
A)J-2 B)1 C)1 D)2 E)J3 
DSi:  1-tgt17 21832 
8 Y UP ar 
Además "9" y "f" son agudos. Calcular: "Cse(f-0)". 
AN/Z 28 C)5/3 DJ5/4 E)2 
4, 4, 
Simplificar: p=.208"0—sen'0 
o E sen.cosó 
A)2ctg20 B)2sec20 C)2sec49 D)2tg20 E)2csc20 
(3 Calcular: “M” 
ctga-tga=Metg2a 
AJ-2 B)-1 C)1 D)2 EJ3 
(() Simplificar: 


E=2,[2- 2+2c0824" 


Aj4sen6” B)8cos6” C)4cos6” D)8sen6” EJ6sen4” 
(Y) Conociendo que: Tanx = 3, calcular “Tan*2x”. 


3 4 9 16 
a BJ5 e DES E)35 
(3) Hallar “x” de la figura: ] 
AJ5/5 3 
B)4J5 
C)3/5 
E EZ Í 
EJJ5 “a L] y 
—_—  — 

(9 Calcular: Sr 

2tan( 55) 

12 
as La] 
- 2 — 
1-tan ( 12 
ye BS nes D)-J3 E)1 
(DO Calcular el valor de: 
21g20" 2tg10" 
_1-tg?20" _ 1-tg*10* 

1-1g40.1g20" Un 
AI BJ C)1/3 DIN/3 DE 
(3) Simplificar: 

H=(sena+cosa+1)(sena+cosa—1) 

Ajsenta  Bjeosta  Cjsenta  Djcosta  EJ2 


(() Sabiendo que: tga=2 
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Calcular: L=3tg20+7tg4a 


AJ16 BJ18 C)20 D)22 E)24 
Ed Simplificar: K= 3040" - cig40* 
1-1g?20* 
1840 ctg40 tg20 ctg20 sec20 
at BE a DI Dd 


AREA DOMICILIADO 


(€) Sabiendo que: tga-ctga=4 


Calcular: "¿g24". 
AJ1/4 B)1/2 C)2/4 D)1 EJ5/4 
(63 Sabiendo que: ctga—tga=16 
Calcular "¿g2a", 
AJ0,25  B)0,125  C)0,225  D)0,315  E)0,045 
(63) Simplificar: y ino 
Ajsen9  B)eoso  C)tgQ  D)etgo  E)Csco 
(2) Simplificar: p_2824- ctg 24* 
ctg78" 
AJ1 E B)2 C)3 D)J4 E)5 
bi MESES 
senO cos9 

AJO B)1 C)3 DJ4 E)-1 
(08) Si: tanx = 3, calcular: tan*2x 

3 4 9 16 
An Bl O DIG E)36 
(43 Del triángulo mostrado, calcular DE, 
AJ5/5 
BJ4 5 E 
C)3/5 
D)2J5 

0] 

ENG 3 2 


/ 2 
(Si: tan a , halle senx en términos 
-2n 


den. 

Aj=n BJn C)2n D)n*-1 E)i-n* 

(09) Si: secx — esex = a, halle K en términos de a, si 

K = a*cos4x-Ssen2x 

A)J16-a? Bja*+16 Cja*-8 D)li+a? E)2a*+1 

(O Sabiendo que: tan(a+0)- Ktan(9-a)=0 
sen20 

Calcule: sen2a 


5 aveoro pone Jj*of[— EDITORIAL RUBISOS) 


k+1 h-1 K+1 h 
ES BI br qa DIG E)K+1 
O Simplifique la siguiente expresion: 
3cos* 20—sen* 20 
sen(60”+20)sen(60” - 29) 
AJ1 B)2 C)3 D)J4 E)5 


TERCERA RATED A GIDAR 
(€) Del gráfico, calcular la suma de las proyecciones 
de AP sobre AD y CD. 


o | 
4 
2 
D, 
A D 
22 23 16 19 46 
vr Bl, O DI Di 


(3 En la C.T. mostrada, señale los valores que adopta 
el área de la región sombreada. 


Y2+1 42 +1 J2-1 
a (0; 3 ) 2: 3 ) colo; E 
a) Eo; Le ») 


(3 Si en el gráfico, “P” equidista de BC y CD. 
Calcular: W=3Cot0 - 2Sec20 


A) 1 
B) 2 
013 
D)5 
E) 7 


(E) Halle los valores de “R”, si: 
R = Cos2x + 2Senx 
1 
A)|-2;= 
1-23] 


alo 
D)|-8:3] 2) -1:3] 


(63) Del gráfico, halle AB si: AD= Eo A DC=3. 
Además : BE = 6Csc2x 


LA 


(7) Del En] halle 


ES 
2% 


pyterad y y Pe ad 
ad ad 


pa 


qyae+bd py2c-94 y y 2e+1 
bd bd ai 


(2 En el triángulo ABC; BO,+B0O,=AC 
Además : m< APO, = m<CPO, 
B 


Tan? +Tant 
A AE 


Calcular: E = 
a 
Tan 3 


(Las circunferencias poseen el mismo radio) 
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A) -2 B) -1 Cc)J0 
D) 2 E) :2 


(Indique de las siguientes identidades, cuántas son 
correctas: 


1D) sec*0—sec*0=tan*0+tan* 0 


_senx_,l+cosx_ MS 
11) Técosx senx 2se0(x 3) 


A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5 
(63) Descomponer en radicales simples : 1-senx_ cosx 
P=/Cosx + JCos2x 1D osx Tesenx 
¡Sen(=+2) + [sen(=- a] 2) [sen(=+5)+ [sen(5-=) IV) secx sec xsen?x =senx 
A EE 


(BA partir de la siguiente igualdad: 
poa 5 ¡Sen| x= cOSp-senp, cosq sel 1 Al r , 
e 5 )- Es p, c0sq-seng , e Y a 


Senptcosq seng=cosp I+cosqesep ' Icosptscq senp=cosq senq+cosp 
(69 Si a la igualdad: 


Sen”x - Cos" Y =a+bSen2x+cCosdx 


Halle a para que dicha igualdad sea una identidad. 


Senx — Cosx A) senp cscg B) senp cosq 
b C) cosp seng D) cosp cosq E) senp senq 
* Calcular: S=22 3 se 2 
. E (ASabiendo que: tand = cot 80 (1-— 2cot 80) 
A)3 BJ5 C)11 D)J2 EY 
2 
(O Si en el gráfico: Tang = KSen2a «q 42190 =tan0)(2 +=tan*80) 
Calcule: 1+ tan? 90 
Calcule: “K” e 
A) 1 B) -1 C) 2 
D) -1/2 E) 1/2 
((3)Calcule el máximo valor de: 


E = cos?a+cos*b-2cosa—2cosb-5 


siendo a y b independientes entre sí. 
A) 1 B) 2 C)3 
D) 4 E) 5 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA) 
a y 


O Si: D<a<p<0<3 


además: 


sena + senf = csca 
cosB + cos9 = secf 


R= ysenta—cos* a, y/cos? B=sen*p 


Halle: sena. cos f cos B send 


Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de: 


* Diferenciar entre función del ángulo mitad y la 
mitad de una función. 


* Establecer las relaciones trigonométricas 
fundamentales del ángulo mitad en términos del 
ángulo simple o ángulo completo. 

* Deducir las fórmulas racionalizadas de tangente y 
cotangente del ángulo mitad. 


* Obtener las razones trigonométricas de 2230' y 
6730'; 18"30' y 71"30'; 2630" y 6330". 


FUNCIÓN SENO , COSENO y TANGENTE 
DEL ÁNGULO MITAD 


Al igual que en el capítulo anterior , debemos advertir 
que es un error frecuente considerar la unión del 
operador y el ángulo como una multiplicación: 


En la deducción de las identidades del ángulo mitad , 
consideraremos: 
xx =>ángulo simple o ángulo completo 

x- 


E => ángulo mitad 


e. 


EDITORIAL RUBIVOS 


DEL ÁNGULO MITAD 
Así podemos deducir para la función seno , tenemos: 
+ Es decir : 
2Sen* E = 1 Cosx > sE = 
2 2 
x 1—Cosx 
Sent= [1 Cone 
=> [Sen 3 Er 2 
Luego, para la función coseno: 
2x_14+Cosx 


2Cos* 5 =1+Cosx => Cos 


x 1+Cosx 
¡Cor == 
E TAN 


En ambos casos, el signo del radical depende del 
cuadrante en que cae el ángulo mitad. 

Ahora, para deducir la función Tangente se emplearán 
las identidades trigonométricas: 


2 2 


NOTA: 


En cualquiera de los tres casos , el signo a emplear 
(+) dependerá del cuadrante en el que se ubique el 


(STRIGONOMETKIAS [43] 


ángulo “x/2” y de la R.T. que se va a calcular. así por 
ejemplo :Si: 9 € IVC y además menor de una vuelta 


=> 270% <9< 3607 
0 0 
Luego: 135” < 3 < 180? 7 ue 
» 
Por lo tanto, para efectos del signo (+) tenemos que 


tomar en cuenta el cuadrante de z , es decir , en el 
ejemplo corresponde al segundo cuadrante (1H C). 
EJEMPLOS : 

Exprese con las fórmulas anteriores: 

(d sen40” 

RESOLUCIÓN: 


*Como: 5 =80", además: sen40” es (+) , usando(1): 


> sentO = + Ln 


(03) cos100" 
RESOLUCIÓN: 


*Como: 5 10 x =206” , además: cos100” es (-), 
usando (11): 


=> cos 100"=- na 
() tan96” 
RESOLUCIÓN: 


*Como:5=96" > x=192" además tan 96” es(-) 
Usando A 


O 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


MÁS EJEMPLOS : 


1-CorÉ 14 Cos E 
*Tanl=+ [4 "Eco 
2 14 Cos = 2 12 


*Cos160" =+ ¡Esc + rar — Tans£30* 


FÓRMULAS RACIONALIZADAS 
DE TANGENTE Y COTANGENTE 


DEL ÁNGULO MITAD 


Se pueden obtener fórmulas del ángulo mitad más 
simplificadas, sin radicales, pero para el seno y coseno 
no se han logrado fórmulas más simples; en cambio, 
para la tangente y cotangente sí se tienen relaciones 
racionalizadas: 


(7) Tan[*) =Cscx — Cotx|v Tan 5)= ¿en 


DEMOSTRACIÓN : 
Sen E Sen E x Sen? 
Tan? = =2 + tan - 2 2 
Cos Cos - x Sen > 
2sen* E ZE 
> Tano = ———2 = => 
2Co0s— =- 
08 7 x Ben 
1 Cosx 
Tan RG OR, 
SN ES Senx  Senx 
> Tan = — Cota 
Senx 
Cot z)- | (8) 2 PE 
(7) mE Cscx + Cotx| v [Cot | 5) === 
DEMOSTRACIÓN : 
Cos E Cos ES 
Ns A a 
Ss 2 Senix2CosE 
2 2 
ax 
A 2u0s 2  _1+Cosx 
200 xSen*  Senx 
2C0s ¿x Sen 
E a 
2 mx  Senx 


o 20scx=Tan(=) +Cot(5) 
2. 2 
o 2 Cos |- 24+2Co8x 
e 2|Sen 3 2- 2Cosx 
O Sen <+Cos 2 =+JI+Sena 
[7 a a 
Sen-¿—Cos-¿=+y1- Sena 
EJEMPLOS: 


EJERCICIO 1: 
Calcular: Sen22"30” 
RESOLUCIÓN: 


> sen2230' =sen | 


EJERCICIO 2 : 
Calcular: Tan37"30" 
RESOLUCIÓN: 


45" 


2 


) 


f -cos 45" 
2 


we» EDITORIAL RUBISOS) 


Desarrollando con la fórmula racionalizada, se tiene : 


Tan37"30'= Tan =Cse76” — Cot75” 


* Reemplazando : 
Tan37"30'= 6 — /2 (2-43) 

=> Tan37"30'=v/6 +/3 —/2—2 

EJERCICIO 3: 

Simplifique: Tan ( 457 +2) — Seco 
RESOLUCIÓN: 

Desarrollando con la fórmula racionalizada, se tiene: 
Tan (45 +2)-Seco =Csc(90” +0) — Seco 
Aplicando reducción al primer cuadrante, se obtiene: 


Tan (45* +2)-Seco =Sec0 — (-Tan0)-— Seco 


Finalmente: Tan ( 45” +2)- Seco =Tan9 


EJERCICIO 2 : 
Calcular: Tan18"30* 
RESOLUCIÓN: 


Calcularemos las razones de estos ángulos a través de 
las fórmulas racionalizadas del ángulo mitad. Así, para 
la tangente 1830" tenemos: 


Tan18'30' = Tanto = Cse37 —Cot37 


Tan1830 =2-£-1 
3.373 

= Tan18'30 == = Cot71:30' 

PROPIEDAD: 


Si x € [0;7] se cumplen las siguientes fórmulas : 


1 (2sen Y = [2 [2+/2+.....+/242Co8x 
2 n radicales 


2-24 /2+.....+/2 
2 


Sen L-= 
"on 
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Donde el numerador del Segundo miembro de la 
igualdad tiene “(n-1)” radicales. 


1) (2C0s -= la +24 /24.....+/2+2Co9x 
2 n radicales 


x y2+/2+ TER 
Care 


n-1 
2 “radicales 


m hes — reza — Chet —...—Coc2"s = Tan + 0019" | 
IV |Cucx + Coczx + Cacdx +. + Cue2?x= Cot Cota” 
E 
EJERENENO;: 

dl Lo: Sax 
O) Si: Coso=3:00(205%) 

pen M =sen(2) 

2 

15 15 V5 5 7. 
N- 7 DG O Di E) ekTij 

Ego: A 
Si: 1g0=750<(180*270") 
Hallar: Cos(0/2) 

13 y/26 13 /9 /26 
La A AA 
(1) Si: Ctgo=3; aa) 

Calcular : $ 
1-2 +18(5) 
A)-J10  B)-=/3  C)3  D)-2/10  EMNI0-3 
o Ri ad 
( Si: cos 20 = A ) 


Hallar: E = 13sen (7) 


A)J/13  B)2/13  C)8/13  DJ5/13  EJ6/13 
() Reducir: 
G=cosx|tgexetg 3-1] 


AJ1 B)2 C)3 D)4 E)5 


(9) Simplificar: 
H =cscx+0sc 2x + esc 4x + 080 8x + clg8x É 


AJ1  Bjetgx  C)etg2x D) crg(3) E) erg(5) 
(2 Si: 0<x<wx y además: 


cm(2)u(5)=nez=mn(z) 


Calcular: Y = tg E) 


y2 J2 2 y2 

yz BJJ2 g_ Di 
24 
ONSI: xe1C; y tgx= 7 
Calcular: pS Y 
1H =3sen(5)+4cos(5) 
A) 2 B)J3 C)5 D)J6 E)7 
(69) Simplificar : 
v-u(2)oca(2)-oe(2je(s 
A)-2 B)-1 cJ0 D)1 E)2 
(0 Si: te(3) = esc x - sen x donde x es agudo. 
Calcular: Mo? 5) 
2 

V5-1 piY3-1 ¿¡d5-438 p N5+1 y, VS+1 
A) 4 B) ”] C) 7 D) 4 E) 4 
(O) Reducir: 0 7) 

Cos0 ctg 3 +2c08 > 180 
Sec8 xctg(0 12) 
AJ1 B)2 C) 1/2 D)3 E) 4 
Reducir: 

a e Cos0 + sen0tg(0/2) 


" Sendctg(0/2)-1 


A)Sen0 B)Cos9 C)1  D)Seco  E)Cos0 
(Reducir: > 1 

ENE 

rd 305 
A)tg0 8218 (3) cr4tg(3) D)tg(0/4) E)1 


(1) Si se cumple: 


20002) = 24 /2+ /2+ (2542 


AJI BW2 C)J3 D)J2 42 E)3/2 
(3Si: cos9=2 ;0€l cuadrante. 

e V= te(2)+ 2sen? (S)rergo 

ui BJ315 C)1/6 D)1/8 E)1/7 
(3) Reducir: 


V = 2tg 5) + 1(3)+ 4etg(x) 
A)Ctgx Bctg(3) 0,ctg(*) D)ct(3 ) eel 5 ) 


(O Si:0 e (5) 
Reducir: ar O 1 
1+sen0 +1 
A)Tg*0 B)Ctg?0 C)Tg*(0/2) D)Tg*(0/4) EJCtg*(0/4) 
(3)Simplificar: á 24 
V= pura Y ES y 2 L 


seco 185 


A)1 B) 1/2 C)-1 D)2 


(£)Calcular aproximadamente: Sen[55) 
J10+J2 J10 +J2 Va+ J10+2J5 


) Cc) 

PATEAR 4/1 + [104245 = 
D l4 + J10- 2/5 54 /10+2/5 

Mea O 
ODsi: 

CosA = 2 3 CosB=2_ Cost== 
y+z +2 x+y 
Calcular: 
ve (5) (z)ue (3) 

45 B)4 C)3 D)2 E) 1 


m m1 rea mu 
HAC a Ns z Ad 
mu 
ALE AE sm | 

¡A 
= a 

Existen dos rollos de papiro egipcios, que datan aproximadamente 

de la dinastia XI! (2000-1788 a. C). Elmás antiguo de los dos 


se conserva en Moscú ; el otro se halla en el British Museum y se 
lo llama papiro Rhind. En ellos queda en descubierto los 


conocimientos que sobre aritmética y poseían 
los egipcios. El papiro de Moscú con una longitud de 544cm. 
(igual que el Rhind), de un ancho de 8 (la cuarta parte de otro), 
contiene una colección de 28 problemas , cuya solución se basa en 
reglas que aparecen en el otro papiro. Contiene un famoso problema 
sobre el cálculo del volumen de un tronco de pirámide de 
base cuadrada , que es toda una hazaña desde el punto de vista 
intelectual. El papiro Rhind fue hallado en 1858 por unjoven 
anticuario escocés , Henry Rhind , en las ruinas de un 

pequeño edificio de Tebas, Asu muerte lo compró el British 
Museum. 


El documento estaba roto y le faltaban algunos fragmentos que 
luego aparecieron en los archivos de la Historic Society , de Nueva 
York. El papiro Rhind , es un manual práctico de matemática 
egipcia , compuesto por el escritor Ahemés ,en1788 a. C. , 
aproximadamente. Lo comienza indicando que copió el texto de 
un escrito antiguo realizado en tiempos del rey del Alto y Bajo Egipto. 
El manuscrito esta escrito en — hierático , forma cursiva del 
jeroglífico , y contiene errores que esdificil establecer si los 
realizase o únicamente los copió del documento anterior. En 
este papiro hay una tabla de dividir por 2 para números impares 
desde 3 hasta 101. 


Contiene 85 problemas , la resolución de ecuaciones simples y 
progresiones, la medición de áreas y de volúmenes. El papiro Rhind 
, aunque demuestra la poca habilidad que poseian los egipcios 
para la generalización, — prueba que tenían notable tenacidad 
para resolver problemas de aritmética , y mediciones ; que no 
carecian de ae y que eran hábiles para manejar . 


PA E 
ps E Pedi 
ue 7: aula 


A 1 
A 


24% AECA pS 


rn 7 


Es 
15m 
h 2 1 L > ” 


ZA MA 


zo dd = 


ATRIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 1: 


Sabiendo que: 0O'<a< 90; ¡cosa ==h ; calcular 
a »* 

"sen 3 

AJI  BJ2 yá ay 2 Ea 

RESOLUCIÓN: 


1 
* Tenemos que: cosa =- ;como: 0*<a< 90* 


> 0"<5<46*>10> sens es(+) 


* Luego: j 
PAEZ 
2_ ] 10. [9 3 _345 
ARE EA sz a 2/5 10 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 2 
5 0 
Ss o. AAA e a 
Si: 180* < 0 < 270%; sen0: 13 ; calcular co 
TA 8 Y7 26 
y B)--5 C)-13 D)==35 ==, 
RESOLUCIÓN: 
* Note que: 


180"<0< 270" ><? 135 > UC > cos Zen ) 


* Pero, no conocemos "cos 9", sino: 


send 5,0 MIC 


* Como: 3 
senó= F= Ly=-6ir=19=*=18* (5 => x=-12 
(ya que: x*+y*=r* ) => c080=- E 
* En (1): 
ES) 
05 [Eo m5) 5 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 3: 
Si: cos0== ; además % <0<2x 
Calcule: cos $ 
at. abia. E ml 
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RESOLUCIÓN: 


* Como: Ze 0<2x 


* Entonces: lea xs decir, $ 5 sUcC 


672 


* Luego: cos E La [Faso AS 


RPTA;: “B” 
PROBLEMA 4: 


Siendo: 270” < a <360'wwena=- A scalcular * tanE Ss 


A) 0,2 B) 0,6 C) 0,8 D)7  EJ0,1 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 


270'<a< 360" 1357<%< 180" > IC =>Tan£ 3) 
* Luego: y 

- 1-cosa 
l+cosa 


tan s=- 
* Busquemos ahora "cosa”. 


* Como: 


2:40. m 
sena qe sWVO> 


* Ahora , reemplacemos en: 


4 
E lo 


tanS a 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 
Simplificar: € IA 
cot70* 
A)J1 B)2 C)3 DJ E) 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar que: 
sec 50"=csc40" l En 
tan pa ao 
* Luego: 
q 24 o, ¡ pero: esex-cota=tanE 
cot70” Ss, 2 
tan20" 
>e Pra ¿además : tan 20%=cot 70 ...caa (suman90”) 


>e=1 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 
Si: senx , p;entonces, ctgx + tg 7 Sis 
Ajescx Bhtgx + ota Cjaecx Dicos 5 Ejcos = ctgx 


Easeuro rra Oo os) 


RESOLUCIÓN: 
*Recordar: tes =csca—clga 


clgr+tg 3 =ctgx+cscx - ele 


=C80x 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 7: 

Dado un triángulo rectángulo BAC (recto en A), hallar 


te, en función de los lados a ,b,e. 


e a+b-e b+e-a b+c-a a+b-e 
Sra a a-b+e 
RESOLUCIÓN: 


Cc By + A E 

> 7=(e-3)- y =bra-e 
185 Pe 

RPTA: “C” 


PROBLEMA 8 : 
Sia=5x entonces el valor de 


AN2+1 B)-J/241 CIÉ-2 DNE-1 EZ Ls 


RESOLUCIÓN : 
Condición: «=5x 
Cos% + Sen E 
Bo 


a a 
Cos Sen 
Dividimos entre. Cos < 
T+Tan£ 
> W 2 
Lon 
Así: TanF +Tan2 
W= = 
x a 
1; Ton ¿Tan 


Como: «=5x => W=Tan( 592) 


Tx x 
W=J0e lbn 
>W=-(/2-1) > W=1-J2 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 9 : 
Simplifique: 
W=Tan(£ )r2sent(£ J«coría) 
A)JCosa B)Tana  C)Seca D)Sena 


RESOLUCIÓN : 


W=Tan5+ 28en* E 


Degradamos: W=TanS +(1-Cosa)Cota 


W =(Csea- Cota)+(Cota—CosaCota) 
Pasamos a senos y cosenos: 
1-Costa 


E)Csca 


Cota 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 10: 


Si: :Cosp=—Fm<p<E ,halle cos(£), 
y2 y2 
HR 4 3 2 
RESOLUCIÓN : 


Condición: Cos 8 A 


PROBLEMA 11 :; - 
SiCos(2x)=3,xe (Ear): halle sen(3). 

vn DER 05% DA Ja EAN 
RESOLUCIÓN : 

Condición: Cos2x = 5 ¡xe (7:25) 


1-Cosx 
2 


Ahora: Sen =+ 


F 


xTRIGONOMETEILAS 
Como: 
x 7 
e ; ;5) SS Sen= da Sen= 
¿pr 
PROBLEMA 12: y 
Si 3<0<x, simplifique: F=/1+Seng — JI- Send 
0 E) LJ 
4)2008( 2) B) 2sen(2) c)-200s[2) 
D)- 2sen(?) E) 0,5 
RESOLUCIÓN : 
Recordemos que : V1+ Senx (Sena Cos 
0 0 0 0 
=P [Sen 2 + Cos | - Sen 9 Cos 7 


Luego: 


0 0 Ll 0 0 
P - (Sen +Cos2)-(Seng-Cos2) >F= 2004 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 13 : 


Simplifique la expresión: 
M= A =Senb,00 (5% ;3x) 

0 0 0 ) 
aJc0[2) 8)-coo[2) c725en[? )+cos(<) 
0 0 0 
D)25en($ )-co0[*) E)-2000 +.) 

RESOLUCIÓN : 


M= 10000 - 1 Senb ¡00(S5:9x) 


opt 
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Como: 4% Sx 9.3% 
I<0<3r=> 453 < 3 
U) 0 
Representamos en la C.T: Sen S A Cos 5 
Observe que: 2 


0 0 0 0 0 
Sen<0 A Cos ,>Sen > 0> Sen-¿- Cos y 


Luego: Er 
pa PL ALL A Cos 
m-( Sen 2) (Cos senz)=M Cos 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 14 : 


Sian(4)+Cot(Sj=a 


es; 
Ajta?  B)1-2a*? 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 


l entonces el valor de Cos9 


Cji+a? D)Ji+2a*  Ejta 


U) 0 0 
Cac:=Coto> Sen-¿= a 


Luego: Cos0 =1-28en* $ =Cos0=1-2a* 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 15 : 
SiCsc(20)=Cos(0)+Csc(40)+ Cot (40). 


calcule M=1+ Sen0+Sen*9 
A)1 B)1/2 0)2 
RESOLUCIÓN : 


Condición: Csc20 = Cos0 + Csc40 + Cot49 
> Csc29- Cot20 = Cos0 ES 


Seno 
Tang Cod 
> Senf = Cos*9=> Send =1- Sen? 
=> Sen*0 + Sen0=1= Sen*0 + Sen0 +1=2 
RPTA ; “C” 


D)J4 EJ6 


=Cosó 


PROBLEMA 16 : 
La expresión h=2Tan + +4Cot (Eos igual a: 


4J200 (5) 0)2008(£ ) 


RESOLUCIÓN : 
r xr x xr xr 
Rh 2Tan ¿+ 4CotG >k= 2(cs0z - Cor) »4corz 


k=2| Csc E +CotE =2C0t E 
(cs0z + 2 >kh A 


Cot 
16 RPTA: 


PROBLEMA 17: 
Si; 270*"< 8<360* 


Simplificar: E =s0nó - Jirseno) 


Aj2sen E B)sen. Ecos Orcos? Djoen E E)2008 2 


ha OLUCI e 


Mm nó= (sen 2+c08 2) =|uen Z+00s% 


1- send = 


«p 


(sen 20012) =|sen——cos— 
2 z) 


2 
* Como: 6 
270"<0<360" > A <180* 


* Por lo tanto: 


) 
pm 4008 | =- Ss 
n ql sen cos 2) 
mis 
07 


* Reemplazamos en M: 


Mi ) E) 
> m==(2uen A Msi 


PROBLEMA 18: 
Reducir la siguiente expresión: 


EDITORIAL KRUBIÑOS 


x x x* 
A)cos 3 B)cos 4 Olesa D)Ji E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Analizando, se obtendrá: 
LARES [T+cosx 
A e a 
2 212 2 2 
A E 
2 
1 I+cos 
>K= 33 e 
E iZ 
+ 4 
1+cos 
PEI E 
>K 3 cos 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 19: 
Si: senx= 14, 5e 


Ez) 


.n x 
Halle el valor de H=ctg (+ 5) 


3 3 
a E a 


RESOLUCIÓN: 


1-senx _ 


RPTA; “A” 
PROBLEMA 20: 
Calcular: tg E + +2)- secx ; 
Ajcosx  Bjtgx C)1 DJO Ejsenx 
RESOLUCIÓN: s 
*Sea: p=ial L 47] 
F (52) BeC Xi (1) 


ATRIGONOMETRIAS 


. 
A CA A E 
0s(7+3)=00(5+=) 06(5+=) 
=8ecx — (—tgx )=secx+tgx 


* Reemplazamos en (1): 
F = secx + lgx -— secx = igx 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 21: 
La siguiente suma: 
1 x x x x x 
A E ES 
Esigual a: 
1 x 1 x 
Alzjue() ue alza =)-0e cae 


1 x= 1 x 
a E il 
RESOLUCIÓN: 

* Recordar: ctga— tga= 2ctg2a 
* De esta identidad , se deduce que: 
tga = ctga = 2ctg2a 
*A cada uno de los términos de la serie dada, aplicamos 
esta identidad: 


eo) 


ES x 
a(5)-¿0e(3) 


1 x 1 x 1 x- 
h =— ch - ct, 
2 (3) pue(3) El (353) 
* Sumando, miembro a miembro, se obtiene: 
1 x 
F=—etgl E |-ot 
ne (5) = 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 22 : 


Simplifique: E Cos*(6x)-Cos(8x) 

2Cos(8x)-1 
A)-Sen*(x) B)Sen*(x) C)-Sen*(2x) 
D)Sen*(2x) E)-Sen*(4x) 
RESOLUCIÓN : 

_ Cos*6x-Cos8x 

Degradamos: — 2Cos8x-1 
2E= 2Cos*6x - 2Cos8x _(1+Cos12x)- 2Cos8x 


2Cos8x - 1 2Cos8x -1 


_ Cos12x-(2Co88x —1) 

5 2Cos8x —1 

Cos4x(2Cos8x — 1) 
2Cos8x-—1 2Cos8x-—1 

>2E= Cos4x-1 => E=-Sen?*2x 

—2Sen?2x 


2E 


>2E= 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 23: 
Nur + _ [sec2x-1 
Simplificar ; E=, aaa 
AJ1/2 Bjelgx Cjtgx  Djesecx  EJsecx 
RESOLUCIÓN: 


*De: p= [Sec2x-1 
sec 2x+1 
* Expresando en términos de “cos2x”, entonces: 


PROBLEMA 24: 

Calcular: tan52*30* 

AN2-J6/3-/2  BN2+H/(6+/2-/3 CWH6-/3-/2 

Dj2/6-J/3-J2  EN3-J2 

RESOLUCIÓN: 

*Recordando la fórmula racionalizada , en arco mitad 
tan Jresox -cot x 


e 
cot ricas -cotx 
* Luego: 
1852"30'= cot37"30' 
> 1g5230'=c8075' + cot 75" 


> 1g5230'=/6 - /2 +2- /3 
> 1g5730=2 - 2 - J3+/6 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 25: 
Simplifique la siguiente expresión: 


con (2)+coso)|sen( 3) 
Sen(39) 


1 1 30 1 
4) ¿Csc(30) m30sc(5e) 0) Sec(30) 


1 30 30 
D) 3 Sec E) E)Sec(30)Sec (2) 


RESOLUCIÓN : 


2=ascuro mrrap> > J]*82| 


2Cos* 7+Cos0) 
E= 2 2 
Sen30 2 
Degradamos: 0 
5 ((1+Cos0)+ Cos0) g,, 9 y mg (cos0 +1) 
Sen30 27 Sen30 
30 

>E= A 32 E= 15002 

25en Y cos 2 3.22 

ER RPTA : “D” 


PROBLEMA 26: 

Si: Cosíx+7Sen%x=a+bCos(2x)+Cos(4x);calcule: 
F=a+b+e 

AJ2 B)-1 
RESOLUCIÓN : 
Cos*x +7Sen*x =a+bCos2x + cCosdx 

Dado que la expresión es una identidad, esta verifica 
para todo valor de “x”” 

asi, cuando: x=0? 

Es eno =a +5 e >1=a+b+0 


Cjo D)J1 E)2 


Otro método: 
De las identidades: 
Sen*x =F(3-4Cos2x +Cos4x) 


Costx=2(8+4Cos2x + Cos4x) 
> Cos*x+7Sen*x= 3-3Cos2x + Cos4x 


a+bCos2x+cCos4x 
>a=3 ;b=-3 ; c=1 
así: a+b+e=1 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 27: 
Calcule el valor de: 
P=4[ 1900072 3 2) ][1+co8(5)] 
A)2-/2 B)iw/2 0)2/2 DW2-1 EJ2+v/2 


RESOLUCIÓN; 
TA Ld 
F= 4(1+c0s72)(1+c082) 


TA, zx Tx 
Como: 442 =, e pea 
$ mo: ig => Cos Cos + 


P=d(1-c082)[1+Cos 2) => 1-Cos* E 


Paásen! 5 =2(25en"2)o2(1-0007)=P=2-3 


8 8 
5 RPTA ; “A” 


PROBLEMA 28 : 


A 
Entonces: mes igual a: 


WSen(£) B)Tan(£) 0rcor(£) D)See($) E30se(£) 


RESOLUCIÓN : 


Condición: E 
Tan? = E cor£- 12m 
dá n 
4 
>TantxCotL 27 > 127 ntámt=1 
4 n 
1 
También: 7 
4 $_1-M lim 
Tan ¿+Gob-¿ a) > 
2 2 2 
2Csc== _- 
> e 137 Seno 
Luego: M2 A AA 
1 sen? 
2 RPTA : “E” 


PROBLEMA 29 : 

Calcule el valor de: 
R=2[1-2Cos(80*)][/3Sen(80*)- Cos(80r)] 
A)J1 B)1/2 C)1/6 D)1/7 E)1/8 

RESOLUCIÓN : 
R=(1-2Cos80)(/3Sens0”-Coss0r) 


=> R=-(2Cos80* - 27 Asensi Conor] 
> R=-F(2Coss0— 1)(Cos30"Sen80* — Sen 30*Cos80”) 


R= -2(2Coss0— 1)(Sen(80*- 30*)) 
Cos40” 
=R=-¿(Cos40*(2Cos80*-1))>R== 


Cos120* 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 30 : 
Reducir: P = cot1”-tanl”- 2tan2 + tanda 


Considerar: tang”=> > 


A)20/2 BJ16/Z * CI80J2  D)24/3 0 
RESOLUCIÓN: 


* Sabemos: 


x 
tan + cot 3 =2csex 


cot=—tan==2cotx 


ATRIGONOMETRIAS 


* Entonces: 
P = cotl”-tani- 
Zool Pr 
>P= (2co0t2”-tan2)+4tan4” 
Zcot4 
>P = 4(cot4”—tand) 
a 
> P= 8csc8” 


tans=> > 


=> P=40/2 
PROBLEMA 31: 
SiA, By Csoná ángulos internos de un triángulo ABC, 
tal que K=sen*A+sen*B + sen*C. 
Demuestre si : 
a) K= 2; ABC es un triángulo rectángulo. 
b) K < 2; ABC es un triángulo obtusángulo. 
e) K > 2; ABC es un triángulo acutángulo. 
SOLUCIÓN : 


Si A+B+C=180" > A+B=180”-C 
> cos (A+B)=-cos C 


Degradando la expresión dada 

2 2 
¡tea +sen?C 
pez A 
2 cor2Ar cz sento 
ks 2- Pro(Arploora -B) 
=> K=1- cos(A+B)cos(A-— B)+1-cos* C 

eos 

> K=2+c08 C[cos(A-—B)-cosC] 
> K=2+c08 C[cos( A -— B)+c08s C( A+BJ] 
> K=2+c08 C[2c08 A cos B] 
> K=2+2c08 A cos Beos C 
Analizando para cada caso; 
1) K=2> cosA cosB cosC=0 
Luego, uno de los factores es cero, sin pérdida de 


generalidad, podemos tener cosA=0 > A=90* 


entonces AÁABC es un triángulo rectángulo. 
1)K<2> cosA cosB cosC<0 
Luego, uno de los factores es negativo, sin pérdida de 


generalidad podemos tener cosA<0 => 90"< A<180" 
entonces el AABC es obtusángulo, 


2tan2+4tan4” 


* Como: 


RPTA: “E” 


> KE 


+sen*C 
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HI)K>2> cosÁ cosB cosC>0 

* Todos los factores son positivos cosA>0=> 0*<A<90* 
entonces el AABC es acutángulo. 

Dos factores son negativos y uno es positivo, 


En ese caso dos ángulos serían obtusos, lo cual es 
imposible , 


(PRIMERA) 


PRAGTIECANDIRIGIDA 
(ED Si “x”en el ángulo agudo del primer cudrante y 


8 
co8x=-—, entoces sent es; 


25 2 
/17 17 /34 /34 
ar A o a 
ús E E 
O Si:cos x= ¿Salcular:cos 
x 
(o <x< =) 

1 1 3 2 3 
A) 3 B) 5 C) 4 D) 5 E) 5 
(63) Calcular: 182230” 

AN2+1  BN2 oe DN2- Al EJ2/2-1 
(4) Si la cotagente de E ángulo esq , ¿cuál es la 
contagente de al mitad de dicho ángulo? 
A) 0,5 BJ1 C)1,5 D)2 E) 2,5 
(7) Si:oosa=>,"a"es agudo. 
Calcular: sen E 

1 1 y 
A B Cc D) E)4 

e 1375 5/5 : ? 

(09) Si: senp= 2, ;"f"es agudo. 
Calcular: tan£ 

5 2 
ai a 7 e? D)1 E)2 
(7) Sircoss=L AE 2 <2x 
Calcular: sen 5 

Va 3 y6 J6 1 
a BG co DIG El 


(7) Si:270* <x <360*y secx=> 


ANGULO MITAD 


Calcular el valor de: sen 3 
AJ0,I-— BJ02 C)O5  DJO,25  EJO,125 
(0) Si:cos x=- 0,2; x e IQ 
Hallar : £g % 
83 
l6 E 3 l6 1 [7 
Az Bilz MN DN El 
1-sen20? _ 
(O Si e =1g0 
Calcular "9";9 e IC. 
AJ30* B)28  C)J385%  D)38* EJ37 
(5) Sia e INC donde: sena=- 5 calcule el valor de: 
sen(5)-50o0(5). 
2 2 
A)J1 B)J1S C)3 DIJS  EJ6 
5 (3) 
(D Simplificar: g= JR 
4 
Ajuentx Bjsectx Cjesctx DJ  EJcos*x 
QCalcular: p= “210 - J3(t845*) 
"0 etg22*30' — Jetg26"30" 
A) BJ2 0J3 Dz na 
MS: 2ren20=30eng A 7-<0< 2x1; 
0 0 
Calcular: 2(sen 247 0082) 
A)-/2 B)-2/2 C)-3/2 D)-AJ2 E)-J14 
(5) Siseos* a=S;ael 180*;270*[ 
Hallar: V30sen = 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ5 
O sine) 
.n x 
Calcular (5-5) 
a BJ a D) E E)2 
Bossa el E de la expresión: 


ps escpctg $ -ctgpta $ 


P 29 
te” grete” y 


(4540 EDITORIAL KUBISOS) 


AM BE OJEDA 
O Si:sen(5-20)- 7. = 35 «donde: n<o<o 
Calcular: sen $ —csc 2 

vz 2-5 q de 5-20 


(9) Reducir: (0 <x < 907) 
J=sen = JT+cosx+008 5 y 008 x 


A)2senx a sens CWNZsenx DJO E)senx 


€N Si: sen4 = kh 
Calcular ; sl) 


Pel PA 


an B)- 


(GDCalcular : cosí, 


Si: tana=2 ¿370% <a <360* 


a B)- E NA D)- E mE 


(OBSi: coso=0,0800(%: 25) 


Calcular : sen : 


AJ0,4  BJ04  CJ02  D)02  EJ0,16 

03) Si:csc6=-0,250 € (9: 2) 

Hallar el valor de; tan? 55 
JE y y3 Von E NENA 

E E Ea 


(E) Siendo : A AE 


2 
Hallar: tan A 
DA 4 


AJ3 B)-2 C)-1 
(63) Calcular: tan71* 30" 
AM BJ2 cJ3. 


ATHIGONOMETEILAS 


(68) Calcular : tan11230* 
AJI-J2 B)/2+1 C)/2-1 D)-/2-1 E)-2-/3 


(> Señalar el valor de: as 
A» BJ2 OE DE EE 
(63) Señalar el valor de:cof1 1830" 
AM BJ2 03 D)E E 


SEGUNDANERAENCANDRCIDA) 


(3) Calcular las siguientes expresiones: 


[coso 14008 207 1-cos 40? 2 
5) 2 e 2 es 1+c08 40" 2, 1- cos 100? 


(MBSi: sec O=4 . Además: 630"<9<720" 


Calcular: sen? 
AJ BN2 pS Dye EN3 
(Si: tgx = $ 90< x < 1807 
Hallar: 5) 
tg 3 
A)J1 B)J2 C)J3 D)J4 E)J5 
(E Reducir y hallar el valor de “A”. 
_ctg20" + csc20* 
ctgl0” 
A)J1 B)2 C)J3 D)J4 EJ1/2 
((3)Simplificar y hallar el valor de “M”. 
MRS CS 
tg25” 
AJ2 B)1 C)3 D)J2 E) J3 
(09 Si: cosa=2; (”<a< 90 
Hallar: seno 
430 6 6 y6 
A DJJ6 y 


= 1 3x 1) 
OS: 0090 =3 ;<0<2x . Calcular: seno 


yá pa pe y 2 p-% 
(EACalcular” cos 5" ¡si a 

¡5 5 7 7 3 
a 2-5 on Dl 5) 


(09) Si: cos 0=0,68;0 e (Es, 2x) , calcular: “sen? q" 


AJO, B)-0,4 C)J0,2 — D)-0,2 E)-0,16 
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(OD Si: cos0= 0,2:0e(a; => hallar el valor de : 


0 
tan—=. 

2 . 

3 y3 6 y6 6 
A) 3 Bs as D) 3 E 
(DSi: esca 7 ;a.e< 270%360> , hallar: 
A 
es . 

4 4 4 3 3 
N-5 B) 5 O; de D-5 
(M Siendo: senx=-0,6 ; aero. Hallar; tan 
A)J-3 B)-2 C)1 o EJ2 


(6 Calcular: tan112%30* 
AJ1-/2 BNZ+1  CN2-1 
(O Señalar el valor de: tan26*30* 


D)-J2-1 ENZ2 


1 1 1 
1 Se $23 E 
A) B)J2 C) 3 D) 3 E) 3 
(6) Señalar el valor de: cof18"30” 
1 1 
A) B)2 C)3 DJ = 
y) ) ), ) 3 E) 3 
(8) Reducir: col ¿tan 
IZ 2 
esc 2x+c012x 
4-2 BIZ 01 D)2 E)-1 
2cosx+cos2x+1 
Simplifi AT 
(1 Simplificar: M= AT 
cotéx cot*x tan?x tantx 
A) 7 B) 3 C) 2 D) 2 E) - 4cosx 
(3) Simplificar: 
Q= cotZ - 2008? 7 9 .cotO 
A)J1 Bj)cos?9 C)cosg D)sen?9  EJsenó 


WAI DOMICIYATZ 


(02) Reducir: x=/2—2 cos20” 
Ajseni0”  B)2sen20” C)2sen10” D)1I 
(E Simplificar: p=5en 10"+/ 1-sen20 


Cjseni0? 


E)2 


D)cos10” EJ3 


OBJETIVO : 


Reconocer y usar convenientemente las fórmulas 
básicas para el cálculo de las razones trigonométricas 
el triple de una variable ya conocida. 


SENO DEL ARCO TRIPLE 


Sen3x = 3Senx — 4Sen* x| 
DEMOSTRACIÓN : 

Sen3x =Sen(2x+x) 

> Sen3r = Sen2x Cosx + Cosas Senx 


> Sen3x =2SenxCos?x + ( = 2Sen*x) Senx 

> Sen3x =2Senx (1— Sen*x) + (1—2Sen*x) Senx 
> Sen3x =2Senx — 2Sen* x + Senx — 2Sen*x 

=> Sen3x = 3Senx — 4Sen* x 

EJEMPLOS : 

* sen 36” = 3sen12” - dsen* 12" 

* sen60” = sen3(20") = 3sen20" - dsen*20" 

* 3sen2” - dsen*2” = senb” 


EJERCICIO: 
Si: senx== .Hallar Sen 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 
sen(3x) = 3senx — dsen*x 
el 
1 1 4 28 
=> sengs=9 (7) =- 4(3) =]- 27 27 


COSENO DEL ARCO TRIPLE 


Cos3x = 4Cos*x — 3Cosx 
EJEMPLOS : 
* cos24” = deos*8”- 3cos8" 


* cos9A = cos3(3A) = 4cos3”A - 3cos3A 


. dcos*é- 3cos4” = cos12” 
EJERCICIO : 


Si: cosr=> . Determinar Cos3x 


RESOLUCIÓN: 
* Como: y 1 
cos3x=4cos*x — 3cosa=4( 7) -a(2) 


mdp PR 1 


TANGENTE DEL ARCO TRIPLE 


3Tanx-—Tan*x 


Tan3x = 3 
1-3Tan*x 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por Identidades de Arcos Compuestos se tiene : 


TanA + TanB + TanC —TanATanBTanC 
TA BO mA TanB —TenBTanC —TonBTanC 
haciendo A=x , B=x , C=x, obtendremos : 

Tanx + Tanx + Tanx —TanxTanxTanx 
1—TanxTanx — TanxTanx — TanxTanx 
reduciendo obtenemos la fórmula para el ángulo triple ; 


Tan(x+x+4+x) = 


3 
> Tinds » 3Tanx—Tan"x 
1—3Tan"x 
EJEMPLOS : 
o 
*tan39=+Heni3? ze 13 
1-3tan*13S" 
EA 
RUC SEA 
1-3tan* 37 
EZ] 
ro tan12x=30n4x tan dx 
1- 3tan” 4x 


despejando 4sen*x y 4cos*x de las identidades de 
ángulo triple se obtienen las siguientes identidades 
(de Degradación) respectivamente: 


4sen*x=3senx —senta| 


EJEMPLO : 
*  4sen*10"=3sen10" - sen30” 
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EJEMPLO : 
deos*10"= 3cos10” + cos30” 


FÓRMULAS ESPECIALES : 
Sen3x = Senx(2Cos2x + 1) 


DEMOSTRACIÓN : 
Sen3x = 3Senx — 4Sen*x 
> Sen3x =Senx (3 - 4Sen*x) 
=> Sen3x =Senx la -2x 2Sen*a] 
1-Cos2x 
=> Sen3x =Senx (3 —2x(1—Cos2x)) 
=> Sen3x =Senx(2Co82x + 1) 
EJEMPLO: 
* sen3fB = senf(2c082f48+1) 


Cos3x = Cosx(2Cos2x —1) 


EJEMPLO: 
* cos3$=co0s$(2c0s2H — 1) 


PROPIEDADES : 


I|SenxSen(60* - x)Sen(60"+x )= Sendo 
nu JcosxGos(s0 — x)Cos(60*+x )= coa 


II )|TanxTan(60” — x)Tan(60+x )=Tan3x| 
1V) Tan3x _ 2Co82x+1 
Tanx  2Cos2x 


De las propiedades anteriores, demostraremos la 
primera de ellas. 


4senxsen(60”-x)sen(60"+x) = sen3x 

Para el producto sen(60”-x)sen(60*+x) aplicamos la 
identidad siguiente : 

Sen(a+B)Sen(a— 8) = Sen?a — Sen? 8 
obteniendo 4senx(sen*60”— sen*x) = sen3x 


dsenxí z — sen? x )=sen3x 


3senx — 4sen* x=sen3x 


=> sen3x=sen3x 
(esto es lo que se buscaba demostrar) 


EJEMPLOS : 
* Sen20SendO'Sen80"=Sen20"Sen(60” — 20) Sen(60”+20") 


_Sens(20") _ 43 
4 8 


.*Cos10"Cos50"Cos70"=Cos10"Cos(60” — 10”)Cos(60*+10") 


4 4 8 
FORMAS GENERALES DE LAS FUNCIONES 


TRLGONOMETRICAS 
DE ANGULOS MULTIPLES 


Siendo «rt» un número entero positivo. se cumplen 
las siguientes fórmulas: 


Sn(no) |; |Cor"aSemo — [5 Cor ns 5 [Cos "Sa Sendo +... ] 


[Cos(má)=Cos"o — a Cos” “asen + mo 


¿Jco"- ln Sent [eJeorrasenta 


e E 


Tanto - ¿rana Hu 
¡Tan(no)= 


e la 


Ea 


¿Jranta so 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE 18" y 72 
Sabemos que se cumple: sen36” = cosb4” 


(Esto por Razones Trigonométricas de Ángulos 
Complementarios). 


sen(2(18)) = cos(3(18)) 
Utilizando identidades de arco doble y triple : 
2Sen18"Cos18"=4Cos* 18” — 3Cos18" 


= 2Sen18” Cos18"=Cos18"[4Cos? 18” — 3] 
= 2Sen18”= 4Cos* 18” — 3 

> 2Sen18"=4(1 - Sen* 18) — 3 

> 4Sen* 18+2sen18”—1 =0 

*Haciendo : x=sen18" ; luego 


-2+,/2? —4(4)(-1) 


2(4) 
A 


xa 42x-1=0=>x= 


4 


como Sen 18" es positivo y menor a uno, entonces : 


*De lo cual ; Cos36"=1— 2Sen* 18” 


2 
> Cos36"=1- a ó7] 


d5 +1 


=> |Cos36"= 


Luego podemos plantear los siguientes triángulos : 


sento EL 


4 
Corse dE 0-25 
Ó) [] 
v5+1 
EA 
ODSi:Send = 2250 € 1C 
Calcular: A=c0830 
/35 /33 433 2/13 433 
e A a az 


(9 Si: tg0 =2;0 € (180”;270*) Calcular : M =ctg30 


a 9 5 19 1 
Y 25 O DE 5 
09 Si: send —cos0 = Es 
Cacular A — sen60 

76 416 616 516 716 
Ms A as a Ps 
(E) Reducir: 

_ sen30 — send 
US send 


Aj2c0s09  Bj2cos29  C)2sen9 D)2sen209 El 


EDITORIAL RUBIVOS 


(7) Reducir: | 
G= 2 zz 
hara 5 


Ajctg2x  Bitge  Cjdtg3x  Di2tge  Ejltg3x 
(E9) Simplificar : H = sec 20” sec 40” sec 80* 
A)2 B)J3 C)5 DJ8 

3 *)]_1 
(3 Si: teo +5)-4 


Calcular: H = ctg3a 


EJ10 


11 2 3 4 11 
AJ— BJ CI. DIJ—= => 
y 2 Ti 3 TI B) 3 
(3) Calcular: 
2ens0'sen70”cos80? 
1820"1980"tg40" 

J3 NE /3 1 
Az obra O D)1 Dz 
(9 Reducir: H =4cos3xsen*x + 4sen3xcos* x 

A)2sená4x B)sen4x C)3sen4x 

D)4cos4x E) 3 con4x 
(UD) Calcular x si: a 

25 25 25 25 15 
A) BIZ Cc A E 

é 8 a z 11 2) 9 ST 
(O) Reducir: 
H=290” 200830 


4830" 
A)cos90 B)cos60 C)cos126 D)sen90 E)sen60 


(1) Simplificar: M=cos* 0.cos 30 + sen*0sen30 
A)cosó Bjcos*0  C)cos20 D)cos*20- Ejcos* 20 


(O) Sabiendo que: geen3x | 7 c083% _ z 
senx osx 


Calcular: E=cos6x 


ny 


9 
16 16 P=zG 


11 
5 B) 


x 6 9 
A)1 B)J3 C)J5 D)7 EJ9 
(1D Calcular: A= 41g72(4c0s 18" — 3 sec 18”) 
A)1 B)2 CJ4 DJ6 EJ8 

e] 
Simplificar: G= sen3xctgx-—2008x ) 

O E == sen3x 
Ajsen3x BjeenGx  C)2sen3x Dij2cos3x  Ejsen9x 
(O Si: coso = ca 


Calcular: N =wen*(5+0)+cos*(5+0) 


3 5 9 1 7 
7 BJ po Dx ED 
a x 0 x= 0 x O 
O Si 0cta( 5-35) M5 35)+ 50 (5 Z)-2 
() 
8 7 1 4 3 
A A A IS 


(OD Simplificar: A= 1g20"+1g30"+1g104g* 50 


Ajigl?  Bjig2W  C)tg50”  D)tgWP  Ejcdg56r 
Ed) Reducir: 
M = sen*10"+ sen*50"+ sen*70* 

5 
Br 


7 9 11 
dz D)z Dz 


LA MATEMÁTICA su 7 ORIGEN 


Se sabe que la civilización moderna depende, en una 
gran proporción, de la ciencia, y una gran parte de la 
ciencia sería imposible sin una técnica matemática 
altamente desarrollada. 


La posición acordada en la actualidad a la matemática 
por el público no matemático, se debe, parcialmente, a 
la utilidad de la matemática y, a la persistencia, en 
forma vaga de antiguas y erróneas ideas con respecto 
a su significado real. Hace poco tiempo se le dio el 
“status” correcto a la matemática, aunque hay muchos 
aspectos de su maravillosa actividad que continúan 
en el misterio. Es probable que la matemática se 
originara con Pitágoras. No hay evidencia clara de que 
el razonamiento matemático fuera reconocido y 
practicado por nadie antes que Pitágoras. Las fórmulas 
geométricas usadas por los antiguos egipcios tratan 
sobre los problemas de inspección del suelo y se 
obtuvieron de manera empírica. En general están 
equivocadas y no van acompañadas en ningún caso por 
demostraciones. No es, pues, sorprendente que cuando la 
mente se dio cuenta de su insospechado poder, no 
comprendiera su verdadera naturaleza. Para los pitagóricos, 
abrumados por el encanto estético de los teoremas que 
descubrieron, el número se convirtió en el principio de todas 
las cosas. Se supuso que el número era la verdadera esencia 
de lo real; las otras cosas que podían predecirse de lo real eran 
simples aspectos del número. Así el numero 1 paso a ser lo 
que en cierto modo se llamo “razón” porque es incambiable. 


Se suponía que las proposiciones matemáticas eran 
verdaderas, con total independencia de nuestras mentes, y de 
este hecho se deducía la existencia de Dios, Esta doctrina era 
un refinamiento de las fantasías pitagóricas y fue mantenida 
por muchos que no creían en las proposiciones místicas de los 
números. Así es que, San Agustín, hablando de la perfección 
del número seis dice “el seis es un número perfecto en si mismo, 
y no porque Dios crease todas las cosas en seis días; es más 
bien cierta la inversa, que Dios creo todas las cosas en seis 
días porque este número es perfecto, y continuaría siendo 
perfecto, incluso aunque la obra de los seis días np existiera”. 


PROBLEMA 1: 
», 1 
Siendo: senf=-2 calcular "sen3f" 
13 13 EE 3 
A) 71 Blio5 Oi D)2 De 
RESOLUCIÓN: 
* Sabiendo que: 


sen3fB = 3senf — 4sen* fB ; pero senf=F 


* Luego: 1 IN 21 
senp =3(5 )-4(5 ) =725 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 2: 
Reducir: 4sen*x+sen3 x e 4cos*x — cos3x 
senx cosx 
AJ2 B)3 Cj4 D)J5 EJ6 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando las formulas adecuadas , se obtendrá; 
doen"x+(Soenx—dsen"x) , _ 4cos"x—(4cos*x—3oosx) 


* Luego de quitar paréntesis y simplificar, deducimos: 
3senx , 3cosx 
senx COsx 
PROBLEMA 3: 


=3+3=6 


e 


RPTA; “E” 


¿ SengA 2 
Reducir: ———- 3cos" A 


AjseníA Bjcos?A C)sec2A D)-costA E) sen*A 
RESOLUCIÓN: 
* Llamando “E” a lo pedido: 
E= 3senA — 4sen* A 
senA 
>E= 3-4sen?A - 3cos* A 
> E=3(1-—cos*A )- 4sen*A 


-3cos* A 


> E= 3sen?A - 4sen?A = sen? A 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 4: 
Si: sen2x=c083x 
Donde: 0? < x < 90*, calcular: senx 
AN5-1 BN5+1 0) /5-2 DN5-3 a 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando la fórmula especial: 
> 2senxcosx = cosx(2c0s2x — 1) 


> 2eenx = 2(1- 2sen*x)-1 


> 4sen*x — 2senx —1=0 


* Resolviendo: 


OJO: Por <g complementarios: 


2x+31=90" > x =18" > senl8”= se - 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 5: 
Calcular; 
2 3. s 2] | 3cos' 
E =(suen lid 5 ( 
AJ12 B)16 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando , se obtendrá: 
E = (3sen*18” + cos*36”) ( 3cos*36” + sen*18") 
* Degradando: 2. 
Ssen18"— senb4* a 
> E=|3 A + ant rro to) 
[ EAS (Eoentár censo] 
E 4 1 1 


pa Qmi8 -. e poc epnlÓ de 00998) 
* Simplificando: (E a ECO 
4 


C)12 


>E = 4sen18"+4c0836"=4 GE 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
Simplificar: 


AJ-2 B)-1 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerda: 
sen30=send( 2c0820+1) 


será (2c082x + 1) _ 


E)2 


>W= 2cos2x 


> W=( x+1)- =1 
20082. 20067 x 
PROBLEMA 7: 


5 - Calcule 1g(3x) 


13 4 
F 3 cs D)5 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda que: tanso=2200— tanto, 
1-3tan*0 
E tx ]-tant E 
atan ++) tan (5+=) 
1-3tan? E) 


* Entonces: 
tan3' +) 
G 


> tan(x+3x)=— 22424 = E 
Y: 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 8: 


1 1 
AJ5 3 3 C)1 D)2 EJ5 A 
RESOLUCIÓN: 

Se sabe: 


pra 
tan 30= H2n0 tan"9 


E ds so 


tg4b+tgx _ 
1-1g4Btgx > 
-* Despegando: 
1 
tE > cigx 267 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 9: 
Dada la siguiente igualdad : 
sen70” +sen30” = AcseB” 
Si 0<B<12 , calcule el valor que toma 44+ B . 
A) 10 B)9 C) 12 DJ13 E) 11 
RESOLUCIÓN : 
*Del dato : 0< B< 12 
sen70"+sen30”=AcosBl vonocionisienorsans seo (1) 
*sea: E=sen70"+sen30" => a 
A 2 
cos20r dE 
2 
*multiplicamos y dividimos sen10* ; 
E= sen10"+(2c0820"+1) 
2sen10? 
*Por identidad de arco triple : 


1 


> Eo ten: 10_ 2 


2sen10” — 2sen10* quelo 


*Comparado con (1) : A=Za B=10 => 4A+B=11 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 10: 

Calcular el valor de A, si la siguiente expresión es una 
identidad: 
(senGx+sen2x)csc2x=sec2x[cos6x+cos2x+A 
eos2x] 

A)-2 B)-1 
RESOLUCIÓN: 


* Ordenando: $en6x | ,_ 
sen2x 


L0)17) D)1 E)2 
cosbx 


cos2x 


+(1+A) 


* Recuerda: 


sen30 
send 


cos30 


* Entonces resultará: 
2cos4x+1=2c084x —14+14+A 
> A=1 


= 2co920+1 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 11: 
Hallar el valor de : F=c0820"c0840"co880" 
A)1,025  B)0,125  C)1,250  DJ0,216 E)1,732 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: 
cosx cos(60” — x) cos(60”+x )= costa 
* Entonces: 
F = cos20'cos40'cos80” 
> F = cos20"cos(60” — 20”)cos(60"+20") 
.s E e 
>F q 0098(20)= q 00860” 5) 5 0,125 
RPTA: “B” 
E-ten E sen[ 14 Juen ES 2) 
A)-senA B)-senó CjsenA DjcosA Ejoen 
RESOLUCIÓN: 
* Propiedad: 


4 sen a sen(%-a)uen[5+a)=wensa 


=4senAsen[ E 44 z A 
sen (+ 5) E 5) 

> E=send(4)=senA 

RPTA: “C” 

PROLEMA 13: 
El valor de: 3sec* 10" sec*'50"sec*70" es: 
AJ64 B)9/64  C)1/64 D)192  EJ64/9 
RESOLUCIÓN: 


* Por propiedad: seca sec(60? — a )sec(60"+a)=4sec3a 


*Sea: p = 380c* 10" sec? 50" sec? 70* 


60-10 6010" 


> F=3(4sec30””'=3 (a 2). 


= rs) =o(%)=04 


PROBLEMA 14: 
Hallar x en: 1-00890 _ 
1-cos30 
A)2sen20 B)2cos0 C)1-sen20 D)2sen0 E)2cos20 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: cos3x = 4cos*x - 3cosx 
* Entonces: 
cos909 = 4cos* 30 — 3cos30 
+ 100899 _1-(4cos*30- 3c0830) _ 
1-cos30 1-cos80 
143 cos 30— 4cos* 30 
AS E 
* Factorizamos el numerador: 
p=(1-20830)(1+4c0880+4c0s? 30) 
1-cosó 
> F=1+4 cos30+4cos* 30 


> F =(1+2c0830) =(1+2(4cos*0 - 3c080))? 


> F =(1-6c080+8co8*0)*=(x* - 3x+1)* 
* Identificando términos , se obtiene: -=2c080 
RPTA: “B” 


RPTA; “A” 


(a? -3x+1)? 


=F 


PROBLEMA 15: 


Que relación deben cumplir los coeficientes de la 
ecuación: pcosx + qcos2x + rcos3x +q =0 


para que, en esta ecuación , cosx tenga un valor. 
A)p=r B)p4-r C)j8p=" D)p-29-r Elf? -4r(p-3r)0 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 

pcosx + qcos2x + rcos3x+q=0 

pcosx + q(2c08*x-1) + r(4cos"x-3co8x)+g =0 
* Simplificando: 

pcosx + 2qc08*x + 4reos*"x — 3rcosx = 0 

cosx [2qcosx + 4rcos'x-3r+p]=0 
* Considerando que cosx + o, entonces: 

árcos*x + 2qc08x + (p—3r) =0 
29 (49? —16r (p-3r) 
8r 

* Para que cosx tenga un solo valor, el discriminante 


tiene que ser igual a cero. 


> c08x = 


* Entonces: 4g*-16r(p-3r)=0 
> q? -4r(p-3r)=0 
PROBLEMA 16: 
Simplificar: 
A = sen*(30-x) + sen*(30*+ x) - cosx 


4)3cos = B)- 3008 7 0)-cos3x DJO EJ 
RESOLUCIÓN: 
*Multiplicando por 4: 
4A=4sen* (307 — x) +4sen* (30"+x) - 4cos*x 
> 44 = 3sen(30"” -— x )Jsen(90” - 3x ) + 3sen(30"+x) 
—sen(90"+3x) - 3cosx — cos3x 
> 4A=3sen(30”— x) + 3sen(30"”+x)- cos3x — cos3x 
3(20en30"cosx) 
-3c08x — cos 3x > 4 A=3c08x — 3 cos 3x—3cosx 


=> A=-Fcos3z 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 17: 
Del gráfico, calcular: s> 
A) . B 
B) 4 
1 
Us 


13 
DNS 
) 9 


RESOLUCIÓN: 


* De la figura, considerando BH: 
23sen0 = 9. sen30 


23 _sen30 
9 seno 
* Por propiedad: 
23 7 
Ter 2c0820+1> Lo 
* Además de la figura: 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 18: 
Calcular : H = sec40” + 8sen250" 
AJ3 B) 4 C)5 D)J6 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 


EJ7 


ATRIGONOMETRIAS 


I 
cos40? 


1+8c08* 40 


+8008* 40"= 
yd cos40” 


H= 
* Peró: 
4cos*x=3c08x+cos3x => 4cos* 40”=3c0840"+c08120" 
* Luego: 
1+2(3c0840"+c08120") 
cos40” 


_L+6cos40—1 
cos40” 
RPTA: “D” 


H= =6 


PROBLEMA 19: 
Halle el valor de la siguiente expresión: 
sen34 
—sen24—seng 
AJj2 B)-1 Cjo 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato transformamos: 
p- senó (200824+1) 
2sengcosó — seng 


-2c084$ 


D)1 E)2 


— 2c0sp 
* Simplificando: 
2cos24+1 
a ES 
2co0sf$-1 
2 (2cos*4-1) +1 
2c0sH - 1 
deos*$-1 
2c08p- 1 


— 2c0sp 


>E= - 2 cosp 


>E= - 2c0sp 


*Factorizando: 
(2c084 + 1)( 2cos4— 1) 
> E= SE E 2c0sp 
=> E=2c08p+1- 2cosp=1 


PROBLEMA 20: 


Si se cumple: 
(poe 


RPTA;: “D” 


Calcular cos39 
az aa 
RASOLUCIÓN: 
* De: e 2 
sen(5 o) 3 


* Sea: 


paa ya LE 


2 


5 -0> a 
* Además el desarrollo del seno de triple es: 


sen3x=3senx — 4sen*x 
* Sustituyendo valores: 
19/2 


A 


mozo) 


1942. 
27 
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192 
E 3 late 
sl 0)- 27 
conaga 102 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 21: 
Reducir la expresión: 
A 2en30+cos30 

cos0 — send 

Calcular su valor para: g=45" 

AJ1 B)2 C)J3 

RESOLUCIÓN: 

* Desarrollando las identidades de sen30 y cos 30. 

3senO—4sen?O + 4cos*0 - 3cos0 


DJ4 E)-1 


as cosÚ — send 
7 A= 4(cos*0—sen*9) — 3(cos0— seno) 
c080 — senO 
—, 4 0080 -5enb)(cosO + serí O + costenó)—3(0000 seno) 
cos O-senó 


> A=4(cos*0+sen? O+cosOsenO)-3 
1 

> A=1+4cosOsenó 

* Reemplazando: 


> A=1+2sen20 
0=45" 
A=1+2 8en90" > A=3 
y 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 22: 
Si se cumple que: Cos(69)x Sec(20)=3 ;halleCos(80) 


A)-5/32  B)-3/32 C)-7/32  D)-9/32  E)-11/32 
RESOLUCIÓN : 


Condición: £os60 _ 1 
Cos20 4 
Cos20(2Cos40-1)_1 u 
A rd =>2C0840- 1=>Cos40=* 


Luego: O 1 
25 7 
89 =2x—-—1 == 
=> Cos x > Cos80 
RPTA : 


«q» 
PROBLEMA 23 : 

En la siguiente expresión: 

Sen*(3x) Cos? (3x) 


te ez =P Cos(2x) calcule el valor de 


AJ2 BJ4 
RESOLUCIÓN : 
Sen3x Y (Cos3x Y 

(zo) (us) arcas 


C)J6 D)J8 EJ10 


xascuro TerrrE>>> > 464€ EDITORIAL BUENOS) 


(Bragas 2y -(Coentaoueta- DY 
Senx Cosx 
(2Cos2x+1)* -(2Cos2x-1)* = pCos2x 
> 4(2Cos2x)(1) = pCos2x > p=8 


= pCos2x 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 24 : 
Si e — 8x+1)? el valor de x,es: 
A)2Sen0 B)2Cos09 C)2Sen20 D)2Cos 20 E)Cos30 
RESOLUCIÓN : 


1-Cos90 _ 2 
Coso (**-3x+1 


2 
Sen e (2Cos30 +1) 


30 
Sen 
2 
>(2Co830 +1)? =(x3 -3x +1) 


y 
4Cos*9 - 8Cos0 


> (8Cos*9-6Cos0 + y =(x%-3x+ y 220080 =x 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 25: 


Si:Cos(2x)=a y Tan(3x)=bTan(x), entonces al 


calcular Ea , se obtiene: 


Aja B)2a Cj3a 
RESOLUCIÓN : 
Condiciónes: 
1)Cos2x =a 1)Tan3x =bTanx 
Senx(2Co82x +1) _ b Senx 
Cosx(2Cos2x - 1) Cosx 
Reemplazamos (1) 
2a+1 


A 2a-1 
PROBLEMA 26: 
Al simplificar la expresión 
M= 3sena ciga-sen3a ctga 
cos3a + 3cosa 


Dj4a EJ5a 


b+1 
=b> 2a=— 
> 


RPTA : “B” 


+1 


se obtiene 

Ajesc* a Bltgla C)+tgla Dji+tgla E)sec? a 

RESOLUCIÓN: 

m=*renacota-senacota | 
cos3a+3 cos a 

cota[3 sen a— senda] 4 

dcos*a—3 cos a+3 cos 

-£ota[3 sena—(3 sen a—4senta)] , 

4cosa 


1 


>M= 


>M 


cota x4sen*a 
M= +1 
4cosa 
>M=cotatan*a+1 


>M=tanta+1>M =sec*a 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 27: 
De la figura mostrada , halle la medida del ángulo x. 


BJos 
RESOLUCIÓN : 


AJ60? 


a 


Del yA! sombreado: 
a 
aTan20”Tan40”Tan80? 
Tan60 


Tanx = 


HIMIGONOMETRIAZ 
1 cot60" => x-307 


| =Tan60? 


<« complementarios 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 28 : 

Al simplificar la expresión: 
E=Csc(6”)Csc(54*)Csc(66"),se obtiene: 


AJCse(18) B)4Cse(18') 0) 7 Cac(18) 


D)2Csc(18') E) ¿Csc(18) 
ió 
ES a 
E 1 
> 17 1Sen6*xSen(60*— 6*)x Sen(60*+ 6") 


E 4 
E. E=4Csc18* 
7 sm > E=* 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 29 : 
Halle el valor de: M=3Sec* (10%) xSec*(50) xSec*(70) 
AJ16 B)32 C)64 DJ8 EJ4 
RESOLUCIÓN : 


2 
rar ) 
Cos10*Cos50" x Cos70" 


4 2 
SET) 


Cos3x10" 
4 2 
| 3 ] >M=64 
2 


RPTA : 


PRIMERANERACICANDIRIGIDA) 


“pr 


((DComplete: sen3x =Dsenx — 4sen*x 


A)1 B) 2 C)3 D»3 E)-2 
(BComplete: cos3x = Dcos*x - 3cosx 
AJ B)2 C)4 D-4 E)-2 
OSiendo: senx == ; hallo “venga” 

23 23 19 19 
Eds: Rda TE E 


(E Siendo: tans= Ex € IC, calcular: “cos3x”., 


22 19 
3 Dz By 


(E) Si:sens=-2 ; “2” es agudo, hallar: “tan3x”. 


16 
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1 2 1 2 3 
ST a a Y 
C3)Ruducir sen3x 

= eS 


AjsenTz B)-sentx C)-dsen tx D)-4sen*x Ej4sen*x 


(3 Reducir: cos3x y 


Q= 
Ajsentx Bjcos'x  Cjá4sentx  D)4cos*'x Ej4cosx 
rana 


- Sen3x — senx 
coslxa 
Alsenx B)2senx C)jsen2x D)2senx2x E)1 


(3 Reducir: S= cosBx+cosx 

cos2x 
A)cosx B)2cosx C)sen2x D)2sen2x E)2sen*x 
(19) Reducir: q sengs , cose 


A)cos2x B)2cos2x C)4cos2x D)4sen2x E)2sen2x 


Si: 
O 4 SA Pb 
senx 
Calcular “ab”. 
A)J2 B)J3 C)J4 DJ8 EJ6 
(Si: 088 org +bo 
cosx 

Calcular “ab”. 
A4)2 B)-2 CJ4 D)J4 EJ6 
a Si:sen3x.csex = n; hallar: 

A=c083x.8ecx 
AJn-1 Bln2  Cjn+1 Djn+2 Ejn 
(E) 51 20025. 2en2y, send 
senx  seny  senz 

Hallar: B=c082x+c082y+c082z 

n+2 n-2 n+3 n-3 n-2 
A) 3 B) 3 C) 2 D) 3 E) 3 
(63) Señale el valor de “sen.18* ”. 

a yo +1 a y 

4 

(13) Señale el valor de “cos36” ”. 

/5-1 nn V5-1 pp 15+1 , V5-1 

at BI == e DS AS 
(O Calcular: P = sen6”.senb4".sen66” 
El BI6-1 qe paa Boal 


SASGULO TRIPLE |*66] 


(8) Del Gráfico; calcular la longitud de CD. 


B 
A) 1,21 

B) 1,36 > 

C) 2,32 'D 
D) 2,21 

Ey321 A E 


(W)Del gráfico; calcular la longitud de AD. 


A) 27,8 % 
B) 36,6 
C) 34,2 O E 
D) 32,4 10, 
E) 38,6 
A H Z E 


(DEliminar “x” de: senx = a-sendx 
cosx=b+c083x 


A)la*+b*=4ab  B)(a*+b*)'=4ab C)(a*+b*)*=16ab 
D)(a*+b*)'=16ab E)(a*+b*)'=16a*b* 


SEGUNDA DIRIGIDA) 


pde 


(E3) Del gráfico mostrado, calcular: 
C=(1- Sen24)(2C0s40+-3) 


o D 
(03 Si del gráfico siguiente se deduce: 
Cot20+Cot0=KTan$ 
* Calcular: “K”* 


(6) Hallar el valor de la expresión: 
M=Tan*20"+Tan* 40"+Tan*80 


EDITORIAL RUBINOS 


A)12 B)J9 C)21 D)24 
(9 Si la ecuación: aSen30+bCos20+0=0 


EJ33 


Tiene como raíces: a, B, y y, 
calcule: A=SenaSen f + Sen Seny + Seny Sena 


a b 3 b e 
az BR Cc) y Dx Ey => 
(2) 3x 
a 2 + Los2xCos3x Cos4xCos6x + 
CosF Cosx Cos(2x) *" 
2 
E "n" términos 
Además A 
La expresión reducida de “A”es: 


A)Cosx BjnSenx C)jnCos(2"x) D)jnCosx  Ejn 
(9) Dada la ecuación:x”- qx —r=0 

si:x=yCos0;y e R*, 

halle una relación entre r y q, tal que: 9 e R 


UY A Y 
oli) a(3) mr 


(ED Del gráfico, calcular “4” 


B 
A) 127 
B) 36* p x 
C) 21" 
D) 24* 
E) 18* 
Á H C 
(63) En un triángulo ABC: 
TonA_Tonf_TenC | 
n n Pp 

Sen2A+Sen20 

hallar: ¡52 
EL en2B 


¿trip gutnip Re py 2n+p gro? 

mp mp mp n 
(49) Desde un punto en tierra, se divisa lo alto de una 
torre; con un ángulo de elevación" 9". Sinos acercamos 
una distancia igual a la altura de la torre, el ángulo de 
elevación es"90”- 20" L=Sec20+Tan0 


Ay B)2 C)3 Dj4 EJ6 


ATRIGONOMETRIAS 
(O Del gráfico, el valor :Cotg4 


2 
AN 


y2 
Br 


y2 
cr2- 7 


DJ2-J2 


y2 
En 


(DSi:Cotx +2Coty+3Cotz=Tanx+2Tany+3Tanz 


se verefique que: 
Cot32x+8Cot32y+27Cot322=k Cot2xCot2yCot2z, 


¿cuál es el valor de “R”” 

AJ6 B)12 C)18 D)24 

(MCalcular: AB, si: FC=3 y DE=4 
B 

A)J12,/2 

B)6J7 

C)7J2 

D)J6J/2 

EJ12/7 


A [a] 
(1) Del gráfico, calcular: Sen3 £ 


EJ30 


Sen*(60"+x)-Sen*(60”-x)=aSenx(b+ Cos2x). 
Calcular: a.b 


AJ2 BJ CJ DE E 
(MSi: CotxTan0=Tan=, 


reducir; V=4Tan20+/3Tanx 
A)Tan3x B)Tan30 C)J3/3Tan3x D)/3Tan30 E)3Tan3x 
(O) Del gráfico, hallar: 


AJJZCses” B)J/2Crc10* 


DE creror EE creso 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


(O Simplificar la sumatoria: 


Tanx Tan3x 


Tan9x 
Cos2x - Cos E Cos6x - Cos 5 Cos18% - Cos 


S= +... "n" téminos 


AJTan3"x-1 B)lan3"x-Tanx C)Tan3"x-Tan3x 


D)JTan3"""x-Tanx EjTan3"*x-—Tanx 
(3) Calcular: 


L=Tan130"Tan10"+Tan70"Tan130'Tan10'Tan70” 
D)2 


A4)3 B)-3 C)2 
(9) Del gráfico , hallar" gr 


aJArecon [2 
y10 
6 
CArosen e 


D)ArcSen Ye S 


E)ArcCos sn 


EJ6 


B)ArcCos 


€0 Si:a,P,4 ay ,verifican la ecuación: 
Tan3x=2Cot (5+=) 


Calcular: 
Le Tana+TanfB+Tang+Tany 
TanaTanfTangTany 


AJ3,5 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
] 6,1010] s)1 P)B 


BJj15 C-35 D)2,5 E)-2,5 


2 TRAYSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 1 


* Expresar sumas o diferencias de senos y / o cosenos 
en forma de producto para reducir expresiones. 


* Trasformar productos de seno y/o cosenos en forma 
de sumas y/o diferencia de los mismos. 
IDENTIDADES PARA LA SUMA 


Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS 


A menudo se presenta el problema de transformar la 
suma de dos funciones trigonométricas en un producto 
y viceversa. Esto puede lograrse utilizando las 
identidades de arcos compuestos. 


PARA LA SUMA O DIFERENCIA DE DOS 
SENOS O COSENOS A PRODUCTO 


[sena +sen=25en (232) 00452) 


an 


senA — senB=2c08 E) sen( 


3-5) 


¡cosÁ — cosB=-— 2sen (22) sen e 2) 


losa.+cosB=2000( 


% Los ángulos resultantes en el producto serán la 
semisuma y la semidiferencia de los ángulos iniciales. 


No necesariamente A>B, solo interesa su orden. 

DEMOSTRACIÓN : 

* Para comprobar la primera identidad, recordemos 
sen(a + )=sena cos) +eosa sen 
sen(a — P )=senucosf) —cosusenf) 

* Sumando miembro a miembro tenemos: 
sen(a+PB)+sen(a-— fB)=2senacosf... (1) 

* Haciendo: a+P=A ; a-B=B 


* Obtenemos: 


* Reemplazando en (1) se tiene : 


senA+senB=2sen ( o (22 = 3) 


* Las restantes identidades pueden verificarse en 
forma análoga. 
EJEMPLOS: 
sento +sensr=2sen (225 eos [LD ose rcoe10r 
pen 
2 


+ sen1007— sencor=2000| 2079) son ( ¡=2008 75'een25” 


*senTx+renx=2sen (E5)]c04 E) =owenaxcosar 


*senTx— sengs=2uen (235) 004 PESE 


)o2senzxooess 


* cos1lx+c087x=2008 (EE 00 (1572). 2cos9xcos2x 


2.) (E 
sen| —— 


=2sen2x: 
3 3) 'sen2xsen3x 


* cosx — cosbx=2sen ( 


* sendO”+sen10"=2wen E ( )essenz5cos19 


d0*-16* 
2 


A sent1 =senT=2co0( 27 )eem[ =2c089'sen2” 


Eo) con 48-107 
2 2 


5) 
2 


* cord cos10"=2c08 ( )ezconzorcos19” 


ser E orense sei” 


* cos 50” —cos 192001 5) Ss A 


(5) ES) 
200400 E 56 56 Mr E 
Aa 2 JU z 50 00 
PE _% 
0082 006 52 =- gueri| 22. [sen] 22. |-200n E sonar 
2 2 2 


*sen( 20%+x)+senx=2sen(10"+x)cos10* 
*cos(40"+B)+cos(40* — B)=2c0840"c08 PB 


PROPIEDADES 
DSi: A+ B +C =180* 
* Se cumple: 


sena++senB tsenO=4cos E cos = cos E] 


cos A+cosB+cosC=4sen Esen E sen 


sen2A+sen2B+sen2C=4senAsenBsenC]| 
cos 24+c052B+c0s2C=-— 4cosAcosBcosC —1 


DATRIGONOMETELAO 
HI) Si: a+B+0=360" 


[| 468 | LA ENCICLOPEDIA 2012 


* Luego aplicamos: 


a () ar 
senatsenprsend=4sen yen a x seno ra a A pta) 
sen - 
2 


B 


cosa+cosf+cosó=-— 4cos 5x coña x cos? -1 


DE PRODUCTO A SUMA O DIFERENCIA 


Este caso consistente en el desdoblamiento del 
producto. Los ángulos resultantes en el desdoblamiento 
serán la diferencia y la suma de los ángulos iniciales. 
No necesariamente A>B. sólo interesa su orden. 


2senA cosB_= Sen(A+B)+sen(A — B) 


2cosA cosB_ = cos(A+B)+cos(A — B) 
2senA senB = cos(A — B)-— cos(A+B) 


DEMOSTRACIÓN : 
* Partimos: 
sen(P+0)=senf.cos0 +sen0.cosf) 
sen(P+0)=sen[.cos0+senb.cosf 
sen(P+0)+sen([-0)=2senf.c080 
* Sumando: 
* Es decir: 
> 2senf cosO = sen( P+0)+sen( f-0) 
> 2senxcosy=sen(x+y)+sen(x - y) 
EJEMPLOS : 
* 2sen3xcosx=sen(3x+x)+sen(3x — x)=sensendx+sen2x 
* 2sen10*cos20” = sen(10"+2")+sen(10” - 2) =sen12"+8sen8" 
* Zos3xcosx=c0s(3x+x)+c08(3x— x)=0084x+0082x 
* 20084 ficos f=c0s(4B+B)+cos(4fB-— B)=c0s5P+cos3B 
* 2sen4fBsenfi=cos(4f — P)- cost4P+P)=c08fB - cos5B 
* 2senSOsen20=cos(30 - 20) - cos(30+20)=c080 — cos50 
* 2cos(25”+x)cos(25” — x) =c0850"+cos2x 


SUMATORIA DE SENOS Y COSENOS DE 
EN PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


Para simplificar sumatorias de senos o cosenos de 
ángulos en progresión aritmética se deben reconocer: 
P= primer ángulo 
n >% de términos 
r > razón de la P.A. de los ángulos 


ar 
sen — 
cosP+cos(P+r)+c0s(P+2r)+.....+cosu 2 001 ») 


2 
e 


EJEMPLO S: 
* sen2"+send"+sen6 "+... +sen48” 


P=2";n=24; r=2; u=48" 


24x 2 
20 (5) sen24'sen25" 
= xsen = 
an EE 2 seni" 
ES 


* cos4”+c088”+c0812" +... +cos48” 
P=4";n=12; r=4 yu = 48” 


12x4" 
EE (ES) sen24” x cos26" 
A O 
sn E sen2? sen?” 
2 


x 3n Sr 


¡cos 


2n+1 2n+1 2n+1 


2 4x A 6x 


ETA A Ea AS 


* Para el caso de una productoría, debemos tener 
presente las siguientes expresiones; 


2x Sax 


sen sen sen 
2n+1 


e 
2n+1 2n+1 


PE cos 
Pa 


m1 
2n+1 2” 


x 2x 


241 Zn +1 


x 2x Ez] 


MATTE TIAS TS DAME ES] 2n+1 


5 TRAYSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 1 


PROBLEMA 1: 
* Reducir: 


_ sen8x+sen2x 
senl0x+sendx 


Ajsen5*  BJsen7x 


RESOLUCIÓN: 
* Tenemos: 


C) EJ1 


20en[ 5542) 


E pa e = £) 
_senbx xcos3x 
senT7x xcos3x 


such 
PROBLEMA 2:, 
Reducir: = sen100 - sen20 

cos100+cos20 
Ajtano  Bjtan20  C)jsen49  D)tan49  E)cot40 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando en la expresión: 


2sem [1992 20) 0001902 22) 


109 + 20 ) E 22) 
a NENA o E dl, 
2 2 


Ss 


e 
_send0xcos69 _ sen40 
cos60xcos49  cos40 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
Reducir: a PETRO BO 
COSX +C08y 
Cro y pica 
Ae 2 ) Bitan 2 ) Ceos| 2 ) 


xty x- y 
D) tan( $3? 3 ) Boot 3 ) 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando: 


a SE 
a E) 


PROBLEMA 4: 
Transformar a producto : E = sen*20"- sen*4 


EDITORIAL RUBIVOS 


A) sen20"cos40” B)sen16"cos8” C)ig16? 
D)etg24* E)sen16"sen24" 
RESOLUCIÓN: 


* Por diferencia de cuadrados: 
E=(sen20"+sen4")( sen20”- send") 
* Transformando: 


ron 20) (250) 
q (35) (25] 


> E = [2sen12"xc088] x [2c0812” x sen8] 


* Agrupamos convenientemente: 


E=(2sen8" xcos8”)( 2sen12" xc0812") 
> E=sen2( 8") xsen2(12") 
> E=sen16" xsen24" 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 5: 
Calcular el valor de: 
_ 20865" — cosb” 
sen65”+senb" 
AJ1 B) J2 oe D)-J2  E)-1 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando: 
(E; (E 5) 
-—2Zsen 
E: 2 2 
o (E (E o) 
2 2 
=> poten xeen30”__seng0?_ ¿ope NE 
sen35”x cos 30% cos 30% 3 
RPTA:“C” 


PROBLEMA 6: 

Calcular el valor de: E=4(sen24”+c086) 

AJ1 BN5-1 CN2+J/3 DNIS+1  ENIS+J/8 
RESOLUCIÓN: 

* Del dato : E=4(sen24”+c086") 

* Pasamos a la co-razón: sen24”=c0866" 

* Luego: E=4(c0866"+c086") 


* Transformando: 

Ba 20n[ 072) 000 E) ondas] 

O PA J5rz A 4/3 d 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 7: 
senx+sen3x+senbx 


Simplificar : E= O Có% 


ATRIGONOMETRIAS [71] LA ENCICLOPEDIA 201% 


AJ1 Bjig3x Cjeos3x D)jsen3x Ejctgx 


RESOLUCIÓN: 
* Agrupamos convenientemente: 
E= (senx + senx) + sen3x 
(cosBx + cosx) + cos3x 
(5): 
(Ejec E2) 
2sen3x x cos 2x + sen3x 
LZeos3x x cos2x + cos3x 
sen3x(2c0s2x +1) _ sen3x 


A 
RPTA : “B” 


DE= 


PROBLEMA 8: 
Calcular el valor de: 
E=cos(120”-x)+c08x+c08(120"+x) 

AJ1 B)-1 C)J8 Djo 
RESOLUCIÓN: 
*Agrupamosconvenientemente y luego transformamos 
a producto: 
E=cos(120P+x) +cos(120P — x ) +cosx 
>E A A AS !] 
+cosx > E= 2c08 127 xcosx+c08x 
* Recordar que: 

cos120P=- c0060'=-= 


E)J3 


> E-3(-3)» C08X+008X=— CO8x +c08x=0 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 9: 
Simplificar: 
E=(tan2x+tanx)(cos3x+c08x) 
Ajsenx Bjsen2x Cjsen3x D)2sen3x EJj3sen2x 
RESOLUCIÓN: 


sen2x ee]. 2009 2322 | 


PROBLEMA 10: 
Simplificar : 
E=2(cosbx+c083x). (sen3x-senx) 


AJ1 Bjtg3x C)sen8x D)eos12x  Ejcos2x 


RESOLUCION: 
IA 
E =2x 2eosáxx osx x 20082x x senx 


*Agrupamos convenientemente, así: 

E=2x 2 x(2senx cosx) cos2x cosdx 

E — 
>E=2 (28en2x cos2x)cos4x 
A 
> E=2sen4x cosdx=sen8x 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 
Transforme a producto: 
K=sen2x+8sendx+sen6x+sen8x 

A)4senbxcosáxcos2x  Bjdsenl0xcos3xcos2x 


C)jásenbxcos2xcosx  D)4senxcos2xcos5x 
E)4sen5xcos2xco8x 


RESOLUCIÓN: 
* Lo más conveniente es agrupar de dos en dos 
términos: 
K=sen2x+sen4x+sen6x+sen8x 
* Transformando: 
K=(sen2x+sen8x)+(sendx+sen6x) 
*Transformando: 


al (50) 


2 2 2 2 
>E=2 senóx cos3x+2 seníx cosx 
* Factorizando: 
K = 2sen6xx(cos3x+c08x) 
>E= 2sentxzcos [+= cos ($532) 
> K=4sen5x xcos2x xc08x 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 12: 


Transforme a producto: P=1+/3 

A)2c0815" B)/3cos15” C)/2c0815" D)2/2c0815 E)2/2sen15" 
RESOLUCIÓN: 

* De la expresión: P=14/3 

* Factorizando: 


P=2 2 E] > P=2(c0960"+c0830") 
> P=2x 2000 720) 209 (9220) 
>P =4xc0845 xcos15" 


> P=4x Ya xcos15"=2/2c0815" 
£ RPTA : “D” 


EX TRAYSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 1 |] 473 | EDITORIAL RUBIVOS 


PROBLEMA 13: 

Transformar a producto : 2=-/3+2c0810* 
Ajcos10'sen200 B)/3sen10” C)4cos 20? cos 10” D)/2 cos 20? 
RESOLUCIÓN: 


* De: E=/3+2c0810 
* Haciendo un artificio: 


pl iacoe10" 


> E = 2co0s30* + 2co810” 
> E = 2 (cos 30 + cos10”) 


> 12[ 2000 10) 009[30510)] 
2 2 
> E=2L2 cos20" x cos10"] 
>» E = 4cos20” xcos10" 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 14: 
Transforme a producto de senos y/o cosenos: 


A=/5+2/2+1 
A)2c0840"30'cos430' B)4cos40"30'cos4*30* 
C)8cos40"30'cos4"30' D)8sen40"30'cos4"30” 
E)4sen40*30'cos4*30' 

RESOLUCIÓN: 

* Ordenando la expresión: 
A=/5+2/2+1> J=(/5+1)+2/2 
ES, (Es th 


* Esto es: and E, 


J2 


o e00to” A 


V5+1 
4 


J5+1 
4 


Jrecuerde que: 


=c0s36" 


* Luego: A = 4 (cos45” + cos36") 
* Transformando a producto: 


81" 9 81" 9 
= AS 0" =4%30' 

A 42008 3 cos 2) pero 3 408 eS 430 
> A=8cos40"380'cos4"30' 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 15: 
Señale el máximo de: K=sen(60*+x) senx 
AJ BN3 c)2 D)-J3 — EJ2/3 
RESOLUCION: 


* Transformando: K=sen(60"+x)+senx 


=; A A | 


> K=2sen(30"+x)c0s30" 

>K=2 E sen(30+=) 

> K=y3sen(30"+x)> Kmnas =V3(1)=/3 
max 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 16: 
Señale el valor máximo de: 
B=sen(70"+x)+8en(4”-x) 
AJ1 B)1,1 C)1,2 D)J1,3 E)1,4 
RESOLUCION: 


*Como”B” depende de“x”; y esta variable esta en dos 
términos, trate de reducir la cantidad de términos. 


En este caso: 

B=sen(70*+x) +sen(4-x); transformando a producto: 
PCE [Pest - cos pes e - 2] 

> B=2sen37".cos(33”+x) 

coser. 2 > Bras OBP 


4 


*Entonces: Bras ¿(D=12 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 17 : 
Simplifique: 
ES Cos(10)+Cos(40”) - Cos(120*) 


Sen(40") x Cos (25) 

AJl6-J/2 BJ/2 C)J6 DIV5+J2 ENG+J2 
RESOLUCIÓN : 
Cos10*+ Cos40”- Cos120" 

Sen40" x Cos25* 
Transformamos a producto: 
Cos10" + 2Sen80* x Sen40? 

Sen40" x Cos25* 

_ SenS0” + 2Sen80"Cos50" _ Sen80(2Co850* +1) 


SS Sen40"xCos25  Send0*xCos25 


F= 


F= 


_ (2Sen40”Cos40*)(Sen25"(2Co850”+1)) 
A Sen40” x Cos 25" x Sen25* 


2Sen50" x Sen7o5" 
Hr 4SenT5*= F =(6 +12 


2 


>F 


DNS 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 18: 
Simplifique: 
F=Sen(47)+Sen(61")-Sen(11”)-Sen(25*) 


ETRIGONOMERRIAS ROA ENONCIOPEDIA 3012) 


AJCos (7) B)2Cos (7) C)3Cos (7) 
D)4Cos (7)  E)/2Cos (7) 
RESOLUCIÓN : 

F = Sen47* + Sen61" - Sen11” - Sen25" 
Transformamos a producto: 


F = 2Sen11"Cos36* + 2Sen25* x Cos36” 
> F = 2Co836"(Sen25” + Sen11*) 
A 


2Sen18"xCo87” 
> F = 4C0836" x Cos7” x Sen18" 
V5 + a Y5-1 


MAZA <= '. 
y ]corr > * Cos7' 


>P-d( 


RPTA : “A” 

PROBLEMA 19: 
coo(2c)-sn (2) 
% 2 2)_ h 
Si: Coañ Cos (mx), halle m: 

AJ3 BJ4 
RESOLUCIÓN : 
Cos* 2% Says 52 
ON PS E 


Cos2x 
>m=7 


C)J5 DJ6 EJ7 


Cos7x xCos2x 
ii ED ii 


= Cos mx Cos2x 


= Cos mx 


RPTA : “E” 

PROBLEMA 20: 
Si: Sen(x)+Sen(y)=a 

Cos(x)+Cos(y)=b 
calcule: Csc(x+y)-Cot(x+y) 

a 2a Ja 
A) 5 B) E Cc) Ce 
RESOLUCIÓN : 
Condiciones: 
I) Senx + Seny = a 

250m (53%) c00[%52)-a.. 


11) Cosx + Cosy = b 


D) 


en 
b 


5a 
EG 


a A 
2000232) 00[ 252) eb) 
Dividimosa a [£ 
>Tan[*52) = 57 Osc(x+y)-Cot(x+y)= 5 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 21: 
Transforme a producto : E=3+ /3 
AN/3xSen(15) B)/6xSen(15') C)2/6xCos(15%) 
DWG xCsc(15') — E)2/3 xCos(15%) 


RESOLUCIÓN : 
5-35 58+0-203[ 93) 


E=2,/3 (Sen60” + Cos60”)=2./6Sen105">E=2./6Cos 15" 


/2Sen(60"+45") PO 
PROBLEMA 22: 
Si: 
Sen(38)+Sen(12)=m-n 
Cos(38)+Cos(12')=m+n 
Determine: Cot(65”) 
NAO E, ey 2 
ad n n m+n m 
RESOLUCIÓN : 


1) Sen38"+ Sen12" = m-n 
2Sen25*xCos13” =M-—R .smsarrrrsreerol 2) 

11) Cos388* + Cos12" = m+mn 
2Cos25*xCos13” =m+n.. 

Dividimos (4) a (8): 


MAR > Cotes = 2" 
mein mn 


RPTA : “D” 


sw. (8) 


> Tan25” = 


PROBLEMA 23: 
Simplifique la expresión: 
_  H-Cos(x)+Cos(2x) 
— Sen(x)+Sen(2x)+Sen(8x) 


A)2Csc(x) B)ZCoc(x) C)2Sen(x) 


D) < Secía) E)Csc(x) 


RESOLUCIÓN : 
Agrupamos los términos: 
2Cos*x 
-_(1+Cos2x)+ Cosx 
(Sen3x + Senx)+ Sen2x 
2Sen2xCosx 
A A 
— 2SenxCosx 


_ Cosx(2Cosx +1) 


E = 
Sen2x(2Co8x +1) 


1 
> E= y Cocx 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 24: 


Factorice: 
zz Sen(2a) | Sen(4a) Y Sen(4a) 


Sen(3a)  Sen(3a) Sen(5a) 
A)-Sen(6a )JCsc(5a) B)- Sen(5a)Csc(6a) 
C)-Sen(2a)Csc(5a) D)Sen(5a)Cse(6a) 
E)Sen(6a)Csc(5a) 
RESOLUCIÓN : 


ES TRAYSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 5 


2Sen3aCosa 
Sen4a + Sen2a Senda C Sen4a 
te Sen3a —Sensa a " Sensa 
pea 2SensaCosa - Senda _ (Senba + Senda)- Senda 
Sena Sensa 
Sen6a 
>F= Benba >F = SenbaCscóa 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 25: 
Enun triángulo ABC si: 21_ 2 ] Halle: 


Cos*(A). Cos(A) Cos(B-C) 
A) Cos(B)xCos(C) B)Cos(B+C) C) Sen(B)Sen(C) 
D) Sen(B - C) E) Cos(A)xCos(B)Cos(C) 
RESOLUCIÓN : 
Condición: A+B+C= 180? 

A 3A 
Además: sn 2 Sm 


CosA Cos(B-C) 
Sen Ecos B -C)=CosA (sen $(2Cos4+1) 
> Cos(B-C)=2C08*A+CosA 


Ahora, como A + B + C= 180" 
> CosA=-Cos(B+C) 
Reemplazamos: 
Cos B-C )=2C0s*A+(-Cos(B+C)) 
> Cos(B+C)+Cos(B-C)=2Cos* A 
> 2CosBCosC=2Co0s*A > Cos*A=CosBCosC 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 26: 


Halle p para que la igualdad siguiente sea una 
identidad 


Cos* 30" - 0)+Sen*(60*-0)=P « Cos(0) 


3/3 3 343 4/3 Y3 
Bl q DA EN 
RESOLUCIÓN : 

Condición: 
Cos*(30*-0)+ Sen*(60*-0)=PCos0 
ataos Cos3(30"+0) 


4Cos*(30*- 9) + 4Cos* (30% + 0) =4PCos0 

> 8Cos(30* -— 0) + Cos(90* — 30) + 3Cos(30"+0) 
+Cos(90* +30) = 4PCos0 

=> 3(Cos(30*”—0)+ Cos(30"+0))+Sen30 — Sen30 
=4PCos0 

> 8(2Cos30*xCos0)=4PCos0 


3 ENE PES 
> 6x7 =4P > PER Z ; 
RPTA : “C” 
NOTA: Dado que la expresión es una identidad . 
verificara para cualquier valor admisible del ángulo. 


asi: cuando 0=0” tenemos. 


Cos* 30*+Sen*60*=P Cos0* 
1 


3 
> p=2000"90=9[2) > p=3/8 
2 4 
PROBLEMA 27: 
Simplifique: 

W=Sen*(10”) +Sen*(130")+Sen*(250") 
A)-3/8 B)-1/8 C)1/4 D)3/8 E)6/8 
RESOLUCIÓN : 

W = Sen? 10" + Sen' 130: + Sen” 250% 
Sen*50 —Sen*70" 
Degradamos: 


4W = 4Sen* 10" + 4Sen* 50" - 4Sen*70* 
> 4W =(3Sen10*- Sen30”) + (3Sen50* - Sen150%) 
- (3Sen70”- Sen210”) 
> 4W =3(Sen10* + Sen50* - Sen70*) 
- (Sen30*+ Sen150* — Sen210*) 
> MW= a( 2530 xconzor-senzor)-3 
== 2 
3 
3 
RPTA : “A” 


> 4W = 3(Cos20" - Seno") -= > W=- 
0 


PROBLEMA 28: 
Si: 32Sen* (x)=ASen(x)+BSen(3x)+CSen(6x) 
entonces el valor de A+2B+C, es 
AJ-1 BJO C)1 D)2 
RESOLUCIÓN : 
32Sen*x = ASenx + BSen3x + CSenbx 
Conocemos que: 
2Sen*x =1-Cos2x 
4Sen? x = 3Senx — Sen3x 
Multiplicamos ambas expresiones: . 
> BSen' x = (1—Cos2x)(3Senx -— Sen3x) 
> BSen* x = 3Senx — Sen3x — 3SenxCos2x 
16Sen'x=6Senx-2Sen3x —S(2SensCos2x) 
+2Sen8xCos2x 


EJ3 
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> 16Sen*x=6Senx — 2Sen3x — 3(Sen3x - Senx) 
+(Senbx+Senx) 
Luego: 
16Sen* x = 10Senx — 5Sen3x + Senbx 
=> 32Sen*x = 20Senx — 10Sen3x + 2Sen5x 


ASenx + BSen3x +CSen5x 
así: 


A=20 a B=-10 a C=2> A+2B4+C=2 
RPTA : “D' 

PROBLEMA 29: 

Si Sen(7x)=2Sen(x),entonces el valor de 

F=Cos(2x) +Cos(4x)+Cos(6x),es : 

A)-1/2 B)1 C)1/2 D)-3/4 

RESOLUCIÓN : 

Condición: Sen7x = 2Senx 

Le pide: F' = Cos2x + Cos4x + Cos6x 

> F= 2Cos4xCo82x + Cos4x => F = Cos4x(2Co82x +1) 

_Cos4x 

Senx 


E)J3/4 


(2Cos2x + 1)xSenx ; Senx+0 


Cos4x x Sen3x 
Senx 
Transformamos el numerador a términos 
2Sen3xCos4x _ Sen7x— Senx 
Senx > Senx 
Reemplazamos el dato ; 


>F= 


2F= 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 30: 


SiCot(4x)=5Tan(3x),entonces el 

Cos(7x)xSen(x),es: 

AJ1 B)1/2 C)3/2 

RESOLUCIÓN : 

Condición: Cot4x = 5Tan3x 

Pasamos a senos y cosenos: 
Cos4x = bSen3x 
Sendx  Cos3x 

Luego: 

2Co84x xCos3x = 5(2Sen4x x Sen3x) 

> Cos7 x + Cosx = 5(Cosx-—Cos7x) 


valor de 


D)1/2 E)2/3 


> Cos4xCo83x = 5Sen4xSen3x 


> 6CorTi=4Co= AE 2 cortito 
“Cosx 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 31: 
-. Sen(A+B-C)_ Cos(2C) 

e a(A-B+0) Cos(2B)' isule 
E=Tan(A)xTan(B+C) 


AJ)-2 B)-1 C)jo D)1 E)2 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 

Sen(A+B - C)Cos2B=Sen(A - B + C)Cos20 


Transformamos a términos 
Sen(A+3B -C)+ Sen(A - B-C)=Sen(A - B+3C) 
+Sení[A-B-C) 
> Sen(A+3B-C)-Sen(A-B+3C)=0 
2Sen(2B-2C)Cos(A+ B+C)=0 
Luego una posibilidad sería que: 
CosíA+B+C)=0 


A+B+C=(20+1)5 ¡neZ 


=> TanATan(B +C)=TanATan((2+1)5-A) > E=1 
E 


CotA 
1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 32: 


Si Cos(x)=Cos(a)Cos(b),halle la expresión idéntica 
ym x+ta x-a 
a: h=Tan( 3 Joan (555) 
A)Tan(b) B)Tan* (b) 

2(b 20% ) 
DjTan 8 E)Cot: E 


RESOLUCIÓN : 
Condición: 
Cosx 
Cosx= ——= 
CosaCosb=> Cosb 


C)Tan (5) 


Por proporciones : 
Cosa — Cosx _ 1-Cosb 
Cosa+Cosx  1+Cosb 


RPTA : “D” 
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PROBLEMA 33: 

Si al factorizar la expresión: 
E=4[Cos*(x)+Sen*(x)]-3[Sen(x)+Cos(x)] 

se obtiene una expresión de la forma: 

A Sen(B+x)Sen(C -x)Cos(D -x), halle A[B+C - D] 


AJ2x  B)x  C)2x mae EJN.A. 
RESOLUCIÓN : 
Condición. 


E=4(Cos*x+Sen*x) - 3(Senx+Cosx) 
> E=(4Cos*x - 3Cosx) -(3Senx - 4Sen* x) 


> E=Cos3x —Sengx > E=/20008(.+2) 
/2Cos[3x+2) 

on all ed) 

Luego: 

E=4/2xC08[ 2 +)x 0085 - =)=008 (5% +) 


xr xr xx 
E - 4/3 xSen | + x)xen(-x)x000|- 5 - 


ASen(B+x)Sen(C-x)Cos( D-x) 
NOTA: esta sería una forma de ordenar los factores. 


así: A=4/2 A 


B=E cal EA 
ES AS 
> ER, 5xl2 
> Amo) > 3 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 34: 


Si o <5 al reducir la expresión: 


p-|Sentsa)esen(20)5ec(0-32)|; se obtiene A 


2 
Sen(Ba+C0); entonces el valor de A+2B+3C es: 
A)J8 BJ10 C)12 D)14 EJ16 
RESOLUCIÓN : 
ns 3a_x 

Condición: GE 

ndición: 0 <0 Sa 
Además: 


3a 3a 
2Sen| +0 |Cos| 0-2 
pa [Senda+Senz0) - sepa +00) 2 2 
Cos[o- 2) 
2 


Cos| 0 


Luego: 2Sen 5 + o) = ASen(Ba+C0) 


2A=2 5» B-7 n C=1> A+2B+3C=8 


E RPTA : “A” 

PROBLEMA 35: 
Simplifique: 

E=Sen*(x)+Sen? (44) +5en* E == +) 
AJ5/3 B)3/2 C)1 D)1/2 EJO 
RESOLUCIÓN : 

E=Sen*x + Sen? (120* + x)+ Sen*(120"-x) 
Degradamos: 


2E=2Sen*x + 2Sen*(120* + x)2Sen*(120" -x) 

>2E=1- Cos2x +1-Cos(240" + 2x)+ 1- Cos(240”- 2x:) 
> 2E= 3-(Cos2x + Cos(240*+ 2x:)+ Cos(240"-2x)) 
>2E=3- (cor + 2Cor240:Con2) 


> 2E-3-(Cos2x-Cos2a)>E=3 
: RPTA : “B” 


PROBLEMA 36: 
Enun triángulo ABC,reducir: 


K= sen2A+sen2B 
senC 


Ajcos(A + B) B)cos(A-B) 
D)2cos(A-B) E)2senC 


RESOLUCIÓN: 
* Nota: A+B+C=180" 


* En la expresión: 
2 (2) (24 22) 
sen| ——— |+008' 
>K= a q 


senC 


C)2cos(A+ B) 


_sen2A+sen2B 
a senC 
_2sen(A+B)xcos(A-— B) 
pe senC 


K: 
>K 


* Reduciendo, si: x+y=180* > senx=seny 


*Luego: (A+B)+C=180" > sen( A+B)=senC 
é 2senCcos(A — B) =2c0s(A - B) 
senC 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 37: 
En un triángulo ABC ,transformea producto; 

K=sen2A+sen2B -sen2C 
B)4senAcosCcosB 


A)4senCcosAcosB 
C)4senAsenBsenC D)4cosAcosBeosC 
E)4cosAsenBsenC 


RESOLUCIÓN: 


LA ENCICIOPEDIA 2013 
* Agrupamos: K=sen24+sen2B-sen2C a 
* sen 24 + sen2B = 2sen( A + B)cos(A - B) A CNN 
. = e 
sen2C = 2senCcosC 1)-AESD: DS = nsen2a 
* Como: A4+B+C=180" ES = ncos2u msen3a. 
= sen(A+B)= senC — cos(A+B)=c08C II) ADPC: PC=msengu P 
* Tenemos: 
K = 2.senC.cos(A - B)- 2.senC.cosC m Q 
> K=2senC[cos(A - B)-cosC] A 07 B 
> K=2senC|cos(A - B)-(-cos(A+B))] mcosa 7 ncos2a R 
> K=2senC.[cos(A — B)+cos (A+B)]= * Luego: 
= Kan x 2000[ EFATB) c09[ 285422) p=BC_BQ+QP+PO _ ET+DS+PC 
2 2 AB AT+TR+RB AT+ES+DP 
senC. 24 2B - Msena+msen2a+msen3a 
ES a (E) 8 mecosa+ncos2a+mcos3a 
> K=4senC x cosÁ x cosB >E.” (sena+sen3a)+nsen2a 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 38: 
Calcular el valor aproximado de la expresión: 


S=cosec27"-sec27” 
3/5 
AJ3-/5 BN2(3-/5) IT DI3H/85  EJ2-J6 
RESOLUCION: 
*Transformando: 
S= 1___1 _00827'-sen27 _ sen63” —sen27” 
sen27” cos27”  sen27'cos27 sensd? 
2 
67 +27 ) 
2) 
2)_ 25-18 
) V5+1 


Que al racionalizar, resultará: S=/2(3-4/5) 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 39: c 


BC 
Del gráfico, hallar: EE 


RESOLUCION: 
* En la figura: AE=DC=m;ED=n 


m(cos3a+cosa)+ncos2a 
mx 2sen2acosa+nsen2a 
mx2cos82acosa+ncos2a 
* Factorizando: 
sen2a (2m.eosaFn) _senla 
E 54m4<<< =tg2 
cos2a (2m.00s0-Fn) cos2a e 


RPTA: “B” 


> E= 


PROBLEMA 40: 
Calcular el menor valor positivo de “x” que hace que 
la expresión: N=cosx+cosx E » sea máxima 
x 
3 
RESOLUCION: 


* Transformando a producto: 


x x 
C) 5 Di E) 


x x 
BG 20 
ate-E xarl 

N=2c08 == c08 A 


10 
Luego para que “N” sea máxima hacemos: 


N=2c08 -5) E 

E (+ 10)%* 
E E pr 

cos(«-=) 1232-37 0>x= 


PROBLEMA 41: 
En un triángulo ABC factorizar: N=senA +senB-senC 


AB Cc A B ce 
Ajásen cos cos B)4sen od ad 

AI O A BC 
C)4cos sen sen D)400s 000 sen 

A B Cc 
E) teen Li 
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RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN : 
*'Transformando los dos primeros términos: Condición: a+8+0= Sr 
2 
N=2sen (455) 000278) seno *M=Cos*a+Cos* f -Cos*0 
Sen*0-Sen*f => Sen(0+ B)Sen(0— PB) => Cosa 
*Dato: — asmrc=1s0r> APC agp 
¿ 2 2 Factorizamos: 
eS Lea (42) =009 2 M=Cosa (Cosa —Sen(6 - £)) 
2 2 Luego: 
cos(222) =0en E M=Cosa (-Sen(0 + B)- Sen(0- B)) 
. -2Sen0CosB 
* Sustituyendo en N': => M=-2CosaxSen0xCosf 
N=2c08 <-cos 5 B)- 2sen Ecos E RPTA : “E* 
2 PROBLEMA 44: 
> ia A | Sabiendo que: A+B+C=0, halle m para que se cumpla 
que: 
> N=2008 cos 272) — cos (43) Sen(A)+Sen( B)+ Sen(C)= msen($)Sen (HJsn(5) 
2 2 2 2 
> Naco E [-2sen Asen ( -B )] AJA B)2 C)1 D)-2 EJ4 
2 2 2 RESOLUCIÓN : 
=> Nadoen £ sen 300 E Condición: A+ B + C=0 
RPTA: “E” Además: 
A SenA+SenB+SenC=mSen A xSenE x Sen E 
Dado: cosx = eosy cosz 2 2 2 
Simplificar: x+y x-y 
Nate) [232 ) 250n AB 94 1 ¿sena 
2 2 2% 22 p 22 = po (A— B) 5 Lts 
Ajtg"z Bjetg*z C)ctg z Djtg S Ejsen 3 2( Sen Deco A +2Sen 2 x Cos 5 
RESOLUCIÓN: E S(=cos (AB) ¡Cog o. 
2 2 2 
cosx REA 
o ición: E =cos: A-B 
De la condición: cosy E Cos| 3 ) 
* Aplicamos propiedad de proporciones: Se (cos 232 (A-B) Ed (A 2). 
2 2 


cosx — cosy _ -(1-cosz) 

CO08Xx+C08Y 1I+co8z 
*Tranformando a producto: 
Leen 2 A 


2% de => =- tant E tam) tan (*3%)=tan* 5 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 43: PROBLEMA 465; 
Si: arpro=ta Si A+B+C=0 halle un equivalente de: 
Fuctorice :Cos*(a: )-Cos*(8)-Cos*(0) E=Cos(A)+Cos(B)+Cos(C) 
A)-2Com a Com P)Com0) — B)-2Cos(a)Sení PB )Com 0) A B Cc 
C)-2Sen(a)Sen! P)Sení0) — D)-2Senía)Cow BJCon( 0) 4)2000(5)c08(5)c09(5)-1 A 
E)-2Cowta Col PJSent 0) 2 2 2 E 
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A 


onoljo(jon(s) 
ace) 


RESOLUCIÓN : 
Condición: A+B+C=0 
Además tenemos: 

E=CosA + CosB + CosC 


B= 2008 278 cos 228, cos0 


2 
AcosB 
2C085 Cos 


A B Cc 
E=4C0s— Cos —Cos—- 
>E=4 3 3 Sn 1 


E=20002(0os 222 40092781), 
AE A A 


RPTA : “B* 
PROBLEMA 46: 
En un triángulo ABC se verifica la relación: 


Sen(2A)=Sen(2B)+Sen(2C) luego el triángulo es: 
A)lsósceles B)Equilátero  C)Acutángulo 
D)Rectángulo  EJOblicuángulo 
RESOLUCIÓN : 


Condición: A+B + C = 180” 
También: Sen2A = Sen2B + Sen2C 
2Sen(B+C)Cos(B-C) 
pur 
SenA 
> 2SenACosA — 2SenA xCos(B-C)=0 
> 2SenA(CosA - Cos(B-C))=0 
A 
—Cos(B+C) 


> - 28SenA (Cos( B+C)+ Cos(B-C))=0 
2Co0sBCosC 
> (2SenA)(2CosBCosC) =0 
De aquí: [SenA=0= A= (0*; 180%) 
CosB=0 => B=90* 
otambién: CosC=0 => C=90? 
Luego, uno de los ángulos del triángulo ABC mide 90”. 


> AÁABC: rectángulo 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 47: 
En un triángulo ABC, simplifique: 
Sen( A)+Sen(B) - Sen(C) 
Sen(A)- Sen(B)+Sen(C) 


aron(z)=cm(z)  mran(5)ecs(5) 
craneo 4) —— mrran(2)ecot(<) 


s1(3)rco(3) 


RESOLUCIÓN : 
Condición: A + B + C = 180” 


SenA + SenB - SenC 
SenA - SenB + SenC 


E= 


E= 
Factorizamos: 


25en (AB) co (AB) _ sona 


(sen (22 4000 5 

Cos (AB) _ oy (A+B) 

eE oz aa an 
Sen 22 3 +Sen 2-22 

e (254 sen? 

c 23 

A AB 

28m 7 Cos 3 


e B 
> E=Cot-¿xTan3 
RPTA : “D” 
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NOTA: 
Si; a+PB+0=180* 
> Sena + Senf —Sen0 = 4Sen < Sen £ Cos 2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 48: 
Se define: fíx+y)=senx 
B(x+y) =c08x 


Halle el equivalente de (5) + e(z)en términos de 
Ajcosy  Bjseny 
RESOLUCIÓN : 
Piden E-1r(5)+ e(5) en términos de y. 
Datos: 


» fMx+y)=senx ... 
* g(x+y)=008% ... 


Cjtany D)sen*y Ejcos*y 


Hallamos: r(*) 

JE ER 
+ (5) ii Td 
Reemplazando en (1): 


r(aju(z-») 


Halams +65) 


sea: 


A Y 11 $) 


* Sea: my=3 > ay 
* Reemplazando en (1): 


e(5)- cos (5- ») aora (1v) 


* Reemplazando en (1) y (IV) en E : 
prn(iojonl>) 
6 3 
E) 
Transformando a producto 
E= 2008 2 xcos y => E=4 x Zxco8 y 


=> E=cosy sas 


(PRIMERAMERAENCARDIRIGIDA 
(E) Reducir: pa e % 
Ajtgíxm Bjtgíx  Cjetgáx  Djetgíx  E)-1 


(62) Reducir: P = 2sen10".cos10” + sen40” 
A)sen10” Bjeosi0” C)sen20” D)cos20” Ejsen40” 


(63) Complete: sen5x + sen3x = 2sen4xa 
A)cosx Bjcos2x C)cos3x  Djcosáx  Ejcos 5 
(€3 Complete: sen7x — senx=2sen3xu 
A)cos2x Bjeos3x  C)cosdx  D)sen2x  Elsenáx 


(643) Complete: cos4P+c0828 _y, 
cos3f 


A)cosfB B)cos2f8  C)senf D)sen2f8  E)1 
(643) Complete: 
— CO8x 
E 
AJ1 BJ2 C)-1 D)-2 EJ4 
(3 Simplificar: 
0=2” 70" — sen10? 

cos70"+cos10” 
AJ3 7 eE D)-J3  E)-J6 
(63) Reducir: _senllx+sen3x 

cos11x+c083x 


Ajtanllx Bjtan7x Cjtan4x Djtan9x Ejtan8x 
(a) Reducir: _sen7x—senx 

— 0087x — cosx 

Ajcot3x Bjot3x Cjeotáx Dj ot4x Ej-tan4x 
(0 Calcular: S=c08 (x -120") +cosx+cos(x+120") 
A)senx  Bjsenzx  C)JO D)cosx  Ej-cosx 
(U) Convertir a monomio: P=3+5sen23” 
A)2sen15” B)jcos14” C)sen14” D)5sen7 EJjbcos7 
(2) Simplificar: P=2(cos5x+c0s3x) x(sen3x-senx) 
AJcosáx  B)cos8x  C)sen6x  D)sen8x  Ejseni6 


(E) Reducir: Y=sen*(A+0)=sen*(A—0) 


Ajaen20xcos2A  B)cos0xcosA  CjeenOxcosA 
D)cosOxcos2A  EJsen20xsen2A 
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(AS) Convertir a monomio: 
P=sen2x+sendx+sen6x+sen8x 
A) 8cosSxcosá4x B) 8senSxcosáx 
y 4cosóxcos2xcosx D) 4sen5xcos2xcosx 
(E) Transformar a producto: 
P=1+c082A +cos4A+c0s6A 
A) 4cosAcos2Acos3A B) 4senAsen2Asen3A 


C) 4cosAcos2AsenG6A D) cos12AsenA 
E) sen12AcosA 

(9) Convertir a un monomio: P=1+2c0s2a 
A)4cos(60” —a) B)4sen(60” - a) 


C)4cos(30"+ 2). cos(30”—a) D)4senf0+a.sendO” — e 
E)4sen2a.cos(a — 30") 


(O Simplificar: g=?en40+sen20” 
cos10? 
AS Y 
2 2 
e m50*+ cos50? 
Simplificar: Es LLL2+00007 
(63) Simplificar: 
ANS BNZ  C)1 Dz ye 
(O) Simplificar: ga 0087 + cos3x 
sen7x -— sendx 
Ajtanx  Bjeotx Cjtan2x D)1 Ejctg2x 


Ed) Reducir: P = sec2x-tg2x 
AJigl45%+x) Bjig(45-x) CjetgxDjctgx  E)tg4x 


TAREANDOMICITA RIA? 


(O) Reducir:,, _senA+senB Z 
U: NTE ¡A+ B=45” 
ANZ  B)1 CI/2+1 DI V2-1  EJ1-J2 


(03) En un AABC, señale el equivalente de: 
D= sen2A +sen2B 
cos2A+cos2B 


AjtanC BjtanC  C)J1  DjeotC  Ej-cotC 


(63 En un AABC, señale el equivalente de: 

_senA — senB 

cosB — cosÁ 
[e] 


C)- tan 3 


I 


AjtanE 


c 
q 


Cc 
D)- cot E)-1 
sena+cos3a 


(E) Reducir A + cosa 


Ajtana B)jtan45+a C)eota 
D)cot(45"+a) E)tan(45” - 2a) 


Señale el equivalente de: L=221*=cosóx 
(2) equi a 


— 008x 
A) tan(45”-x)  B) tan(45" + x) 
D) tan(45"+2x) E) tan(45"-3x) 
(643) Transforme a producto: 


I=sen10"+sen20"+sen30"+sen40" 


A) sen25"cos10'cosb” B) 4sen25"cos10'cos5" 
C) sen25'sen10"cos15”  D) 4sen25"sen10'cosi” 
E) sen15"sen25"cos35” 


(042 Transforme a producto: 


A=c0sx+cosbx+c0s9x+c0813x 


AJj4cos7xcosáxeos2x B)cos7xcosáxcos2x 
C)4ceos5xcos7xcos9x D)cos5xeos7xcos9x 
E)4cos3xcos5xc037x 


(3) Simplificar: y 909% +8en3x + senbr 

co8sx +cos3x +cos5x 
AJjtanx Bjtan2x  Cjtan3x  D)tan4x  EJjtanóx 
(09) Calcular : E=c0820"+c08100"+c08220" 


1 1 
AJ1 B)-1 C)5 D)-5 EJO 


(O) Transformar a producto: 


E=1+c082x+co084x+c086x 


A) 4senx.sen2x.sen3x B) 4cosx.cos2x.cos3x 
C) 4cosxcos2x.cosdx D) 4senx.cos2x.cosdx 
E) 4cosx.cos2x.cosá4x 


(O) Enla siguiente igualdad: 
sen(cot5) +sen(tan5)=2senAcosB 
Determine el valor de A/B 
Ajesc10 Bjesc80 C)sec20 D)sec20+1 Písecl0 
(2 Simplifique la siguiente expresión: 
cos3A +sen5Asenx — cos7A 


C) tan(45"-2x) 


M= 


— sen3A+cosbAsenx — sen7A 

AjtanSA BjeotóA Cjtan3A D)cot3A EjsenSA 
(E) Determine el valor de: E = 1+2sen16"+4c0s23'sen7 
AÍ2 
(1) Exprese como un monomio: K = /3csc20" - 2 
A)cos40” B)4sen40” C)4sen70” D)3cos40* Bjácoss0” 


B)3 C)J4 D)J4 no 
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Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 


* Convertir una suma o diferencia de funciones 
trigonométricas en un producto. 


A Transformar un producto de funciones 
trigonométricas en una suma o diferencia de las 
mismas. 


Aplicaciones de las transformaciones 


trigonométricas. 
TRANSFORMACIÓN 
DE UNA SUMA Y DIFERENCIA 
DE SENOS EN UN PRODUCTO 


Para factorizar una suma o diferencia de senos, se 
recurrirá a las formulas de la suma y diferencia de dos 
ángulos: 
Sen(x+ y) = SenxxCosy+ Cosvx Seny 
Sentx-— y) = Senx x Cosy - Cosxx Seny 
Sumando y restando (1) y (2), tenemos: 
Sentx + y) + Senlx-— y) =2Senx x Cosy 
Seníx + y) — Sen(x- y)= 2Cosx x Seny 
Haciendo un cambio de variable: 
x+y=A e A+B 
x-y=B 2577 2 


Luego, reemplazando tenemos: 


¡SenA+SenB = 25en(* +8 Jcos(*) 


es decir, la suma de senos de dos ángulos es igual al 
doble producto del seno de la semisuma de los ángulos 
por el cosenode su semidiferencia. 


¡SenA-SenB = 2009 25%) sen[2%) 
es decir, ladiferencia de senos de dos ángulos es igual 
al doble producto del coseno de lasemi suma de los 
ángulos por elseno de su semidiferencia. 


IGONOMETRICAS 11 


A eo 


CAPITULO 
EJEMPLOS: 
'Transformea producto: 
A)Seni3x+SenTx  B)jSenióx-Senx  CjSeni3x-Sen7x 


D)Sen8x-Sen7x  E)Senlx-Senbx 


RESOLUCIÓN: 

AJSeni3x +Sen7x = 28en10xCos3x 

B)Sen15x-—Sen3x = 2Cos9xSen6x 

C)Sen13x—Sen7x = 2Cosl0xSen3x 

D)Sen8x-Sen7x = 2Cos LE senz 

2x+6x 2x-6x 
3) 55) 


EJSen2x-Sen6x = 2Cos(| 
=> 2Cos4x Sen (-2x) =-2Cos4 xSen2x 
TRANSFORMACIÓN 


DE UNA SUMA Y DIFERENCIA DE 
COSENOS EN UN PRODUCTO 


Aligual que las fórmulas anteriores, em plearemos las 
relaciones de la suma y diferencia de dos ángulos: 
Cosíx + y) = CosvCosy— SenxSeny....(3) 
Costw- y) = CosxCosy + SenxSenye. (1) 
Sumando y restando (3) y (4) tenemos: 
Costx+ y) + Cosix- y)= 2CosrCosy 
Costx + y) —- Cosíx-— y)=-2SenxSeny 
Haciendo un cambio de variable; 
r+Hy=A << A+B 


x+y=B 2 2 
Reemplazando tenemos: 


(Cosa +CosB = 2008[ 277) c08[ 


a) 
2 


2 


es decir, la suma de cosenos de dos ángulos es igual al 
doble producto del coseno de la semisuma de los 
ángulos por el coseno de lasemidiferencia. 


[cosa Cos - 25en[ 272 + Jóen E] 


es decir, la diferencia de cosenos de dos ángulos es igual 


TRIGONOMETRIAS 
a menos el doble producto del seno de la semisuma de 
los ángulos por el seno de la semidiferencia. 
EJEMPLO 1 : 


Transforme a producto: 
A)Cos11x + Cosbx 
C)Cos3x - Cosl lx 
E)Cos9x - Cos8x 
RESOLUCIÓN: 
A)Cos11x + Cos5x = 2Cos8xCos3x a 
B)Cos12x-Cos8x = -2Sen10xSen2x 


C)Cos8x—Cos11x = a 


B)Cos12x-Cos8x 
D)Cos6x + Cosx 
F )JCos2x -Cos7x 


3x—1lx 
2 
Cos3x — Cos11x = -2Sen7 xSen(-4x) = 2Sen7xSendx 
D)Cos6x + Cosx = 2008 2 Cos % 


E)Cos9x-Cos8x = asen 5 sen 


F)Cos2x-Cos7x= al 7) 


> Cos2x - Cos7x =-28Sen 2 sen + =)- 2Sen 22 Sen 


2 e 


EJEMPLO 2: 
Simplificar: y _ Sen3x + Senx 
Cos3x + Cosx 


RESOLUCIÓN: 


Transformando a producto el numerador y 
denominador, tenemos: 


2Sen( .. )x Co 7% 


PT Cos ES 


2 
>E o 
EJEMPLO 3: 
Factorice: Y =Sen0 + Sen30 + Sen50 + Sen70 


Es) _ Sen2x xCosx 


ES E — Cos2xxCosx 


RESOLUCIÓN: 

Agrupando convenientemente: 

Y =(Sen70+Sen0) + (Sen50 + Sen30) 

> Y = 2Sen40C0830 + 2Sen40Cos0 

> Y = 2Sen40(Cos30 + Cos0) = 2Sen40(2C0s20Co80) 
> Y = 4Sen40Cos20Cos0 


CASOS ESPECIALES DE 
FACTORIZACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Además de factorizar la suma, diferencia de senos y 
cosenos, podemos encontrar otras expresiones que se 
pueden transformar a producto aplicando las 


LA ENCICLOPEDIAS 
relaciones anteriores, Analicemos algunos de ellos: 
Transforme a producto: 


1) SenA + CosB' 


Sen80” + Cos70* = Sen80* + Sen20*= 28en50*Cos30* 


1 )[£+ SenA] 


1-Sen50" = Sen90"-— Sen50” = 2Co0s70"Sen20” 
Otra forma 1-— Sen50* = 1- Cos40* = 2Sen* 20* 
1)! 
1-2Co880*= 2 — Cos80*)= 2(Cos60* - Cos80*) 
> 1-2C0580* = 2[-25en70* x Sen(-10*)] 


=> 1- 2Co0880* = 2(28en70*x Sen10*) 
> 1-2Co0880* = 4Sen70"Sen10* 


1v)[a=5] 
V3-1= aL -2)=2(Sen60*- Seng0*) = 
=2(2Cos45"Sen15”) == 4Cos45"Sen15" 


TRANSFORMACIÓN 
DE UN PRODUCTO DE SENOS 


Y COSENOS EN UNA SUMA O DIFERENCIA 


Para transformar un producto de senos y cosenos en 


suma o diferencia, tenemos que recurrir a las fórmulas 4 


de seno y coseno de la suma y diferencia de ángulos: 
SenxCosy + CosxSeny = Sen(x + y)....(1) 
SenxCosy - CosxSeny = Sen(x-y)....(2) 


Sumando (1) y (2): 


2SenxCosy = Sen( x + y)+ Sen(x — y) 


Restando (1) y (2): $ 


2CosxSeny = Sen(x + y)-—Sen(x-— y) 
EJEMPLOS : 
Transforme a suma o diferencia los siguientes 
productos: 
A)2Sen8xCos3x B)2Sen5xCos12x 
Ea 1lx 


C) 2Cos E sen E D) 2Sen Cos E 


RESOLUCIÓN: 

A)2Sen8xCos3x = Sen11x + Senbx 
B)2Sén5xCos12x = Sen17x+Sen(-7x) 
=Sen17x-—Sen7x 


€) 2008 E Sen E - 2Sen E Cos E 


2 2 2 2 
= Sen6x+Sen(-x)= Sen6x - Senx . 
1lx 


D)2Sen 5 oz = = Sen6x + Senba 


TRASFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 1 


De las fórmulas de suma y diferencia : 


CosxCosy + SenxSeny = Cos(x — y )......(3) 
CosxCosy - SenxSeny = Cos(x + Y Juas... (4) 
Sumando (3) y (4): 


2CosxCosy = Cos(x + y)+ Cos(x-— y) 


Restando (3) y (4): 


2SenxSeny = Cos(x — y)- Cos(x + y) 


EJEMPLO 1: 
Transforme a suma o diferencia los siguientes 


productos: 


A)2Cos11xCos6x B) 2Sen9xSen4x 
Tx 5x 13x 3x 
C)2C0s=2 Cos D)289 Sn 


RESOLUCIÓN : 


A)2Cos11xCo86x = Cos17x + Cos5x 

B)2Sen9xSen4x = Cosbx -Cosi3x 

C)2C0s3-Cos ES = Cos6x + Cosx 

13% 
2 

EJEMPLO 2 : 

Reduce: 

K=Sen6xSen4x -Sen15xSen13x+ Sen19xSen9x 

RESOLUCIÓN : 

Multiplicamos por “2” para pasar los productos a suma 

o diferencia: 

2K = 2Sen6xSen4x - 2Senl5Sen13x +2Sen19xSen9x 

=> 2K =Cos2x —Cos10x —(Cos2x —Cos28x)+Cos10x —Cos28x 


> 2K = Cos2x - Cos10x - Cos2x + Cos28x + Cos10x — Cos28x 
>2K=0 >K=0 


EJEMPLO 3 : 
Reduce: 
E= Sen7a 


D)2Sen Sen“ = Cos5x -Cos8x 


-2Co82x — 2Cos4x2 - 2Cos6x 


RESOLUCIÓN: 

Efectuando como sigue, tendremos: 

SenxE = Sen7x - 2Cos2xSenx -— 2CosdxSenx - 2ConBxSenx 
A continuación pasamos de producto a diferencia, así: 


SenxE - Sen7x - (Sen3x - Senx) - (Senx - Sen3x)-(Sen7x - SenBx) 
> SenxE = Sen?x - Sendx + Senx - Senbx+ Sen3x -Sen7x + Sendx 


Simplificando: Senx x E = Senx > E =1 


EJEMPLO 4 : 
Calcule: A = 4Sen 10” Sen50"Sen70” 
RESOLUCIÓN : 
A =4Sen 10"Sen50*Sen70* = 2(2Sen10"Sen50*) Sen70* 
Ordenando de la siguiente manera: 

(2 Sen10"Sen50”)Sen70* = (Cos40”- Cos60”) Sen70* 


Cos40*- Cos60* 
Efectuando, quedará: 


A=2 (Cos40* - Cos60*) Sen70* 
> A = 2Cos40"Sen70” - 2Cos60"Sen70” 


Pero; 2Cos40*x Sen70” = Sen110" + Sen30* 
Luego: 

A= Sen 110" +Seng0*-2(2)Senzo" 

> A= Sent1WF + Sen30* - Sen70 

> A=Sengo”=> 


Finalmente: A = 4Sen10* Sen50" Sen70” = 


ui 


PROPIEDADES 
Si: A+ B+C = 180" 
Se cumple: 


1)senA+senB+senC=4c08 a cos 8 
DA 2 
II cos A+cosB+cosC=4sen sen E sen +1 


1H [sen2A+sen2B+sen2C=4senAsenBsenC 
TV )cos 2A+c082B+c082C=- 4cosAcosBcosC - 1 


DEMOSTRACIÓN DE (1): 
De la condición A+B+C = 180%, se tiene 


Ar. BE 
375% 
aplicando propiedad de ángulos cuya suma es 90” : 
a 
2 2 
A+B]_ Cc 
Coal 3 ] sen E 
transformando el 1er. miembro : 
SenA +SenB +  SenC = 4Cos Cos % Cos < 


E 
A+B| o JAR] Lol 
aos 1 a é 


TRIGONOMETRIAS 


c A-B Cr, € Ad 
+ 20085 Cos| 3 |. 28en-Cós- >= 4C0s-2Co6-Cor 


Factorizando 2008 = se tiene : 


2Cos 5[co[* Ely sen E |- 4Cos FCos 7 Cos 


A+B 
Reemplazando Sen por Con E |: 


B,, € 


2008. 9[cor[ 252) + cor 232) - 4CosÉ.Cos 5Cos 


B 


> 2Cos scozon|- 2 


4Cor Cos CosS 


> 4Cos2 Cos Bol =4Cos Acos2 Cos £ 


3 3 n 3 3 2 so LQ.OQD. 


DEMOSTRACIÓN DE (11D : 

* En la condición tenemos : A+B+C=180" 
aplicando propiedad de ángulos cuya suma es 180% 
sen(A + B) =sen € y cos(A + B) =-cosC 
*Transformando el primer miembro : 

sen2A + sen2B + sen 2C = 4 sen Asen B sen C 
> 2sen(A+B)cos(A-B)+ 2senCcosC=4senAsenBsenC 


=>2senCcos(A-B) + 2senCeosC =4senAsenSsenC 
=> 2senC [cos(A-B) + cosC] = 4senAsenBsenC 


=> 2senC [cos(A - B) - cos(A + B)] = 4 sen AsenBsenC 
=> 2senC[ - 2senAsen(-B)] = 4senAsenBsenC 
:. 4senAsenBsenC=4senAsenSsenC ......L.Q.Q.D. 


SUMATORIA DE SENOS Y COSEÑNOS DE 
ÁNGULOS EN PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


Para simplificar la notación de una suma de n 
términos, introducimos ahora el símbolo $7 «La letra 


griega Y correspondiente a la S) se utiliza para 
indicar la “suma de”. Con dicho símbolo se utiliza una 
especie de subíndice que se suele denominar con k. 
POR EJEMPLO : 


se lee “la suma de las x a la K-ésima potencia, 

ra con K= 15253 ...., es decir 
El 
Saf=arat+ra? 
h=1 

Así escribimos la sumatoria de senos y cosenos cuyos 
ángulos satisfacen una progresión aritmética de razón 
ren notación Y 


$ Ous[x+(k-Ur]=Cosr + Costa: +r)+Co(x+2r)+.+Cos[+(n—1r] 
del 


[ss] 


LA ENCICLOPEDIA 


La propiedad para la sumatoria de senos y cosenos 
cuyos ángulos están en progresión aritmética se 
presenta 


1 E Sen[w+(k=1r]=—2- 
=4 


11) Y, Cos[x+(k-1)r]= 
1 2 


2 Cos 250) 


donde para ambos casos 

n  :esel número de términos 

r  :eslarazón de la progresión aritmética del ángulo 
P<+; es el primer ángulo de la serie 

U<: es el último ángulo de la serie 
DEMOSTRACIÓN DE(D: 


Desarrollando la serie de arcos en progresión 
aritmética , tal como : 


S=Senx+Sen(x +r)+Sen(x+2r)+ ... +Sen[x+(Rk-—1)r] 


* Multiplicando por 2sen= ambos miembros de la 


expresión propuesta, donde observamos que r es la 
razón del ángulo. 


2Sen58 = 2senx sen = + 2Sen(x +r)sen= + 2Sen(x+2r) 


Sen 7 +. + 2Sen [x + (K—1)r]5en E 


como sabemos cada doble producto de senos también 
nos representa una diferencia de cosenos, es decir : 


2Sentx + rien =Con[ 3%) -Co0[ 3%) 
asma on on[ 3) e) 


25en(x+(h-1)r)Cos E =Cos E -Cos| x+ (2105 


Sumando miembro a miembro, obtenemos : 


2Seno I s= osx -2)- Cos|x +(2%- 1) | 
PEA a producto el segundo miembro : 


PA E 


DEMOSTRACIÓN DE (ID : 


Desarrollando la serie de arcos en progresión 
aritmética , tal como : 
S=co8sx+cos(x+r)+c0s(x+2r)+...+cos[x+(k-1)r] 


Multiplicando por 2sen E a ambos miembros de la 


expresión propuesta, donde observamos que r es la 
razón del ángulo. 


20en S= 2cosx sen +2cos(x +r)een=+ 
2co0(x + 2r)sen 5 +...+2cos[x+(R=Ur]senE 


como sabemos cada doble producto de coseno por seno 
nos representa una diferencia de senos, es decir : 


2cosxsenZ=sen| -sen(=-5) 
2 2 2 
r 
2com(x + jon sen +3) sen 312) 
sen x+57)_oen x 
ss 2 


[e | 
2 


2008(x+2r)0en== 
2cos[(x+(n— 1r]sen 7 sen |» 2. sen 
sumando miembro a miembro obtenemos : 


E er ( -2) 
2uen 5 = sen |[x+ 3 sen| x 3 


transformando a producto el segundo miembro : 


r (R=Dr] kr .(7) 
e 


sen” 
2 


EJEMPLO : 
Calcular : 


de 23 26% 2 892 
S = Sen' 7 +Sen q + Sen 3 +-+Sen $ 


RESOLUCIÓN : 
Multiplicamos por 2 en ambos miembros para 


Ex 25 289% 
28 =2Sen* E +2sen* E+ Zen + 2een* E 


A A 


>28=1-cos1I"+1-cos3"+1-co85"+...+1-c0889"..(1) 


Para hallar el número de términos, podemos aplicar 
la fórmula 


último primer 
número de' término tér mino e 
términos razon 


es decir ¿n= 2 E 


luego en (1) 
28 = 1(45) - (cos 1" + cos 3" + cos5* + ... + cos 89) 
aplicando la fórmula para la sumatoria de cosenos 


sen(45x 7) 1489 45 «cos 45" 
28=45- Lacos( ) 2545-22 e0s 
sen(2) 2 sent” 
2 
>258-4-—L- 8211 
2 25-46-97 Leser 
PROPIEDADES : 
3x 5x (2n-Dx a] 
[Cos —+Cos: +Cos vom + Cog 
1) 2n+1 7 2n+1 mot 2n+1 
I1)Cos 2% +Cos 2 4Co8 4% 4... 4C00 El 
Su 2 2n+1 2n+1 2 


* Para el caso de una productoría, debemos tener 
presente las siguientes expresiones: 


2x7 Sa na _v2n+1 
11) Sen E s.Sen = 
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 El 
x 27 na _1 
IV Cos zi 43 008 2 77 241 27 
ViTan Tan Tan ...Tan "E a+] 
= 1 2n+1"  2n+1””  2n+1 
DEMOSTRACIÓN DE I : 
*De la primera serie: 
z 3 Sx (2n- Dz 
E RR 2n+1 


Identificado el primer término a + 1+último Sn 
(2n- Dx yla razón de la progresión del ángulo 


2n+1 + 
entonces: 
nn 27 x=  (n-Dr 
Sen ) 
$ (a cc 251" 2n+1 
son La 2) 2 
2 2n+1 
nx nx nx 
Se 25ej 
id TES PSOE Md TES aid TES] 
x 2n+1 2: Ll 
2n+1 2n+1 
molt 
e 2n+1 2n+1)_ 2n+1 _1.9_1 
A 3 2 2 
Er 7 NA ps 


análogo de la anterior serie, la razón de la progresión 


2x 
de ángulos es 7+ 
li lees 
cn z2:1) > a 
od Gael ADA Sens + Sen - 77,5) Ñ cal 
dE cli) tm) 
EJEMPLOS 
en E 
cos == 
E 3 2 
Paran =1 2 1 
AR 
cos h+cos os -=3 
a 2x Lu 1 
cos —+ —=-= 
5 5 2 
cos T 40007 4008 = A 
a 2x da 6x 1 
cos — + 008 — —=-== 
7 7 7 2 


EJERCICIO : 
Calcule el valor de: A= Cos FxCos xo 
RESOLUCIÓN : 
Multiplicando por 2 y transformaciónes de cosenos: 


24 [20045 cos | as ?>24 =[Cos 2 Con Z [cos E 
ta AI RR 
=4A = 20087 Cos + 2Cos* => 44 = Cos 7 + Cos + 1+ Cos 
Entonces: 
LA =1+C00 2% 4000 E +cos E 4a=l o Tr=2 
7 7 7 2 8 


1 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


(E3) Calcule la siguiente suma: 
cos1”+c082"+c083*+... +c083597 
AJO B)-1 C)1 D) 1/2 E)-1/2 


(BLa siguiente suma: Sen2x +'Sendx + Sen6x +... 
Contiene 16 términos. 
Su equivalente será igual a : 


A) Senl6x esex  B)Senx C) Sen17x 
D) Sen16x E) Sen16x sen17x csex 


sen*(2n- 1) 
B= z + 2 + E ds tit 
tan? 1 tan*3" tan?*5" tan*(2n- 1)" 


Calcule: A-B 

Ajn Bue C)1 

(EJ Obtenga el equivalente de : 
E ese((2i—1)x)ese((24+1)x) 


D) 2n E) n/2 


A)Cotx — B)cot(2n+1)x py Pt=cot(2n+1)x 
sen2x 
Cotx-—tan(2n+1)x 
sen2x 
(63) Reduzca la expresión : 
2 2cos(2i+1)A 
i-1sen(2i)Asen(2i+2JA 


D) E)Tanx 


Cse2A - esc(20A) 
SenA 


E)CscA — Csc(20A) 


A)CscA B)CsczA  0Í 


Cse( A)-Cse(20A) 


D) SenA 


PROPIEDADES AUMILIARES 


1) |Senx + Sen( x — 1209) + Sen( x + 120) =0| 


¡i)Cosx + Cos(120"— x)+ Cos(x +120*)=0] 


isiCos*s + Cos*(1207 + x)4 Cos*(120* —x)= : | 


iv)|Sen*x + Sen* (1207 + x) + Sen* (120 —x) == 


v)Cos*x + Cos*(240" + x)+Cos*(240*—x)=3 


vi) Sen?x + Sen*(240" 4 x)+ Sen*(240*—x)= E 


vii)|Cos*x + Cos*(120” —x)+Cos'(120" + x)= ¿Cos3a] 


vii [senta +Sen*(a — 1207) + Sen*a + 120") = ¿Sena 


ixfcasta + Cont(120" + a)+ Cos'(120"—a)= Bl 


x/Senta +Sen*(120*+a)+Sen'(120? a) == 


xicos" + Cos*(130* -x)+Cos*(120*+x)= 15 Cos8x | 


sii Cos"x + Cos" (120*x)+Cos" (120%+ x)=22 Cos3x 


EA 
EJEMPLOS: 
*M=Cos20"+ Cos100% + Cos140 


=> M = Cos20* + Cos(120* -— 20*)+ Cos(120* + 20") > A=0 
*P=Cosl" + Cos119*+ Cos121* 


> P = Cos" +Cos(120*- 1*)+ Cos(120+1%)  =>B=0 
*Q =Cos2x + Cos(120”-2x)+Cos(120"+2x) >C=0 
*R=Cos20"+ Cos260* + Cos220" 


R =Cos20" + Cos(240" + 20”) + Cos(240*- 20*) =0 
*S =Cos50”+ Cos290%+ Cos190* 


8 = Cos50* + Cos( 240" + 50") + Cos( 240" 50*)=0 
* A =Sen* 10” + Sen* 130" + Sen? 110% 
=> A=Sen* 107 + Sen*(120* + 10*)+ Sen*(120*-10%)> A=2 


2 
*B =Cos” 40" +Cos* 160" + Cos* 80 
= B=Cos"40*+Cos*(120* 440") +Cos*(120*-40*)= B=2 
*C=Cos* 10*+Cos* 110* + Cos* 130% 
=C=Cos* 10” +Cos*(120*-110*)+Cos*(120+10*) 
3 3 3 3) 3/3 
=2Cos3(10%)=%, a A Ao 
>C q (109) q Cosso* e =C 7 
* D=Cos* 20* + Cos* 100 + Cos” 140% 
= D=Cos* 20" + Cos” ( 120” — 20*)+ Cos*( 120" +20") 
3 3 s(1 S 
> D-Ícossí20")=5Coscor=3(2) D=z 
* E =Sen' 10”- Sen* 110 +Sen* 180% 
> E= Sen? 10* + Sen*(10*- 120*)+ Sen? (10*+ 120") 
¿-Sen* 110* = Sen*(-110*) 
eN ES (5 ES 
E=-Sens(10)=-GSens0*=-¿(5)=> E=-5 
* F=Sen* 20”—Sen* 100* + Sen* 140? 
> F=Sen* 20" + Sen*(20*—120*)+ Sen*(20*+120*) 
¿-Sen* 100* = Sen*(-100*) 
8 3 3 3 3/3 
=> F=-SenS(20*)=--SenG0* q E 
* H =Sen* 10" + Sen* 50" + Sen*70* 
> H = Sen* 10” + Sen* 130 + Sen* 1109 
> H =Sen'10*+Sent(120*+10") + Sen'(120"-10*)=2 
* 1 =Cos' 24” + Cos* 967 + Cos' 144" 
> 1=Cos' 24*+ Cos" (120*-— 24") + Cos*(120* + 24%) 
Y5-1 


15 16 15 E 

1 = 75 Coss(24%) == Cos72* == Sen18" 3 Sen18”= 
_16 a 
1 7) 06-D) 
+ J =Cos' 10*+ Cos” 110" + Cos” 180% 
> y = Cos* 10*+ Cos” (120 - 10") + Cos” (120? + 10%) 
63 Y2) _63/3 

el 2:)>*=7128 


4 


36 63 
= =-Cos30" = 
> 54 Coes(10") 64 


DEMOSTRACIONES : 


De (1) trasferimos a producto 


Senx + Sen(x — 120%) + Sen(x + 120") = Senx + ZSenx Cos120% 
2 Sem Cos (-120") y 
2 


> Senx — Senx =0 
De (ii) transformando a producto : 


Cosx + Cos(x — 120") + Cos(x + 120) = Cosx + ¿Cosx x Cos120? 
2Cosx Cos(-120*) y 


E 
> Cosx -Cosx=0 


Pero como recordará, si 
a+ f=3860" > Cosa = CosfB, luego como 
120” —x + 240" + x = 360" 
> Cos(120* - x) = Cos(240"+x) 70) 
120" +x + 240" — x = 360? 
> Cos(120* + x) = Cos(240"—x) 


A partir de Cosx + Cos(120*— x)+ Cos(120*+x)=0 
De (1) : Cosx + Cos(240* + x) + Cos(240"- x)=0 
También podemos obtener el equivalente de la 
siguiente expresión: 

R=Cos*x +Cos*(120"—x)+ Cos*(120"+x) 
A partir de la expresión R, por 2 : 

2R =2Cos*x + 2Co9* (120”—x)+ 2Cos*(120%+ x:) 

Si utilizamos la fórmula de degradación : 
2Cos%4 =1+Cos2a , se obtiene 


2R = 14 Cos2x +1+ Cos(240"- 2x)+ 1+Cos(240"+ 2x1) 
Efectuando: 


2R =3 + Cos2x + Cos(240" - 2x) + Cos(240*+2x)> R= z 
10) 


transformando el primer miembro, utilizando la 
identidad Cos*a =1-Sen?a obtenemos 


1- Sen? x + 1-Sen?(120%+ x)+1-Sen*(120"—x)= 


do] 0 


agrupando 
3-(Sen?x + Sen? (120*+ x)+ Sen? (120 —x)) = 


de donde obtenemos : 


to|co 


Sen?x + Sen? (120%+ x)+ Sen*(120%-x)=2 


De (1) se obtiene : 
Cos*x + Cos*(240%+ x)+ Cos*(240*-x)= al 


Además : 


Sen?x + Sen? (240%+ x)+ Sen*(240* — A 


* Se sabe que 

4Cos* x = Cos3x + 3Corx 
4Cos* (120* — x)= Cos(360*- 3x)+ 8Cos( 120" - x) (+) 
4Cos*(120* + x)=Cos(360"+3x)+ 3Cos( 120" +x) 


Agrupando : 


4(Cos?x + Cos*(120" —x)+Cos*(120" + x))= Cos3x + Cosí 360" —3x)+ 
A 0 


+ Cos( 360" +3x)+ Pio Conte el ota 
0. de 17 


Puesto que : 
Cos(360* - 3x)=Cos3x a Cos(360*+ 3x)=Cos3x 


>4R = 3Cos3x + 3(0) > R= E Cos3x 
Dado este resultado planteado la siguiente identidad 


[cas +Cos*(120*-x)+Cor*(120%+ x)= $ Cosas 


Otra forma de llegar a este resultado es utilizado una 

identidad algrebraica : 

Si: 

a+b+c=0>a*+b7 +0? =3abe 

como Cosx + Cos( 120" — x)+ Cos(120+x)=0 

> Cos" x+Cos* (120"-x)+ Cos*(120*+ x)= 
3CosxCos( 120” — x)Cos(120%+x) 


pero Cos(120* — x)=-—Cos(60* + x)... (revise ángulos 
suplementarios) y Cos(120"+x)=-Cos(60”-x). 


>Cos*x + Cos? (120* - x)+ Cos? (120*+ x) 
= 3Cosx(-Cos(60* + x))(-Cos(60* —x)) 
= 3CosxCos(60* + x )Cos(60”- x) 


> 4CosxCos(60"+ x)Cos(60*—x) 


Cos3: 
finalmente "% 


Cos*x+Cos*(120*—x)+Cos*(120%4+x)= $ Cossz 


En el tema de arcos múltiples se comprobó; 
.3+4Cos2a + Cosda 
8 
34 4(240"— 22) + Cos(480*—4a) 

8 
Cos'(120*+a)= 3+ 4Cos( 240" + Peor conaño +40) 
Sumando miembro obtenemos : 


Canta 4 Con (1207 40) 4 Con 1120" 0) 


Cos'a ¿do igual forma : 


Cos*(120*-a)= (+) 


. 
(mz 314 Cod MW + 3011 Conta + Con480 da] 3 Con 180" su) 
Ss 


2 8 Casta + Cos*(120" 42) Con'1120"- 21) =0 + Condes + Con 4807 - da) + Cont 450 + 4a) 
8[Cos'a + Cor (120 +2) + Con ' (1202 )] 0 4 Condor + Cont 120" — da Js Cont 120" « das 
A 


Finalmente: 


Costa + Cos*(120"+a)+ Cos*(120"-a)= A 


nota : Senta + Costa = +3 Costa 


Sabemos que : 

astro (EA) e y 
También 

a A ELL CEE ELE 


Utilizando (g2), calculamos la sumatoria de las quintas 
de los cosenos para ángulos x,120%-x y 120”+x como 
Cosx + Cos(120* - x) + Cos(120"+ x)=0 


[ate A A 
3 


2 
4 


ta (IA JO) 
5 


(tons) 


Ox y O (190) O (2 +2) 3 Y 
A 


de donde deducimos : 


Cos*x + Cos*(120” - x)+ Cos" (120% + x)= Le cosax 
Si utilizamos la identidad ( ¿), ahora calculemos la 
suma de las séptimas de los cosenos cuyos ángulos son 
x, 120*-x,120%4+x. 

como ; Cosx + Cos(120* - x) + Cos(120"+x)=0 


-(CEnotar o ttaota) Col + O (120 -x:) + Ol (1900 
2 
e 


Dl x 4008 (120 5) +08 (19043) 


7 
Qaé x 4 Oo (12 —x) + Oo (120713) _ 
7 


coi Co 


ao 


de donde concluimos: 
Cos”x + Cos” (120*- x)+ Cos (120%+x)= E Cos3x 


EJEMPLO : 
Cos? 20" - Cos' 80" - Cos” 40" 
= Cos” 20" +(-Coss0*P” +(-Cosdo*P 
=Cos 20" 4 Cos? 100" + Cow” 140” 
= Cos' 20*+ Cos? (120 — 20") + Cos” (120" + 20*) 


8 conga = E coser (1) 63. 
7 1 53) 128 


PROBLEMA 1: 
Exprese cos39sen20 como una suma o una diferencia. 
AJZ(o0nO— 0000) Bjeen9-1 O) (0en50- seno) D)2-cos 0) 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizamos la primera identidad se tiene: 
Cos3osenzo=“eontprenzo 

> cos30sen20= 5 (2sen20co830) 

> cosSósen20== [sen(20+ 30)+sen(20—30)] 

> cos30sen20=2 [seno +sen( -8)] 


—* cosSosen20== (sen50—sen0) 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 2: 
Reducir: E=2c082xc08x - cos3x 
AJsenx Bjeosx Ccj10 Djtgx Ej-cosx 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando: 


E=cos(2x+x)+c08(2x —x)-cos3x 
> E= gos8% +c08x — sos3k = cosx 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 3: 
Calcular , si 
Sen 11xc083xcos9xsenbx = cosAxsenBx 
AJ1 B)J2 C)3 DJ6 Ej4 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicamos todo por 2 : 


2sen 11xc083x — 2cos9xsen5x=2c0sAxsenBx 
> (senl4x+sen8x)-— (sen 14x — sendx)=2c08AxsenBx 
> senl4x+sen8x — sen14x+sen4x=2c0sAxSenBx 
> sen8x+sená4x =2cosAxsen Bx 
AA 
a producto 


> 2sen6x. cos 2x=2c08 Ax.senBx > A=2 y B=6 => DES 
—_> A 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 4: 
Evaluar: J=sen(11x/12) sen(7x/12) 
AJ1/2 B)-1/2 Cj1/4 D)-1/4 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicado por 2 : 23=200m[ 175) sen(72) 


E)J3/4 


CN coo Ys, 72) 
12 12 12m 12 
5 > 24=c08 7 cose. 


> 24=c0860" — cos 270" 
1 1 
A == 
21 == 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 


Calcular : 
M=senb5'cos5"+sen35"sen5" 
AJ3 


BJij2 Cj2V3 Dj1 E)/3/2 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando directamente: 

M= Z(sen0"+sens0*+cos30” a 


Y3 J3 Por 


== sE E uo cos10-) 
>M= A 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 6: 
Encontramos el valor de : 
- sen (3x/8) sen(1/8) 
cos(5x/12)c08(x/12) 


AN2  BJ2 Cj2/2  D)1/2 E) J/2/2 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando tantos el numerador con el 


denominador: 


5x x 6x r73 
a q3Jos >) o 9 to 13 
cosá5*- cos 90* _ /2/2-0 
== cos90"+cos 607 a A? 
2 
RPTA; “A” 


PROBLEMA 7: 


Reducir : L=sen6xsenx+cosfxcos2x — sendxsenx 
AJO B)eosx Cjcos3x  Dicos5x  Ejcosx 
RESOLUCIÓN: 

* Transformando cada sumando: 


L==(cosóx —cos7x+c087x+c083x — cos3x+cos5x) 


L=2 (2co0s5x)=cosbx 
2 RPTA: “D” 

PROBLEMA 8: 

Si: =1/3; halle : E = tan(x+16") cos(=-16") 


AJ5 B)1/5 JS D)-1/5 
RESOLUCIÓN: 
* Transformado “E” 
_ sen(x+15")(cosx— 15) 
— cos(x+152)sen(x - 15%) 
> E= 2Zsen(x+15")cos(x — 15") 
Leos(x+15")sen(x— 157) 
CA. 
pa E=3 2-=£=5 
ZO 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 
Calcular Baba E corro E 
7 7 
1 1 1 1 
A) B) 3 Cc) 3 D) 7 E) 3 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando ambos miembros por 2 sen(3) t 
Zen E=2en con cos 2. cos 
2x 2x3 


> 2sen 7 E=sen=-cos 7 cos 7 
sen Sx 
3.“ 
> 4scn E E=sen cos 
* Transformando a suma de senos: 


E 1 x 
> sae 5 [dogosen 2) 


0 


x 
2sen— E 
> 20en 7 E= 


xr T 1 
> 80en 7 E =sen > E =5 


RPTA: “C” 

PROBLEMA 10: 
Calcular : 

F=sen*40+c0s50"cos30 — sen*10* 
AJi B)2 C)cos20? DJo E)-sen10* 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicado por 2, para degradar y transformar; 
2F=2uen* 40+ 20095000830" - 20en* 10" 


> 2F=1 - cosB0"+cos(50" +30") +cos(50" — 30") - (1-cos20") 
> 2F=c0820" — cos80"+c0880"+c0820" 
> 2F=2c0820" > F=c0820" 

RPTA: “C” 


PROBLEMA 11: 


e [cos(6=)+Cor(35)][Sení3=)=Sents)J=d3 ; 

x e (0;10%). 
Calcule : E =Tan(10x)xTan(6x)xTan(2x) 
AJ B)2 C)3 D)J4 EJ6 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 
4(Cos5x + Cos3x)(Sen3x - Senx)=/3 
> 4(2Cos4xCosx)(2SenxCos2x)=/3 
> 4(2SenxCosx)(2Co92xCos4x)=/3 

Sen2x 
> 4(2Sen2xC0s2x)Cos4x = /3 

Sen4x 


el 


> 2(2Sen4xCos4x)=J/3 => Sen8x = 
Sen8x 

como por condición: x e (0*;10*) 
>8x=60*" 6 2x=15" 
así: E=Tani0x xTan6xxTan2x 
Luego: 

E=Tan75" xTan45*x Tanl5” > E=1 

Coti5? 
= RPTA : “A” 

PROBLEMA 12: 


Halle el valor de: g=./3Cot (5) -4Cos (5) 


A)-1/2 B)1 C)jo D)1 E)1/2 
RESOLUCIÓN : 

Se pide: E=/3Cot20”-4Cos20" 

Metodo gráfico. 


2Cos20* 2Cos20" 
Luego: Cot20* = o En 
> /3Cot20"-4Cos20”=1 > E=1 
= RPTA : “D' 
PROBLEMA 13 : 
Sia= Z 


Calcule el valor de la expresión: 


AJl/4  B)1/8 

RESOLUCIÓN : 

Condición: x= 2e 
13 

Donde: 

F =(Cos5x + Cosx)(Cos6x + Cos4x)(Cos3x + Cos2x) 


Como: 13x=2x => Cos3x = Cosi0x 

iy E 

suman: 2n 
= F=(Cosóx +CosxMCos6x + Cos4x)(Cos10x + Cos2x) 
Transformamos a producto. 
F =(2C0s3xCos2x)(2C0s5xCosx)(2C0s6xCos4x) 
F =8Co8x x Cos2x xCos3x x Cordx x Cos5x x CosGx 
10x 


P=8000 22 Con Co LE Cos LE Cos E oe E, 
13 13 13 13 13 13 
AR ES 


C)-1/8 D)- 1/5 E)- 1/4 


Ordenando los factores: 


Lx Sx da Sx 6x 
F= -8(6os E Cos E Cos 2 Cos ) 
15 Co y Cos 7 Cos, 5 Cos 5Cos-3 


propiedad: 

1 

>F=- 5 
PROBLEMA 14: 


Calcule: 1=Sen? (5) +sen* a) 


C)5/4 D)7/4 E)9/4 


RPTA : “C” 


AJIJ4 B)3/4 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: M = Sen? EL A sur 
14 + 30% qq +3 14 


RPTA : “C” 
ROBLEMA 15: 
Simplificar: 
Pz senla xsena+senda x sena+sen7a x senZa 
sena xcosZa+sen2a x cosba+sena x cosBa 
Ajtga Bjig3a  C)tg2a  Djigóa  EJtg7a 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando numerador y denominador por 2 para 


luego aplicar las fórmulas: 


_ 28en2a.sena +2sendasena +2sen 7a.sen2a 

— 2sena.cos2a +2sen2a.cosba+sena.cosga 
cosa — cos3a+cos3a — cosóa +cos5a — cos9a 

sena — sena +sen7a — sen3a+sen9a — sen7a 

* Luego de simplificar la expresión anterior 

tendremos: 


P: 


=>P= 


RPTA “D” 
PROBLEMA 16: 
Calcular; 


A=sen40"sen80" + sen80"sen160*+ sen160"sen320” 
AJI B)3/2 0)3/4 D)J3/8 EJN.A. 
RESOLUCIÓN: 

* Multiplicando y dividiendo por 2 , obtendremos: 


q 2sen4O'sen80"+2sen80'sen160”+2sen 160"sen320" 


* A continuación aplicando la transformación. 

p= 20940" — cos120?+ 00880” — cos240”+c08 160" — cos480? 
2 

* En seguida transformando a producto como sigue, 

deducimos 


ooo sem (5) (- 3) -co20-( 3) mori 00 er y 
E 5 ps 


RPTA “C” 
PROBLEMA 17: 
Si sen28”xsen32” = h, hallar sen86” 
aan Bj2h+2 C)Z-2h D)2h-1 Ej2h- 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 2senx seny=c08(x — y)- cos(x+y) 
* Multiplicamos la condición por 2; 
2sen28” sen32”=2h 


ps 
2 


=> cosd” - cos60”=2h 


1 
> cos4* =2h+= 


=> sen86”=2h+ A 


RPTA “B” 
PROBLEMA 18: 
Hallar x en: 
Sen40"senx=co840"cosx-2c0820"co8x 
AJ120" B)130" C)80" Dj95  EJ72 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato, se deduce: 


2co0820"cosx=cos40" cosx — send0"senx 


=> cos(20"+x)+c08(20” - x)=c08(40"4+x) 
=> cos(20"+x)+c08(20" - x)- cos(40”+x)=0 
-2sen30" sen( - 10 — x) 


> cos(20%+x)+ sen(10"+x)=0 
> cos(20”+x)+c08(80" - x)=0 


S (Prtepso-a) 00820 Ut )=o 


> 2c08 50" cos(-30"+x)=0 
> cos( - 30%x)=0 


RPTA “A” 
* Una solución: 
0 += 90" > x= 1207 
PROBLEMA 19: 
Al simplificar la expresión: 
E = sen6'sen54sen66”, obtenemos: 
Alseni2? — Bp2aen6r CITE Dj2sen12 
RESOLUCIÓN: 
* Agrupado como sigue, obtendremos: 
senf” (senb4” x senb0”) =senf" x Ass 


* Se ha multiplicado y dividido por 2 para poder utilizar 
la fórmula: 
sen6"(cos12"—cos120") _ senf”cos1? — sen6"cos120" 
2 2 
* Una vez más multiplicamos y dividimos por 2 en 
este caso para aplicar la fórmula: 


1 
2sen6*cos12” - 2s0n16" cos120" _ *M15—0en6"=2uen6” (>> 


4 á 
ros A E a 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 20 : 
Si2M=1- 4Sen(65*)Cos(85”) Calcule: 4M*- 3M 
243 3 /3 J2 
AT BG CNE D)J-=% ENS 
RESOLUCIÓN : 
Tenemos: 
2M =1-4Sen65"Sen5” >2M =1- 2(2Sen65" x Sen5") 
Cos60”-Cos70* 


22 =1-2(3-Coezo") > 2M =2Co470* => M = Sen20* 
Lu z 2 
lego: 5 
4M*-3M =4Sen*20"- 3Sen20">4M*-3M= —- 
-Sen60* 
RPTA : “D” 


La suma del seno y coseno de cualquier ángulo es un 
valor que oscila entre: 

A)-2y2 B)-1y1 C)J0y1 D)-/2y/2 E)-J3y/3 
RESOLUCIÓN: 

* Sea a un ángulo cualquiera. vamos a demostrar entre 


que valores se encuentra: 
F = sena + cosa > F = cos(90”-a)+c0sa 


* Transformando 4 producto: 
> Pasen 0 Jero 2) 
> F=2cos45"cos(45 — a) > F=2cos(45" - a) 
* Como: «es un ángulo cualesquiera: 
> -15 cos(45”—a)<1 a 
> 2 s J2cos(45—a)s J2>-/2 s Fs 2 
ARA RPTA: “D” 
PROBLEMA 22: 
Determine el valor de M, siendo: 
M=cosb*+cos10"+c0815"+.....+C08350" 
AJ1 BJO C)-1 D)-J2  EN2 
RESOLUCIÓN: 
* En dicha suma podemos indicar que: 
luego: 


n=71 yr=5", 


PROBLEMA 23: 

Calcular la suma de la siguiente serie: 
senx+sen3x+senSx +... +sen(2n-1)x 

D) cos*nx 


ayenóne gyeen?nz yy eones 
cosx senx senx 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicado y dividido por “2Zsenx” a cada término 
de la serie, tendremos: 
2sen(2n— 1)x x senx _ cos(2n — 2)x — cos2nx 
2senx Lsenx 


* Luego, dando valores a n, la serie tendrá la forma: 
cos com2x  cos2x cosdx y Sos(2n-2)x _ cos2nx 


* Finalmente, quedará 
1 cosnx _ 29en*nx Ss sen?nx 


Dsenx  2Zsenx  2senx senx 
RPTA: “B” 


Calcular: z A : 

E= pr SS 772 - 8cos40? 
AJ1 B)2 C)1 D)-2 EJO 
RESOLUCIÓN: 
* Operando los tres primeros sumandos: 
E=sen50"sen10"+sen70"sen10"+sen70"sen50”- 
3co840” sen10"senb0"sen 70” 
* Transformando: 


X icos40”- 60*+00880” - cos0”+cos20”- cos120") 
E > 8008 40" 
3 [toen10sen(60- 10”)sen(60+10")] 


A a 


Propiedad conocida 


Y con40”— cos80 — con20”— con120) 
>E= -Bcos 40 
(sen30") 
4 
2| con 40” - (-cos 1007 J+cos20 - E 3) 


1 


2 


> E-4|cos40"+0s100'+cos20"+3 | - 800840” 
Zeos60'vos 40 


> Exácos40*+8( )con40"+2 - 8c08 40 
> E=2 


=> En -Beos 407 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 25: 
En un ABC, Si cos %xcos 3 x cos = =0,5025 
determine el valor de: E=senA +senB+senC. 
AJ1,005  B)1,5075 C)2,01 D)2,5125 E)3,015 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 
Si: A+B+C=180" 
A cos B 
2 


> senA+senB+senC=4c08 — cos 


2 c0s 


€ 

2 

* En el problema: 
senA+senB+senC 


4 
> senA+senB+senC=2,01 


=0,5025 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 26: 
Hallar la suma del máximo y mínimo valor de: 
E=4sen(3x+32")sen(28”— 3x) 
B)J1 C)-2 D)J2 


A) -1 EJ4 


RESOLUCIÓN: 
E = 2x 2sen(3x+32)sen(28* — 3x) 


> E= [cos(6x + 4”) —cos60"] 
> E = 2eos(6x+4)-1 


* Se sabe que: 
-1 Scos(6x +4%)S1 


> -2 5 2c0s(6x +4%)s 2 
> 35 2cos(6x +4) -151 


Emáx=DbEmin=- 3 


* Entonces: 


AJ4 B)1 
RESOLUCIÓN : 


C)o 


Tenemos: FR = 500 Seo 


Pasamos a cosenos. 
1 1 1 
F=—= ++ 
2 Ír 
Cos Cos 7 


Transformamos: 
tx 6x 6x Lx de 
2Cos “7 Cos 2 + 2Cos -2-Cos > + 2Cos Cos 
2F=——_L_1 15 Ed 3 7 
Con 7 <Cos «Cos 


: 1 
propiedad: 
ad 2 


2x 8x da 
+C0s=5)+(cos +Co0 e) 


2: 
z 


10% 
7 


aro =( Cos 
6x 2x 
pl +(608%% + 000 2%) 
Pero: Cos = En 
A? 


suman: 27 


101 du 
* Cos =—= Cos — 
7 7 


suman: 27 


E 2x dx 6x 
> 2P x= 20092 +00 + 000%) 


propiedad: er] 


>= > F=x+4 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 28 : 

Calcular el máximo valor de la expresión: 
N=cos(2x -10*)cos(70”-2x) 

AJ1/4 B)1/2 ci D)3/4 

RESOLUCIÓN: 

* De:N= cos(2x-10%)cos(70”-2x); multiplicado por 


2: 
> 2N =2c08(2x — 10%)cos(70- 2x) 
* Transformando a suma: 
2N = cos[2x-10*+70"-2x) +c0s[2x%-10”-(70”-2x)] 


* A . 
Reduciendo: e eco +cos(4x -80%) 


cos60” 1 


EJO 


>N= +=+eos(4x — 80") 
YD —__— 
máximo valor=1 
1 
2,1 3 
> Nmás= AG (1) > Nmás=3 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 29: 


Para un triángulo ABC, se verifica senA + sen C =2 
sen B. Demuestre : 


AC ALOE B 
1)cot-¿cob=3 11)20en- sen-¿=sen 
RESOLUCIÓN: 


D) De la condición senA +senC = 2 senB 
Por identidad de transformación y arco doble se tiene 


2uen (23 Jeos( 122) r2x2 sen cos 


2 2 2 
A+ C A 
sen( 7 Jeos( > )-20en 3 cos csoricnccicano 109) 
Como :A+C_B_o, 1:20) B 
3 + 3 =90"> sen( pb ¿y 
Reemplazando en (1) : 


Desarrollando por identidades de suma y diferencia 

de dos arcos, 

00% 008% =sen sen =2(00s 008 — — sen— sen. 
2 2 2 2 2 2 2 2 


Ordenando términos : As [e] 
3002 sen cos 2.0092 A 
2 2 2 2 sen sen E, 

2 


2 


A C A 2 


> 3= 


A Le] 
ÉS == 
> cot —cot 3 


II) Empleando lo demostrado en (1) 


IRRACTICANDIRIGIDA: 


(UD Reducir: P = sen2x+2senxcos3x 
A)j-sendx Bjsendx C)-sen2x D)sen2x E)2senx 


(2% Calcular: P=2sen20"cos25"+senb* 


AJ2 BJ2 q D)1 E)3 
(E) ep 2sen ENeas(5)= senAx + senBx 
hallar: A+B 

AJ1 B)2 0)3 D)J7 E)J8 


(E) Reducir: C=2sen3xcosx — senáx 
Ajsenx  Bjsen2x  Cjcosx  D)cos2x  Ej2cosx 
(03) Reducir: L, = 2senxcos4x + sen3x 
AJsenx  Bjsen2x  Cjsenáx  Dj)jsentx  EjsenGx 


(3) Reducir: q *273xc092x + senscos2x 
coshx +cos3x 


Ajtan2x B)tan2a Ctandx D)=tanás Ejtan8x 
(9 Reducir: U=2cos4xcos3x - cos7x 
A)cosx  Bjeos2x  C)cosBx  D)cos4x  Ejcos5x 
(7) Reducir: D=2sen2xsenx+c083x 
Ajsenx Bj2senx Cjeosx  D)igx 
GReducir;, cosáxcosx — senSxsen2x 
sen7x+senSx 
Alcoslóx Bjeot3x CjeoGx  D)Fcostáx E)Zcotáx 
(0D Reducir: 
A=sendxcos2x + senSxcosóx — sen7xcosx 
AJcosx  Bjsenx  Cjcos3x  D)-senGx EJO 
(O) Para un triángulo ABC reducir: 
__ senA+senB+senC 
—SenA+senB + senC 


Ejetgx 


Cc 


A B_, C A B 
At 8 3x5 Bjetg-xctg ¿xclg Cc) 


D)-1 EJO 


2 TRASFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS JT. 


(APara un triángulo ABC, reducir: 
_senAxsenB xsenC 


A B Cc A B [e] 
00 —5-) 0 )co 7 0200 5)oen()0n() 
E)1 
(O Si: 1+y+2=90" 

reducir: P=c082x+c082y+c0822 —1 
A)J1 Bjsenxseny senz  C)4senxsenysenz 
D)4cosxcosyco8z E)cosxcosycosz 


(MN) Reducir: P = sen1"+sen2"+sen3"+.... +sen180* 


AJig30”  Bjigl"  C)etg30”  Djetgi?  EJO 
(M)Calcular: 

P=sen*10"+sen*20"+sen*30%+ coc... +sen*90" 
AJO B)J15 C)10 DJS E)J2 
(1) Transformar a producto: 


P=sen2x+sendx+sen6x+sen8x+seni0x 


A) senx.sen6x.sen8x B) cosx.cos6x.cos5x 
C) sen5x.sen6x.cscx D) senx.sen6x.cschx 
E) senx.sen9x 


(O Hallar el máximo valor de: P=2c08(x+45”).cosx 
AJ2+/2 BJ4 02. DA 2 
(63) Transformando a producto: P=1- daenzaerido 


A) senfx.cscx  B)sen5x.secx 
D) cos5x.cosx E) cosbx.secx 


(O) Hallar: A+B en la identidad 
nx.cos'x=Asenx+Bsen3x 


C) cos5x.cscx 


AJO BZ OIGO DA E) 
€d En un triángulo ABC se cumple: 
senB+senC=2senA - calcular: 183182 

1 1 yl b 
A) 3 B) 5 C)9 D)- 3 E) 3 


TAREANDOMICIEIARIA 


(() Reducir: 


P=2sen3x.cosx.sendx 
Ajsenx B)sen2x C)sen3x  D)senfx  E)sen6x 
(Y) Calcular: P=c0880"+2sen70”.sen10" 


A)1 B)0,5 C)0,5 DJ1,5 E)2 
(03) Reducir: P= 2c086x .cos2x — cosdx 
senl6x 


1 d 1 1 1 
Rae B) coc8s C)zsectx D)- cacdx E) cacOx 
(Reducir: P=sen70.cosa- cosba.senfa 


A)cos8a B)cos4a.cos2a C)sen8a 
D)sen4a.cos2a  E)sena.sen2a 


GUNDANERACTICANO A /GIDA) 


(3) Calcular el valor aproximado de la expresión; 
S=Cse27 - Sec27" 


AJ8-45 BNES- 45) IE m3 8 EJ6/5 


2 
E 


(63) Si x se aproxima a- entonces la expresión: 


3 
e ae se aproxima: 
843 NE 843 ERES 4/3 
A) 3 El C)- 3 D) 3 E)- 3 
Sen20” 


(63) Simplificar: E Senz0 

A)2Tan20" B)Tan40" C)2Tan40" D)Tan20" E)Sec20* 
Secdx 
SeciOx 
AJN2-8 B)2/2-3 C)/2+8 D)2/2+3 ENZ+6 
(63) Trasformar a producto: 

W=Cos2a + Cos2f +Cos20+Cos2(a+fB+0) 

A)2Cos(a+B8)Cos(PB+0)Cos(0+x) 
B)4Cos(a + f)Cos( P+0)Cos(0+a) 
C)2Sen(a+ f)Cos(fB+0)Cos(0+a) 
B)4Cos(a+ fB)Sení[ B+0)Cos(0+2) 
E)4Cos(a- B)Cos(f-0)Cos(90+ a) 
69) Si: a+P+0=x, calcular: 


Sen 7 +Sen 4 +Sen 2.400 9+Cos 4 +Cos 


(ASi:Tan7x=/2Cot3x, el valor de A= 


W= 
atr Bix Ez) 
Cos( 8 Jos 8 Jos 8 
ANZ B)2/2 C)4/2 D)J4 E)2 
(MS: 
= da 4e > ES 
1(3)=Sen + F-) +Sen( 3 2)+/3Sen(+ 77 l: 
obtenemos el máximo valor 
ANS BW3+1 C)2+J3 D)2-J/3 E)3+J3 
Os Enter ome +8Sen3x+2Sena » 
Sen” x 
halle el valor de: A=mSen(m+n)'n.Cos(m+n)" 
5 7 5/3 5/3 5 
-3 BJ C) 2 D)- 2 E)5 


64Sen”x+Sen7x 
64Cos' x -Cos7x 


(09) Simplifique: H= 


Tanx , Tantx _ Tanx  Tan?x Tan*x 
C) D; E) 
Want PTansz Y Tansx > TanT3z aros 
€, (Sen(bka) 
(O Calcular: A= y] | 2 
El Sen(ka) 
Si:13a=" 
AJ B)2 C)J4 D)J8 E 


(OJEn un triángulo ABC, se tiene que: 
CosA+CosB+CosC=m 


colza 


Halle: W=SenASenB + SenBSenC + SenCSenA 


mi2n-1 , m2n+l min men A má 1 
A) 3 B) 3 C) 3 D) 3 E) 2 
(O) En el gráfico: a+f4+0=180 

Cos2a +Cos2f8 +Cos20=-n 


Halle: AE 


Siendo: 


R 


A) Sen60+Sen40- Sen29 B) Sen60 — Sen49- Sen20 
C) Sen40+Sen20- Sen69 D) Sen60+Sen40+Sen20 
E) Sen20 - Sen40- Sen60 

O En el triángulo , las medidas de sus ángulos 
interiores están en progresión geométrica de razón 2. 
Calcular el valor de la suma de los senos de los dobles 
de los ángulos interiores del triángulo. 


v7 


v7 v7 Y7 

NG B)-G Oz D) 16 EJ 
x 

(5) Hallar 5 Jen: Sen9"+Sen27"+Sen81'=Senx+Seny 

(x;y:<agudos) 

2 3 7 3 5 

Sr B)5 CJ D)5 EJ 
(3) Calcular: 


¿Es Tan? 2 Ton 22 (Tan E Tan 2% er 
S=Tan' 7 +Tan' 7 +Tan' 7 Tan Tan= Tan 


A)-20/7 B)-22/7 C)-24/7 D)24/7 E)22/7 
(O Si se cumple: 
Sen*0+2Sen? 20+3Sen*30+4Sen*40+ 
5Sen*50=4Cscta(Sen* 0-4), 
calcular el valor de: W=Sen9.Sen110 


3 4 2 3 4 
AJZ S 54 Es £ 
) 5 B) 5 C) 5 D) 7 E) 7 
(3) Si en un triángulo ABC: 
A ADA Bn” 
halle: Mm”, 
n n 
A)JTan2C B)-Tan2 CC)2Cot2C 
D)-2CotC E)-2Csc2C 


(DReducirAxB , si: 
Lx Sa 


x 
ATan ¡+00R 7 On 


2x di 6x 
B=Tan—+Tan—-— _= 
'an 1 'an 7 Tan 11 


AjTan ze CH2 > D)-1 En 


IN 
€D Si: ¡Sen —+<|k*Sen- Sen» 
2x 


Sen 
calcule: p=—_L- +kSen E sen 


AJOU7 BIZÍT  CIOVT D)-887 EJ Z07 
(CLAVES DE LA PRIMERA PR 


Da 
HETr 


BNTITON 


ACTICA) 


DE|2)C E 98 | 


E” 
lmela DB! 7 


(CD Apartir de la siguiente identidad: 
sena cosacos 2a cos 4a = AsenBa , 


determine el valor de ln . 


A 
A)J8 B)J5 C)32 D)16 EJ4 
(Dada la identidad trigonom'trica 


(fe) 
(cosx+senx)(cosx — senx) io 

halle A-B. pi 

A)-3 B)J3 C)1 D)j2 E)-1 

(ASi 2sena+3cosa=0, halle el valor de 

R=sec2a+tan 2a- 


1 2 3 2 4 
u-5 BJ 5 D)-5 El5 
(HReduzca: . 

_tan0-tan 0 
(1+tan? 9)? 
a yo 0) seno DJ sen4o Ej4sendO 


(O) Dada la igualdad : 
(sec2a + 1)Msecda + 1)(sec8a + I)=tan8a tan 40? 

halle el valor de a si «e (0;907). 

AJi0r B)20" C)30* 


; 2/2 
(OSI cosa=- > 


D)40* EJ50* 


¿q€lIC, halle el valor de sen3a. 


MENO 
mm Hs 


23 


23/2 
== +2 


2 67 


12 
Br C) 


(DSi cosa=- Jr determine el valor de tan3acota. 


2 5 2 7 
AJI Br Ll DJ:>35 Da 
(Si: tan3a=2;80 € MIC, halle el valor de 
R=cosa(1-4sen*a) 
y2 5 y3 J6 Y7 
N-7 B)--5 O D-"5 -7 
(())Reduzca la expresión : 
1 
cos2"cos62”cos 122” 


Ajtan28” Bj-tan422 C)I  D)-4sec6”  Ejtan42” 


Si senía+60%>, halle el valor 
sen(3a +360"). 


7 71 


n 
ms 235 %1, 


125 


13 


2 125 


C) D)- E 
COSX+SenNx 
C08X — Senx 


1 
E)5 


(MDSi sec2x —tan2x = 2calcule F= 


Aj BAM CNE D2 


(Halle 9 (agudo) si: 
cot40”+tan50”—esc* 65” tan 50? 
2 


AJ20* B)30* C)25" 

(Obtenga el valor de : 
R=cos10" + cos110" + cos 130? 

an mo cz  D-Í2- Ei 


3 
(B)Determine el valor de R: 


o 2sen8'cos2"+2sen Teos13” 
cos20"+co8 10” 
AJ2 BW8 C)2+4/8 D)2-J/3  EJ1-2J3 


tan0= 


D)40* EJ45 


R 


(3)Halle a en el intervalo (907; 180*) si se cumple que 
sena = 2sen18'cos12*- sen” 
AJ120" B)150" C)135" D)110” 


(Determine el valor de R: 


2sen20”cos10”— sen10” 
cos60” 


AJ1 B)1/2 C)1 
(OTransforme a producto : 
R=2c08* 24 + cos2a— sen* 3a 


A)¿costatana B)2sentacota  Cj4cos3atana 


D) z senGacota E)4seni2atan a 


(9 Halle el equivalente de : 


K=cosba + cosda + cos2a +1 
A)cosacos2asenda B)senasen2acos3a 
C)j4senasenlasen3a D)4cosacos2acos3a 
E)2senasenlasenda 


(OSimplifique la expresión : 


EJ130* 


R= 


D)1/4 EJ2/5 


DAI simplificar la expresión : 
K= cos7xcos3x — senl4xsen10x 
cos17xc087x 
se obtiene: 
AJ  BJ2  CH7  D)-1 
EDSimplifique la expresión : 
E= cosxcos2x — cos2xcos3x 
cos2xcos3x — cos3xcosáx 
sen2x sen3x sendx cosdx 
A) 7 pica a D) E) 


senbx cos6x 
(2 Luego de reducir la expresión : 


E)-2 


sen70” 
sen10” 


AJ1 B)-1 D)-2 
(3Elimine los arcos x e y a partir de: 


200820” —2c08 40” — 2003607 


C)2 E)3 


BJab-c=0 
EJbe-a=0 


(E De las condiciones : 
senx+seny=ú 


Cja+b+c=0 


cosx+cosy=b 
calcule ; esc(x+y)sec? EJ 


ar+b? 2 

Ajab BjJa+b  C)==— 3ab DA 
(3) Reduzca la expresión : 

2 sec 60"sen10* + 4sen30" cos 40? 


EJa*b? 


A)2/3cos60” B)2/3sen50”  C)/3cos40” 
D)4/3sen50”  EJ/3sen40? 
€9) Halle los valores de : 


=sen[ E UL i E 
Posen(£+ 0) +sen( 5 +8). 5 Be ( E =) 
A)[-150) B)(0;1] Cr0;1) D)J[O;1) E)(-151) 
eNdsi: 

N=sen1"+8en2"+...+sen180* 
M=cos1"+c082+...+c08180* 


1 r 15 22 r 
Aj-cot s Bjeot 3 Citan D)-tan = Elec 
€3)Simplifique la expresión : 

1 V3+2c0820" 
senb(? 
A)2cot25"eos20” B)2sen25'sen20” C)sen45sen10” 
D)2cot20'sen25” E)2tan25"sen20” 


- 2sen20" 


€9Si A+B+C+D=2x,luego de transformar a 
producto senA +senB+senC+senD, se obtendrá : 


E 
m2 az) 
Je) 
D)4sen Zsen ¿sen Esen 
Ejácos E con 2 cos cos > 

(0) Halle el valor de : 


000%) 4008 5) ecos 
n n 

A)-2 B)-1 10)11) D)J1 
(EDSe tiene dos PCs conectados en red, 


ja 22) 


n 
E)2 


Si usted digitase sen2r en la PC1, en la pantalla de la PC2 se 
leerá sen2r, si escribiese en la PC1 lo observado en la pantalla 
de la PC2, se comprobará que en la pantalla de la PC2 esta la 
misma función trigonométrica con un argumento respecto del 
anterior aumentado en 2x y su coeficiente respecto al anterior 
reducido a la mitad; si nuevamente escribimos esto último en 
la PCI, verificaremos que en la pantalla de la PC2 ocurre lo 
mismo, el argumento aumenta en 21 y el coeficiente se reduce 
ala mitad; si repetimos esta secuencia ilimitadamente, halle 
la suma de todas las expresiones que se vieron en la pantalla 
de la PC2, cuando x toma el valor de 30*, 


A) acof60 B) JdsJ2-2 PÍEl D) sensor + cost” EJ 096 


AVES DE LA TERCERA PR 


o 
AA 


cad 
» 1+ seno 5 1-senó 


10, En la circunferencia trigonométrica, 
TN TO ee rearióondos Mene A 
D)2" Di iguales. Determine: $ 
; da E= Iseno] = [cosa] +1 
e variación de 'm si se A) ¿llano=coto+2) 
m-1 
elo 8) ¿(tano -coto) 
AA BIO. 01,3 41 
D):1,4 82, 6) E Cc) ¿lanos cotá) 
03. De las siguientes proposiciones, D) Acote-tano) 
indicar cuantas son verdaderas . $ 
o > ena E) (tant «coto 2) 
2 08. En la circunferencia trigonométrica 
0) Dei <tant mostrada, mOBR = a, meBRP = 90". 
q le os pr área de la región A) 3-2 8) Ba 2-1 
Ay 82. 03 DY2 Eat 


Dj4 E)S 
mt coc co 
luego los valores que asume; 


x 
A -2009[0+).3, serán 


A)10;2] B)-31 012/39 
DEN E (0 o) 
x=. 5x 


05. Si ES rel luego el máximo 


valor de 1= tan[ Y2cosé], 
t 5d 


11 En la figura mostrada la 
circunferencia es la trigonométrica, 
mAPR =0. Halle el área de la región 
triangular APQ- 


-c0s0(1+ seno) 
2(1-c0s0) 
-c0s0(1-seno) 
—2(fc0s0) 
-c0s0(1+seno) 
2(1+0050) 


D) 
E) 


13. Si 2sena = — 3cosa, « esta en el 
cuarto cuadrante. Calcule: 
W= csc(- 93x + a).col(a — 35 2/2) 


n-£ a- E añ 
DVB E243 


14. Decir la veracidad (V) o falsedad (F) 
de las siguientes proposiciones: 
|. tan(1283x/4) =- 1 
llsen(nx) + sec(nx) = (-1)”, vn. e Z 
11. si Ysene Jano <0, entonces 6 


pertenece al tercer cuadrante. 
A) FFV B)FW  C)ww 
D) VFF E) WWF 
15. Reducir la siguiente expresión: 
E - 2219780?) y cos(7470*) + csc(1350*) 
tan(2025*). sec(900*) 
A)-1 B)0 c)1 
D)2 E)3 


16. Si x* es un ángulo agudo, tal que 
tan(2002*)tanp*+2002%) = 1, halle x. 


A)22 B) 34 C) 44 
D) 46 E) 68 


17. Simplificar: 


A) cotx 
D) tanx 


B)-tanx C)1 
E) - cotx 


18. Sean A, B, C y D los ángulos 


interiores de un cuadrilátero, 
entonces reduzca la siguiente 
expresión: 
g-(554+B:09-osD)edA+B+Q _ 
tanA+B) 0d(C+D) 


A)-2 B)-1 00 
D)1 E)2 
19. Dado que : 
EN 
expresión E en función de k 
_ 1: (seno + coso)? 
3- (send + cose)? 


k+1 k-1 1-k 
A —_— e O) _— 
) k-1 8) k+1 ) tk 
1+k 1410 
Di 
rar 3 1- 
20. Al simplificar 


2 4|cos(2x)+00s(2y) 
- (cosx+seny)(cosx- seny) 
obtiene: 


AJO B)2 0) 4 
DJ6 E)8 


21. Si cscó9 —cot'9 = h entonces 
H= 050% + cof'e es igual a: 
A)1-2h 


D) Ez 


h-1 
> C)h-1 


E) 2h +1 


22. a aa 1, entonces reducir 
la siguiente expresión : 
¿Ascotx, 1+080x 


1+tanx  1+senx 


Az B)1 c) 


e 
no 


[sor [>>> LX ENCICLOPEDIA 3013) 


23. Si se cumple que 
a senx + bcosx =ya*+b*, halle 


24. Si se cumple: 
sec(x)+atan(x) pa sen(x)-atan(x) 
sec(x)+ a sen(x)-a 
Calcule : sec*(x) + csc*(x). 


A)2 B)2V2  C)4 
D)8 E) 16 


25. Halle la suma de los valores de a y b 
poc Po ea 
sec*(KoJosc (ko) 


E o X (Pue (40) 


a>0;b>0. 
AJ4 BJ5 06 
D)7 8)8 


26. Dado x un ángulo agudo que 
cumple: 
Aetanx _ /3—tanx 


Ftanx 14 J3tanx 
Calcule: JT- 2senxcosx 


27. En la figura, calcular el radio R en 
función de h, d y 6, sim 4BAE=8, 
AC= h, CD=d, B y D son puntos 
de tangencia. 


V AaEnOs icono dsenó+hcose 
0 sena $) 1+ 0050. 
E y alice doos 8 + hsene 
1+ 0050 za 14 seno 
(d+ hjsenó 
4+co0s0 


aoxe(0.) y tan(x) + cotíx)=n, 
exprese: J = sen(x) + cosec(x) + 


2009 5s0ola) en lepiios de 
+1 


Aatney PL 
aun 2 
o4=ine9 LE 
Osio Pd 


E) d=(m+ 1 


29. Si -5x < 46 <-4x y acostt+ 
b sento = tal que a+ 0 y 


a a 
== B)- 6 C)ab 
b 
a a; 


W.SIA + B + C= 360%, tana = p 
tanB = q halle E = (1 - pg) tanC. 
AL 8-00 
0p+a DJ pq 
y ue 
Y DNS 


Dip 


39. Al simplificar 


v O -|tanx -cotx| 


, Se obtiene: 
A) senx 
D) 2tanx 


- Bjtenx  C)O 
E) 3tanx 
py 
9 Sica =(2) , encuentre el valor 


de la siguiente expresión 
=—, siendo x un 


a pu ab 
(se) 


¿42 9/12 
pe? E po | 
Dj 


35. Determine el tipo de triángulo ABC 
en el cual se cumple 


ee =senA + cosAcotB 
cosC 


A) isósceles B) equilátero 
C) rectángulo D) oblusángulo 
E) acutángulo 

36. Del gráfico halle tana, 


37. Luego de evaluar: 


N= tan65* —tanS*- y3tan6Sttan5". 


N 
Halle 7. 
nL a [o 
D) 2/3 EJ3Y2. 

38. Si tan(7x) = PARE 
Añ EOI 

010) 

A) y2-3 Haro 


C)W2 +3 0)242+3 
EZ +6 


REPASO TIPO CEPREUNI 502 


39. Eliminar x e y de las tres ecuaciones: 
senx + seny =a 
cosx+ cosy =b 
005x cosy + senx seny =c 
Ajat+b'=0 
Bat+bi=0+1 
Cjal+b?=20+1 
D)at+b?=20+2 
Ejat+b*=20*+2 

00.5 tania 8) =Í yon as: 
entonces al simplificar la expresión 
F = 6tanB + /10cosB, se obtiene: 


A)5 B)7 C)10 
D) 14 E)15 
41 En un triángulo 
recto en C, calcular el valor de M. 
l 8) 
M=|4+ tan d+ nes 
(rana) lc(z)]oo 
AJO B)1 C)2 
D)3 Ej 4 
pl! 
cos(0-u) 1- 
Determine 
Ed (xa y 
v= tan 3- oJn(5- «] 
A) m B)2m  C)3m 
D) 4m E) 5m 
43. Si tan(2a + p) =4, tanía + 29) = 3, 
halle tan(3a) /tan(3p). 
421 422 423 
a 
424 425 
9 añ 


44, Calcular el valor de la expresión: 
1 1 
E == o 
cotx +coty tanx+tany 
xt y= 225% 


A)-2 B)-1  Ccj0 
D)1 B)2 
45. Simplifique: 
E= tanxetan(2x)+tan(3x)tanx tan(2x) 
A) tan3x B)tan2x  C) cot3x 
D) cot2x E) tanx 
46. Simplificar: 
e Lia 
1 1 
A) 3 B) 3 c)1 
D)2 EJ4 


([STRIGONOMETEIAS [sos [ LA ENCICLOPEDIA 3012) 


A)4 B)5 C)6 
D)7 EJ8 


48. Si en un triángulo ABC, se cumple 
que: 


senA cosA 
Pene y e eso 
halle sen(2A) 

Jas yl 
O 
27 EI V2-1 


49. Si - 9senx + 40cosx = — 41, halle 
secx+ tanx 


5 4 z 
AS a 33 
) 4 pl 5 o 5 


50. De la figura mostrada, calcule coté 


cor (7 )-ser! 2) 

2 2 Xx 

e Ac (2),8 
El valor de AB es: 

A)-2 B)-1  Cj0 
D)1 E)2 

52. Si 2tan*x - tanx - 2 = 0, determine 
pp 

a )-E 0% 
5 15 

93 E 


53. Si colx - tanx = 3; halle el valor de 
F=10tan(4x)+ T3sen(2x) 


A)13 B)14  C)20 
D) 26 E) 28 
54. Si 1200 1 entonces el 
seng+c0sb 2 
valor de E= sené cose es: 
1 1 3 
A= - +6 
1 37 9; 
1 3 
03 Lin 


55. Halle la medida de « + 2p, donde 
a y P están en el primer cuadrante y 


1 1 
tana== senf = 
a 


AZ ez oí 
) 5 ) 5 ) a 
x Sn 
35. 3 
56, Si 
sentcos"0-senfiooso e 
senáo EROS 
determinar (3p + 7q + £). 
A)2 B)3 ca 
D)5 EJ6 


57. Si tana= 2, entonces el valor de 
E= ncos2A + msen2A es. 


Ajm B)n C) mn 
n m 
Le a 
58, Si sent sentcosx -2c0shx== 7, 
Calcule el valor de cot2x. 
1 1 
A)-3 8-3 05 
D)1 E)3 


59. Halle el máximo valor que toma M. 
M= 2sen(x+- 20) + /3008x -4o08x +$Jsento) 


A) 3 B145 046 
D) Y7 E) 242 


60. Dada la identidad: 
senfo-cos*0 
ca 4) +02) 
Calcule: A+ B+* 2C 
AJ1 B)2 0)3 
D)4 Ej6 


61. Si la siguiente expresión es una 
identidad 


senó senda 
a tanB9+Ctan6, 
(A> 0) A+ B+C, vale: 


A) 1 B)3 05 
D)7 E)9 


Reducir. , 
Ex (1-tan(1 tan 2X)................ (1 
—tan'32x) A 


A) 1-tan*(64x)  B) 8tan cot(8x) 
Cc) e cot(16x) D)32tanx 


cot(32x) 
E) G4tanx cot(64x) 


63. siseno- 22. halle tn 5-5) 


a+b 42 
b 
D) a 


la 
C)z 5 

64, Calcule T = sen9” + cos9 
418 B) 


3-45 
RS D) 


NES 


E == 


2 
65, ¿Para qué valor de "n” se cumple 


ll 


AJ3 B)4 0)5 


a. 


E) + /ab 


eb 
7 

Ae 
3 


72. Halle el valor numérico de 
ko[(5-Jao-( 5 +Jor2n] +85 


AJA7 B)18 019 


1(6) = (1 + 2 cos(20)) (1 + 2c05(40)) 


(289) (12080) 
0 
b 


76. a, 83. Halle los valores de las constantes 
Sa NT 
a = A + B 008 + 
lie idas” Faro) Caostón) > D 050 se ns 
E a identidad trigonométrica, Dé 

AJ2Y2 > B)3Y2 — Cj4y2 respuesta elvalorde AS B+C+D. 

D)64 8% AJO B) 4 0)8 

D) 16 E) 32 
77 Al simplificar 
84. Reducir 


Ve cos(3x) + sen(2x)-sen(4x) 
> 1-2senx p 


se obtiene 


A) 0082 ]) cos) 209190) 
D) 3cos3x E) 4cos(3x) 


78. Sia, $ y 6 son arcos que están en 
progresión aritmética creciente y se 
seña + senó 
————=Atanp, 
pe 005 «+ COSÓ b 
calcule A. 
1 1 
Le a 1 
3 85 Cc) 
D)2 Ej4 


79. La expresión : 
_ senx + sen(2x)+ sen(3x) 
COX + 008(2x) + cos(3x) 

equivalente a: 


A) 050 (4x) - cot (4%) 
B) osc (4x) + cot (4x) 
C) esc (2x) = col (2x) 
D) 0sc (2%) + cot (2x) 
E) cscx - colx 


80. Simplificar: 


[0050 + 0052) + cos (Su) 
[Sence sen 2) +sen(3a)|' 
ez 

4 2 

A) -tan(2u) 
C) cot(2a) 
E) 2cot(2a) 


B) tan(2a) 
D) -cot(2a) 


81. Halle una expresión equivalente a: 
E=3s8070"-2 


A)sen20”  B)4sen20* 
C) cos40*  D) 200840" 
E) 4c0s40* 


82. Transformar a producto 
D= 1 + sen74*-—sen76* - sen?8" 


A) - 4c0s1* sen2* sen3* 
B) - 4sent* sen2* cos3* 
C) - 4sent? cos2* sen3? 
D) 4cos1* sen?" sen3? 
E) 4sent? sen2? cos3? 


AO ocos(2x)-2c06/4x) 


MET -2c05(2x) 
senx 


Indicar como respuesta el valor de 
A+B 


A)-2 B)0 C)1 
D) 2 E)3 


85. Reducir 


[1-tan(3x)tan(2x)][sen(15x) - sen(11x)) 


Es sec3x(c0s18x + 0058x) 


A) sen(2x)  B)tan(2x) C) 


sen(3x) 
D)tan(3x) E) send 


36. Si 


_se+sen(3x) , sen(Sx)+sen[ttx) 
— COX 00s(3x). 


— cos[5x)+0oe(1%) 
entonces al reducir 


R= [cos(10x) + cos(8x)J(F + M), se 
obtiene: 


A) 2sen(10x) B) 2cos(10x) 
C) 2 tan(10x) D) 4sen(10x) 
E) 4tan(10x) 


CUADRO DE RESPUESTAS 
CADIEE ED 
tooo feiaieio lo 
aaa 


01, Reducir: 


€) Cosx 


3 (Senx + Cosx)? -1 
03. Simplificar: E E 


aj1 b) -1 c)2 


04. Determinar "kx en: 


Cosx_, Cosx 
1+Senx 1-Senx 
a) Cos?x b) SenxCosx c) Senx 
d) Cosx e) Sen* 

05. Reducir: 

E = [Tax(Ctgx +1) + Ctax(1- Tgx)]Senx 


aj1 b) Ctgx €) Cosx 
d) Tgx e) Secx 


2 
k 


1 
1+Cosx 
e) 2Cscx 


z E 
06. Simplificar: Esto 
aj2 b) 2Secx 


d) 2Sectx e) 2Csc%x 


A 
Secx + Tax ¿tex 


b) Cosx e) Csex 
e) 2Tgx 


07. Simplificar: E= 


a) Secx 
d) Ctax 


08. Simplificar: 
¡+ 2SenxCosx -Senx 
E e, (x e IC) 


b) Cosx e)1 
e) Ctax 


a) Senx 
d) Tex 


E =3Senóx + Cos*x)- ASenx + Cosóx) 
aj0 b)1 e) -1 
d)2 e) -2 

12. Eliminar "x" a partir de: Senx = m, 
Cosx =n 


a) m?+n?=1 b) m2+n2=5 


c) m2+n?=3 d) m24n?=7 
e) NA. 

13. Si: Senx+Cosx =m 

Calcular: E = (14+Senx)(1+Cosx) 


l+m? l-m (em? 
a AI 
(1-m 2 = 
d) 2 e) 1-m 


14. Si: Tgx+Ctax = 3 
Calcular: E = Secx+Cscx 


a)3 b)9 e) MT 
a) J15 el 17 ; 
15. Reducir: E = (Tgx+Ctgx)Cosx 
a)1 b) Senx e) Cosx 
d) Secx e) Cscx 
16. Determinar "x” para que la igualdad: 
DN e DT ba 
Cos?o Tan"o Coto Xx 
Sea una identidad 
a) Sen?o b) Cos? c) Tan?9 
d) Secx e) Cscx 
_ Cosx 
17. Reducir: E= 77 + Tx 
a) Senx b) Cscx c) Secx 
d) Tax e) Ctgx 


18. Si la igualdad es una identidad 
Calcular; M+N 


Cscx Ct, Cao + Olor N, 
Cscx + Ctgx * Cscx—Ctox acid 
a)1 b)2 3 
d) 4 e)5 
19. Hallar A en la siguiente identidad: 
1-Senx ___A 
1+Senx  Cscx+1 


a) Sen?x b) Cos”x e) Tg%x 


3) Cta?x e) Secéx 
20. Eliminar "x" a partir de: 
Tax + Ctax = a 
Tax - Ctgx = b 


b) at-b2=3 


C= Sec?x + Csc?x 
2)9 b) 12 c) 16 
e) 36 


aj1 b) Senx 
d) Senx + Cosx 


25. Simplificar: 
C=(1+ Tan?x)Costx +(1 +Cot2x)Sentx 
a)1 b) Sen?xCos%x 


c) Sen?x d) Cos?x 
e)2 
CC = (Secx Csex - Cotx) (Secx Cscx - Tanx) 


al b) Tan?x c) Cox 
d) SenxCosx e) Secx Cscx 


Senx + Cosx =m ; Tanx + Cox =n 
a) nim?-1)=2 b) mín?-1)=2 
e) nim?-1)=1  d) n?m?-1=4 

e) n?(m?-1)=2 


29. Demostrar las siguientes igualdades: 
* Senx Cotx + Cosx Tanx = Senx + Cosx 


* Sen?xCotx +CosxTanx = 2SenxCosx 


ps 


+  Senx-Sen?x 


= Cotx 
Cosx -Cos?x 


30, Reducir: W =3; 


b) Secx 
e) Senx 


Cotx 
> 


d) Tanx 


31. Si: Senfa- Costa => 
Entonces : Tana + Cota es: 


10 4/3 13 
al 3 b) a c) 2410 
3/3 2/10 
d) 4 e) 13 
32. Si; 


(1+Senx osx)? = A(1 + Senx)(1 = Cosx) 
Calcular: "A" 

2a)1 b)2 e)- 

d)-2 


33. Hallar el valor numérico de la 


T = (Tan35" + Tan55%) (Sen35? + 
Sen55* + 1) (Cos35? + Cos55" - 1) 


aj1 b)2 c)-2 
dl /Z e) -J2 
34, Si: Sena+Csca => a 
Calcular ;E = Cota + Cosa — ' 
sa val ae 
2/3 Ya 
d) 3 e) 3 
35. Sk: Seng=% + Cos0 
Entonces el valor de: 
Pal (Y PATA 
Tan0+Cot0 )» 
a)-1 b)1 e) v3 
d) -/3 DES 
36: Calcular: 
, Cos?A + Sen?B 


Si se sabe que A y B son ángulos 


E(Tan?x + Cot?x) = Secóx + Csctx 
Calcular: f (2) + £(3) 
a) 20 b)21 
d)23 e) 24 


38. Si: Sec?x +Csc2x =7 
Calcular: 


122 


=> (Sec?x + Tan?x) (Csc?x + Cot?x) 
a) 13 b)14 e) 22 
d) 16 e) 15 


1-2Cos%0 _1 
A arco 2 


Entonces el valor de: 
E = Sen6Cos0 , es: 


3 
dE 


gra 2 
ajo aja 

E 

2 


C=(Senéx+Cosóx—1)[Tanx + Cotx) 


a) SenxCosx b) 3SenxCosx 
c) - 3SenxCosx d)-3 
e)3 


41. Si Tanx + Cotx=2 y 


a 
Espana +Cofx 


AUS 
== 


Siendo “n" potencia de 2; entonces el 
valor de E? es 

2a)2 b) 4 c)8 
d)16 e) 32 


Ss 3 L 
al 4 b) 4 c 2 

3 1 
d) 2 e) 4 
43. Calcular: Tand 

Si: 
acoso +bsento= 2: amp 
a+b 

a b la 
ay da c) AS 
d) a e) ab 


44. Dado: 


1+ /ZTanx = /2Secy 
14 /ZTany = /ZSecx 
Calcular: E = Secx + Secy 
a) E y) /21 9 se 
d) 2 e) /2+1 
45. El valor de “E” en la identidad: 
Sena + ECos?0 = Sen 
AL 
(> z; z) E 
a) Sendo  b) Cos? c) Sen+Cos0 
d) Coso e) Seno 
46. Hallar el valor de "B" sabiendo que: 
- Sena - Cosa 
a CO 
BSenA = Sena - Cos 
a)1 b) J2 e) 43 
d)2 e) y5 


47. Si: Tana= =s 
Entonces: 
n (2Cosa + Seca) - 2mSena 
Es igual a: 
a) mCosa b) mSeca 
e) nCosa 


c) mn 


48. Si; a2-Cos?x-Sec?x =2 
Encontrar el valor de: 
C = Senx Tanx + 2Cosx 


a) da?-2 b) - (2-2 9) Ya 


d) -Ja elía 


49. Si: Sec?x =nTanx 
Hallar: C= Sen?x + Cos*x 


(Senx + Cosx) 
n+l n-2 n-1 
a +2 Le n-1 dn+2 
n+2 n+2 
a) n+1 e n-1 


50. Simplificar la expresión: 


K= pocos, [Cox A 
1-Senx Vl+Senx * 


3z 


. TES. 
a) -JZ b) - /2Secx 
c /2Secx d) /2Cosx 
e) - /2Cosx 


51. Si: P Q y R son constantes que 
satisfacen la relación: 


y! 1 
a E 
Calcular: P.Q.R 
a)-6 b) 2 c)4 
d)8 e) 12 
52. Si 
703 y Sento+Costo= 7 
Calcular: C = Sen9- Cos 
3 
a) /3 D) /5 c) > 
2 Y 
d) 3 e) 3 
53. Calcular el mínimo valor de: 
E= Sec tx +Cscóx 
aj6 b)4 c)8 
d) 10 e) 12 


54. Hallar: y = Senx Cosx 
Si:Tanx - Senx = 1 


a) -1-42 b) 1+/2 c) 1-42 
d) /21 e) /Z 
55. Sabiendo que « es un ángulo agudo 
el cual satisface la ecuación: 
Ctga + Csca =5 
Determine el valor de la expresión : 
24 Tga + 26Sena 
a) 10 b) 20 c) 15 
5 5 
d 3 


56. Siendo: Tanx -Cotx =/2 
Calcular: 


C=Senx-Tan?x + Cos ÍxCot2x 
a) z b) e) 2 


d)3 e) 


Ga ma 


57. Siendo: Senx + Cosx = n 
“Hallar: 


Cc Secx+Tanx+1 , Cscx + Cotx +1 
Secx-Tanx+1  Cscx-Cotx+1 


2 2 2 
a) n+1 b) n-1 El n2+1 
2 ¿ll 
d1 ra 


58. Siendo: Tanx + Cotx = 3 


Senx— Cosx 
13 19 29 
al 27 Y 27 7 
25 31 
d) 27 e) 27 
59. Siendo: Tanx —Cotx = /2 
+ Secóx + Cscóx 
Calcular: C= Secx + Cscx 
a) 315-4/6) b) 6(5-4/6) 
e) 63-46) a) 33-46) 
e) 5(3-4/6) 


60. Sabiendo que: 


Senx +Cosx=n ; xeNC% 


Reducir: 
C= [L+Senx . [1+Cosx 
1 1 


MISCELANEA DE ANGULO 


COMPUESTO 

01. Reducir: 

J = Sen(30?+x)+Sen(30"-x) 
a) 2Senx b) Cosx e) 2Cosx 
d) Senx e) /3Senx 
02. Reducir: 

d = Cos(45%+x)+Cos(45%-x) 
a) Cosx b) Senx  c) /2Cosx 
d) /3Cosx e) E 


03. Halle un valor agudo de "x" que 
verifique: 


Cosáx.Cosx - Sendx.Senx = 2 


a) 6% b) 122 e) 18% 
d) 21" e) 242 
04. Halle un valor agudo de "x" para que 
cumpla: 

Sen4x.Cosx-Senx.Cos4x = 0,5 
a) 5% b) 102 e) 15% 
d) 20% e) 30 
05. Si: Tox=2 » Tgy= 3 
Calcular: Tg(x+y) 
a)1 b) -1 c)2 
d) -1/2 e) 2 
06. Si: Tana= 5 Tanp= 2 
Calcular: Tan(a. —P) 
a) 1/7 b) -1/7 c) 117 
d) -1117 e) -1/19 


07. Hallar el valor de: Sen?" 


3/3-4 3/3+4 ., 4-3/3 
a 
a a 3 ES 
08. Calcular: Tg8” 

a) 1/3 b) 1/5 e) 17 
d) 19 e 111 

09, Si: Semx=3 y Senz= 2 
Calcular: E =Sen(x+=); x A zson agudos. 

127 125 17 
al 295 17 ) 222 

117 39 
d 125 e 25 


10. Simplificar: 


M= Cos(30%-x) + Cos(30%+x) 
Sen(30%-x) + Sen(30%+x) 


a)1 b)2 o) 43 
ye e) 343 


11. Sabiendo que: 
Sen(2x+y)Cos(x-y)-+Sen(x-y) 
Cosi2x+y) = + 

Calcular: Ctg3x 


a) 3/4 
d) 5/4 


b) 43 
e) 3/5 


e) 45 


12. Obtener: Sen23" 


JE y H8r4 3484 
10 10 10 
d) 18.3 e) 483 


13. Del gráfico mostrado, calcular: "x”. 


4 calas all b) 2 c)-1 
J = (Senx + Cosx) (Seny + Cosy) e E e 
d4 e 13 
a)11 b) 1,2 ce) 1,3 3 
d)1,4 e) 1,5 
1 27. Sabiendo que: 
22. Del gráfico, calcular: Tan0 E Senx - 5Cosx = 0; 2Seny + 3Cosy = 0 
d Donde: x e NIC ; y ellC 
a) 17/13 b) 13/17 e) 51/13 F Calcular; 
d) 13/51 e3 - L = Seníx + y) + Cosíx-— y) 
2 czta a) ÉS 2 b) £J2 A -£N 
16. Se nx Cos 5 
Calcular: Tg(45"-x) ES 1 aq. dr] 
a) Y4 b) 15 58 3 6 A 3 
ds 2) 37 a) 16 b) 7 e) 19 28. Si: Tanla+b+c)=¿ y Tanb=3 
Calcular: 
15. Hallar: M= /2Sen(45-x) Ton (a=b +0) 
a) Cosx-Senx  b) Senx-Cosx a E b) 21 pt 
c) Cosx+Senx  d) 2(Cosx-Senx) 7 7 1 
(2 -2 -4 
e 2 les 127 
16, Simplificar: 29. SA +B+C= 180 
* L=(Sen3x+Cos3x)(Sen2x+Cos2x)-Senix El valor de: 
si in E= TanA+ TenB+TanC - TanA TanB TanC 
a) Cosx b) CosZx €) Cos3x a)1 b)-1 c)2 
d) Cosáx e) Cos5x ¿0 e-2 
e + —_ A — SS cc ca 


17. Reducir: 
€ = Sens0”-2Sen10" Cos40” 
a) Tan40? b) Tan10? ce) Cot10? 
d) Cot45? e) Sen30” 
18. Sk: 


5Seníx 379) = /2Cosíx +45") 
Hallar: Cotx 


a) Sen37* b) Cos37%  c)Sec37" 
d) Csc372 ej1 
19. Simplificar: 
q - Senfa + B)-SenfiCosa 
Cos(a + f3)+ SenaSenf 
a) Tana b) Tang c) Cota 
d) Cotfg e)1 
20. Simplificar: 
y = Sen40?-Sen10* Cos30? 
Cos40"+Sen30” Sen10? 
a) /3 b)1 c) E 
e)2 e) qa 
21. Siendo: 


x+y=30% x=y=37 


aj-4 b)-8 c)-16 
d)-9 e) 32 
24. Siendo: a +f3 = 609 

Calcular: 


C = (Cosa +Cosp)? +(Sena -Sengi? 
2) 2-43 b) 22-43) c) 92443) 
d) 2+/3 e)3 
25. Siendo: 

x+y=60 ; Tony =É 


Calcular ; 
M=(1+TanxTany)Tan(x-— y) 


Ya 5/3 343 
a) 28 b) 28 e) 28 
EN 5/3 
da a 
26. Señale el valor máximo que toma la 
expresión: 


C = (Sen3x + Cos3x) (Sen2x - 
Cos2x) + Senx 


30. Sixeyson ángulos complementarios 
(x > 09), encontrar el valor de "m" de modo 
que se verifique la identidad. 


m1 +Tan(3) 


y 2 

1+19[ 3) 

a)1 b)2 e) Tan 
y XTanZ 

d) Tan e) Tano 05 


31. Hallar TanA en un A ABC, cuyos 
ángulos cumplen: 

SenA = nSenB SenC 

CosA = nCosB CosC 


ajn b) n? c)n-1 
d) n2+1 ejn+1 
32. Simplificar: 
1 
Tan0 + _—_—— 
Pp Ctal4-0) 
__Tan9 
Ctglp 0) 
a) Tan0- Tang b) Tan0+Tang 
c) Clap d) Tang 
e) Ctg9 


33. Calcular el valor de: 
Tan13? + Tan32? + Tan13” Tan32" 


a) 2+/2 b) 1+/2 
1-2 y2 
e) 2 d) 2 
e)1 
34. Simplificar la siguiente expresión: 
A RS ER 
Tan5a-TanZ2a Ctg5a-Ctg2a 
Cos7. Cos3a 
a) a b) Sena e) Caza 
Sen3a 
d) Cta3a el Sena 


36. Calcular: Sen75* + Cos75 


J6 23, J6-y2 
as DET IE 
ña Ez 
33 dl 
E Ns -2)= 
37.Si: Tan(x - y) TÍ ; Tan(y ==) =1 


Entonces: Tan(x — z) es igual a: 


38. Los ángulos a, q y 0 satisfacen la 
relación: 


Tana + Tang + Tan0 = TanaTangTano 
Hallar la suma de: a.+4+0 
(K : Número entero) 

y E+kn 


aj0 2 


b) 2kr 
d) ql e) ke 


39. En la siguiente figura, la medida del 
lado x es: 


EN OA 


qq 


a) 4/6 b) 4/23 cc) 4/13 
d) 3,17 e) 3/6 


40. Hallar el valor de: 
(Cosx - Seny) Cos (2) 


Sabiendo que: 
x= Rad A y = 55 Rad 
e) 0 d) ES 
e) sz 


41, El valor de la expresión: 
(Tan80? — Tan10?) Ctg70? es: 


ajl c)2 


d)-2 


b)-1 
ejO 


42. Nos situamos a una distancia de 500 
metros de un edificio de 100m de altura, 
que tiene 25 pisos idénticos. 

Hallar el valor de la Tangente del 
ángulo a mostrado. 


a) E b) a o) E 
a) E e) ía 
43. Si: 

Seny+20=%;  Seny=2%; 


Tr 
E<y+2t<m 
2 y 


Expresar x en términos de Sen 2t y 
Cos2t solamente: 


a) x= 4Cos2t + 3Sen2t 
b) x= 3Cos2t- 4Sen2t 
c) x= Cos2t-Sen2t 

d) x = 2Sen2t- 3Cos2t 
e) x= 2Cos2t + 3Sen2t 


44. En la figura mostrada, se tiene un 
trapecio isósceles en el que la longitud de 
la base menor es igual a la de su altura y la 
longitud de su base mayor es igual a la de 
su diagonal. 
Hallar: Tano 
B c 


812 A 07 
3 1 
23 3 


45. Hallar el valor aproximado de: 


Tz 9y2 EXA 
0 EST] In 

Je 3y2 
30 ST 
46. Enun triángulo ABC, se cumple: 

SenC = /2Sen(A -B) 
TanB =3/3 246 
Hallar el valor del ángulo BAC. 
4 Ed 
a) 3 b) 12 c) 6 

3n 2n 
dio e 
47. Si 

2d =l 
To ») 2 
Hallar: 
Cd +x) 
a)3 b)2 ei 

1 1 
3 3 
48. Determinar el mayor valor, de A y el 
menor valor de B tal que: 47 

A < Senx+ 2Cosx < B' 
a)-3y3 b) - 45 y /5 
0) -43 y Y3 a) -245 y 245 
e) -2/2 y 2/2 
49. Enun triángulo rectángulo ABC recto 
en C, calcular el valor de M. 

A A B £ 
M-(1+T002)/1+T008]1+T005) 
2)0 b)1 02 
d)3 ej4 


50. En la figura adjunta, la longitud del 
segmento AB es: 


A 
a) 2/3 
d) 5/3 


b) 3/3 
e) 6/3 


Eo AH 0 


e) 4/3 


51. Enlaidentidad trigonométrica: 
2Senx + 3Cosx = kCos(x —«) 
Determinar: Tana 


Sena = 2Senf y  Cosf =3Cosa 
Hallar el valor de: Cosía —f) 


z 
5 
dz 


55. Si: fP-a=60", el valor de la 
expresión: 
A = (Cosa -Cosp)? + (Senf Sena]? es 


3 
a)2 b) 4 c)1 
1 
d)0 dz 
56. Si: 
Tan(x+3y) =5 y Tan(2y +x) =4 
Entonces el valor de Ctgy es : 
a) 20 b) 21 c) 18 
d) 14 e) 15 
57. Sk: 
Tan(2a+b)=8 y  Tan(a+2b) =2 
Entonces: Tan(a — b) es: 
12 + 
2) 17 ») 37 c)6 
£ 
37 e) 10 


58, Del gráfico calcular el valor 
mínimo de: Cotú 


ay 240 a e ao 


F 
4 
ñ3 D OZ B 
17 AS: 
al 41 LE 


60. Siendo: 
Cosa -Cosp = m? 
Sena -Senf = m 


¿Cuál es la variación de "m” para que 
se cumplan las 2 relaciones anteriores? 


Eh 


a) : 


-45+1, /5+1 


MISCELANEA DE ANGULO 


DOBLE 
Ol. Si "g” es un ángulo agudo y 
=2 
Send Ó 
Calcular: "Sen28". 
y Gas 9315 954 
a Vs a 
02. Simplificar: 


E = 8Sena.Cosa.Cos2a.Cosd4a 


a) Sen2a 
d) Senda 


b)Sen8a c)Senlóa 
e) Sen32 a 


03. Si: Sen9= + calcular: Cos20 


+ 


8) 2/5 935. 045 
d)-35 el-4/5 

1 
04. Si: Cos9=-L, calcular: 

% Cos20 
AMB A 2 
d)-2/3 : e) ae 


05. Sh: Tg0 ==, calcular: Ta20. 


2) 13 b)23 0) 43 
d)53 e) 78 

06. Si: Tg0 ==, halla: Sen20 

2) 1113 b)12/13— c)14/15 
d) 13/15 e) 1115 


07. Si: 90 =-Jz determinar: Cos20 


a) 1/3 
d) -2/3 


b) -13 
e) 3/4 


0) 2/3 


08, Sk: Seno= 2 A 90%<8<1800 
Calcular: Sen2o 


236 236 
o 25 es 07 es 


Calcule: Sen268 
-120 p 20 - 

27169 69 “7169 
60 140 

169 el 169 

10. Si:Tax+Ciox=n 

¿A qué es igual Sen2x? 

a) 2/n b) 2 c) 2n 

d) 1/2n e) 1/n 


11. Sk: Cosx=2 A 90% <x <180? 


Calcule el valor de: Sen $ 


J6 _46 6 
as ps Aa 
_46 2/6 
=p 3 


12. Si Seno=-E A 1802<0<2702 


Calcule el valor de: Sen2 


2 
yz EN EA 

SET 930 
TZ MEA 

0 l=35 


13. Si: Cosa =-% An 90%< a <1800 


Calcule el valor de: Cos 


2 Y2 2 
2 2 $) 3 E 4 
e RL 
E 3 el 4 


b) 2/3 
e) -2/3 


15. Si: Cosx=-3 a 90%<x <1800 


Calcular el valor de: TS 


a) 3/2 
d)-/2 


b) /2 
e) 5/2 


e) -3 4/2 


16. Si: TO => a 180%< 0 < 270% 


Calcule: TaZ 
2) -5/4 b)-52 03% 
d)-3/ e)1 


17. Aquéesigual: E= Cs -Ctgz 


a) Ta b) cas e) Taj 
x x 

d) Cigg e) = Ca; 

18. ¿A qué esigual: Ctg8”? 

a)3 b)5 . 07 


d)9 e) 1 
19. Reducir: E = Sec40"-Tg40 

a) Tg25" b) Ctg259 — c) Tg25* 
d) -Ctg2so el 


20. Si 7<0<n A Cosa =-% 


Calcule: 
= Y7 Ly a 
E .Sen Cos 


ajO b)1 e) /2 
4)2 222 
21. Reducir: 


H= (Tanx + Cotx) Sen2x 


yl 7 2 
aj b)=3 do 
2 
dG e)-=7 
23. St; 


ES y Ez 1 
d)1 e +1 


24. Simplificar la función f definida por : 


f 


¡E Sec?x + Csc?x ; qox<r 


a) 25ec2x b) - 2Sec2x 
e) 2Csc2x d) Secx + Cscx 
e) - 2Csc2x 


25: Indique la expresión simplificada de : 


=1+Cos2a . ¿Kn ez 


1-Cosda 2 
a) 4Cos%. b) ¿Cosa 
1s,2 Era 
1 di 
c) go a ) q a 
e) 4Senía 


Li: PS 3 
26. Si: Coso 13 00 


Halle: Cos 2 
2 PRO 
a Ys UE 9 3 


5 
A yb 


3 
y 3 


27. Señale el valor de Cos 


2-2 2+ 42 
a) 2 s b) 2 
2-1 2 +1 
ES Se 
4-J2 A 
e) z 
28. Reducir 
a) Cos6? b) Sen6? e) Sen3? 
d) Cos3" e) Sen122 
29, Si: 
Cosa=-É y 180%<a<270", 
hallar : . 
Tan» 
4 
a)3 DE c)-3 
5 
4 e)1 


30. Si: Tanz=n . donde x+ ir, 


entonces cuál de las siguientes 


alternativas es la correcta. 

2 
al Senx= 120, con 
1+n 1+n' 

2 
b) Senx=12% ; Cost = 2, 
1+x 1+x 
2 
ce) Senx = E ¿ Cosx= 11 
l+n l+n 
2x 1? 

d) Senx= ; Cosx = 

1+x2 142 


31. Sabiendo que : 
3Sen?x +7Cos?x = a +bCos2x 


Halle el valor de : 
M= 3a-2b 
a)9 b) 15 e) 13 
d)11 e)7 
32, Reducir: 
M= Csc2x+ Cscdx+ Cscóx+ ColBx 
a) Tanx b] Cotx ¿ Tanz 
xXx yx 
d) Cot e) Sat 7 
33. Reducir 
CscxCot%-1 
R= 
CscxTanX-— 
2x -TanzX 2x 
a) Tan*> b) Tania e) Cot: 


d) Tan e) - 


34. Si se tiene un triángulo rectángulo 
ABC, recto en B con A ángulo menor, la 
relación de catetos es a. 
Se tiene la relación : 

E= 7Cos2A + 5Sen2A 
Determinar el valor de E. 


a) 3d2+43 


y 2+/3 
e 3 
el 2+/3-/2-J6 


36. Sea: a+b+c=x 
Simplificar la siguiente expresión : 
Sen(3a — 2b + 2c) Sen(a + 2b + 2c) 

+ Cos[b + c) Cos(b + 2a + c) 


b) + 6+ 12 


d) 2-/2+43 
la 43 


a)-1 b)0 e) 1 


d) CosZa 


37. Si A, B yC son los ángulos internos 
de un triángulo y 


Sen(A + B) Cos(A + B) = 3 
¿Cuánto vale 1 + TanC? 


2)0 b)1 0)2 
d)-1 e) 3 
38. 


K>1 
Simplificar la expresión ; 


1 
uen+12 1 
E osA 


a) SenA - CosA 
on A A 

5 A A 

) Sen + Cos 


A 
c) 1+Senz 
d) CosA—SenA 


A cosA 
e) Sen Cos 


39. Hallarla suma delos valores máximos 
y mínimos de la siguiente expresión : 


ES Acost[3 2) «Boss 


A, B son constantes reales. 
aJB b)A a 
a eJ0 
40. Si Senzx=3 


Sen40” Cos40? 

22 D4 . dl 

1 1 
dz dq 

'm” en la identidad : 

sd +) Senima) 
aj2 b)4 c)8 
d)6 e)3 
43. El valor de: 


(Cosa Cosb)? +(Sena—Senb)? 


En función de ser( 252) es 


ame) tez) 
ads) atea) 
anto) 


44. Si: Tanx + Cotx- 2 = Sen2y - A 


A = [Seny +Cosy)? —(Seny-Cosy)? 
(Seny + Cosy)* +(Seny - Cosy)* * 


hallar: S= Tan*x + Cotóx 


aj4 b) Sen*2y  c)Sen2y 
d)1 e)2 
45. Sabiendo que : 
SenxSeny=2 FX4y=R, 
hallar ; Cos2(x — y) 
27 b) 1 e) W 


Siendo: Sen8 > 0 


P=2 SenO — Csco 
Sen*9 
Será: 
pS b) K+K" 
o) K-K7 a dk yk 
e) dk-kA 


47. Expresar en función de Tanx, la 
expresión: 


- ATan2x- Sec2a) ¿seas Tan? 
E Corax +Sec*2x— Tan*2x 
2 
(==) » (Ema) 
a) 1+Tanx ) 14+Tanx 
c) 1- ZTanx d) Tanx +1 
e) 1- Tanx 


48. Si: Tana=*% ;n0, 
n 


entonces el 
nCos2a + mSenZa es: 


valor de 


ajm+n b2m+n  c)2m-n 
djm ejn E 
49. Si: - 
Y = Tan?xSec?x +3Sec?x +3Csc2x + 
CotéxCsc?x , 

entonces : 
a) y=16CscÍx b) y =16Csc*2x 
e) y=Cscl6x* d) y =16Cscx* 
e) y=Csct2x 


50, Sea la ecuación : 
mSen>+nCos5+p=0 
¿Bajo cuál de las siguientes relaciones 


entre m, n y p, el valor de Tanz esúnico? 


RR e 
c) n2+p?=m? d) dm?+ 2 <2p 
e) m2+n2 =p 


51. Si x es un ángulo en el primer 
1 


cuadrante y Tanx = (2) ; encontrar el 


valor de la siguiente expresión : 
E= ( Sen2x ) 


52. El 
expresión : 


valor de X al simplificar la 


Xx «(Ml (Esa) 
1-Tana ) 11+SenZa 


a) 1+SenZa b)-1-Sen2a: 


eJ1 d)-1 
e) SenZa 


53. Si: Tan(A-459)=21, 
a+ 


y 
hallar : SenZA 
Za Za a 
3) I+a? s) a?-1 El l+a? 
Za a 
Y 1-a? e a?-1 
54. Si: Tan(x+45%=n ; nz0, 


calcular ; E = Sec2x — Tan2x 


a) ni b) 2n c) n? 
d) 2n71 e) n? 

Cosa 
55. La expresión T=Sena 5 


equivalente a: 
amels-5) 
c) 2T: ana + 2) 
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o) T 


2-2) 
24 
56. Hallar el valor de : = 
Tan2A +Tan2B - Tan 3% 


4 
Sabiendo que : 
TanA - TanB = 1 
Sen2A =-2+ 4Sen?A 
a)-2 b)-1 c)O 
d1 e)2 


57. Reducir la expresión : 
=3-Senfos Sen?(0+150*)-Sen?(9-150*) 


a) Cos[30"-20) b) Sen(30"-20) 
c) Sen26 d) Cos20 
e) Sen(60"-20) 
58. Calcular: 
Sen E 437 , 101 
E=Sen 16 + Sen 16 * q os + 
1031 
2 8 
dz d2 3 
al Dz dq 
1 
d-=3 ez 


cof 
d) Lal 5 )con 


e) 2"Cot(2"x)-Cotx 


60, Si: 
Cosa = Tan1”-Tan2? 
Cos0 = Tan1”-Tan4? 
Cosf = Tan1"-Tan6? 


Halle : R=TanS Tan 9 TanÉ 


2 
Sen?" [Cos7? 
a Sen? 9) Y Cos? 


ANGULO TRIPLE 


a) Tax 
d) Ctgx 


02. Simplificar: 

E = (Tg2A+TgA)(Cos3A+CosA)Csc3A 
a)1 b)2 e)3 
d)4 e) NA. 


03. La expresión que da Cos3x en 
términos de Cosx es: 


a) 3Cosx+4Cos*%x b) 4Cosx3Cos*x 
€) 3Cosx-4cos*x d) 4Cos3x-3Cosx 
e) 3Cos3x-4Cosx 
04. El valor de la expresión: 

Sen3a _ Cos3a 

Sena Cosa 

aj5 b)4 c)3 
d)2 e)1 
05. Si: Tax= x - Calcular; Tg3x. 
a) 3,07 b) 0,27 c) 3,27 
d) 32 e) 0,21 


06. SenZa = Cos3a, O<a< 
Calcular el valor de: Sena 


1+45 /5-1 5-1 
a) 5 b) > c) 3 
d) 20 e) N.A. 


07. Si: SenA = 2/3, entonces Sen3A es: 


aj1 b) 19/23 
d) 21/29 e) 22/27 


c) 27/22 
08. Calcular el valor de; 

F= (3 - 4Sen?109)(1- 2Sen2402) 
e) 12 


09. Simplificar: 


Cos*0-Cos30 , Seno + Sendo 
Cost Seno 


a) Coso b)Sen9 cl 
33 ej0 


10, Del gráfico mostrado, hallar: "x”. 


*x 
D 
4 
¡e 
3 
A B 
aj 4 b)7 e) 17 
d)8 e) 2/7 
11. Simplificar: 
Cos*20%+Cos*400 
Cos20%+Cos40" 
2)3 b)J4 0) 4/3 
d) 3/4 e) 3/2 
12. Reducir: 
2Cos6x . Sen3x + Sen3x 
a) Senóx b) 3Senóx — c) Sen9x 
d) Cos9x e) 3Cosóx 


13. La siguiente igualdad es una 
identidad: 


Sen38 , Cos38 _ 2KkCosko 


Seng  Cose 
Hallar: "K". 
ajO o b)1 e) 2 
d) 4 e 3 


14. Calcular: Sen*18%+Cos* 36" 


5 Y5 5 
az 0 4 
E E 
d) 6 e)- 4 
15. Calcular: Cot18%(4Cos18*-3Sec18*) 
aj1 b) 2 £)3 
d)4 e) 5 
16. Calcular: 
Tan9+Cot9-Tan27"-Cot27" 
a)2 b)4 c)6 
d)0 e)8 
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Calcular: 
Cos85"(1+2Sen80%) 
y3 1 y6 +2 
a) 2 Dz e) 4 
J6- 2 45-1 
d) e) 
4 4 
18. Simplificar: 
Tan3 0 (2Cos2 0 -1)(2Cos2 0 +1)Tan 0 
a) Tano b)Coto  ejO 
d) Tan3 0 e) Cot30 
19. Calcular: 
3Cos*10*.Sec'50*.Sec*70? 
a) 64 b)9/64  c)164 
d) 192 e) 64/9 
20. Calcular: 
2% ¿8005221 
gt 9 
aj1 b)2 03 
d)5 e6 


21. Siendo: Cot0=24/2 ;”8" agudo. 
Calcular : Sen3a 


aj u-j 1% 
a-5 7. 

2. Si Cos2x=3, 

hallar : Cos6x 

a% 2 al 
23. Hallar: Sen 111? 

3% ne JE 
a 0% 


24. Sabiendo que: 
Cota =-2/2 ; a elIC, 


C= SendaSeca 
1742 17Y2 2342 
36 a as 
a E 


d) a y c son respuestas. 
e) a, b y c son respuestas, 
28. Reducir: 
A = Sen3x _ Cos3x 
Senx  Cosx 


a) Cosx b) Sen2x 
d) 4Cos2x e)2 


c) Sendx 


29. Siendo: Seno=2, 
calcular: 1 = Cos30 


u 7 Pies 
az Dz d-3 
d)2 e) z 
30. Reducir 

C = (Cos3x + 2Cosx) Tanx 
a) Sen3x Cosx b) Tan3x 
c) Sen3x d) Cos3x Senx 
e) Cot3x 


31. Si: Sen3x = 0,25 Senx, 


aj2 b)4 6 


a 1] 


b) /14 e) 
d) Eld e) Y5 


e) Sec20? 


3 12 

a O 
3 6 

3 E 


38. Calcular el máximo valor de ; 
M= Tan3x.Cotx ; 


se(9:3) 


a) 17-12/2 b) 17+12/2 
e) 12+17/2 d) 12-17/2 
e) 5-/2 


39. Si: Senieo= 8, 


hallar el valor de M, 
si; 
MSec15' Sec9” = Sen15" Sen9” 


1 8 
548 9) Y5+1 

1 45-1 
dal5+4 TES 
e) 4(/5-1) 


40. Al simplificar la expresión : 
E= ” Sen54” Sen66” 
Obtenemos : 


a) Sen12? b) 2Sen6” 
c) Sen18? d) 2Sen12? 
e) Sen18? 
4 
41. Calcular el valor aproximado de la 
expresión ; 
S = Csc27" - Sec27” 
a) 3-45 b) 3445 


e) /2(8-45) d) 5+45 de ES 


e 34 va 
2 
42. Elvalor de 
yx = 144Cos20? 
3 
Es igual a 
a) Cot10” b) Tan10?  c)Cot20? 
d) Tan20? e) 2Tan10? 


1 
43. Calcular el valor de ,. 


Sen30Cos?0Seng - Cos39Sen?8Coso 


(Sen9Cos0)? 
aj1 b]-1 02 
d)-2 e) > 


44. En el triángulo de la figura, hallar el 
ángulo «., para que a sea doble de b. 


Sen17%+Cos13? 


47. Si:  Cos39=nCos13", 
halle: Tan?13? en términos de "n" 


3+n 2+n 3-n 
TES b) 1l+n e) l+n 
2-n l-n 
El 1+n 3 
48. Si JTon3x _n+l, 
Tanx  n-1 
halle: -SEnx_ en términos de "n" 
Sen3x 
aln+1 b) (n+1)* 92 
d)n-1 e) (ny? 
49. Sabiendo que 
Sen3x , Sen3y , Sen3z _ 
Senx ds Seny A Senz ds 
hallar 
L = Cos3x , Cos3y , Cos3z 
Cosx  Cosy  Cosz 
ajn+3 b)n-3 c)n+6 
d)n-6 e) 2n-6 


50. Delgráfico, hallarla medida del ángulo 


0 


a) 39 b)17- c) 36% 
d) 51? e) 48% 
51. El valor de: 


2Sec?10%Sec?50" Sec?707 es: 


128 bs 
EE a dá 


o|2 glo 


d) 192 e) 


52. El valor de: Calcular el valor de : 


G = Cot24* Cot57* - Cot24? L =Sec20 + Tan 
a)1 b)2 c)3 
2)2 b) /3 -2 d) 4 e) 6 
d)- 1 
Es E : 57. Calcular: 
53. Hallar el valor de la expresión : L = Tan130* Tan10? + Tan70? 
E] 2 2 Tan130* 
M= Tan*20%+Tan*40%+Tan*80? Tan10? Tan70? 
a)3 b)-3 c)2 
212 b)9 der da E : 
a) 1,23 b) 2,23 c) 1,36 
d) 3,23 e) 2,32 


Xx , 


58. Del gráfico, hallar : y 


a) /2Csc5" 0 b) J2Csc10* 


c) 2 ceo a) caros 
e) Le coo 


59. Del gráfico, hallar : x 


3 3 1 m jm+n n [min 
34 ypiess A 92m 
2, 1 n ¡m-n hn ¡m-n 
eS o a Da 


56. Desde un punto en tierra, se divisa lo 
alto de una torre; con un ángulo de % 2Y n 
elevación "9". Si nos acercamos una 

distancia igual a la altura de la torre, el 

ángulo de elevación es " 90-20". 


MISCELANEA DE 
TRANSFORMACIONES 
TRIGONOMETRICAS 


01. Reducir: 


E = Senóx +Senx 
Cos2x 


a) 25en3xCos2x 
e) 25en3x 
e) 2Cos3x 


b) 2Sen3x+1 
d)2 


02. Reducir: 
E - Sendx + Sen2x 
Sen3xCosx 


ajl 
d)4 


b)2 
e)5 


c)3 


03. Reducir: 


E - Sen40*+Sen20? 
Cos10? 


b) 1/2 
e) Cos10? 


a)1 e) 1/4 


d) 2Sen10? 
04. Reducir: 


E = Los3x+Cosx 
Cos2x.Cosx 


a)1 
d) Sen2x 


.b)2 
e) Cosx 


c) Sen3x 


05. Reducir: 


E = Sen7x+ Sen5x 
Sen6xCosx 


3 


ajl c) Tan10? 


d) Cot10? 
08. Reducir: 


E = Sen20%+Cos50% 


10. Reducir: 
E = (Sen70”+Cos70*).Sec25” 


a)1 ») /Z 5] Ss 
d) 12 
11. Simplificar: 


E = Sen3x - Senx 
Cos3x + Cosx 


e) 2 


b) Cotx 
e)2 


a) Tanx 
d) Cot2x 


12. Simplificar: ; 
E - Sen7x +Señ3x 
Cos3x —Cos7x 


5) Cotex 
e)1 


a) Tan2x 
d) Cotáx-.” 
13. Simplificar: 


E = Cosx - Cos3x 
Sen2x 


c) Tandx 


a) Senx 
d) -2Senx 
14. Simplificar: 


E= Senx + Sen3x + Sen5x 
Cosx + Cos3x + Cos5x 


b) Senx 
e) Cos2x 


c) 2Senx 


a) Tanx 
d) Tandx 


b) Tan2x 
e) TanSx 


c) Tan3x 


15. Transformar a producto: 
E = Sen2x + Sendx + Sen6x + Sen8x 


a) SenSxCos2xCosx 
b) 4SenSxCos2xCosx 
ec) 4Cos5xCos2xCosx 
d) Cos5xCos2xCosx 
e) 4Sen2xCos3xCosx 


Sen70+Sen10? 
16. Reduzca: O o Costo? 


c) Tan2x 


19. Transforme a producto : 
R = Sen3x + Sen5x + Sen9x + Sen11x 


a) 4 Cosx. Cos3x. Sen7x 
b) 2 Cosx . Cos3x . Sen7x 
e) 4 Cos2x . Cos3x . Sen7x 
d) 2 Cos2x . Cosx . Sen7x 
e) 2 Cos2x. Cos3x . SenTx 


20. Enun triángulo ABC; reducir ; 


L - SenzA—Sen28 
Sen(A-B) 

a) 2CosC b)-2CosC  c)2SenC 

d)-2SenC ej-CosC 


21. La expresión: Senx +Seny 
Cosx + Cosy 
Es igual a: 


E) 
0cdiz) ade) 


Sen(x+y) 
e) Cos(x+y) 


Senx +Sen3x 
Sen2x + Sená4x 
es igual a: 
a) = > b)1 
Cos2x a SenZx 
A) Sendx ) Sen3x 
e) Sen2x 
23. La expresión : 
Senx + Sen3x + SenSx + Sen7x 
es iguala; 
a) Sen4x + Sen12x 
b) Sen16x 
e) 4Senx Sen2x Cos4x 
d) Senáx 


e) 4Cosx Cos2x Sendx 


24, Transformar en producto la siguiente 
expresión : 
Cosdx + CosBx-+2-4Sen?x 


a) Cos2xCos3x  b) 4Cos2xSen?3x 

e) 2Cos2xSen?2x  d) 4Cos2xCos”3x 

e) 4Cos4xCos?2x 

25. Transformar en producto la expresión : 
E =SenA + SenZA + Sen3A 


2 
b) SenACos3A 

3A A 
e) 2C0s SA SenASen. 


a) Tanx b) Cos2x Cos3x 
€) 2Senx Cos3x d) Sen2x Sen3x 
e) 2S5en3x Cosx 
27. Reducir: 

E = 2Sen3xCos2x - Senx 
a) Senx b) Sen3x c) Senáx 
d) Sen5x e) Sen6x 
28. Simplificar: 

E = 2Sen5xCos3x-Sen8x 
a) Senx b) Sen2x e) Sen3x 
dj Sen4x e) Senix 
29. Reducir: 

E = 2SenxCos3x+Sen2x 
a)l b) -1 c) Sen2x 
d) Sen4x e) Cos2x 
30. Reducir: 

E = 2Sen5xCosx-Senóx 
a) Sen2x b) Sendx cJO 
d)1 e) Senx 
31. Reducir: E =2C0s40"Cos20?-Sen70? 
aj1 b) 12 c) E 
d) 3 e) 0 
32. Reducir: E = 2sen4xCos2x-Senóx 
a) Senx b) Sen2x c) Sen3x 
d) Sen5x e) Sendx 
33. Reducir: A = 2Cos5xCosx-Cos6x 
a) Cos2x b) Cos3x e) Cos4x 
d) Cos5x e) CosBx 


34. Reducir: E = 2Sen5xSen3x+CosBx 


a) Sen2x b) Cos2x €) Cos3x 
d) Cos4x e) Cos6x 
35. Reducir: 
E = 2Cos50"Cos10*-Cos40” 
a) 12 b) 2 e)1 
d) y3 e) 2 /3 


36. Reducir: 
E = 2Sen3xSenx+CosAx 
a) Cosx b)Cos2x  c)Cos3x 
d) Cos4x e) Cosóx 
37. Calcular: 
E - 25en3xCosx - Sen4x 
2Sen2x cos 4x - Senóx 
aj1 b) -1 cjO 
d) Sen6x e) Sen4x 
38. Calcular: 
E - 1-4Cos80* Sen70? 
2Cos80" 
a)-1 b) 1/2 e) 1 
d) -1/2 ej 0 
39. Simplificar: 
Ex Cos40Cos38 - Cos59Cos20 
Sen20 
a) Sen2 0 b) Sen 0 c) CosO 
d) Cos20 e) Sen4 0 
40. Reducir: 
E = 25en2x.Cos3x + Senx 
25en4x.Cosx - Sen3x 
a)1 b) -1 c) Senóx 
Senóx 
d) Senx e) Cosx 
41. Reduzca: 
H = -2Sen3xCosx — Sen4x 
2Cos5xCos4x- Cos9x 
a) 2Senx b)2Cosx  c)Senx 
d) Cosx e) ¿Cos 
42. Si: 


P(x) = Sen3x CosZx + Sen3x Cosdx 
- Senx Cosóx 


Calcule : P, 
ES 
(35) 
a)1 b) 3 e)2 
a) J3 e) E 


d) 


A Xx B 
a) 2,582 b)3,156  c)2,216 
d) 3,108 e) 2,748 
46. Si el ángulo A mide pr. 
hallar el valor de : 
Í = CosACosl0A 
Cos2A +Cos4A 
2 
aj1 b) => c) 3 
1 Ss 
d) 2 e) 2 


a 2) 
a la) 
eE) 


48. Cuál de las siguientes expresiones 
equivale a : 2Cos6x Senx» 


a) Cos7x + Sen5x 
b) Cos7x + Senx 
c) Sen?x + Sen5x 
d) Sen7x + Cosx 
e) Sen7x- Senóx 


49. Lasuma de los senos de tres arcos en 


c)-1 
d) 2 e) No 


50. Si: 
Sena +Senf =a 
Cosa + Cosf =b 
(a? +1? 20) 
Calcular : Cos(a +f) 


a) at4p? a 


ac+b' 


b?-a? 
e) ab 
SL Si: 
Senx + Seny = a 
Cosx - Cosy = b 
calcular : 
m - 1+aSeníx — y)- Cosíx — y) 
a+ Sen(x — y) +aCos(x — y) 


a) 241 b) ab dazb 


-b 2 
y $ 
52. Si:Sen2x + Sen2z=0 y 2-x= a 
los valores de Cos? + Cos%x serán : 


2-42  y2-1 
al 2 va 


EA 
db) A de 


2 
e) ml , 28 


53. Transforme a producto : 

W =Cos2a + Cos2f + Cos28 + 
Cos2(a +f +0) 
a) 2Cos(a +f)Cos(f + 0)Cos(0+«) 
b) 4Cosfa + P)Cos(P+0JCos[0+ a) 
c) 2Sen(a + f)Cos(f + 8)Cos(8 +a) 
d) 4Cos(a +PjSen(f + 0)Cos[(8 +a) 
e) 4Cosía — f)Cos(f -8)Cos(9 + «) 


CPE ZRWAES 


o 
FTORIAL RUB 


NOCIONES DE FUNCIONES TRICONOMÉTRICAS DE 
NÚMEROS REALES 


“función 


trigonométrica” al conjunto de 


Denominaremos 


pares ordenados (xy), de los 
cuales, los primeros elementos 
son números reales (ángulos en 
grados sexagesimales), y los 
segundos elementos vienen a ser 
los correspondientes valores de 
las razones trigonométricas de 
dichos ángulos. 


Consideremos la razón 
trigonométrica Senx, si a esta le 
denominamos "Y, 
tendremos. 


entonces 
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Esta regla de correspondencia da 
lugar a un conjunto de pares 
ordenados, que en conjunto, se les 
otorga el nombre de función 
trigonométrica, que por supuesto 
contará con un Dominio, Rango y 
también con una gráfica. 


Dominio de la Función: 

Llamado también campo de 
definición o existencia. Es el 
conjunto de valores que toma la 
primera componente ó conjunto de 
valores que toma la variable 
independiente (valores de *x”). 


Variable 


Variable 
Dependiente Y) 0) Independiente 
TES 


Ejemplo 1 


Sea Y = Csocx; hallar el dominio. 


Resolución: 


Y =Cscx= 


Senx 
> Senx + 0 
xs*Kn(KeZ) 


Dy=R-Kxn (Ke Z) 


Ejemplo 2 


1 


Hallar el dominio de Y: ————-—— 
Senx+Cosx 


1 


— Senx+Cosx 


> Senx + Cosx » O 


(ea 1 
12 Senxs Look |=0 
2 2 ) 


> 5 .Senx + E +0 


Sen x+= J»=0 
x+ e Kar; (KeZ) 
x=K Fez) 


DY =R- (Ka 2) (KeZ) 


Ejemplo 3 


Hallar el Dominio de Y = Tg2x + 


Cotx. 


Resolución: 


Y = Tg2x + Cotx 


> Para Tg2x: 2x + (2K+1)% A > 
Para Cotx: 


rn 
4 2K+1= 
> e +1%) 


 [Dy=R- (ecos ay (Kez) 


Rango de la Función: 


Plamado también campo de 


variación o codominio de una 
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función. Es el conjunto de valores 
que toma la función o valores que 
toma la variable dependiente 
(valores de "Y”). 

Ejemplo 4 

Calcular el rango de Y: 1 + 4Sen3x 


Resolución: 
. Y =1 + 4Sen3x 


Como “X” no tiene restricciones 
entonces X e R > 3Xe R 


Luego: 

- 1 < Sen(3x) < 1 

- 4 < 4Sen(3x) < 4 
-3 <1 + 4Sen3x < 5 
-3<y<5 

Y € [-3;5] 


Ejemplo 5 
Calcular el rango de: Y = Sen'x + 
Cos*x 


Resolución: 

Y = Sentx + Costx 

Como “X” no tiene restricciones 
entonces X e R 


Y = Sentx + Cos! + 2Sen*x Cos*x 
- 2Sen?x Costx => 2x ER 

A ON O 
2Sen*xCos*x 


Y =1- 3 (2SeméCos'x) Ss. Abr 


(2SenxCosx )? 
2 


2 
TY Sen2x 
2 


Luego: 


1 <Sen2x < 1 


O < Sen?2x < 1 


OBJETIVOS : 
* Explicar la idea de función. 


* Definir dominio, rango y gráfica de una función real 
de variable real. 


* Reconocer las características principales de las 
funciones trigonométricas ; como su dominio , rango, 
gráfica, periodo , ete. 


+ Utilizar las gráficas de las funciones trigonométricas 
para explicar el comportamiento de ciertos fenómenos 


de la vida diaria. 
IVTRODUCCIÓN : 


En muchos de nuestros que haceres cotidianos las 
relaciones entre los elementos de dos conjuntos juega 
un papel muy importante. Como por ejemplo; un 
padre relaciona la edad de sus hijos con su peso, un 
agricultor relaciona su producción con sus ingresos, 
el desgaste de una máquina con el número de horas 
trabajadas. Estos ejemplos se pueden representar 
matemáticamente a través del concepto de función, 
que al parecer fue introducida por René Descartes 
(1596 - 1650). El concepto de función es algo abstracto, 
sin embargo la representación gráfica de una función 
(Gráfica de una función), nos muestra con claridad el 
comportamiento de este tipo de relaciones, en 
diferentes problemas reales como: la simulación del 
crecimiento anual de una población, desplazamiento 
de un móvil en un tiempo dado, reproducción de una 
bacteria, fenómenos económicos (oferta y demanda, 
consumo, ingresos) y muchos otros fenómenos como 
en la medicina, física, electrónica, psicología, ete. 
Las funciones reales de variable real son las que 
dependen de una sola variable (como en el caso de la 
longitud de la circunferencia que depende solo de su 
respectivo radio). 

La idea de función la entendemos también como la 
relación que existe entre dos conjuntos, donde a cada 
elemento de un conjunto le corresponde uno y solo un 
elemento del otro conjunto. 


Así por ejemplo, en esta aula , si en un primer conjunto 
A colocamos a todos sus integrantes y en otro conjunto 


B colocamos los nombres y apellidos de dichos 
integrantes, tendremos en consecuencia que a cada 


elemento del conjunto A le corresponde un solo 


elemento del conjunto B. 

a E) 
Formalmente una función real de variable real, queda 
definida por su regla de correspondencia y = f (x) donde 
a cada elemento de la variable independiente (x) le 
corresponde uno y sólo un elemento de la variable 
dependiente (y). 

En el estudio de las funciones trigonométricas directas 
observamos que su propiedad fundamental es la 
periodicidad, ya que es un instrumento matemático 
para describir todos los fenómenos periódicos como los 
latidos del corazón (mediante el electrocardiograma) 
y las ondas sonoras. La mayoría de animales obtienen 
información del medio ambiente que los rodea 
detectando algunos tipos de ondas, y se comunican 
entre sí, produciendo otros tipos de ondas; por ejemplo, 


el hombre detecta la frecuencia de la luz y el sonido, 
con los oídos, y la radiación infrarroja con la piel. 


CONCEPTO DE FUNCIÓN : 


Sean A y B ciertos conjuntos numéricos diferentes del 
vacío , se llama función f al conjunto de pares 
ordenados (x;y) tales que para cada xeA existe uno y 
sólo un elemento y e B. 


DOMINIO DE UNA FUNCIÓN : 


Es el conjunto de todas las primeras componentes de 
los pares ordenados que define a la función, y se denota 


por Domf =íxe A l(x;y)ef) 


A la notación y=f(x) se le llama regla de 
correspondencia o dependencia funcional. 


se lee; y igual a f de x, donde la variable y se dice 
variable dependencia y la variable x, variable 
independiente. 


FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL 


Se llama así si a cada número real x le corresponde un 


oia Y. 
GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


Se denomina gráfica de una función real de variable 
real al conjunto de puntos en el plano cartesiano cuyas 
coordenadas satisfacen la condición y =ffx). 


* Dada la función: y = fx) 
x : variable independiente (dominio) 
y : variable dependiente (rango) 


* y=x+3 


Como y = f(x), entonces, Dom(f) =R y Ran(f= r 


* y=? 


x 


mon On ale 


entonces :Dom(f)=R A Ran(f) = [0; +00> 


NOTA : 


Si la gráfica de una función y = corria 
precisión, usualmente es posible ver el dominio y 
rango de f. o SAR ee POS 


CN 


intervalo u otro conjunto de números reales en el ejeX 
(se proyecta la gráfica de f'sobre el eje X), y el rango de 
f'es algún intervalo u otro conjunto de números reales 
E 


Sabemos que por cada x en el dominio de f corresponde 
un valor único f(x) en el rango. Esto significa que 
cualquier recta vertical que intersecte la gráfica de f 
puede hacerlo como máximo en un punto. Y viceversa, 
si cada recta vertical intersecta la gráfica de una 
relación por lo menos en un punto, entonces la relación 
es una función. 

A continuación , se tiene la gráfica de algunas funciones 
que se usarán con frecuencia. 


y=1xl 
Y 


FUNCIÓN PAR 
Una función es par si : 
f-x)=f(x) 
* Ejemplo de funciones pares: 
y=fíx)=x"-1 
* Probando 


¡Vx,- x e Domf 
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N-2)=(-21*-1>f(=4) =5*-1 FUNCIÓN CRECIENTE 


* E > f-—x)=, 
pesas al Una función f es creciente en un intervalo I de su 


dominio, para todo par de número x, y x, de dicho 
intervalo, se cumple que. 


x,<x2 > fíx,) < fíxz) 


EJEMPLO: 


y fía) 


OBSERVACIÓN : 
El gráfico de una función par es simétrico al 
eje Y (eje de ordenadas). 


E Om es FUNCIÓN DECRECIENTE 


* y=c08x * y=secx 


Una función es f decreciente en un intervalo I de su 
FUNCIÓN IMPAR dominio, si para todo par de números x, y x, de dicho 


. S % interval le. 
Una función f' es impar si: A 


=J=-16) Na x= Domf] ER < xs > f(x,)>f(x2)| 
EJEMPLO FUNCIONALES IMPARES : 
* y=flx)=x" 
Probando: 
Max)J=(-2 > M-x)=-3* 
> -x)=- fíx) 
* Graficando: 


FUNCIÓN PERIODICA 


Se denomina de esta manera a aquellas funciones cuyos 
valores se repiten cada cierto intervalo de su dominio. 
Gráficamente muestran un tramo repetido cáVa cierto 
intervalo de su dominio, denominándose al menor valor 
de dicho tramo: periodo principal de la función, 
denotándose por “T” (También se le llama periodo 
mínimo). 


* Por ejemplo en las gráficas siguientes : 


* Otras funciones impares: 
* y=8senx * y=cotx 
* y=tanx * y=cscx 
OBSERVACIÓN : 


El gráfico de una función impar es simétrico 
al origen de coordenadas. 
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Matemáticamente, dada la función: 
e 
Si existe un número real “T” (T'0), tal que: 


f(x+T)=f(x) ¡Vx,x+T e domf 


OBSERVACIÓN : 
El número T se denomina PERIODO PRINCIPAL, 
si es positivo y mínimo entre lodos los periodos 
positivos. 
EJEMPLO: 
* Sea flx)=co8x 
* Entonces : 
Fx +T)=f(x) > cos(x+T)=co08x 
* Desarrollando: 
cosxcosT-senxsenT=c08x 

* Para que se de la igualdad podemos concluir que: 

cosT = 1 psenT =0>T=2kx 

>T=0;2x; 4x; 6x; 8x 

> periodo mínimo es 2x 
+CONOLUSIÓN ¡ 
Las funciones que tienen un patrón repetitivo son 
llamadas funciones periódicas, 
Si una función f cumple la propiedad flx+ T) = fx) 
para todo x de su dominio , siendo T una constante 
real diferente de cero , entonces fes periódica. El menor 


número positivo T se denomina periodo (periodo 
principal o periodo mínimo) de la función f. 


La característica principal de las funciones trigonométricas es 
que son periódicas, lo que ocasiona que su uso sea frecuente 
para modelar de forma matemática diversos fenómenos reales. 


FUNCIÓN ACOTADA 
Se dice que una función f, es acotada, si 3M e R 


tal que: |f(x)| < M ¡Vx e Domf |. 


EJEMPLO: 

La función f(x)=cosx es acotada, ya que 
los x|< 1,Vx e R tal que M puede tomar cualquier 
valor mayor o igual que 1, además del rango de la 
función se observa. 


EDITORIAL RUBISOS 
FUNCIÓN CONTINUA 


Y DISCONTINUA 


La noción intuitiva de continuidad de una función en 
un punto está relacionada estrechamente con el 
aspecto gráfico de la función en los alrededores del 
punto , sugerimos que lea la siguiente definición 
provisional de lo que es una función continua. 

Una función y=f(x) es continua en un punto x=a de 
su dominio, si en ese punto la gráfica de la función no 
presenta saltos (se puede realizar su gráfica sin 
levantar el lapicero). 


Y fu 


discontinua en x, 


continua 


NOTA : 


La definición formal de continuidad de una función lo podrás 
observar en el capítulo de límites y derivadas trigonométricas 


ESTUDIOS DE LA FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Las funciones trigonométricas son el conjunto no vacío 
de pares ordenados (x;y) tal que la primera 
componente es un valor angular expresado en radianes 
(número real) y la segunda componente es el valor 
obtenido mediante una dependencia funcional. 


FUNCIÓN SENO 


El dominio de la función y=senx son todos los números 
reales. 


F=((x;y)/y=Senx,x e R) 


En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados 
de dicha función, nótese que los valores del dominio 
(x) están expresados en radianes y son ángulos 
especiales del primer y segundo cuadrante, de tal forma 
que los valores correspondientes de la imagen (y) son 
fáciles de calcular. 


* Tabulando valores que x e y 
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ma 3, 
A 


Tr YA 


sonal. EA Ey 25 huano.. 


(0,0), E A 0 rs DE 


* Llevando estos valores al sistema de coordenadas 
rectangulares obtenemos su gráfica: 


(senoide) 


E > X 


A 
O PA 


3) Es una función continua en su dominio . 
4) Es una función impar: sen( — x) =-senx 


(la gráfica presenta simetría con respecto al origen de 
coordenadas), 


5) Es una función periódica : T=2x; sen(x+21)=senx 
6) Curva 
senoide : siP(x, : yp)e y=8en x > yo=8en xy 


7) La función está acotada inferior y superiormente. 
Valor máximo = 1 ; Valor mínimo =-1 


va par positivo 


Vn impar positivo | —1< Sen"x<1 


Estos puntos y muchos otros más se ubican en el plano 
cartesiano y determinan una curva que es 
precisamente la gráfica de la función seno. 


* De donde podemos concluir: 
1) Dominio: R 
Rango : [-1;1];-1< senx< 1 


2) Es un función creciente YX EG +20 74 2h) y 


croata Wec (2 +23 42h): REZ 


FUNCIÓN COSENO 
F=((x;y)/y=c08sx;xeR 


* Tabulando valores para x e y : 


3n Sn 

ol Í Tr Tn oa | 
ela |3|21*12/*/>3 
1j0,8|0,7|0,5/0[-1| o | 1|0| 


* Llevando estos valores al sister 
rectangulares obtenemos la grá! 


Col con DE 0 en dE; Lar.) 
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* Análisis del Gráfico: 


AAA 
* De donde podemos concluir: 
1) Dominio: ; 

Rango: [-1;1] ;-1<.eosxr>1 
2) Es una función creciente Vx € (21; 2kx +71) y 
decreciente Vx € (r+2km;27 + 2kr);h € Z 
3) Es una función continua 
4) Es una función par : cos(—x) = cosx 
(la gráfica presenta simetría con respecto al eje Y ). 
5) Es una función periódica : T=21,cos(x+2x)=c08x 
6) Si: P (x, ; Yo) e y=c08x > Y¿= 203%) 


7) La función está acotada inferior y superiormente. 
Valor máximo = 1 ; Valor mínimo =-1 


WYn par positivo 0<Cos"x<i 
par po. 


Vn impar positivo | —1<Cos"x<1 | 


FUNCIÓN TANGENTE 


tft) ER” ly=tanx; e R- (cn +1) 3) meZ 


Para determinar los puntos de la función tangente se 
da valores a «x» (números reales), como se muestra 
el cuadro adjunto: 


pa] o a | as2 foma] a [sa10] 3012 [rusa] 23 ] 
Ly [ofi [wef a To fi [msef a] o] 


De acuerdo con lo obtenido en este cuadro, algunos 
elementos de la función tangente son: 


a ELA ALLI 
Tan (coin 7 D,(0),( 3 Di ru 1,(20),... $ 


* De la gráfica de obtiene: 
1) Dominio : 

DomP=R-(2n+1)5 [neZz=>x+(2n+D05/neZ 
2) Rango: RanF=R > -o<Tgx<-+o 


La función no está acotada inferior nisuperiormente, 
esto significa que no tiene máximo ni mínimo valor. 


3) Curva: 
Tangenoide; Si: Plxg ; Yo)= y=Tg8 > Yo=T8%o 
4) Función impar : Tg( —x)=-Tgx 


65) Función creciente Vx € q Heroe); Rez 


6) Continua : Vx e [Zonas Zonx]; nez 

para todo x del dominio, entonces la función es Impar. 
7) Periodo T=x> Tglx+1)=Tgx 

8) Asintotas : + =(2+1)5/n ez 


Observe que la función y = Tan x no está definida 


op 2,37 57 | 
para: 32 *3* 


= (2n+ Zin € 2) 


FUNCIÓN COTANGENTE 
f=1 (x3y)e R?y=Cotx;xeR-(nx);neZ) 


()— —(+) 
Cotf 


Y Cota 
a, 
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cotangentoide 
Y 


2 X 


asíntotas 


* De la gráfica se obtiene: 

1) Dominio: DomF=R—na>x>+nx/neZ 

2) Rango : RanF=R >—o< clgx <+w 

3) Curva : CONTANGÉOIDE ; si 
Plx,;x,) e y=ctgx > y,=ctgx,, 

4) Función impar : ctg(-x)=-ctgx 

6) Función decreciente en su dominio 

6) Continua : Ve e[nx;nx+x];ne Z 

7) Periodo : T=x > ctg(x+x)=ctgx 

8) Asíntotas : x=nx/n e Z 


FUNCIÓN SECANTE 
falta e R?ly=8ecx e R— (tren) ¿ne 2) 


Y =SCCX.son....(secantoide) 


* De la gráfica se obtiene: 


1) Dominio : DomP=R-(2n+1)% ne Z 


2) Rango : RanF=(-o ;-1]u[1 ;+0) > [Seex <-1v Seex>1] 


RESUMEN : 
[me | ic o a ergo 
[y=sene]” RR] TEN | mega | 2% [impar[ r=rk;kez | 


3) Curva; SECANTOIDE ; 
Si: Plzo yo) e y=8e0x > Yy=8ecxy 


4) Función par: sec(— x) = secx (la gráfica presenta 
simetría con respecto al eje Y ) . 


5) Periodo : T=2x «...... (es periódica) 


6) Asintotas : x=(2n+1)5 /neZ, es decir que es 
continua en VY € (Fans an): nez 


FUNCIÓN COSECANTE 
f=1(x;iy) e R?ly=cscx;xe R=(nx);ne 7) 


El 
E A 
* De la gráfica se obtiene: 
1) Dominio: DomPF = R—nx/ne Z 
2) Rango : RanF=(-a;-1]u[1;+0) > [Csex <-1v Cocx 2 1] 
3) Función impar: esc( —x)=-esex 
4) Periodo : T = 27 ......es periódica 
5) Asíntotas : x =nx/ne Z 


6) Curva : COSECANTOIDE ; si 
Plxos Yo) e y > 080x > y =080x, 


7)creciente vee (F+2rrmithr)s he ZV vee (rats 3 2h) y 


decreciente e € (252 + q): rez v use (S5+2tn: 292) 


DOMINIO DE LA FUNCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 
Es el conjunto que tiene como elementos a los valores 
de la variable “x”(en radianes); de tal manera que la 
función exista. 


2 a 


Di) pe eR*>a>0 A a 


EJEMPLOS: 
Hallar el dominio de las siguientes funciones: 
ID) y=senx 1D) y=cigw 
RESOLUCIÓN: 
LD) y = senx 
> ubicamos los"x"en C.T. 
" > se observa que existe los 
Senx ¡Vx e R 
> DomF =R ó también —w<x<-+o 


HI) y=3secx - cscx 


Il) y = ctgx EE. 
* Sabemos que Y= 
denominador: 


es fracción existe si el 


DIBenxt0>7> 70 m3 2H ocio 
* Es decir:x +*nx/ne Z=>DomF=R-—nx/ne Z 
UI) y=3ecx - escx 
1 1 S y 
* Sabemos que y=-—————— esta función existe 
cosx  senx 


si > cosx+0nsenx +0 
2. 3x 6x 


* Es decir: 5 PRA Ei ¡ROIG LH fncnronor 
3x 
* Ordenando: x0L 3' er 2 77 HA 
xn. 2 3. dx 
x*0; 3 3 35 Gra me z 


>DomP=R-"F/neZ 


A continuación se indica el dominio de las funciones 
trigonométricas elementales. 


1) y=senx; Dominio: R ó -o <x<+wo 
2) y=cosx ; Dominio: Ró —o<x<+wo 


3) y=tgx; Dominio: R-(2n+D5 /n ez 


4) y=ctgx ; Dominio: R-nx/ne Z 


5) y=secx; Dominio: R-(2n+05 Ine Z 


6) y=escx; Dominio: R-nr/ne Z 


RANGO DE LA FUNCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


Es el conjunto que tiene como elemento a los valores 
de la variable “y” tal que y=F.T(x). 


Los criterios que se tiene para calcular el rango de 
una función trigonométrica es dependiendo de la forma 
y tomando en cuenta los criterios de las funciones 
reales. 
EJEMPLOS: 
Hallar el rango de las siguientes funciones: 
D) y=senx Il) y=2senx+3 IHI)y=3senx + 4cosx+1 
RESOLUCIÓN: 
Dy = senx 
* Sabemos que la extensión de: 
-1< senx<1,VxeR 
>-1< y<1> RanF=[-1;1] 
11) y = 28enx+3 
* Sesabe que: -1<senx< 1l;VxeR: 
* Formado la función: -2< 2senx < 2 
=>1<2sen<+3<65 
>1s y<5=> RanF=[1;5] 
1) y= 3senx+4co8x 
+ Se sabe que: 


—/37+4? < 3senx+4cosx </32+4? ¡Va e R 


propiedad de ángulos compuestos 
> Ss 3senx+4cosx < 5 
> 4 s< 3senx+4cosx+1<6 
> 45 y <6 > RanF=[-4;6] 
* En el cuadro adjunto se muestra el rango de algunas 
funciones elementales; 
¡Si n es par positivo Si n es impar positivo 


[0 < 1g"x<-+0] Costg"x<+o] 
SE 
1<sec"x<+o [secta <-1 y secx2 1] 


mTRIGONOMETHIA 6 
* Recordar: 


D VxeR* 


HI) WVxeRr* 
> ax +2<8y ab 
x 
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de “n” y “B”; mediante el siguiente criterio. 


205 (2n+1)x (+15 (4n+3)5 


(Qutno 


nx 
2 
DETERMINACIÓN 


DEL PERIODO PRINCIPAL 
Sabemos que las funciones trigonométricas son 
periódicas (sen , cos, sec, esc: 27 ; tan, cot:x); sin 
embargo este periodo es susceptible de ser modificado 
cuando sobre la función se efectúa en algún tipo de 
operación o sobre la variable. Aquí vamos a dar un 
criterio de análisis del periodo de una función. 

* Se define; A € R=10) 
B e R-(0) 
CeR 

n eZ-10) 
0 ER 


* Donde su periodo es “T”; el cual solo va a depender 


Y=f 7 A(P.T)” (Bx+0)+C 


* Donde: 
*A : Indica “estiramiento” o “encogimiento” 
vertical de la gráfica básica. 


*C : Indica “desplazamiento” vertical de la 
gráfica básica. 

*9 : Indica “desplazamiento” horizontal de la 
gráfica básica. 

* B : Indica “estiramiento” o 
horizontal de la gráfica básica. 


“encogimiento” 


EJEMPLO : 5 
* y=f¡,=2sen4x+1=> Pr > T=> 


* y= fuo= 2cos*5x-1 => T= e 
Ed 27 A 
*y= fiy=3oen' 40+2)> pi Gica 


* y= fy=4lan” (5% a > T== 


* y= fi =2sen* 27 =D) => T=6x 


6 
Ahora bien, si la función a analizar no tiene las 
características de la mostrada en la fórmula, se deberá 
usar de la definición matemática de función periódica; 
esdecir; damosa y =fíx);x,x + T,x-TeD,, se 
deberá cumplir: flx+T)=f(x); T: periodo principal de 
la función. 
OJO: 
El menor valor positivo de T' se le denomina periodo 
mínimo o simplemente periodo. 
EJEMPLO: 
Hallar el periodo de la siguientes funciones: 


DF(x) =sen2x y II)F(x)=co8(cosx) 
RESOLUCIÓN: 
DF(x+T)=F(x) =>  sen(2x+2T)=sen2x 


SPUNCIONES  TRIGONOMETHICAS 1 > ]884| EDITORIAL RUBIÑOS 


> sen(2x+2T)- sen2x=0 
> 2cosxsenT =0 
>senT=0>T=x,2%,3H..cmoo0. 


> periodo mínimo: T=1x 


I)F(x+T)=F(x) > cos(cos(x+T))=c08(cosx) 


* Aplicando el criterio de reducción al primer cuadrado 
se reemplaza T por los ángulos cuadrantes; 


* si T=5 > cos (cos E +2) ,cos(cosx) 
* si T= > cos(cos(1+x))= cos(cosx) 
* si r> > 008[ cos E +x)) + cos(cosx) 


* si T=2x > cos(cos(2x+x))=co8(cosx) 
> T=7x,21,3X,...... > periodo mínimoT=x 


CÁLCULO DE PERIODOS DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Sea la función: F(x)=AF.T. ”(Bx+C)+D para calcular 
su periodo interviene las constantes n y B. 
D Si F.T .: sen, cos, sec, esc . 


* PARA n IMPAR: 1-5 


B| 
* PARA n PAR: T=2_ 
1B| 
EJEMPLOS : 
L2x_x 
* F(x)=28en*4x => T=22=2 
(a) n == 7 


ba! F(s)=3008 E => T=G= 5x 
5 
) > TS 
3 


* F(x)=2c8c* (6%+2) > T==5 


2 


= az 
* F(x)=48ec E 


1) SIF.T.: Tan ,Ctg 

. n : == 
PARA n PAR O IMPAR : T: 15 

EJEMPLOS : 


* F(x)=2Tg*4x > T=> 


* F(x)= 31g* ES “ Dar 7- 


4 
. Ela)= tg" (55 T=F=3% 

3 
*ais F(x)=A]F.T.(Bx)|para todo F.T.=T=E 


GRAFICAS ESPECIALES 


€) 1) F(x)=AsenBx;(A>0) 


.2x 


1 A ; Min:-A 
iodo: 
Perio B 


Max:A ¿Min: - A 
11) F(x)=ACosBx;(A >0) 
$ Periodo: = 


2% 
B 


1 
t 
¡ 
' 
1 
1 
1 
1 


A E | 


Max:A ;Min:0 


Ed 
Periodo: = 
eri B 


(9 1) F(x) atenas 
Y, 


Max:A ; Min:0 
11) F(x)=A|cosBx|;(A>0) 
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RESOLUCIÓN: 


DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL : 


Dada la gráfica de la función : y=f(x), para construir 
la gráfica de la función y=y=f(x-c) es necesario 
desplazar la gráfica de f a lo largo del eje de abscisas, 


* A la derecha si: e > 0 
* A la izquierda si: e < O 
F(x) = Asen(Bx + C) 


REGLAS PARA LA CONSTRUCCIÓN 
DE GRÁFICAS DE FUNCIONES 


DESPLAZAMIENTO VERTICAL : 


Dada la gráfica de la función y=f(x), para construir > Desplazamiento Horizontal == 
la gráfica de la función y=f(x)+e es necesario 
desplazar la gráfica de f'a lo largo del eje de ordenadas. 


* Hacia arriba en e, unidades si: e > 0 


mia 


* Hacia abajo en e, unidades si: e < 0 
F(x) = ASenBx+D > Desplazamiento Vertical = D 


Nh pap 


> 


Sñrcoses racoNomeracas 1886] EDITORIAL EUROS 


RESOLUCIÓN: z 
— 
a Desplazamiento 3) x (Desplazar, 
Horizontal: “(2 ) 6""""""aladerecha) 


D) Graficamos : F(x)=3sen2x 


NOTA: 
* Si F(x)= sen|x|=> No tiene periodo. 
* Si F(x) = cos|x|= cosx > Periodo: 27 
* Si: F(x) = tg |x| > No tiene periodo. 
GRÁFICAS GENERALIZADAS 
a) F(x)=Asen(Bx+C)+D, (A > 0) 


Donde: 


Práx=YF, 
D Amplitud; A==2éx_—mín 


2 
Siendo: Fy¿, =A+D yy, Fs =A-D 


I)Periodo: T= ES 


111) Desplazamiento horizontal: <= 
TV) Desplazamiento Vertical: D=F., ¿A 


OPUESTO DE UNA FUNCIÓN 


Dada la gráfica de la función y=f(x), para construir la 
gráfica de la función y=-f(x) es necesario reflejar en 
forma simétrica a la gráfica de f con respecto al eje de 
abscisas. 


EJEMPLOS: 


VALOR ABSOLUTO 


DE UNA FUNCIÓN 

Dada la gráfica de función y=f(x), para construir 
la gráfica de la función y=|f(x)]es necesario 
invertir sin cambios los tramos de la gráfica de f 
que están por encima de eje x y refleja en forma 
simétrica a los tramos de la gráfica de f que están 
por debajo del eje X. 

EJEMPLO : 


ATHIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 1: 


Señale el dominio de la función : y=f;,)= Ea 
senxl 

ar B)R-(2n+1Z— CIR-(20+1)% 

D)R-(nx) EJR-(2nx) 

RESOLUCIÓN: 


Para la determinación de dominios de funciones en 
general, básicamente debemos buscar donde se 
indetermina la función para de allí despejar el dominio. 
En el problema por, ejemplo el denominador debe ser 
diferente de £, esto es: Senx-1x=0> senx +1 
(recuerde que en la C.T. en Bysen0”=1) 


+ (4n+DZ,neZ 
E Ed 
>Dp: r-((2n+02) 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 2: 


Señale el dominio de la función: y=8(,)= == 


sen2x+1 


ar B)R-(2+07 C)R- (4n+3)7 DIR-=5 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso: 

en 2x+1+0> sen2x +-1 


> 2x+(4n+9)Z>x +(4n+9) En eZ 


>D¿:R- (tan+9:2) 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 3: 


Señale el dominio dela función: y = hy, = 2229%+1 


cos2x +1 
AJR-(nx) B)R-[(2n+1)7) OIR-(2n+ DE D)R-(4re8)2 


RESOLUCIÓN: 
* En la función: 
cos2x+1+0 => cos2x +-1 


>: (2n+15=> D,=R- (c2n+02) 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 4: 
Señale el dominio de la función: f,,=2tan2x+1 
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ARE B)R-(2mD7 CIR DE D)R-(4n+17 
RESOLUCIÓN: 


que: tang==P9 
2sen2x 
23 = fa Ta +1 
* Debe cumplirse: S 


cos 2x + 0(enByB': coseno=0 


>2+(2n+DhneZ . 


x a 
xa (2n+D5 > D,R-(ten+7) 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 5: 


Señale el dominio de la función: y = £(-, = e 


¡Bx-senx 
A)JR- 2D E B)R-ínx) vamo 


crap IZ 
alta 
RESOLUCIÓN: 
*En el denominador: i 

sen3x — senx + 0 

> 2senxcos2x +0 
* Luego: senx +0 y cos2x +0 
* Entonces; 

x+nxy2x +(2n+1) hm Z 


z nz nx 
o(2n15) DIR--7 EJR--7 


Sen y2x + (2n+1)E nez 
>isnxyx+(2n+1) = 
>D,=R- (ins) o(2n+07) 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 6: 
Señale las funciones: y=f,,=senxcos2x, y 
g(x)=tan3xcosx*sen |x| ;si son pares(P) ó impares 
(D. 
AJBP B)BI C)1,I D)I,P E)No se puede precisar 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que: f, .,=f,,: par y f,.,==f, : impar 
D fj=8enxcos2x > f,..=8en( — x)cos( — 2x) 


= feos - senzcos?a=- fa) 
Stay 


>f :es impar 
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AA ¿=tan( — 3x)c00( —x)*sen|-x| 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 7 
Si consideramos M el valor máximo que asume la 


función: fla)="” 
y Nel valor nununo que as me la función: 


-senx)(3+senx) 


g(2)=(cosa nf. +3) 
luego MXN resulta: 
AJ8 B)8 C)1 D)-1 EJ0 
RESOLUCIÓN: 


fíx)=(3- senx)(3+senx) 
> fíx)=9 —sen?x, sabemos que: 
Ossenixs1 
* Además, el máximo valor de f(x) ocurre cuando sen*x 
es mínimo. 
faimi=9-0=9 => M=9 


+0 (o ¿oe 


g(x)=c08*x — A sabemos que: 


0<cos*x<1. 
* Además, el mínimo valor de g(x) ocurre cuando cog2x 
es mínimo. 
1 1 


1 
Ecmin=0- ==> N=-=G 


É LueBO: q x y =9(-5)=—1 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 8: 
Hallar el rango de la función r definida por : 
f)J=xtsenz ; ;0O<x<x/2 
A)[0;1] B)[0; pS Cj105x] D)[0;x 2] E)1[O;5x*/4] 
RESOLUOI 
* De: A 


E S = n? 
ooo gla)=x";0S ASAS 


¿ ión 


* Se cumple: 2 A 

OS gl(x)h(=)s 7 ECHA 
a a 

>05109s E > f1e|0:2| _ 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 9: 
Señalar, cual es la proposición falsa : 


FUNCIÓN | DOMINIO(n € Z) | RANGO 
Ajsenx + 
Bltgx RÁ( 2+D)5 
Cjetgx R-1na) 
Dj)cosx 
EJsecx 
RESOLUCIÓN: 
* Cuadro de dominio y rango de las ET. 
F.T. | DOMINIO | RANGO 
Senx | R [-150 


Nota: ne Z 
* Comparando con las alternativas, la E es la 
proposición falsa. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 10: 
Determina el valor mínimo que toma la función 


f(x) =2sen2x+3c0x, donde: O<arcos 3 Cee oz 


2 
25 25 
AJO B) 6 CJ2 D) E E)- 2 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: O<arcos]sxs , Observa que: 


3 
Uco 


* f(x)=2(1-cos*x) + 3cosx => ffx)=2—2c08"x + 3c08x 


A) 


=3> 2.2 q 
> fíx)=2-2 (costs 2 cosx) 25 
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e 


2 
> M)=2-2(coas-3) +2> n= -2(cos 


3 2 
-3) 


* Ahora se analiza de la siguiente manera: como se 
quiere el mínimo valor de f(x). 


2 
* Entonces: (cos - 5) tiene que ser máximo. 


* De (1) se deduce: cos 250 


2 
*Porlo tanto: = > (cos - 5 > 0... el máximo valor 
es: 9 
16 
*Entonces: E ES 
MÍN ja (3-2 ==2 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 11: 
Determinar el dominio máximo de la función : 


Na) =2—,| sen?x sent x—-Z 
Amx+Z/neZ Binx+Z Inez Cinx-E Inez 


DN2n+1)5 ¡neZ EJen+1)7/n ez 
RESOLUCIÓN: 


*Si: f(x)=2- ¡senta senta 


* Analizamos solamente la expresión que está dentro 
del radical. 


* sen?x—sentx— 3 20 >ordenamos 


> sen! ont <0 


Az 
2 
(senz:-2 ) <o 
2 
* 2 2 1 Z 
Pero: | sen' 7 <0....... nO puede ser. 
* Entonces sólo queda: 
21 al 2 
A =0 > sen' *=7 > Qen x=1 
>1- 2sen%x=0> cos2x=0 


> 2x=(20+1)5,n eZ=>x=(2n+1),ne Z 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 12: 


VK e Z, hallar el dominio de la función por 
fíx)=ctg(xcosx). 

AJR-(kx) B)JR -1(2k-1x)j C)R-—(kx/2) 

D)JR -1(2k+1)x/2) E)R-10) 

RESOLUCIÓN: 

* De: (xcosx); acosx+hx;heZ 
> cosx + h 
> cosx*[(-1;0;1) 

* Luego: 


PROBLEMA 13: 
Hallar el dominio de la función f definida por: 


f(x)=/1-cosx + Jeosx-—1 ke R 
AJM(2R+Dx/2) B)(4k+1)x1/2) C)((2k+1)x/4) 
DJ (4k+1)1/4) E)(2kx) 

RESOLUCIÓN: 


d 
De ycosx-1>0> cosx-120 
A A A jesoranccsurcons (D 


* Pero se sabe que: 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 14: 
Dada la función f, definida por: 


f(x)= sen* 2x — sen*x , hallar el rango de f. 
senx 
A)JE-2;2] B)[-1511-40) C)[0;1]  D)[0;2]  E)[1;2] 
RESOLUCIÓN: 
*De: sen? 2x — sen*x 
senx 


fíx)= 


* Recordemos: 
sen2a-— sen20=8sen(a+0)sen(a-0) 


e 
+ (kx) 


x+kx;fíx)» 0 
> fíx) e[-1:1]-(0) 


E RPTA: “B” 
PROBLEMA 15: 
Dada la función f, definida por: 
cos*xcos* 2x — cos3xsen*x 
E q —_——AÁA 
cosx 

Halle el rango del f. 
A)[0;1/2] —  B)<0;1] C)10;3/2J — D)J4  EJR 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando: 


A 
/=)= cos3x(cos” 2x — sen” x) 
cosx 


> fla) = 0935. (c083x.c96x) 


> flx)=c08* 3x Aa 0 
Tr 
(2, E 
+: +1) 


Tenemos: 
0S cos*3x<1 


>0sfíx)<1 
* Pero: 


xo (2n+1)5> f(x)20 


> fix) e (0:11 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 16: 
Calcule el rango de la función : 
f(x)=2(c0s2x —3)( -2- sen?*x),Vax e R 
A)[7:23] B)[8;23] C)[8;24] D)[8;25] E)[7;25] 
RESOLUCIÓN : 
* Operando tenemos: 
Ns) =(cos2:—3)(-4—20en*x) 


* Se sabe por identidades: 2sen*x =1—cos 2x 


f(x) =(cos2x — 3)(cos2x - 65) 
> flx)=co0s* 2x - 8cos2x+15=(0082x — 4)? - 1 
* Se sabe; y 
=15Scos2x S IVx e R-55S cos2x-4<s-3 
95 (cos2x-4)* s 25 
2x4)? -1< 24 Ran(f=[8; 24] 
mon 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 17: 


Determinar el rango de la función 
f(=)=3 are cos x + 6 are sen x-x 


RESOLUCIÓN: 
f¡=3 arccosx+6 arcsen x— 


> fu=8(% -arcsen =)+0 arcsen x—x 


> fu +Sarcsenx Ha «Pero - 5 < aresenx <= 


> Estaria 1 <h+ 3 aresenx<2 
> Ran(f)=[-x;2x] 
RPTA :; “C” 


PROBLEMA 18 : 
Sabiendo que 09€ R, hallar el mínimo valor de 


N =cos20—/3 cos 0 


3 21 1 13 
A)-J3 a e LS 
RESOLUCIÓN : 
Desarrollamos la expresión : 
N=c0820 — /3c08s0 
Por identidades de arco doble: 
N=2c08*0 -1-J3 cos0 
Completando cuadrados: 
E 3 Ñ 4 
N =2 (soso a 
mín.=0 
11 
>Nmín== 5 
RPTA “D” 


PROBLEMA 19 : 


Dado «e [5 a) , halle la variación de : 


M= senfa-—sena+l. 


al) abz2) oo) olzo) (3 


RESOLUCIÓN : . 
*Completando cuadrados , se obtendrá : 


Ax TRIGONOMETRIAS 


1,3 
M =(sena-3) +3 
e Representamosa e| :112)en una circunferencia 


trigonométrica. 


sena 


8 


A 
2 2 2 
INNER 1 3,98 
> 05(sen-3) <= 7s(sena- 2) A 
2 4 4 2 4 4 4 


3 3 
>¿smss=me[5;9] 
Método práctico 


Si: a == Mnás= 3 


Si:a=5> Mt = 


[co 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 20: 


Si x (1;2] entonces el rango de la función f definida 


por: 10)=sen(15-£) es: 


Ecol ca]o[ E) (zo 


RESOLUCIÓN: 
1<x<2 


* De: 
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* Del gráfico: 

1 nx 

pgs) 

y2 E 2) 
A ¡sen 376 sl 
fix) 
o190(Ea] 
RPTA;: “C” 

PROBLEMA 21: 


Determine el rango de la función f, definida por: 
1(=)=Co0(5 2) el, re- (Ls + 5] 


(luego indique el valor mínimo de f). 


V3 -a? 9/3 —21? 3/3 -—21* 
A AAA it 
y) 15 B) 18 C) 5 
2 2 
p) AB=20 0 py PE 
3 9 
RESOLUCIÓN : 
F(x)=C08 51%; ¡me (-55] 


* Graficamos: 


y=Cos Zay=-a? 


* Del gráfico: 
fíx)e [r(5)urcor] > Rango = [pera] 
3 18 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 22: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
flx)=d1- 2? x Cosx 
: ; ; 2] gy [12 42 
A) [451] B) [0;1] €) [0;/2] D) [5] E) [ a 
RESOLUCIÓN : 


flx)=l1-2* xCosx 


: y=Y/1 -x* n y=Cosx 
* Para: x e [-1;1] y 


* La gráfica de f(x) lo obtenemos, multiplicando las 
ordenadas, de ambos gráficos: 
Y, 


* Del gráfico tenemos que: 
> Dominio,=[-1;1]A Rango, =[0; 1] 
RPTA : “B>” 
PROBLEMA 23 : 
Determine el rango de la función f, definida por: 


F(x)=V1- x?+Cosx 


A) [0;1] B) [0;2] C) [-2;2] D) [Cos(1);2] E) [0;Cos(1)] 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo uso de los gráficos anteriores: sumamos 
los ordenados para obtener la año ica de: 


1) =V1+ x *+Cosx 


* Del gráfico: 
> oo =[Coal a 


A 


E RPTA : “D” 
PROBLEMA 24 : 

7 f una función definida por: 

a fa) Cl 

fx ona) E a 5 E determine el 


Sen(2x -+-Cogs(. 2) 


Fx) en2x => Cos2x | NS x E 
Sen2x+Cos2x | 88 
* Calculo del rango: 
Sen2x  Cos2x 
Faja 2 3 A > £(s)=0m29-7) 
Cos2x Cos2xw 


* Ahora, por condición: 


x xr ES x 

“Lee Ss ES LO 

EE q 7 
Ive 


> Tan (2 - 2) < 0 > Rango,=(-w;0] 
12) 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 25: 


Indique verdadero (V) o falso (F') según corresponda: 


D Si f(x)=3|sen(2xx)|; entonces f es creciente en 


1) Si g(x) =4c08* (x)-4cos(x)+3 ; entonces su rango 
es [2;11]. 


III) Si h(x)=4cos(xx)-3sen*(6xx); entonces h es 
una función par. 

A) VVV B) VVF 
RESOLUCIÓN : 
Df(x)=8|sen(2xx)| 
* Gráficamos: 


C)VFV  D)VFF E) FFF 


2 
4 


1 ZE E 
4 2 
* f(x) escreciente para x e [+7]... veraadero 


1) g(x)=4Cos*x-4Cosx+3>8g(x)=[2Co8x-11*+2 
* Calculo del rango: 


Se conoce:-1< Cosx <1>-3< 2Cosx-—1<1 
* Elevamos al cuadrado: 


0 5[2Cosx -1]” <9=> 25 [2Cosr-1]*+2< 11 


NAS 


> Rango,=[2;11].... 
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DI) h(x)=4cos(1x)-3sen*(6xx) 
* Determinamos h(-x): 

h(-x)=4Cos(-xx)-3Sen*(-6xx) 

> h(x)=4Cos(x1x)-3Sen*(6x1x) 

ht) 
h(x) esuna función par s.m. Verdadero 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 26 : 
Indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
siguientes proposiciones. 
1) Si la función f esta definida por f(x)=/eos(x), 
entonces el rango de f'es:/0;1]. 


11) Sila función festa definida por f(x)=/cos(x)=1, 
entonces el rango de f'es:(1). 


HI) Si la función f esta definida 
POT f(x )=Cos pala] , entonces el dominio de f 
est(oje). LIM 

A)VVV  B)VFV C)VVF D)FVV E)FFF 
RESOLUCIÓN : 

1)f(x)=VCosx; Rango=[0;1].................. Verdadero 
11) f(x )=JCosx -1 

* Calculo del dominio: 


Cosx- 120 = Cosx 2 1= Cosx=1 
* Así: Dominio¿=(2kx);ke Z 
* Calculo del rango: 
Como Cosx=1=> flx)=0 > Rango,=(0)......Falso 
1) parco La | > Dominio =R......Verdadero 
+lx| 


* Luego obtenemos: VFV 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 27: 
Determine el rango de la función f, definida por: 


f(x)=3Tan*x+|Tanx|,x e (55) 


a) [0:2) B) [0;3) C) [0;4) D) (-2:0] E) (-4:0] 
RESOLUCIÓN : 
f(x)=3Tan*x+|Tanx|,x e (5:27) 
* Calculo del rango: 
1 


£(2)>9|tLanaf + Ganar o] 


fl s)>a[[ranxj+ q Eyult 
6 12 


* Tenemos: 
E << > 1<Tanx<1 


>05|Tanx|<1=>¿sPanj+E<7 


* Elevamos al cuadrado: 


49 
12 


1 17 _49_ 1 1P 
365 [fransi+] Pra a|tranai+2] < 
>0< a[iranxj+2] = <3> Rango,=[0;3) 

Tx) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 28: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x)=4Sen (x) - Sen*(x) 
A) [5534] B) [5531 C)[-151] D)[3;5] E) [-4:8] 
RESOLUCIÓN : 
F(x)=4Senx - Sen*x 
* Completamos cuadrados: f(x)=4-(Senx - 2)? 
* Calculo del rango; 
Conocemos: VxeR 
> 3 < Senx-2<-1> 92 (Senx-—2)? > 1 
> -9<-(Senx-2)* S-1>-5< 4-(Senx-2)* <3 
E 
=> Rango=[-5;3] | 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 29 : 
Sea f una función definida por. 


f(x)=/Sen* (x)-12Sen(x)+36+|Sen(x) +4|;entonces 


el rango de dicha función es: 
A)JEZ6]  BJ[E5;7] C)45) 
RESOLUCIÓN : 


f(x)=/Sen?x-— 12senx+36+|Senx+4| 
> f(x )=líSenx —6)* +|Senx+4| 
y f(x )=|Senx 6 +|Senx+4| 

5 (+) 


> f(x)=(6- Senx)+(Senx+4) > f(x)=10 
> Rango = (10) 


D)17) E) 110) 


RPTA : “E” 


Alo; e) 

D)(-a;-8]u[8; w) 

RESOLUCIÓN : 
f(x) 7 


B)(-<o;12]U[24; 0) Ch (o; -12]u[12; 0) 
E)(-o;-8]u[24; 0) 


2 2 2 2 
¡yisnd Y ES 
[J”: y 5 Senx-s0v0s Senx-7S 5 
7 E q av o> 22 
Senx - E Senx - E 
2 
x[12] -82 28 DAN e 72 
7 Benz 
=> Rango = (—o;-8]u[24;+0) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 31: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
Sen*(x) 
We d)-3 
4) [2:1] B) (-1:1) C) (-150) D) [-1:0) E) [-1:0] 
RESOLUCIÓN : , 
Sen?x 2 
(1)=—=—— > 14 
na Sen*x-2 200% Sen*x - 2 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 32: ' 


Si ne 5,2%] y la función g esta definida por 
/3senx 
cosx * 


gl(x)= 
Entonces el rango de g es: 

AJ(-8; 43) B)[-43;3); 
D)=a;-/3]u13;0) E)R-(-/3:3] 
RESULUCIÓN: 

* Del dato: £(x)=V3 tan x. 
*De: 4x/3<x<7x/4 

* Analizamos en la C,T. 


ci3; 1) 


* Del gráfico: 
I) tanx<-1 


> V3 tanx <-J3 
pá 
síx) 


1H) tanx>J3 


> J3Stanx>3 
— 
Ma 


* Luego: g(x)e R-(-43;58] 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 33 : 
Sea fx) = Acos x + Bsenx; y x,;x%, talque 
f(x,) =0 = f(x¿). Entonces podemos afirmar que: 


A)fíx)=0 Vx B) x3=x,+kx , kh entero 
C) x= x,+k(£),k enteroimpar 

D) x3=xy+k(5),k enteroimpar 

E) x3=x¡+k (%),k entero par 


RESOLUCIÓN : 
* Según enunciado : f (x,)=0 


* Luego : Acos x, + Bsenx, = 0> tan *,= A) 
* También : f (x2)=0 
* Análogamente : fan x, = + iii an Y 1) 


* De (1) y (1) :tanx, = tanx, 
> sen(x3-x,) 

(08 X,XC08X7 
Dx)-x,=Kxr; KeZ>x¿=x,+Kx; K entero 


RPTA : “B” 


=0>sen(x,-x,)=0 


PROBLEMA 34: 
Si Log(Sen(x))=-g* | q e R-(0), determine el rango 
de la función f, definida por: 
2|Sen(x)|- 2 
5Sen(x +4 


afo:-3) ale o] ol-4:0) DJ[-¿:0] en(-450) 
RESOLUCIÓN : 

* Condición: Log(Senx)=-q*;q e R-10) 

* Nota: y=Lo 


fla) 


* Así de la condición, concluimos que: 


* Ahora en fx): 
2|Senx|- 2 2Senx-2 2,2 
WA UTA AI 
18 
fí=J=2 A 
5 25Senx+20 
* Partimos de: EE 


0<Senx<1 
x[25]: 0< 25Senx < 25 
+[20]: 20 < 25Senx+20 < 465 


- 25Senx+20 45 
pe e A] 
[ Ji: 18 >2 

0 25Senx+20 5 


x[-1]: PA LL RS 
10 25Senx+20 5 


1.2 18 
7 2%57 25Senx+20 <0= Rango, (350) 
Na) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 35: 


Determine el rango de la función f definida por: 
f(x)=2aSen* (x)+2bCos*(x), b>a 
A)[0;a+b] B)|a;b] C)[2a;b] D)[a;2b] E)[2a;2b] 

RESOLUCIÓN : 


N(x)=2aSen* y +2bCos"x;b>a => flx)=2a+2C0w"xx(b-a) 
2a(1-Cos*x) FER 


* Conocemos: [9 < Cos*x< 1] Vx e R 


»2(b—a): 0 < 2(b-a)Cos*x < 2(b-a) 

+[2a]: 2 s 2a+2(b- a)Cos*x s 2b > Rango =[2a; 2b] 
q RPTA : “E” 

PROBLEMA 36: 


Si f es una función definida por: 
 Sen(x)-3 
A ra) 8j42" 


al -5:-1] mu 


RESOLUCIÓN : 


Senx - 3 
= —_—_———_—_— R 
yo) [Senx - 3|+2 2 


* Dado que: re R > 
* Como: (Senx - 3) e [-4;-2] 
> |Senx — 3|=3 — Senx 


Vx eN; entonces su rango es: 


1 5._3 
ol-+:0] 0-22] as: 


* Asi: 


* Partimos de: 
-1<Senx<1 
x[-1]: 12 -Senx 2 -1 
+[6]: 62 5-Senx > 4 


+[2]: 32 4Senz 5) 
A 
[T 3 sen 2 
2 2 1 LA 
1: ¿sm ¿> Rangos | 553] 
Nx) 
RPTA : “D” 


EDITORIAL RUBIÑOS 


(5:27) actormino los puntos para los cuales 


la función f, definida por: fx) =S*c(42), no existe, 
f, Por: f(x) a) no exis! 


O (A 


y=Secáx; 4x2 (ter+03) 


y=Cscdx; ¿4x+*([(kx) 
* Luego: 


4x+ (car 2) u (un) (15) 


(E). E E | 
Dr. ¡== 
8 8. 2-38 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 38: 


Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x)=Sec? |x|+Csc? [x]. 
A)R B)[0;w) C) [2;0) D) [4;0) E) [8;:0) 
RESOLUCIÓN : 
f(x<)=Sec? |x| +Csc* la] > f(x)=Sectx+Csctx 


* Nota: > fx) =4Csc? 2x 
* Calculo del rango: 


Se sabe: 
Tcatas de (AQUÍ - +0> Rango, [4;-+00) 


pro RPTA ; “D” 
PROBLEMA 39 : 


Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x)=Sen*(x)+9Csc*(x) 
4) [6;+2) B) [8;+0) O [9:+x) D) [10;40) E [12:40) 
RESOLUCIÓN : 
f(x)=Sen*x+9Csc*x 
suo del rango: 


Del gráfico observese que: 
Cuando: 
O<as< 1=[a+? 2]. [10;+=0) > Rango,=[10;-+00) 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 40: 

: Cac*(x)-1 A s 
Sifr. a el rango de la función f 
AJ(O;+0) Bl(I;z+m) C)(2;+0w) D)[2;+0) E)[4;+w) 
RESOLUCIÓN : 

Coc*x-1 P-1 
f(x)= 
[Cscx|-1 [Cscx|-1 
> 10 Ul sit] mi a > f(x)=|Cscx|+1 A|Cscx|+1 


* Conocemos que; 


[Cscx|> 1=>|Cscx|+1>2=> Rango,=(2;+0) 


penL RPTA : 


15 fiar! 


“gr 
PROBLEMA 41 : 

Si f es la función definida por: f(x)= 
entonces el rango de f ,es: . 


A) [1;+0) B) [5;+0) C) (0:3) D) (0;1] E) (055] 


5 
2Csc*(xH3" 


RESOLUCIÓN : 
f(x) 
Calculo del rango de f: 


De: [Csc*x > 1;Vx e R—(hx);k e Z| 


* Tenemos que: 
> 2Cs0*x4325> 


A 
2Csc*x+3 


2Csc*x+3 Se 
5 
* Luego: 


0< a 


2Cs0*x+3 
fí=) 


<1= Rango,=(0;1] 
RPTA : “D” 


a 
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PROBLEMA 42; 
Determine el rango de la función f, definida por: 


1 (x)=/Sec*(x)+Csc*(x); x e E z 3) 


AJ[1:+0) B)[2;+0) C)[-2;+2) 1] 


) D)(=0;-2] Ela; 
RESOLUCIÓN : 


Plx)J=dSec?x+Csctx;x e (5:=) 
> f(xJ=l(Tan?x+1)+(Cot*x+1) 
> f(x)=VTan*x+Cot*x+2TanxCotx 


> f(xJ=/(Tanx+CotxJ? > f(x )=[Tanx+Cotx| 
Calculo del rango de f: 
Como: x e IC > Tanx<0 
* Así: 


Tanx+__——< 2 => AS 22 > Rango,=[2;+0) 


RPTA : “B” 
fíx)= Seo(5). 


x 
cv0(5) 
Determine el rango de f. 
AJ[1:+0) BJ[2;+0) C)[2/2;+00) D)[4:+0) E)[8;+0) 
RESOLUCIÓN : 
¡Sec AN 


f(x)= 3 
* Observemos que: -zl es A 


>[P :f*(x)= Sec 5 +[Cse= Pez ¡Sec = (Cue 


ES + a 
x 
¡Si xC: +1| -1 
eo s0z if 


2 
El La Ed E 
E (2)= [ran 3 +Cot 31] 1 


1 
Tanx 


PROBLEMA 43: 
Dada la función f, definida por: 


Cae El 


> 1 


2 
> f(x)= [Can Z+corzle1] E | 


* Pero: [Tan +C ezjz 
ro.[Tan= oo 


x x z x 
a [ran Z+cor2|+1] 29>[|tan3+corzle] -128 


Y: nz corzle] -12> 242 => Rango,=[2/2;+:0) 


12) 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 44 : 
Dada la función f, definida por: 

(2 )=[Sec*(x)Csc*(x)-4 —|Cot(x)-Tan(x)| 
Determine el rango de f. 
AM-D BHO) CI) 
RESOLUCIÓN : 

f(x J=VSec*xxCsc?x - 4 —|Cotx — Tanx| 

> f(x)=/Sec*x+Csc?x —4—|Cotx - Tanx| 

> fxJ=l(Tan?x+1D)+(Cot*x+1)-4 -|Cotx —Tanx| 
> f(x)=/Tan*x - Cot*x+2TanxCotx —|Cotx—Tanx] 


> f(x)=,[Tanx-Cotx]' -|Cotx - Tanx| 
> f(x)=|Tanx- Cotx|-|Cotx - Tanx| > f(x)=0 


[Cote =Tanx] 
* Luego: Rango¿=(0) 


D)J(2)  EJ(152) 


* Donde: Dominio, =R= (12) :1 ez 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 45 : 


Sixe E S z 5 determine el dominio de la función f, 


a 1 a ha Sen!x] 
2 A 


RESOLUCIÓN : 


1 nx 
A > € (2552) 
* Calculo del dominio: 
Del denominador : Cos|x|> Sen|x| 
* Graficamos las funciones: y = Cos |x|» y=Sen|x| 
* Para resolver esta inecuación trigonométrica: 


nz 
* Del gráfico: 
Cos|x|> Sen|x| para se(-5,5) 


(Sroscioyes rarcoxomerricas 1 548 EDITORIAL RUBISOS) 


* Luego afirmamos que: 

=> Dominio¿= 5 2 
LaS RPTA : “C” 
PROBLEMA 46 : 


Determine el dominio de la función f, definida por; 


_Sen*(3x)-Sen*(x). 
fíx)= Seas) ¡VkeZ 
B) R- ES 


A) R-(kx) 3 


) C) R-(2hx) 


D) r-(t2ñ+05) E)JR 


RESOLUCIÓN : 
Sen*3x - Sen?x Sen4xx Sen % 
OP 
f(x )=Senádx a Sen2x + 0 
* Así su dominio lo encontramos bajo la restricción de: 
Sen2x +0 > 2x + (kx) > Dominio¿=R ($5) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 47 : 
Sif' es una función definida por: 


1(+-5)-lCostcx) = 2|+2Cos(x)- 1, Vx e R¡entonces 


su rango es: 
A) [-2:-1] B) [-1:0] C) [-2;1] D) [-2;2] E) [214] 


RESOLUCIÓN : 
2 
r(=- 2)-|00s *- 2|+2C08x= 1 


* Cambiamos: x por (+3) 


> 19)-|cos* (+5) -alí20o(=+5) -1 
> hirosen'z-a-23ono- 1 
. EX y 


> fíx)=2- so 2Senx -1> f(x)=2-[Senx+1] 
*Como:*eR => 

+1: 0 s 1+Senx s 2 

y tn <4 

0 >-[1+Senx]? > 4 

122 2-[1+Senx]' >-2=> Rango =[-2; 2] 
112) 


z RPTA : “D” 


PROBLEMA 48: 
Dada la función f definida por: 
f(xJ=|1-C os|x]|1+Cos(x)+2|Cos(x)| 

Determine el rango de f. 
A) [-2:2] B) [-1;2] C) [0;2] D) [1:2] E) [2:38] 
RESOLUCIÓN : 

f(x)=|1- Cos|x||1+Cosx|+2|Cosx| 

= 101 


[1-Cos*a] 
pa 
* f(x)=Sen*x+2|Cosx|> f(x)=1-|Cosx|' +2|Cosx]| 
* Completando cuadrados; 
f(x)=2-[|Cosx|-1]' 


* Conocemos que: 
0 s|Cosx|< 1=>-1<|Cosx|-1<0 
> 12 [|Cosx|-1]' >0=>-1<-[|Cosx|-1]' <0 
Sumamos : 2 
= 15 2-[|Cosx|-2]' s 2> Rango =[1;2] 


7 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 49 : 
Sif' es una función definida por: 


3/Cosx+9+5/Senx — 1 ¿Va e R;entonces su 


HE 6+Cosx 


rango es: 


1 3 5 7 9 
a (5) (5) o(7 (3) 25) 
RESOLUCIÓN : 
3/Cosx+9+5v/Senx - 1 
1) = —AAAAAÁAAAAAÁAÁKÁ 
6 + Cosx 


* Restrigimos los valores de “%”: 
Senx-1>0> Senx 2 1 


* De donde: Senx=1 
= Dominto=[*+2m); nez 
* Así también: 
como: Senx=1= Cosx=0 
* Luego: 


foja 2ÁCFDAÍA 


+0 »fíx)J=Z 7 Rango=(3 y 


RETA: “B” 

PROBLEMA 50 : ] 
Dada la función f, definida por: pre 
f(x)=|Senx|+|Cosx|,x € ( n= :5) - 


Determine el rango de f. 


A)(0;2] B)[0;2] CM1:42] D)[1:J2] Er[1:2] 
RESOLUCIÓN : 


* f(x)=|Senx|+|Cosx|;x e (o; 2 
fx)=T+¡Sen2x1 


* Como: O<x<F=30<2x<x 
* Asi: 
0<Sen2x< 1> 0<|Sen2x|<1> 1<1+|Sen2a|< 2 


Y :1<[1+[Sen2x|< /2 => Rango = (1:42] 


E 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 51: 
Dada la función f, definida por: 
r(+ E 2)=oos" (x)+2c08(x)- 2; calcule el 
rango def: 
A)[=3:1] B)[-2:2] C)[-3:0] D)[-2;1] E)[-3;2] 
RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: el rango de f 


r(+ - Z)=cos*x+2008 -2 
* Al completar cuadrados se obtiene: 
r(+- Pl ocircosa)? z 


> com=sen[5-)> cosx==sen(+-2) 
2 2 


* Luego reemplazando se obtiene: 


AAA 
=051-sen(=-2)< 20<(1-sen(=-2)] <4 


>0s(1 om =-5)) -3<1>naMp=(-3:1 
(==) 


PROBLEMA 52: 

Sea la función f definida por f(x)=c0s(+/4+2x). Halle 
su rango 

A)[1/2 51] B)10;1] C)M—1;1] D)[ -1/2;1] E)(0;1) 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


RPTA : “A” 


LA ENCICLOPEDIA 201% 


* Analizando en la C.T. 


* Se observa que: 


1 x 1 
-scos[ 2 +2)s1> fíx)e [$2] 
E 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 53: 
Si la función f está definida por: 
cosx , senx 
cos jz]* emir] 
entonces, el rango de f' es: 
Ani) BJO  CH1;2 
RESOLUCIÓN : 
f(x)= 


DJ0;2) — EJt1:2) 


_senz 
Sl sen |x| 


ps + En ez 
=; Domf:R—BEsn eZ 

Calculo del Ranf: 

a al 


D si: 


x<0> fíx)= o 
cos(—-x) -—senx 
aa fíx)=0 


1) x>0 > f(x)= 2% , 3enz 
CcO8x senx 


> (1)=2> f(x) e 10;2) 


> fía)= 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 54: 
Hallar el rango de la función f, definida por: 


f(x)=2lcosx[" —|1— cosx| ¡Va e[-1;x/2) 


SPUSCIONES TRIGONOMETRICAS 1 ]850)] EDITORIAL ROBISOS 


A)[0;9/8) B)(0;9/8] C)[-9/8;2] D)[-9/8;0] E)(-9/8:0] 
RESOLUCIÓN: 


* |cosx|*=c08*x 


. Os [-cosx < 2>|1- cosx|=1- cosx 
(+) 

e A 

A TE EA 


1 1 


aran (3)] 


ml 


4 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 55: 
Indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
siguientes proposiciones: 
1) Sila función f, está definida por: fl+)=Sen(/x), 
entonces el rango de f'es [-1;-1]. 


entonces el rango de fes [-1;0)4(0;1]. 

11) Si la función f, está definida por: f(x)=sen|x], 
entonces el rango de Fes [0; 1]. 

A) FFF B) FFV C)FVV D)VFV  E)VFF 
RESOLUCIÓN : 

* Analizamos cada una de las proposiciones: 

1) f(x)=SenJx 

* Como: Vx e [0;+0) > Rango =[-1; 1].... Verdadero 
1) £=)=Sen(+) 

*Como: (3) € R-(0) > Rango =|-1;1]....Falso 
11) f(x)=Sen|x| 


* Como: |x| e R¿ => Rango =[-1;1]....Falso 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 56 : 
Sea f una función definida por: 
Sen(4rx) 
=————L VheZ, 
dor 


determine el dominio de dicha función. 
A)R-fkx)  B)R- (cer+o2) C) r- (cs) 


D) R- (cer+02) E) 2 (cat) 


RESOLUCIÓN : 


fx)= Sen(4xx) 


[Cos(4x)| 


* Calculo del dominio: 
Del denominador:Cos4x * 0 
> ar ((2191)2) > Domin io=R-((211)2) 


¡VheZ, 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 57: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
£(=)=/1+Cosx+/1= Cosx 
4) [-4:1] B) [r2:2] €) [0;2] D) [V2;2] E) [V2;4 
RESOLUCIÓN : 5 


fx) =VI+Cosx+/1- Cosx 
* Como: ffx)>0 
* Elevamos al cuadrado: 


fxJ=2w2/1-Costx > f2(x)=2+2 Sent. E 


> f*(x)=2+2|Senxj> f(x)= [242 |[Senx] 4 
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* Conocemos que: 
0 s|Senx|< 1> 2< 2+2|Senx|< 4 


> V2 s [2+2|Senx| s 2 > Rango = [V2;2] 


fix) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 58 : 


Sea la función f, definida por: 


_|Senx 4 Losx 


7 Senx *+iCosx]" 
ce f. 


A) (-150;1) B) [-2;0;2) 

D) [1:18] E) [-2;2] 

RESOLUCIÓN : 
f(x)= 


* Analizamos por tramos: 


¡determine el rango de la 


C) (-2;-1:0;1;2) 


ea Cosx 
+ Coss] 


Cuando: 


O<x<5; f(x)=2 


ed 

qn <x; f(x)=0 

LA 
2 

3x 

y. *<2x; f(x)=0 


f(x)J=-2 


* Luego: 5 
> Dominio=R-[L5):1 ez 
=> Rango =(-2;0; 2) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 59: 


Calcule el mínimo valor de la función f, definida por: 
f(x)=1-2Cos(2x), se[5: :2), 


32 
A)J1 B)2 c)0 D)3 E) -1 
RESOLUCIÓN : 
f(x) =1-2Co82x 
* Donde 22m 
ze [ 3 » 
* Tenemos; 
2x 


q =2x<x> Cos "2 > Cos2x>Cosx 


=-32 Cos2x>-1=> -12 2Cos2:>-2 


=>15-2Cos2x<2=> 25 1-2Cos2x <3 => Rango =[2;3) 
Fix) 


* Así mismo: f(2) mutmimo =2 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 60: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
f(xJ=|Cos?x|+Cos|x| 
A) [72] B) (2] c) [3 ] D) [5 ) E) E ) 
RESOLUCIÓN : 
f(xJ=|Cos?x|+Cos|x|=> f(x)=Cos*x+Cosx 
* Completamos cuadrados: 


1 
1(x)=|Cosx+3] a 
* Conocemos: 


-1< Cosx <1 


1 uo 1_9 
=E + A 
Ss 3 Cost <3=0<[Cosx AE 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 61 : d 
Si la función f esta definida por: 


f(x) =Sen(x)+Cos(x)+Sen(x)Cos(x)+1; calcule el 
máximo valor de la función f. 


A) 4/2 B)3 C) Fu2 D)34+J2 E) 212 
RESOLUCIÓN : 


f(x)=Senx+Cosx+SenxCosx+1> fíx)=[1+Senx][1+Cosx] 


pt2)> 2 5Sema]l1+Coes] _, y). lE+Sen= Ces] 


2 
> 1(21[05s0(=+2)] 


* Conocemos: E 
-=1S sen(=+5) si 


«2 12 5/250m( +2 )e/2 
+1:1- VE 5142500 ++2 2) </2+1 
IF: os[1a Sem =+ 2) <s1215 


+2:0S ¿[r25en (++ 


fi) 


x 3 3 

] SHE => (%)máximo" 3 wH2 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 62: 

Determine el rango de la función f, definida por: 

os|x]|+1 


AR ast=j=11 


ESPUSCIONES TRIGONOMETRICAS 1 
a (ee:=2) B) (=:-1] C) (=o:1) D) (=o31] E) (-1:1) 


RESOLUCIÓN : 


nalcotter ma e 5 O PEN peta ; 


* Conocemos que: [0<[Cosx]< 1] Vx e R 
>-1<|[Cosx|- 150>-1<LozH1 9 


>-—o 


Le o 
¡0 a 


+(1):-1>1+ >-=> Rango = (-«o;-1] 


2 

[Cosx|-1 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 63: 

Determine el rango de la función f, definida por: 


f(x)=Sen' (x)+Cos!(x) 


1 
a0(3:1) ag1) oli: 1) Dz | le 1] 
RESOLUCIÓN : 
fx)=sen'x+cos'"x 


* Recordemos: 735 Sen?” x+Cos”"x<1| Vn e Z* 


* Así, qe n=5 

55 Sen''x+Cos Cos'"x<1> Rango = Es 52] 

a) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 64 : 
Sea funa función definida por; 
[2Tan(x)+1] [ant HA, [ =] 
12 Sect(a)o el%7 


Entonces, la suma del:yalor mínimo más el valor 
máximo de la función fés:; 


15 . u 
AZ BI Do DF 
RESOLUCIÓN : 
16)= (2Tanx lr +3). xe[o =] 

_ATantx Llar et) 5Tanx 
Haré Tanirtl 


[553] EDITORIAL RUBIXOS 


* Así tenemos que: ) < Sen2x <s 1 


5 5 5 
Por: 0<Sen2x <= 


5 9 9 
Mas:2 2< 2+Sen2x <s 5 a Rangoj-[2:5| 
7%) 


Fix) +f(x) 2 
Máx — Mín 


* También: 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 65: 


Determine el dominio de la función f, definida por: 
Sen(x)+Cos(x)+Cot(x) 
Ss A Me 
f(x) [Cos(s)] VkheZ 


A) R-(kx) B) r-[(2n+07) c) a) 
x kx 
D) r- [ra 2) ER-[15) 


RESOLUCIÓN : 
* Cálculo del dominio: 
De: y=Cotx ; x + (kx) 


* Del denominador: 


Corro + ((2%+1)7) 
> Dominioy=R= ter) (2141) 2) > Dominioy=n- (7) 


5 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 88 : 

Dada la función f, definida por: 
f(x)=Tanx+2Cot(2x),x e (0: >) 

Determine el rango de f. 

A) (540) B) [El342) O (1540) 

RESOLUCIÓN : 

> f(x)=Lank+(Cotx-— Taní ) > f(x)=Cotx 


* Como: O<x< a => +w>Cotx>1=> Rango=(1;+0) 
RPTA: “C” 


D) [1:+x) E) (2:10) 


PROBLEMA 87: 


Determine los puntos de discontinuidad de la función 
f, definida por: 


Ae ere era E ¡VkeZ 
arts) mt) ot) D)ikx) (2) 


52% 


STRIGONOMETRIAZ 21888) LA ENCICLOPEDIA 2012 


RESOLUCIÓN : 


* Calculo del dominio: 
De: y=Tanx Fra (13 
y=Cotx 2 
* Del denominador: 
[Tanx|+ |Cotx| > de > >|Sen?xl+ |Cos?x| 


> 07 Cos*x - Sen?xa 


0%+Cos2x > 2x * (eer+o2) >x* (cateo ) 
* Luego: 


> Dominio=a (3) o (2102) = Dominio=8-["7) 


* Puntos de discontinuidad = 5 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 68 : 


Determine el rango de la función f, definida por: 


fía)? ¡Os 7 


A) [o:5] B) E Cc) [0;1] D) [0;2] E) [0;4] 


RESOLUCIÓN : 


* Para; ze[0;7 5 las funciones: y=w?; y=Tanx son 


crecientes por consiguiente f(x) también será 
creciente. 


=> Rango,= [no; r(z =)] > Rango¿=[0; 1] 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 69 : j 
Six c[-27;0], determine el dominio de la función f, 


definida por: 
f(x)= Tan*x+Cot?x 
Tan |x|+ Cot |x| 
3: 


A) [-21:0]  B) (-2x;0) 


Ed Ba, Cao 
ala) zo (0) 


RESOLUCIÓN : 


* Cálculo del dominio: 

Del radical: 

Tan*x+4+Cot*x Tan*x+Cot*x 

TanlH+CorH o 3 la] 20 > Csc2|x|> 0 


* Para x e [-27;0]; tenemos: 
Cac(-2x)>0 
ES 


Csc2x<0; 2x e MIC yv IVC 
2x6 (-3x;-21)U (-150)>x€ (- 


mp 


RPTA : 


3z. 

2 
> Dominio¿= (E ¡majo Es o) 

“gr 
PROBLEMA 70: 
Calcule el valor máximo de la función f, definida por: 
16 

Tan*x+Cot*(x) 
A) /2 B)2V2 C)3/2 D)4J2 E) 5J2 
RESOLUCIÓN : 


f(x)J= 


* Para que f(x) sea máximo; [Tan* «+cotte]_, 
* Ahora se conoce que: 


Tan?x+ 22 


ana 


Tan*x+Cot*x > 2> [Tantx+Cot*x]_.. =2 


> O 


PROBLEMA 71: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x)J=Tan*x+4Secx 


RPTA : “B” 


A) [E53+0) B) (4; +0) C) [25+0) D) (2;+0) E) R 
RESOLUCIÓN : 
* Calculo del rango de f: 
fx)=(Sec*x—1)+4Secx > f(x)=[Secx+2]' -5 
* Conocemos que: 


Seex<-1> Secx+2<1 y Secx > 1> Secr+2 2 3 
>-w0<Secr+t2s1 v 3<Secx+2<-+0wo 
* Elevamos al cuadrado: 
+0> (Secxr+2)? >0 v 9 s(Secx+2) <-+0o 
Osí Secx+2)2<+o 
> 55 (Secr+2)? - 5<+w > Rango,=[-5;+0) 


f(x) 
RPTA : “A” 


mp3) 


PROBLEMA 72: 
Dada la función f, definida por: 


Fi=)=Cos*(5)-Sen* (ZE+ A 


XPUSCIONES TRIGONOMETEICAS 1 [88%] EDITORIAL RUBIVOS 


Determine el rango de f. 

AM=150) BH 0x0) »)(3) EN1) 
RESOLUCIÓN : 

* Calculo de rango: 


Reducimos la regla de correspondencia haciendo uso 
de las identidades trigonométricas: 


f(x)=Cos tx cos? (E-2)- Sent (5% -a)] 


0,8Cor2x 


> flx)=Cos*x — 2[2Cos*x -1] 


> fis)=Cos"% - Costz+ 7 => Rango,=[ 2) 

t 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 73 : 


Determine el rango de la función f, definida por; 
f(x)=Sen(2x)+Sen(x)+Cos(x) 


A)[1-V251+/2]  B)[-/2:/2] — C)[0:14/2] 
D)[0;/2-1] E) [51102] 
RESOLUCIÓN : 
* Se conoce: 
[Senx+Cosx]' =1+Sen2x 
> f(x)=|Senx+Cosx]' - 14+Senx+Cosx 
* Completamos cuadrados: 
1cx)o[Senz+Conr+ a 3 > rx /3Sen( 2)+1] - 
* Se sabe: 
15 8Sen|x+5 |<1>-J2s Vasen(=+*)s 2 
1 xj, 1 
37 J/2< Vasen(=+7)+2 s V2+5 


¡0 .05|/35en[s+)e2] s2P+/2 


7h E +5 <[v8sen[»+ 24] -Seóñn 


f(x) 


=> Rangof= E 241] 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 74: 
Sí: 
f(a)=a*Sen*(a)+b*[Cos*(a)+Sec*(2)]-4Tan*(a) 


2 
es independiente de a, calcule el valor de: E=£ Ed 
A)1 B)2 C)3 D)4 E)5 
RESOLUCIÓN : 


f(a)=a*Sen*a+b*(Cos*a+Sec*a)- 4Tan*a 

> f(a)=a*(1-Cos*a)b*Cos*a+b*Sec*a-4(Secta—1) 
> f(a)=a*+4+(6* -a* )Costa+(b* - 4)Secta 

* Para que fla) sea independiente de (a) esta debe de 
ser constante, 


* Así: db? —a?=0 db? -4=0 para que: fla)=a*+4 
ar+b? Ju 


RPTA : 


>a*=b*=4,f(a)=8 > 


“p” 
PROBLEMA 75: 
Determine el rango de la función f, definida por: 


f(x)=cow[vers(x)] 
A)[-Sen(2);0] B)[-1;0] C)[0;Sen(1)] 
D)[0; Sen(2)+1] E)[0;1] 


RESOLUCIÓN : 
f(x)=Cov(Versx)> f(x)=1- Sen(1- Cosx) 
Calculo del rango de f: 


Conocemos que : 2L$—Cosx <1 
0S1-Cosx<2 
Sea: [1- Cosx]=9 
> f(x)=1-sen0 ¡Donde:0<0<2 
Representamos los arcos € en la C.T. 


Como:0 s Sene<1=>0<f(x)<1=> Rango,=[0;1] 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 76: 

Determine el rango de la función f, definida por: 

F(x)=Bxsec[vers(x)] 

Al =a; Sec(2)] u[-1;+2) B)(=a; Seo(2)-1]U[Oj-+keo' 

Cr -a;Sec(2)] U[Sec(1)+1;+0)  D)(=0;Sec(3)]U[1;+0) 

E) (a; Sec(2)] U[ Sec();+<0) 

RESOLUCIÓN : 

f(x)=Ex sec [versx] > f(:)=Sec[1-Cosx]- 1 
Cálculo del rango de f: 


Conocemos que: 21<-Cosx $1 


051-Cosxs2 


ATRIGONOMETHIA 4 
Sea: 0=1- Cosx 
> f(x)=Sec0-110<0<2 
Representamos estos arcos en la C.T. 


y pa 
ao e 
Se observa que: 
Secó < Sec2 vw SecO21 


Sec0—1<Sec2-1 y Secó-1>0 


fx) Nx) 
> Rango,=(-; Sec2-1]u [0; +00) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 77: 
Determine el rango de la función f, definida por: 

f(x)=ExSec* (x)+ExSec(x) 
A)(=0;2] B)(-031] C)[0;+0) D)[-15+0) EJ[2;+0) 
RESOLUCIÓN : 
Completando cuadrados: 
1 


f(x)>|ExSecr]” +15 1 fa peseta] 


1 1 1 1 
=p sece-1+2] =P seo 1]-1 


Calculo del rango: 


Se conoce: |Secx < —1 v See > 1. 
1 3 A 
Secx-—<-—v Seer-=>== 
> Posa 272 


R RPTA : “E” 
PROBLEMA 78: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
fíx)=Tanx+SecxCscx+Cotx+1 


A)R-[3:5] B)R-(2;2)  C) R-(=154) 
D)R-(3:5) E) R-(-1:4) 


[ses [> > EA ENCICLOPEDIA 2015) 


RESOLUCIÓN : ETA 
fx) =Tanx+SecxxCscx+Cotx+1 
TASA 


1 
“7 
rr 


f(x)=2(Tanx+Cotx)W-1=> fíx)=2! [Tanz+ 
Calculo del rango de f: 
Conocemos que: 
Tanx+Cotx <-2 v 
2(Tanx+Cotx)< 4 v 
2(Tanx+Cotx)+1<-3 y 
£(x) 
> Rango¿=(—o;-3]u[5; +0) 
* O también: 


Tanx+Cotx > 2 
2(Tanx+Cotx) 2 4 


2(Tanx+Cotx)+1>5 
fix) 


Rango,=R-(-3;5) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 79: 
Calcule el valor máximo de la función f definida por: 


24+Sec?x 
e) 
pa) 3+2Sec"x 
1 7 3 4 5 
.> pS Sos DE E)= 
e B 5 05 Y 5 
RESOLUCIÓN : 
2+Sec%x 1,1 1 1 
= ——4—> fla)= += 
taa a 
Calculo del rango: 
Se conoce: 
1<Secix<+0> 105 6+48ec*x<+0o 
1 7 3 1 1.2 
—> —_—_—_———>0 QxI[L:Lo-——_—m—20— > 
Cto crasetz > E “6rtseix 2 2 
¿ N=) 
1(=Iméx 
> Ima E 
"máx 5 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 80: 
Definida la función real de variable real 


D Si f(x)e[1/5;1] halle los valores de x en el 
intervalo (1 /2;3x /2) 

1) Si ,x e R indique la variación de f. 
RESOLUCIÓN: 


D) Dela condición + <f(x)<1 


1_1l+senx 1 14 senx 
3 ISS a LA 


A A AAA 
AS : 


Sra 


Intersecando tenemos 
ares 2] Domn= (es te] 
2 6 2 


RPTA : "B" 


-LssenxsL Talque +e(%; Me )setiene losvalores DSi: E ; 2n+1)pertenece ala gráfica dela función: 


Cn 
Tx y=senx, hallar “n”. 
dexenelintervalo [%; 2 que cumplenla condición AJ1/2 B)-1/2 C)1/4 D)-1/4 EJ1 
dada. 
ÍDMizex:-1< E 0) si: e ¿2m+2 ) pertenece a la gráfica dela 
>-1S-senx<1i>1<2-senx<3 función: y = cosx , hallar “n”. 
1_2-senx 3 2 2 2 2 
EA E vn BG a) Di E)1 
>2> 3 -1>0>0< 1+ senx <2 (E) Siendo “D,” y “R,” dominio y rango de la 
2- senx 2-—senx función “F”, indicar verdadero (V) o falso (F) en: 
>0<f(x)<2> Ran(f)[0; 2] ( ) Flx)=sen= 


Bro, E a DpeRaRpel-1:1] 


Calcule el dominió' de la función h: () Flx)=1008= 
h(x)=Jtan x x/2senx —1 DpeRaRpe[-7;7] 


en el recorrido de (0; Ae ( )Fíx)=7c08*x+4 


dl, a 

28 A)VFV BJVFEF . C)VVV  D)FFV EJFVV. 
SOLUCIÓN : (3) Hallar el rango de la función: 

1 y=3senx 2 

AJEL51]  B)f=155] C)[155] D)[O;5] — EJ=5;1 

(3) Hallar el rango de la función: y=5c08x-2. 

AJ-8:7] > BMUS:7] —C)-T:8] > DIT] EMO:7 


(9) Hallar el rango de la función: 
y=4senx+3 

AJA] BJE7-7  CHE-L7 

(1) Hallar el rango de la función: 
y=7c08x+3 

A)[4;10] B)[-10;4] C)f-10;-4] D)[-10;10] E)[-4;10] 

(63) De la siguiente función: y=3 — cos2x 

indicar el valor de: Focrnimo + Fmáximo 


D)[-7;7] EJ10:7] 


AJO BJ6 C)5 D)3 E)2 
(09 Graficar la función: 
IR 
indicando su amplitud y su periodo. 
3 5x 3x dr 
E 2 == DIEZ 4 
nz B)-22x 03 )4; 2 123 
(O) Graficar la función 1 
y 000 
indicando su amplitud y su periodo. 
1z 1 2% 1.5x L.£ 1.2% 
UC pi 33 Oz 3 Dz BG: 3 


(O) Hallar la amplitud (A) y el periodo (T) de las 
siguientes funciones, sin graficar. 


A 
D y=4sen3x => ( 


1 x AZ cnncso 
IGP E eS 
a De ZE mer 

1 3x 1 
B) D¿ 7 10) ¡9E 

1.x 
C) D2%2x Di 

2x7 1 
D) DE 1)7:8x 

x x 
E) Di 1857 


(O Hallar la amplitud (A) y el periodo (T) de las 
siguientes funciones, sin graficar. 
AS ases 


D y=óconte | 


ID y 
3x 3 
A) 16; 9 1)2; 3 
x 1 
B) 16; 3 u) 3' Sx 
C) D4;2x 11) 5 ¡6% 
x 1 
D) D3; 5 a) 3' 6x 
x 1. 3x 
E) D3; 3 m5 5 


(E3) Graficar la siguientes funciones: 
ID) y=-senx 
1) y=-3sen2x 
Indicando la suma de sus amplitudes y la suma de 
sus periodos. 


A)-437 BláiBx C)-2 z 


B- a z 


3x 
D)J4; $ 3 


(Q) Graficar las siguientes funciones: 

D) y=-cosx 

Il) y=- 2cos4x 
Indicando la suma de sus amplitudes y la suma de 
sus periodos. 


A)-3;5% B)-3;% 


9 
2 


os Djs: E 
(£3)Graficar las siguientes funciones: 
D  y=senx+1 
HI)  y=2senx-1 
Indicando su anplitud y su periodo. 
A) D-Lx m3 
1 8% 
2*2 
o Dz 
D) Di;2x 
E 0-55 
((9Graficar las siguientes funciones: 
D y=3-2sen4x 
1)  y=2+3c082x 


Indicando su anplitud y su periodo. 


BD 


A 

B) 1)3;x 
E E 
o m3; 
D) D-3;x 125 
E) D3x 1)2;x 


(Da ecuación de la gráfica es: y=2sen4x. Calcular 
del triángulo sombreado. 


q ,2 


E? zx E 2 2 
Er ind B)zu C)zu E)2xu 


(GH La ecuación de la gráfica es: 
y=1-senlx 
calcular el área del triángulo sombreado. 


Alx=nx o neZz 
BInrexe2lnronez 
Cinr<x<2nxonez 
D)a=2nx>neZ 
E)x=(2n+1)r > ne Z 
(2) Graficar las siguientes funciones: 
D y=co8x+1 

Hi) y=2co8x1 
hallar la suma de periodos de (1) y (11) y la suma de 
amplitudes (1) y (1). 


AJ3r:3  B)2x:6  CMr,3  D)r;21  EJ6x;-3 


1) Cl j 
111)0112)E13)8 120 C)15)D|16)8117)4 18) )01)0(02)0 
EL MISTERIO DE LAS PIRÁMIDES 


La altura de las pirámides egipcias tiene algo del misterio 
que relaciona el cuadrado y el circulo , porque la altura 
de ella es justo el radio de una circunferencia cuya 
longitud es igual al perímetro de la base. Ante ello se 
dedujo que la inclinación de todas es permanente e igual 
a51%51' 

La exactitud de su construcción es admirable , además 
tienen un importante aspecto que atrajo la atención y 
curiosidad de todos. 


Antiguamente se pensó que las piedras usadas en su 
construcción contenían conocimientos astronómicos , 
pero nunca se obtuvieron datos ni documentos precisos 
sobre ellos. 


La famosa pirámide de Keops fue durante la época de 
Bonaparte el punto de partida o referencia para 
mediciones, porque prolongando las diagonales del 
monumento ellas encerraban al delta del rió Nilo, y 
además el Meridiano que pasa por centro de dicha 
pirámide dividía a dicho delta en partes iguales, Se 
comprobó también que dicho Meridiano es el que menos 
mares cruza y mayor extensión de tierra contiene y 
además divide en partes iguales a la tierra habitable 
por el ser humano. 

El perímetro de su base , con relación a su altura , tiene 
como razón "2” ; por eso Herodoto , refiriéndose a la 
pirámide de Keops dijo; "si se levanta un cuadrado sobre su 
altura, su superficie corresponderá a la de cada una de las 
superficies triangulares”. 

Uno de lo pasadizos de ventilación estaba situado de modo 
tal que uno de los rayos de la estrella Sothis (nuestra sir 

, podía iluminar la cabeza del sarcófago del Faraón, cuan 
dicha estrella pasaba por el meridiano, Jodos estos son 
hallazgos, curiosidades , deducciones obtenidas sin ningún 
rigor científico , pero que aun tiene validez y JPUESaS: los 
conocimientos avanzados de dicha civilización. S 


a ole] la fa] 
palo A Pla lo 


Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas ordenadas 
obtenidas en la tabla anterior. tal como se muestra en la figura adjunta. 


FUNCIÓN SENO 
El dominio de la función y = sen x son todos los números reales, 
En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de dicha 
función. Nótese que los valores del dominio (x) están expresados en 
redlanes y son ángulos especiales del primer y segundo cuadrante. de 
tal forma que los valores correspondientes de la imagen (y) 1 fáciles 
de calcular. 


E 
4 


Al marcar otros pares ordenados (utilizando una calculadora científica) y unirlos mediante una curva suave o lisa se obtendrá la gráfica de 
la función y = sen x. llamada senolde. 


1 y =senx (Senoide) 


De la gráfica de la función y = sen x tenemos: 
+ Domf=R, es decir, xeR y Ranf= [-1; 1], es decir, -1 <senx<1. 
+  Esuna función impar. ya que sen (-x) =-sen x (la gráfica presenta simetría con respecto al origen de coordenadas). 
. Escreciente Vx e(-3 + 2; $ + 2x) y decreciente Vx e ($ + 2: 3% +24) : donde keZ. 


»  Esperiódica y su periodo es2n. 
«  Escontinua Vx e K . o sea es continua en su dominio. 


También es de uso frecuente la definición siguiente para la función 
seno 1= ((x y) / y = senx; WxeR) 

Definición: Si una función f cumple la propiedad f (x + T) = f(x) 
para todo x de su dominio, siendo T una constante real diferente de 
cero. entonces f es periódica, El menor número positivo T se denomina 
período (período principal o período mínimo) de la función f. 
Ejemplo 1 

Averigúe si existe el período de las funciones cuya regla de 
correspondencia es: 

L H(x) = sen x 
Dl. gh) =t8 
Resolución: 

L fix) =senx 

Primer método. Por definición 

Esquema a plantear: 

Si f(x+T) =4() c...uo...o a) 

pasando a un solo miembro se tiene: 

f(x + T) —H(x) = 0 

(De esta ecuación debemos obtener al menos una ecuación que 

involucre sólo a la variable T). 

Si no se puede obtener aquello se sobreentenderá que la función 

no es periódica: en el ejemplo tenemos: 


f(x) = sen x 
fx + T) = sen (x — T) 


Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos: 
sen (x + T) = sen x 
sen (x + T) sen x= 0... (4) 

y por transformación a producto de (4) se obtiene: 


2 (E 8) (E) o 
Reduciendo 2 sen () cos (2:31) =0 de donde 


obtenemos dos condiciones. 


y puesto que al menos una de las dos condiciones involucra sólo 
aT (a). luego resolviendo: 


sen z =0 
Del capítulo de C.T. se tiene que si: 


sen =0 > 3 =kx;keZ .......... (5) 
Como T debe ser diferente de cero, por consiguiente K también 
debe serio (k + 0) . por lo que nuestro correcto planteamiento 


sería: 
de (5) T =2kx dando algunos valores a K obtenemos; 


Si k=1>2T=2r;S:k=-1 > T=-2x 
=2>T=4x;S:k=-2 => T=-Ax 
: k=3>T=6x;Si:k=-3 > T=-6r 
Si: k=4 >7T=8x;Sik=-4 > T=-8n 


de donde: 


T=..4r;-22;2n;2%;4x;6x; 
Toda eta som parados 


a. (6) 


Pero como habíamos mencionado. se considera como periodo 
principal o mínimo al menor valor positivo de estos valores (6). 
en consecuencia escogemos: T = 2x. 

Luego podemos afirmar que para la función: 

1(x) = sen x existe un periodo T y éste es Za. 

Segundo método. Método de identidad 

A partir de la definición: 


H(x+T)= fx) ¡T>0 
sen (x + T)=senx ,... 


desarrollando el primer miembro por identidad de arcos 
compuestos. 


= de (1) 
sen x cos T + sen T cos x = sen X su... (2) 
Completando el segundo miembro se tiene: 
cos T sen x + sen T cosx = 1:senx+0- 0058 x... (3) 


Identificando obtenemos: 
cosT=1 y senT=0 
(No olvide que estas dos condiciones deben verificarse en 
simultáneo para que la igualdad (3) se cumple). 
Como T debe ser positivo T > 0 
Si: cos T=1 => T =2x; 4x; 61; 8; 105; 
senT=0 => T=5m 2% 3, 41, 57, 61 ..... 
De (4) a (5) se obtiene que los valores deT son: 
T =2x 41, 67, 81; ... ; 2nk; (ke Z*) 
Puesto que se escoge el periodo T como el menor valor positivo. 
éste sería 2x. Luego podemos afirmar que la función f(x) = sen x 
es periódica de periodo T = 21. 


or áng 


ES A 160) 


acerca de T 


Porlas identidades de reducción al primer cuadrante se tiene que 
T debe ser un ángulo cuadrantal (r a LX ;keZ'). detalforma 
se emplearía el tanteo con: 


+ Si k=1 > T=3 > sen(x - B)rcosx 


reducción al 
primer cusdrante 


(No cumple la condición (1) porque el segundo miembro debería 
ser sen x). 

= El periodo no es E 2-en consecuencia seguiremos nuestro 
tanteo con el siguiente ángulo cuadrantal: 


+ Sik=2=>T==senx + cos x 


O 
por reducción al 
Primer cuecrante 
(No cumple la condición 1). 

= El período no es x. en consecuencia proseguimos nuestro 


(No cumple la Pa 1. 


= El período no es e. . luego seguirmeos tanteando con el 
siguiente ángulo cudrantal. 
»Sik=4 => T=2x => sen(x +21) =senx 
Sor rain al 
aires cuadrante 
(Sí cumple la condición 1). 
Puesto que el valor de T = 2n cumple. podemos afirmar luego 
que los valores de T serán los múltiplos de 27. esto es: T = 2n: 
4: 6n; Sn: ... 
Pero se escoge como periodo al menor positivo. por lo que 
podemos afirmar que la función: 
1(x) = sen x es periódica y de periodo igual a 2x. 
EJERCICIO : 
Calcule el rango de la función: 
1(x) = (sec x — esc x) sen x cos x 
Resolución: 
Reduciendo; 


10d 


Jsenx cosx 


=> tu) = (ems. cosx OA 
cos x senx 


Luego. para que la función exista: 
senxacosx* 0 


>Si:senx*0;x>*0, 1, 21, 37... 


] ix 31 Sm. 
>Si: cosx*0;x +3, AS 


es decir: x+ EL ¡kez > f(x) =senx+cosx 
además: 


1(x)= A2[senx > LL coax] 


> f(x) = v2[senx cost +senZicosx] 


|. Determine EE rango as la funció 


.. Halle la ecuación de la sinusoide me 


> f(x) = V2sen[x+E 


Sabemos que: -1 ssen(x+3 sl 


=> 42 < f(x) s Y/2 


Z,kh,x 
PERA FAST 


> sen(x+3) > X. 2 
> 2 sen(x +2) 21-11 


> 1(x)=1; 1 
> 2 < l(x)< V2- (1 1] 


Ry [242] Y) 


EJERCICIOS 


Calcule el dominio de la función: 
f(x) = 2 + esc x 


Rpta.: .. 
Calcule el dominio de la funció: 
A 
15 T=senx 'Tesenx 
AS TA E ot] 


f(x) =3+2senx 


2 
Dada la función: f(x) =¡ LE 


calcule; a. Sudominio 
b. Surango. 


Y 


8. Calcule el área de la región triangular PQR. 
Y 


Bpta.: .. 


9. Si: fíx) = (sen x) + cos x)? - (sen x cos x)? 
determine: a. Superiodo 
b. Surango 


determine: a. Superiodo 


b. Surango 
A a DNA A 
11. Halle el rango de la función: 
f(x) = Los 2x 
LOs Xx —senx 


fl) =0e2x  (keZ) 


A) R-(kx) B) R-(2k) 
os o ($) 
a =p 


2. Calcule el rango de: f(x) = 3 sen x +1 
AJFLI. B)(F24]  C)F2.3] 
D)F1.3] E) [0.4] 

3. Si: f(x)=1+2senx a g(x)=3+2senx 


calcule: DMRf 
AJFL3]  B)[25  C) (1.3) 
D) [1.5] E) [1.3] 

4. Halle la ecuación de la sinusoide mostrada: 


Y 


RIAL ROBIÑOS > 


A) y=2senx B) y=2sen5 
Cc) y=2sengx D) y=2sengx 
E) y=2senáx 


5. Calcule el área de la región sombreada: 


ajéo pj Cc) mé 
D) 2:04 E) 4 
6. Calcule el rango de la función: 
f(x) = (2 + sen x) (2 - sen x) 
A) 8.4) B) [2.4] C) [0.3] 
D) [2.3] E) :3) 
7. Calcule el máximo valor de la función: 
f(x) = (1 + sen x) (1 + cos x) 
A 2 B) 3 ca 1 


D, 25548 E Sr22 


8. Si: 1(x)=1+ ((1=cosx)(1+cosx) 


determine su rango y periodo, 

A) 10.2]; 2x B) [0.2J: 2 
C) [0. 1); 2x D) (1.2): x 
Ef (1.2); 22 


9. Calcule el rango y periodo de la función: 
f(x) = sen x cosíx- cos x senix 


A (1.1.7 B) E, 3] : 3 
c) 4 3] 4 D) 2, 3]: me 
24413 
10. Halle el rango de la función: 

f(x) = 32n3x , 0083X / 4sen2x 
A) [4.4] 
8) [442,442] 
C) [6. 6] 


D) [-442; 442] - (-4, 4) 
E) [58.8] - (-4:-4) 


TS 


Representación Gráfica de la F.T. Seno: 


Si tenemos la Función Trigonométrica Y = Senx, Donde *x" representa a 


los ángulos trigonométricos que varía de (+o<) a (-0<) e "y" representa los 
valores numéricos que toma la función. 


Para graficar se necesita una serie de puntos (Tabulación): 


* Trasladamos los puntos previamente ubicados en la C.T. al sistema de 
coordenadas (x => Angulos é Y = Senx): 


El último paso fue unir todos los puntos de la curva que se forma y que 


adquirió dicha forma (Y = Senx) 
Se observa: 


- En el IC “crece” de O hasta 1. 

- En el !IC “decrece” de 1 hasta 0. 
- En el 1IIC “decrece de O hasta -1. 
- EN el IVC “crece de -1 hasta 0. 


Es decir: 
-1 < Senx< 1 


- Periodo: 21 
- Principal 


Analicemos el Gráfico: 

a)El nombre de la curva es 
"SINUSOIDE” 

b)Extensión: Del gráfico 
observamos que el “máximo” 
valor que toma el seno es “1” y 
el “mínimo” es *-1”. 

c)Periodo: Es claro que la 
tendencia de la curva es de 
repetirse en forma completa, a 
partir de 2n. 

d)Es una curva “CONTINUA”. 
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FUNCIÓN COSENO Luego la función coseno como conjunto de pares ordenados será: 


El dominio de la función y = cos x son todos los números reales, 
En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de dicha 
función. Nótese que los valores del dominio (x) están expresados en 


f= [(x;y)/y =cosx;VxeR] ó 


radianes y son ángulos notables de uso muy frecuente. esto se hizo > Er 
por el motivo de que los valores correspondientes de la imagen (y) me llo: D; (3 $) (E; 3): E; o) a 
son fáciles de calcular. 


Al marcar otros pares ordenados obtenidos a través de una 
calculadora o un programa y unirlos mediante una curva suave y lisa. 
se obtendrá la gráfica de función y = cos x llamada cosenoide. la 
cual se representa a continuación. 


Y YO (Cosenoide) 


A partir de la gráfica de la función podemos obtener las siguientes 
conclusiones: 


* Domf=R, es decir: xe k 
yRanf= [-1;1] es decir-15 cosx < 1. 

+  Esuna función par ya que cos (--x) = cos x. Esto se muestra porque 
la gráfica presenta simetría respecto del eje de ordenadas. 


+ Es decreciente: Vx e (2km; (2k +1) 1) y creciente: 


Vx e ((2k +1) 1; (2k + 2) 1) donde: keZ. 


+ Esperiódica y su periodo es2n. 

+ Escontinua: Vx e K . esto quiere decir que es continua en su 
dominio. 

EJERCICIO : 

Determine el rango de la función: 


19- ¿ess 


Resolución: 

i.  Aralizando la función: 
2+c0sx +0 => cosx+*-2 
>xeR 

ii, Si xek=>-1<cosx<1 


S =2+cosx+1 
pero; f(x)= DA 

EL E 
ATT 


Luego: 1<2+c0sx<3 


1 1 
ox 3 
=>22147 123 
+cosx 3 
=221l)24 
-Rf=[4; 
ES 2] 
EJERCICIOS 
1. Determine el dominio de la función: 
f(x) = sec x 


2. Determine el dominio de la función: 
=1+c05x 
16) 1-cosx 


Rpta. 


3. Calcule el rango de la función: f(x) = 32 cos x 


Rpta.: 


4. Calcule el rango de la función: f(x) = 2 
+COSX 


Rpta.: .... 


5. Determine el dominio y rango de la función; 


£6c) 


= En 
1+cosx 


Rpta. 


6. Calcule el rango y periodo de la función: 
f(x) = cosx — sentx 


Rpta.: ... 


7. Si P(S%; n-1) e y=4cos3x 
Q$ 11) € y=Y2cosÉ 
Calcule (k + n) 


Bpta: .. 


8. Determine la ecuación del cosinusoide mostrado: 


Y 
2 


Rpta.: .. 


9, Calcule el área de la región sombreada: 


Rpta.: .. 
10. Al graficar: fx) =4/ —senx 
determine: a. Superiodo 
b. Surango 
Rpta.: .. 


11. Calcule el rango de la función: 
= Los3x 
o 
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=3c052% =3cos2X 
12.51 xe[2; 35] calcule el rango de: NS Doy EAcosg 
1(x) =2 + 3005 x E) y=300s3x 
PA e A IO APR tenades del punto P. 


13. Halle el rango de: 


S 1(x)= 4/2 senx 
f(x) = |1+c0sx] + [2 + cos x] 
= 
A 0 | 
Problemas Propuestos 
1. Calcule el dominio de la función: alx)=/2cosx 
fíx)=tgx  (keZ) 
A) (En, 1) B) (Es, v2) 
A) R B) rn) ) a 
ed , 
s o (E -3) o) (5-1) 
[e] r((2x+1)3) D) R-(kr] S 
E:-2 
E) R-(2kr] El ( 4 ) 
2. Calcule el rango de la función: 7. Al graficar: f(x) =cos x +|cos x/ 
f(x) = sen xctgx calcule su rango: 
A) 21.11 B) EX A) [1.2] B) H.1 
011.1 D) 1121 €) [0.1] D) [0.2] 
E) (=1.1)- (0) EN! 


3. Calcule el rango y periodo de: 8. Halle el rango de la función: 


f(x) = (cos x + sen x) (cos x —sen x) 1(x)=2c0s2x+4 si Di=]E, Í 
A) El. 1J:x B 1:3 A) 12.41 B 12.4 
C) [1.3] D) 11:31 
C) [0.1]: x D) (41:35 E) JO.11 
E) [0.1]: 2x 


9. Si: f(x) =4+ 5 cos 2x tiene amplitud A y periodo T. calcule: 
4. Calcule el rango de: 4(2Ax+T 


1(x) = cos x (3-4 cos'x) ES TMAx-T) 
A EL 8, [-4 3] a nj OL 
C) [0.1] D) [1.3] u 
13.4 D) 12 E) 1 
10. Determine el rango de la función: 
5, Halle la ecuación del cosenoide mostrado; (bo = 
Ms se l)= tgxcosx 
3 a) [42,2] 
B) [42 42] - 1,3 
c) [-242, 242]-(-2, 2) 
D) [-22, 242] 
A) y=30082x B) y=300sÉ 
E) [-242, 242] - (0) 


www.librospdf1.blogspot.com  www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com 
Representación Gráfica de la F.T. Coseno: 
Si tenemos la función trigonométrica Y = Cosx, al igual que en el caso 
anterior, para graficar la se necesita una serie de puntos (tabulación) y 


procedemos: 


+ Trasladamos los puntos ubicados previamente en la C.T. al sistema de 
coordenadas (como en el caso anterior). 


Luego de unir los puntos se obtuvo esta gráfica (Y = Cosx) 


Se observa: 

- En el IC “decrece” de 1 hasta O. 
- Enel IIC “decrece” de O hasta -1 
- En el IIIC “crece” de -1 hasta O 
- En el IVC “crece” de O hasta 1 


Es decir: 
-1 < Cosx < 1 


Periodo Principal: 21 


Analicemos el Gráfico: 

a)El nombre de la curva es 
*COSINUSOIDE”. 

b) EXTENSIÓN: Del gráfico 
observamos que el “máximo” 
valor que toma el coseno es 1 
y el “mínimo” es -1. 

c) PERIODO: Se observa 
claramente que la tendencia de la 
curva es la de repetirse en forma 
completa, a partir de 27. 

d) Es una curva “CONTINUA”, 
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL PARA EL CÁLCULO DEL PERIODO 
PRINCIPAL DE UNA FUNCIÓN TRIGONOMIETRICA: 


- Esta propiedad será de gran ayuda y utilidad para el rápido cálculo del periodo principal de 
una función trigonométrica, siempre y cuando la función tenga la siguiente estructura: 


Sea F(x) de la forma: 
FO) =A.F.T.(BX+C0)+D 


Donde A, B, C, D y n son copistantes. 


Se tendrá el siguiente cuadro: 
n:impar_ | _n:par 


Donde “T” es el periodo principal de la función trigonométrica. 
Ejemplos de Aplicación: 


1) Y=Tg (5-5)+2 => [N=1 > T= E. =3m > Periodo Principal 


= Periodo Principal 


=12x% => Periodo Principal 


Nota Importante: 
En caso que se tuviera Funciones Trigonométricas de la forma F() = MSenAX= 
NCosBX EL periodo de la F.T. > 00 será el mínimo periodo común de: 


Fx n kyne z*) 


E y Nconstantes) 


OBJETIVO : 


Efectuar análisis de gráfica y comportamiento de las 
funciones trigonométricas básicas. 


¿CÓMO TRANSMITE UNA RADIO? 


Debido a que el sonido se atenúa a medida que el 
receptor se aleja de la fuente emisora, surge la 
necesidad de hallar algún método que permita 
transmitir música o palabras a lugares lejanos a la 
fuente. Este es el objetivo de la radiodifusión, es decir, 
que una señal electromagnética viaje desde la emisora 
hasta los aparatos de radio donde es transformada en 
sonido. Una de las técnicas utilizadas para lograrlo es 
la Modulación en Amplitud (AM). 


Los sonidos a emitir son variaciones en la presión que 
el aire ejerce sobre los oídos. Aparatos como micrófono 
transforman esas variaciones en señales eléctricas, 


Antes de que esa señal eléctrica pueda enviarse desde 
la emisora, debe pasar por un proceso electrónico 
llamado modulación, que consiste en «mezclarla» con 
una señal eléctrica de forma senoidal (función seno). 
Así, lo que la radio emite al aire esuna función senoidal 
que cambia de amplitud según cambia la onda del 
sonido que se quiere transmitir. 


La señal emitida tiene, como todas las funciones 
senoidales, un cierto período, es decir, que tarda un 


determinado tiempo en cumplir un ciclo. Para medirlo, 
en AM, suele usarse la frecuencia (cantidad de ciclos 
que cumple la función en un segundo), la cual se mide 
en Hertz. 


Cuando se sintoniza en un aparato de radio una 
emisora, por ejemplo, AM 670, se captará una onda 
senoidal de 670 000 ciclos por segundo, detectará las 
variaciones de amplitud de esa señal y sus parlantes 
las transformarán en sonido, 


Otro método para enviar información a través del aire 
es la Frecuencia Modulada (FM), la que hace variar la 
frecuencia de la onda senoidal y en esas variaciones se 
encuentran los sonidos. 


Cada método tiene sus ventajas y desventajas; por 
ejemplo AM tiene mayor alcance, pero FM logra mayor 
fidelidad. 


Amplilad , Periodo , Fase 
Uno de los conceptos trigonométricos más importantes 
es el de «curvatura sinusoidal». Se presenta en 
innumerables partes de astronomía , matemáticas y 
de todas las ciencias que incluyen a las ciencias sociales, 
Es simplemente, la gráfica: de y=A sen(Bx+C), siendo 
A, B, C constantes positivas. 


Comenzamos comparando las gráficas de y=senx; 
y=Asenx que se muestran superpuestas sobre los 
mismos ejes, y con las mismas escalas, en la siguiente 
figura 

Puesto que el máximo valor de sen es 1, y se presenta 


para x= F+2hm;keZ 


Es evidente que el máximo valor de Asenx es A. 


La constante Á recibe el nombre de amplitud de la 
curva seno (curva sinusoidal), el período T de y=senx; 
es T=27. Comparemos ahora las gráficas de y=senx 


Ay=senBx 
Si Bx=0; x=0,y siBx=21,x= E «Por tanto,el 


2 


período de y=senBx es T = B 


de donde tenemos y=AsenBx 


La frecuencia de una oscilación es el número de 
periodos que hay en un intervalo de unidad de tiempo, 
normalmente un segundo. La frecuencia se mide en 
períodos por segundo o, en lenguaje más corriente en 
ciclos por segundo. 

Un ciclo es lo mismo que un período. La unidad 
empleada en la radiodifusión es el kilociclo (mil ciclos) 
por segundo. Estos números son los que marca el dial 
de un aparato de radio. La corriente normal de las casas 
es de «80 ciclos», lo que significa una frecuencia de 60 
ciclos/s. Si una oscilación tiene un período de T 


segundos, su frecuencia es f =+ ciclos/seg 


La frecuencia de AsenB es f=>- , y la de 


Asen(2ft) es f ciclos/s. el período de las ondas de 
radio se expresa, normalmente en un función de la 
distancia recorrida por la onda de T' segundo. Esta 
distancia se llama longitud de onda A. Como la 
velocidad de una onda de radio es 3x10'%cm/s, 
longitud de onda correspondiente a un período de T' 
segundos será 3Tx10'%em. Así, pues, función de la 
frecuencia. 


Con esta fórmula se pueden convertir frecuencias en 
longitudes de onda y viceversa. Así, una señal, emitida 


con una frecuencia de 600kc/s tiene una longitud de 
onda. > 
_ 3x10 


600x107 


Como se sabe, las ondas de radio transmiten los sonidos 
de las voces humanas y de los instrumentos musicales. 
Para más sencillez, vamos a limitarnos a la 
consideración de un tono musical puro. 

Estos tonos puros se representan por una curva 


sinusoidal en la que la amplitud corresponde a la altura 
del sonido y la frecuencia f al tono. 


cm=500m 


Por ejemplo, la frecuencia media f es de 512 ciclos/ 
seg. Como hemos visto, la ecuación de una de estas 
curvas sinusoidales es: y=Asen(2 7rft)..... (1) 

La estación de radio transmite una onda portadora, 
que es también una curva sinusoidal cuya frecuencia 
es la asignada a la estación en particular. Estas 
frecuencias son mucho más altas que las de ondas 
sonoras , por ejemplo,800 O00ciclos/seg. para 
emisiones corrientes y 8 000 000 ciclos/seg. para la 
parte sonora de una señal de televisión. Escribiremos 
la ecuación de esta onda normal así : 


y =A,sen(2xr ft) .... (1) 


Siendo A, su amplitud, y f su frecuencia La onda 
portadora se puede emplear ahora para transmitir el 
tono puro de (1) anterior, imponiéndole un cambio 
periódico en su amplitud A, , En vez de mantener A, 
constante, la estación modula A , de acuerdo con el 
valor : 


A,(t) =A,+mA,sen(27 ft) 
Siendo f la frecuencia del tono puro en la relación (11) 
y m un factor de proporcionalidad llamado grado de 
modulación. La onda entonces tiene por ecuación 
y=A, [1+msen(21f,1)] 
Cuya gráfica esta construída en la siguiente figura . 


El receptor convierte así esta señala de nuevo en el 
tono puro original, que se difunde fuera a través del 
micrófono. Este proceso se llama amplitud modulada 


(ETRIGONOMETRIAS GIA ENCICLOPEDIA HOT) 
x=(27-C)B 


(AM). 


Onda portadora Onda transmitida 


Se pueden modular alternativamente la frecuencia de 
la onda normal según el tono en que seva a transmitir. 
Para hacerla se relaciona una banda de frecuencias 
concentrada en torno a la frecuencia normal, o sea la 
del intervalo /f,-a ; f,+a]. La frecuencia f, de la onda 
portadora debe variar entonces de acuerdo con la 
ecuación. 


a 
1,18) =f, — iz Sent2ft) 


y la onda transmitida tendrá por ecuación ; 


y=A,Sen 2rt[fa + == q Sen2rft 
a 
y= A,Sen|271t| f, + Ez Smenn] 


Según gráfica es la de la Figura 6. Este proceso se llama 
frecuencia modulada (FM). 


a IS Onda transmitida 


Consideremos la gráfica de y =sen(x +c). Cuando 
x*+e=0, x=-e, y cuando r+e=2x% x=2xc, la gráfica 
de la siguiente figura es por tanto, una curva 
sinusoidal desplazada a la izquierda en c. 


Y 


y=sen(x+C) 


La constante -C se llama el cambio de fase, o ángulo 
de fase. 


En la curva y=sen(Bx+C) vemos que cuando 
Bx+C=0 ,x=-C/B y citando Bx+C=2x, 


De aquí que el cambio de fase venga dado por el número 
x =-CIB 


Finalmente, representamos la curva sinusoidal más 
general : y =Asen (Bx+C) 


La amplitud es A , el período es ya cambio de 


E 
¿ase es B 


AMPLITUD y PERIODO 


AMPLITUD (A) 2 

La amplitud de una función periódica (senos y cosenos), 
se define como el valor máximo que alcanza la ordenada 
«y» de dicha función. En general, la amplitud de una 
función con valor máximo M y valor mínimo m, es: 

M-—m 
2 

Para el caso de las funciones 
y = a Cosbx la amplitud es: [a] . 


y=aSenbx e 


Gráficamente se puede interpretar a la amplitud como 
la ordenada del punto donde la función alcanza su 
máximo valor. 


EJEMPLOS : 


Periodo (T) 


PERIODO (TI): 

Sabemos que el periodo de las funciones y = Senx e 
y = Cosx es 2, y el periodo de la función y = Tanx 
es 7. 


Pero si a la variable angular la multiplicamos por una 


constante «b» entonces, el periodo varía, por ejemplo, 20 ampáirión o seducción vial 
AO: reflezión respecto del eje X 


5 
TER pa 
290: ampliación o seducción horcsalal A PS 


BX0, teflezión respecto aleje Y 


analicemos la función y = Sen2x 


1/4 | 25 | 


Como se puede observar el periodo de y = Sen2x es 7 
debido a que esta función completa un ciclo en ese 
tramo, de igual forma se pueden analizar otras 
funciones trigonométricas y llegamos a la siguiente 
conclusión: 


FUNCIÓN 


y =aSenbx, y =aCosbx 1 
e 


EJEMPLOS : 
Calcule la amplitud y periodo de cada función: 


8) y =SenSx b) y = Cosó6x e) y = Tan8x 
d) y=150nG) e) y= Tas 1) y =9Cosáx 
RESOLUCIÓN: 

2x1 


z 
A=1¡T== b)A=1;T== 
2 5 ) 3 


c) T=3 d) A=7; T=4x 

4r T 

238 A=9;T=f 

e) T 3 1) z 
NOTA: 


Las reglas para desplazar, dilatar, contraer, reflejar la 
gráfica de una función se pueden aplicar a las funciones 
trigonométricas, recordadas en el siguiente diagrama: 


¡Desplizamento vertical 


— 


Desplizamiento hanzcrta) 
EJERCICIO 1: 

En el gráfico, se muestra una carrera de autos, en la 
cual la pista está descrita por una curva que tiene por 
ecuación y=5c08(+x/8). Determine la distancia que 
separa a los móviles en dicho instante, 


A)J8km  B)i0km  C)I5km  D)i3km  EJIGkm 
RESOLUCIÓN: 


Gráfico en el espacio : 


Y(km) 


Considerando los lados 


aa 


ATT “y= 5cos 


E y EI 8 
Dada la ecuación y=Ac08Bx se observa que : 


A=5 


xr 
B=5 


OM=5 a ON=12 


Dom (teorema de Pitágoras) 
(MN)?= (0M)* +(0N)* 
d*=5%4+12% >d=13 km 


RPTA : “D” 


EJERCICIO 2 : 
Halle la expresión general de los puntos de corte de la 
función $: (6:91 = Sen A con el eje «X». 


RESOLUCIÓN: 
*Calculemos el periodo de la función: 


; 


Ahora grafiquemos la función en el plano XY : 


Los puntos de corte con el eje «X» son: 
10; 6r; 127187 ;247r; ... ) = (Gn; n € Z) 


LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


El hecho de considerar una variable como función de 
otra variable no es una idea reciente. Dos siglos antes 
de nuestra era, el astrónomo griego Hiparco elaboró 
una tabla en la que se daban los valores de las cuerdas 
correspondientes a varios arcos de circunferencia con 
el fin de facilitar los cálculos para localizar los astros. 
Por espacio de muchos siglos, fueron frecuentes en los 
libros de matemática las tablas que daban para 
determinados valores de una magnitud variable los 
valores correspondientes de otra magnitud 
correspondiente de la primera. Las tablas más comunes 
de este tipo eran las trigonométricas y las logarítmicas. 
En el siglo XVII, René Descartes descubrió que era 
posible «visualizar» las correspondencias entre las 
magnitudes de tales tablas mediante una 
representación geométrica. Parece ser que fue el 10 
de noviembre de 1619 la fecha que tuvo esta idea a la 
vez simple y genial; es decir, empleó únicamente un 
eje X y no se refirió para nada a un eje Y De cada 
valor de X calculaba el correspondiente valor de Y 
mediante la ecuación, obteniendo de esta forma las 
coordenadas de X e Y Evidentemente el uso de los ejes 
no es una necesidad, sino una conveniencia, 


Anotamos también que E Engels dijo: «El punto de 
viraje de la matemática fue la variable de Descartes. 
Gracias a esto se introdujo en la matemática el 
movimiento y con él la dialéctica, merced a lo cual 
surgió la inmediata necesidad del cálculo diferencial e 
integral, que comienza inmediatamente a partir de 
entonces y que Newton y Leibniz en general, 
perfeccionaron, pero no inventaron». 


Una de los aplicaciones de las funciones trigonométicas 
está dado en las comunicaciones inalámbricas; como 
las que se usan en los equipos cotidianos que, 
transmiten datos digitales como los teléfonos celulares 
incluyendo los de las redes locales que enlazan las 
computadoras con otros equipos electrónicos. Las 
transmisiones de radio, son sinusoidales, es decir, ondas 
en forma de seno, las cuales serán estudiadas y 
analizadas matemáticamente. 

La ondas de radio sinusoidales son continuas, tienen 

[És amplitud y ocupan sólo frecuencia cada vez 


lv 


Un pulso radial es una onda simple , breve en duración y de 
baja amplitud. Acústicamente parecería más a un «clic» que 
a un tono y por eso ocupa una ancha banda de frecuencias. 


La funciones trigonometricas son útiles para estudiar 
un movimiento vibratorio u oscilante, como puede ser 
el de una partícula de una cuerda de guitarra en 
vibración, o un resorte que se ha comprimido o 
estirado, para luego soltarlo y dejarlo oscilante de un 
lado a otro. El tipo fundamental de desplazamiento de 
partículas en esos ejemplos se llama movimiento 
armónico. 


Movimiento armónico simple, movimiento 
rectilíneo con aceleración variable producido por las 
fuerzas que se originan cuando un cuerpo se separa de 
su posición de equilibrio. 

Un cuerpo oscila cuando se mueve periódicamente 
respecto a su posición de equilibrio. El movimiento 
armónico simple es el más importante de los 
movimientos oscilatorios, pues constituye una buena 
aproximación a muchas de las oscilaciones que se dan 
en la naturaleza y es muy sencillo de describir 
matemáticamente. Se llama armónico porque la 
ecuación que lo define es función del seno o del coseno. 


Para ayudar a la descripción del movimiento armónico, 
imagínese un punto P que se mueve a velocidad 

constante en la circunferencia de radio a (con el sentido 
invariable) 

EJEMPLO ; 

Un cuerpo está vibrando verticalmente de acuerdo con 


la cuación £(£) =8Cos[5+] 


, donde f(t) centímetros es la distancia dirigida del 
cuerpo desde su posicióntentral (el origen) a los t 
segundos, considerando como sentido positivo hacia 
arriba. 

» Como la amplitud es 8, el máximo desplazamiento 
es 8cm. 


+ El período es p=-%%_- 6 

A 7/3 
Por lo tanto, se requieren 6 segundos para una 
vibración completa del cuerpo. 


» Inicialmente, el cuerpo se encuentra 8 em por arriba 
del origen, la posición central. En el primer Y segundo 
el cuerpo baja 1,1 cm, es decir, se encuentra situado a 
6,9cm arriba del origen, ete. 


» La gráfica de la función y=f(t) se muestra en la 
siguiente figura: 


SUMA DE FUNCIONES 


Dadas la gráficas de la funciones f(x) y g(x), construir 
la gráfica de la función y=f[x)+g(x), es necesario 
sumar los valores correspondientes de las ordenadas 
de fx) y g(x) . 

EJEMPLO: 


PRODUCTO DE FUNCIONES 


Dadas la gráficas de las funciones f(x) y g(x) para 
construir la gráfica de la función y=f(x)Xg(x), es 
necesario multiplicar los valores correspondientes de 
las ordenadas de f(x) y g(x) . 


ELTOS; 


PROBLEMA 1: 
Sume el periodo mínimo de : 


Y=f¡.=2sen* (5% = E) +1; con el periodo mínimo 


Y=8 (72008 * (6 S ») =1 
Ta z 3 Ta 8x 
7 B)= Oz Di Di 
RESOLUCIÓN: 
E 
» =-— 
Bl 5 x,_2_8x 
> Try = + 2=%2E 
* En E: T. -2r_x 5 3 15 
BS 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 


Halle el periodo mínimo de ; y = f,,,=cos(sendx) 


a x x Íx x 
A) 4 B) 10 C) 3 D) 5 E) 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos la definición: 
> firm = fu) 
cos[sen(4x + eplntosicmt) 
x 
> 4T=x>T= > 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 3: 
Si el periodo de: 
x x 
l=2sen(az+2)-15a ez* ez 
¿Cuánto vale “a”?. 
AJI6 B)J8 Cj14 D)J4 E)24 
RESOLUCIÓN: 


D) Sia: impar > 1 a=16 =>contradicción 


KM) Sia: par 1,=2=%> a=8 
a 8 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 4: 


Determinar la ecuación de la curva mostrada, si 
es de la forma : y=asenbx + e 


575 


A) y=2sen2x+1 
B) y=sen2x+1 
C) y=3sen2x+1 
D) y=sen2x+2 
E) y=—co8x 


-2 


RESOLUCIÓN: 
* Como la ecuación es: y=asenbx + e 
Y 
DI==TEsb.2 1 
1 
0 Ps 
-2 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 5: 
Determinar el periodo de la función: 
Fx) =c082x + cosB3x + cosdx 


yz Cjx D)2x E)-x 


RESOLUCIÓN: 


* Aplicando la fórmula a cada uno de los sumandos 
tendremos: 


27 
Bm 
dE 


fíx) = cos2x + cosBx +  cosáx 
Y Ya Ys 
1 IA 
y > y 
P, = Po P=E 
Lx - x 
3x 
3n 2x y 
da tE 2x 
OBSERVACIÓN: 


Sea P el período de la función compuesta por los tres 
cosenos dados. Este periodo deberá caracterizarse por 
contener número exacto de veces a los periodos 
componentes (P,, Py,Py) de los cosenos participantes. 
Siendo el período de una función el valor mínimo de 
dominio después del cual la función se repite; 
concluimos que nuestro problemas se resuelve 
encontrando el mínimo común múltiplo de los periodo 
componentes. 


* Finalmente el periodo de la función f(x) será igual a: 
MOCMIP, ; Pa; Pa)=2x 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
Sea funa función definida por f(x)=3c08(2xx)+2, con 
periodo mínimo T y amplitud A; halle T+A. Como 
ejercicio grafique la función. 
a4J2 BJ4 CJ6 
RESOLUCIÓN: 


D)J8 EJ10 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 7: 
Sif y g son funciones definidas por : 
f(x)=17c08*(3x-2) y g(x) = 11sén(5x+1), con 
periodos mínimos T, y T, respectivamente; halle 
S0(T,+T,). E 
AJ10x B)12x EN 
RESOLUCIÓN: a 

Ñ a EY 


D)22x E)30x 


f(x) =17c08*( -2)21,=7 


g(=)=11sen(6x+1) > n= 


RESOLUCIÓN: 


De: fx) = sectx + csc*x 


> flx) = sectx.coc?x 
1 


a 

ja E li 
(2senxcosx)? sen? 2x 

> flx)=4000* 2% => T=2 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 9: 
Halle el periodo mínimo de la función f definida por: 


polo 


2 
AJx B)2x -C)j3x D)á4x 
RESOLUCIÓN: 
* De: 1=)=sen[|cos-3)cos (sen) 


* Sea: T el periodo de f 
> fla+T)= sen|cos (5+2)]+00| sen (+ ”)] 


> f(x+4x)=f(x) > T=4x 


PROBLEMA 10: 
Determine el periodo de la función por: 
f(x)= cos(|tgx|+|etgx|) 

Aj2x Bix os 

RESOLUCIÓN: 

* De: f(x)=c0s [[tanx| +]cotx|] 

* Sea f de periodo : T ee 
> flx+T) = cos [|tan(*+T)|+|cot(x+T)/] 

* Para: y e 


x 
DE 
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xy x 
a1(02)m0)>1=5 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 


Halle el periodo mínimo T¿T>0, en la función f 
definida por : 
f(x) = (1 +sen?x) - (1+8senx)(1+cosx)(versx)eovx 


Ar BE 7% Dr Elda 
3 3 

RESOLUCIÓN: 

* De: 


fx) =(1+aen? x)- (1 +senx)(1+c08x).versx.covsx 
> fíx)=(1+sen*x)-(1+senx)(1+c08)(1—cosx)(1—senx) 
> flx)=1+sen?x- (1—sen?x)(1—cos?x) 
> flx)=1+sen*x—cos*x.sen?x 
> flx)=1 + sen? x(1-cos?x) 
> f(x)=1+8en ix 
* Luego : 
Periodo T=2=%>T=x 
B 1 

RPTA: “4” 
PROBLEMA 12: 
Halle el periodo de la función f definida por : 


flx)= IZ cos2x + Ji+cos2x 


Aja Bj os D)2x na 
RESOLUCIÓN: 
* De: 


f(x)=V/1=cos2x + /T+cos2x 

> flx)=/28en*x. + V2c09*x 

> flx)=V/2 [[senx| + |cosx!] 

* Sea: f, periódica de periodo “T'”: 

> f(x+T) = 2[]sen(x+T)| + Jeos(x+T) |] 


* Para: 2 E 
T= qa (suposición) 


31 (=+ 2)=43 [[sen(= +5) |. los(=+2)] 
a 1(++2)=/2 [leosx| + [senx]] 
=1(eezjona=r=z 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 13: 
Determine el periodo mínimo de la función f definida 


por: (=) 
fíx)= PE coat] 
A)2x B)x 05 Di 
RESOLUCIÓN: 
* De: (a) 
po 1002 E coat] 
* Sea f periodica de periodo “T” 
¡eente+T) 
> rn cos (++1)] 
* Probamos para: T=2x 
r42x) 
> flx+21) 4 cos(x+27) 
> flx+ a, cons] 
> f(4+T)= fix) 
>T=2x 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 14: 
Halle el periodo mínimo de la función f definida por 
fix) = (sectx —-1)cos*x —(esc*x —1)sentx+3 


x dx 
AJx BJ D)2x EF 


- RESOLUCIÓN: 


f(x)=[sec*x— 1]cos*x-lcsc*x-11sen*x+3 
* Calculo de dominio : 
ID de secx; xr (2n+)ZineZ 
11) de secx; x2+najneZ 
* De (1) y (1D) tenemos que: 
o ¡nel > Dominio=R ("yn e 2) 

* Reducimos: 

fx)= tan?xcos*x — cot?xsen*x+3 

> fx) = sen?x—cos*x + 3 > f(x) = 3—cos2x 
» A 


PE 
(1) =3-—cos2x;x+—;ne Z 
2 


RPTA;: “A” 


AFUSCIONES TRIGONOMETRICAS —M 


PROBLEMA 15; 
Dada la función f(x) =sen*xx —cos*xx, indicar si es 
verdadero (V) o falso (F) las siguientes afirmaciones: 
=D) fes una función impar. 

11) fes periódica de periodo mínimo T' =1 


111) f es creciente en el intervalo E ; A) 
AJVVV B)FVV  C)FFV  D)FVF EJFFF 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


f(x) =sentxx —costxx 
> fíx)=[sentxrx + cos*xx][sen*xx cos? xx] 


===] 


> f(x)=-cos(21x); 


* Graficamos: 


D Fx) =-cos2xx 
Ñ-x) =-cos( - 2px) =- cos2xx 
> fx)=Ñ —x) luego— nep 
HI) Se observa que: T=1 
TD Enxe E 
* Lo que se desea es: 


z 5) S feJos creciente 


RPTA: “B” 


Sea funa función definida por: f(x)=6"%*(*); indique 
yerdadero (V) o falso (F) de las siguientes 
proposiciones: 

DfnaxHmin=0- 

1), Fes creciente en E :5). 


) El periodo mínimo de f es 27. 
ñ Six [otr] entonces su rango es [1;6]. 


Mio B)FVVV C)VFVV D)VVFV E)FVFF 


EDITORIAL RUBEIVOS 


RESOLUCIÓN : 

Calculo del periodo: £ 
F(x)=f(x+t) 
67Senx_ g-Sen(x+t) 

Senx=Sen(x+t) 

Para ello: t=27 


Tabulamos: 


Ahora, a partir del gráfico analizamos cada una de las 

proposiciones. 

D F)+f(x)=6 cocnnn A e SRT Falso 
máx mín 


1) fescreciente en Es ed 


11) El periodo mínimo def'es LIT ..ocmcaainoonos Verdadero 


IV)JSix e [a z Jentonces su rango es [1;6] 
«Verdadero 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 17: 


Las funciones f;; fy; fy tiene periodos mínimos Ty; Ty; 
T, respectivamente. Calcule T,+T,+T3. 


f,¡(x)=Cos[2xSen(xx)] 
fa(x)=Sen(x)Tan* E =)+Cos(xx)Co0" (5 ») 


Sen(3xx) 
ÍalJa Sen(xx) 


A) 2 B) 3 
RESOLUCIÓN: 


Calculo de los periodos de cada FT. 
1) fÍ=Cos[2rSen(xx)] 


Por definicón si T, es su periodo 
> fP=f +T,) 
Cos[27Sen(1x)]= lia 
esta igualdad se da cuando: 
AT, =kx;keZ=> [T,=1][Periodo mínimo] 


C0)4 D) 2x E) 3x 
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1) f(x)=Senxxxtan* A +Cosax xCot* 5 


Por definción si T, es su periodo 
> Mxl=f(«+T,) 


Senxxxtan* + Cosxrx Cot EZ n= 


=Sen(xx+xT,)xtan AE) aconaxrarapuCor" (55222) 


esta igualdad esta dada, cuando: 
T,=2k; he Z >'T, 


[Periodo mínimo] 
f0= Sen(3xx) _ Senri(2Cos21x+1) 
Sen(xx) Sonxz 


> f/=2C082x1x+1 A Senax 20 
qeh; NEZ 


ur) 


Y 


note que: 


> T,+T,+T,=4 


RPTA: “0” 


PROBLEMA 61 : 

Calcule el periodo mínimo de la función f, definida por; 
1(x)-04Sen[$-+2)«30cos(25+1)+5Tan(ó%) 

A) $ B)x E) 4x1 

RESOLUCIÓN : 


[(x)=34Sen (+2) + 90cos(2x+1)+ STanóz 
> E E 


C) 27 D) 3x 


: 15 


10o=sasen( E +2); t= 


fí=30cos(2x+1); toa > fi '=5Tan6x; t=z 


M.C.M.(3x;1;x) 
M.C.D.(4;1;6) 
RPTA : “D” 


Luego, el periodo de f(x) será: t=- =3x 


PROBLEMA 18: 
Al calcular el periodo mínimo de la función f, definida 


por: 10) =5Sen[ E 7)+Zcontax+3)+Tan(4s) 


se obtiene: 


43 me O% Dr 


RESOLUCIÓN : 


2 
fix) ¿son G+7)+ ror(t+3)+ Tantz 


3 
E) [a 
Para: ld a 
3 de 21 _3x 
sen E+7): a 
3 > 


(2 2 (x) 
fí Ig cos(de+8); > fÍ"=Tantx; t=7 
Luego , el periodo de f(x) será: 


M.C.M.(3x;x53x)_3x 


M.CD(2;2:4) 2 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 18: 


Calcule el periodo mínimo de la función f, definida por: 


1c=1-|sen(5 =)ro0o(2)] 


A) 27 B) dx C) 8x D) 127 E) 16x 
RESOLUCIÓN : 
2 
= S A 
f(x)= [Sen ecos] 
2% ze Es re 
Sen' q +9 Sen Cos -+Co8 > 
f(x) 1+Sen=; periodo ="%. -4x 
2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 19 : 


Sátsile el valor de k; si el periodo mínimo de la función 


Rx 
Eb d 2 8: 
fes lor: ES (E) 3 A 
A) 3 B)-5 C) 2 D)-1 E) 3y-5 
RESOLUCIÓN : 
7 4 kx 
f(x)=4Sen (3)- 3 
da 


Por condición, su periodo es: 3 


Así: 
k 3 eS a 3 
A A 
RPTA :“E' 
PROBLEMA 20: 


Calcule el periodo mínimo de la función f, definida por: 


1(x)=Sentas)»|co0(3)-ran(3)] 


EDITORIAL RUBINOS 


E 


vn BE ai Dz Ey 2% 1D f(x)=2cscáx qe Se 
20 z 5 ze Y > [(x)=2c8c( - d)=- Lescdr 


'ESOLUCIÓN : 
Edi - e 
1akSense| Cor 7 Tan 7 | Mlers2Senses o] La Nx) =N(x) 
. > flx) es función impar. 
II) Periodo: T= x/2 
e 1413) En(% 15) ¡H(x) es creciente y decreciente. 
Ftx)=3Cosxe nz (15) ¡10 z rn 
a PROBLEMA 22: 
Indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
i siguientes proposiciones: 
i 1D) Sila función f está definida por: 
h f (2)=[Tan*(x)+ [Cot*(x)|yentonces el rango de fes 
¿ [8;0). dl 
A 1) Si la función f'está definida por: 
” = Tanx+Cotx 2 
Periodo: Pa f(x) [Tanx|=|Cotx]| ZiCotaT entonces el dominio de f es 


3 
RETA: ar) E) ez. 


PROBLEMA 21: 
Se f la función definida f(x)= tg2x + ctg2x. Indicar 111) Si la función f está definida por: fíx)=Tan|x|, 
si es verdadero (V) o falso (F) en las siguientes entonces el periodo mínimo de f'es xradianes. 


afirmaciones: A)FVV  B)FVF C)VVV  D)FFF E) VFF 
D  fespar. RESOLUCIÓN : 
1) fes impar. Analizamos cada una de las proposiciones: 
111) fes de periodo x/2 1) fíx)=|Tan” x|+|Cot*x|; Rango,=[8;+00) 
IV) fes creciente si x e (1/4 ; 1/2) Veamos: 
AJVFVF  B)FVVF C)FVVV D)FFVV EJVFVV [Tan*x|+ 22 >|[Tan*x|+|Cot*x|2 2 
RESOLUCIÓN: [Tan*x 
: r Nx) 
* De: flx)=tan2x+cof2x E A 7 
> flx)=2escdx 
no); 11) fta)= FP C0tE Dominiop=(-o:+a)- ($2) ¡4 e z 
* Veamos: 
De: y=Tanx A y=Cotx ; x eEzjor EZ cacrrionssos (1) 
Del denominador; 


[Pana] [Cota] ¿ens e [Sos=_. ¡sen [Conta] 

>0%+Cos*x-Sen*x= 0% Cos2x > 2x «(cnn 
> «(2D Zoco (1) ñ 
De (1) (12): 


ATRIGONOMETRIAS 


> Dominioy=R-[%):n € Z......Verdadero 


11) flx)=Tan|x| > T=x 


Graficamente: 


_f-Tanx; si:x<0 
a ia siix>20 
Note del gráfico que f no es periódica. 

Finalmente el valor de verdad de las proposiciones es: 
FVF 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 23 : 


Six eh 3: 2) y la función f definida por: 


Tan2x+Tanx 
Tan3x 

entonces se puede afirmar que: 

A) Es creciente  B) Tiene por periodo mínimo T=1 

C) No esta definida cuando == 

D) Es decreciente E) fíx)=-1 

RESOLUCIÓN : 


Tan2x+Tanx 
F e 


Tan2x+Tanx+TenxxTan2xxTan3x 
Tan3x 


A 
Pero: De: y=Tanx; «+(0+05) 


+Tan2xxTanx *' 


Nx)= 


> fíx)= 


y=Tan2x; x+ (ter +1) Al 


y=Tan3x; (no) 
Del denominador: 
Tansx+0> 5) 
ds kx 
Dominio =2 (2) Zo (eje) du E 


> Dominio¿=R - (er+oz) ejerzo) 


=> Dominio,=R - (5) u (cer +1) a 


De las alternativas dadas es correcto la ““C” 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 24: 
Si la función f esta definida por: f(a:)= a = 1, 
entonces se puede afirmar que: 2 


I)Su periodo mínimo est. IDEs continua en 


x 3x 
TI) Decreciente en (e 25). 


A)VVV  B)VVF  C)VFF  D)VFV  E)FFF 


RESOLUCIÓN : 
F(x)J=[Senóx 4» hoj Eran tl 
Sen2x Sen2k% 


> f(x)=|2c084x] 1 sen2x + 0 


Luego : Fsri2cosáxjare [lo Jrez 


Graficamos: 


A 
: 
: 
A 
H 
: 
1 

Xx 

4 


Luego las proposiciones serán; VFF 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 25: 
Cuál es la regla de correspondencia de la función f, 
que cumple con las siguientes condiciones. 


D) Su periodo mínimo ess. 


1) Es creciente para se(5:7) 
O Fmóx"Fmin => 

A) 2Sen(4x) B) 2Cos(4x) 
D) 4Cos(2x) E) 4Sen(2x) 
RESOLUCIÓN : 


La regla de correspondencia de la función que verifica 
las condiciones es: y=2Cos4x 


C) 2Tan(2x) 


ERPUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Graficamos: ¿y 


lios nfíx)=- 


mín 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 32 : 
Calcular el periodo mínimo de cada una de las 
funciones siguientes: 


*f(x)=|cos3x|+5 


RESOLUCIÓN : 
Piden periodos mínimos de f, h, g 
* f(x%)=|c08 3x1+5 
sea f,(x)=c083x 
ica tz 
Periodo de f= 18| po 


Por regla práctica del periodo : f= a = 


*glx) =sec(sen2x) E 
Por definición: gl): =sec(sen2x) 
8£l(x+T)=sec(sen2(x+T)) 


nbo(sen2x)=sec(sen2(x+T)) 

¡> cos(sen2x)=cow(sen2(x+T)) 

30 <coo(sen2(x +T))-coo(sen2x) 
a A A | 
RES 2 2 


7 (oen2c+T)cosT)x sen(senT x cos(2x+T)) 


[ss2 > EDrrorIar ROBOS) 


Igualamos cada factor a cero 
Tsen(sen(2x+T)xcosT)=0=3T =E 


ia 


el periodo mínimo de g(x) est 


2 
los periodos míni E 
os periodos mínimos son: 53743 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 26 : 

Sea f una función definida por: f(x)=-xSen(-xx); 
indique verdadero (V) o falso(F) de las siguientes 
proposiciones: 

D fes creciente en [-3+0), 

11) El periodo mínimo de f es x.. 

111) El periodo mínimo de f(—xx)es 2x7. 


A) VVV  B)FFF C)VFV  D)VFF E)VVF 
RESOLUCIÓN : 

f(x)=-xSen(-1x)> f(x)=xSen(xx) 
Graficamos; 


Analizamos cada proposición: 
D E es creciente en [5 .0] 
EE EE Verdadero 2, 


11) El periodo mínimo de Fes: xr ...icsmonoos Falso 
111) El periodo mínimo de f(- ene o ES 
Veamos: 


Periodo: en LAOS] «Verdadero 75% ES 
x 


Luego el valor de cart es VFV 
- RPTA::' “ 


OBJETIVO : 
Resolver todo tipo de problemas relacionados con 
funciones trigonométricas, 


INTRODUCCIÓN : 


Las funciones trigonométricas son funciones muy 
utilizadas en las ciencias naturales para analizar 
fenómenos periódicos tales como: movimiento 
ondulatorio, corriente eléctrica alterna, cuerdas 
vibrantes, oscilación de péndulos, ciclos comerciales, 
movimiento periódico de los planetas, ciclos biológicos, 
ete. En aplicaciones de las funciones trigonométricas 


relacionadas con fenómenos que se repiten 
periódicamente, se requiere que sus dominios sean 
conjuntos de números reales. Para la obtención de 
valores de las funciones trigonométricas de números 
reales con una calculadora por ejemplo, se debe usar 


el modo radián. 


Las funciones trigonométricas fueron sistematizadas 
por Newton y Leibniz, quienes habían dado 
expansiones en forma de serie para las mismas. Pero 
fue Euler quien dio el tratamiento completo y 
sistemático a las funciones trigonométricas. La 
periodicidad de estas funciones y la introducción de la 
medida de los ángulos por radianes, fue realizada por 
Euler en su Introductio in Analysis Infinitorum en 
1748. 


GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 


FUNCIÓN SENO : 


El dominio de la función y=senx son todos los números 
reales, En la siguiente tabla listamos algunos pares 
ordenados de dicha función, nótese que los valores del 
dominio (x) están expresados en radianes y son ángulos 
especiales del primer y segundo cuadrante, de tal forma 
que los valores correspondientes de la imagen (y) son 
fáciles de calcular. 


la [raf]o]w]wfw]] x [90] 2 ] 
Doo conora 
Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas 


ordenadas obtenidas en la tabla anterior, tal como se 
muestra en la figura adjunta. 


Al marcar otros pares ordenados y unirlos mediante 
una curva suave o lisa, se obtendrá la gráfica de la 
función y=senx, llamada senoide. 

Yi 


(Senoide) 


* Observamos que después de que x ha recorrido 27 se 
repiten las características . En este caso se dirá que el 
seno es una función periódica de período 27, es decir : 


senx =sen(x+2x) =sen(x+4x) =...=sen(x+2k 


FUNCIÓN COSENO : 


De manera similar a la función seno, se obtiene la 
gráfica de la Función y=Cosx , llamada cosenoide. 


Hallemos su representación gráfica, tabulando para algunos valores de “1”. 


ao ape pap] 
ES 


APUSCIONES TRIGONOMETRICAS MI 


Los elementos del dominio de la función y=ftanx, 
puede ser cualquier número real, excepto los de la 


forma (2kx + 5 siendo k un número entero. En la 
siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de 
dicha función, nótese que los valores del dominio (x) 


Tr T 

SN 

están entre 23 
manera que los valores correspondientes de la imagen 


(y) sean fáciles de calcular. 


[a 0% [00 ] mus [o [me [us [o2 [5 [92 an | 
porel a] [mfol if] ao] 210] 


Y son ángulos especiales, de 


La función tangente es continua en su dominio y 
siempre es creciente en su dominio , además no 
presenta máximo valor , como tampoco presenta 
mínimo valor en su dominio . 


FUNCIÓN COTANGENTE : 


De manera similar a la función tangente , se obtiene 
la gráfica de la Función y=Tanx , llamada 
cotangentoide. 


(Cotangentoide) 


gra: No” 
— — 


Luego marcamos en el plano cartesiano. Los pares 
ordenados obtenidos en la tabla anterior, tal como se 
muestra en la siguiente figura . 


id 


capa a 


AO EA 


Porn 


Al marcar otras parejas ordenadas y unirlas mediante 
curvas suaves o lisas, se obtendrá la gráfica de la 
función y=tanx . Las líneas verticales punteadas no 
son parte de la gráfica, son asíntotas. La gráfica se 
aproxima a cada una de las asíntotas pero nunca las 
alcanza. 


+ + z + 
A NE «Ar 5m/ZN dr * 


a súitolan PS 


FUNCIÓN SECANTE : 


Los elementos del dominio de la función y = Seex , 
puede ser cualquier número real excepto los de la forma 


(2kr+1)5 ,siendo k un número entero. En la 


siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de 
dicha función, nótese que los valores del dominio (x) 
están entre 0 y x y son ángulos especiales, de manera 
que los valores correspondientes de la imagen (y) sean 
fáciles de calcular. 


[lx |-5/3]-x/4|-n/6[0|x/6 [5/4 [x/3| 


pemeel 1 1 al | 


Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas 
ordenadas obtenidas en la tabla anterior. 

Al marcar otras parejas ordenadas y unirlas mediante 
curvas suaves o lisas, se obtendrá la gráfica de la 
función y=secx . Las líneas verticales punteadas no 
son parte de la gráfica, son asíntotas. En la figura se 
ha graficado también y = cosx; ya que 


las ordenadas de la función 


1 
Seexr = — 
Ci entonces 


ATRIGONOME TRIAL 5E5 


y = Seecx serán los recíprocos de las ordenadas de la 
función y = cosx , para valores correspondientes de x 
pertenecientes a los dominios de las funciones secante 
y coseno. 


y 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


3 Xx 


AUXILIARES 


(secantoide) FUNCIÓN VERSO : 
d Sea la función f definida como : 


f =((=;9) € R?/y =Versx =1—Cosx) 


sn 
4x Xx Sugráfica es: 
< y 


puntos de discontinuidad 


Nótese la manera en que aumenta o disminuye sin 
límite la función secante cuando x se aproxima a 


((2kr +05 para cualquier entero k. 
Intervalos donde la función es creciente/decreciente: De donde podemos concluir: 
* Dominio: R 
Rango: [0;2] ¿0 < Versx < 2 


FUNCIÓN COSECANTE : 
Es una función denotada por «ese», define: 


esex = Len z0 * Es una función continua en su dominio tiene un 
senx máximo valor igual a 2 y un mínimo valor igual a 0. 


* Es una función par : Vers( —x) = Versx 
(la gráfica presenta simetría con respecto al eje Y ) . 
* Cuya gráfica es: * Es una función periódica : T=27 


FUNCIÓN COVERSO 
Sea la función f definida como : 


f= [(=:9) € R?/y=Covx =1— Senx) 


Su gráfica es : 
Punto de 
discontinuidad 


Mare Cons 
y Cura 


fiar = ExSecr 


y = ExSecr 
Analizando la gráfica f(x)=Covx, se obtiene. PERIODICIDAD 
Dominio= Df = R =< —00; +00 > Para el caso de funciones trigonométricas de la 
Rango Rf =[0;2] >0<covx<2,Wx ER forma: f(x)=AF.T."(Bx+C)+D 


Período = 7 = 2 (mínimo) donde F.T. => Función trigonométrica 


La función coverso es continua en su domínio , A,B,C, D Toman valores en R además el 
tiene un máximo valor iguala 2 y un mínimo exponente nez?*, 


valor igual a 0. Tenemos la siguiente regla prática para el cálculo de 
Intervalos donde la función es creciente / períodos (T) mínimos). 
decreciente: 


1" Si ET.> sen,cos, seco esc. 


0<=<z 3er<r res | Pes<eon| - 
y=00x| xelc | xenC | emo | eme | smepa. =P 


Deerece “y | crece ¿7* | crece, 4? | Decrece?, 


La función coverso NI ES PAR , NI ES IMPAR , 


A 2 Si FT >1g o clg 

F=Covwx > f(-x)=cov(—x)=1-— Sení-x) = 14 Senx 

> f(—x)= f(x)=> no es PAR. ; ds [n= 2 
>f(-x)=-f(x)> no es [IMPAR id e e 
FUNCIÓN EXSECANTE : AS 


Sea la función f definida como: 


* fíx)=3Sen'(8x)>T= A 
1 =((=;9) € R* / y = ExSecx = Secx —1) 


*(fx)= (3 = 21 sE 
(fx) = /2Cos 5») GATE 3 


*f(x)= E Sect(4x)=38 >T=7 


4 
Rango Rf =R-—(0;2) => Exvecx <—2U Exsecx < —2,Vx E R *1(2)=4-or8" (5) >T=>T=9x 
Período = T = 2, (mínimo) y 


9 
La función exsecante es continua en su dominio , a 
pero no es continua Vx ER. pros 


Dominio=Df =2—[+/3=(2K+1) 582] 


ATRHIGONOMETKIAS 
También para el caso de funciones dela forma 


h(x)=af(x)+bg(x), 


donde a y btoman valores en pg además f(x) y g(x) 
son funciones trigonométricas . 


El período “de la función h(x) es T (mínimo) sí y 
sólo sí los períodos de las funciones f(x) y g(x) 
son también iguales a T. 


EJEMPLO : 

Halle el período para la función h, definida como 
h(x)=-—5Cosx + 4Sen3x 

RESOLUCIÓN 


Hallamos el período mínimo de f(x) =Cosx >T, =27r 


y para 8(x)=Sen3x > T, == .por lo tanto 


observamos que dichos períodos no coinciden , 
entonces buscamos otro período múltiplo para 
g(x) hasta que coinciden con el de fíx). 

Los periodos mútiplos de: 


27 4r Gr Er 

= Sen3. — =$ 3 a 

8g(x) A 

=el mínimo período mútiplo de g(x) es 27 y 
coinciden con el de f(x) 


h(x)=-—5Cosx4 + Sen3x => T,,,, = 277 
> Trter =Tprx) = Tetx) 


ANÁLISIS DE LA SENOIDE 


Dada la función : 
6) = Asen(Bx+C)+D o g(x) = Acos(Bx+C) + D 
donde: A,B,C,D ER AABz 0 


* [A] es el máximo valor de la función 
—/A] es el mínimo valor de la función 
» AMPLITUD (|A|): 


[4]=Ínaz —fmin 
2 


+ PERIODO (7) dl 


+ DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL : 


Hacemos Be +0=0=x=-E 


587 LA ENCICLOPEDIA 201% 


*Si Ss > 0 el desplazamiento es hacia la derecha. 
58 : A 
* Si =5 <0 el desplazamiento es hacia la izquierda. 


Cc 
Se desplaza E unidades. 


» DESPLAZAMIENTO VERTICAL 

* Si D>0 el desplazamiento es hacia arriba, 

* Si D<O el desplazamiento es hacia abajo. 

Se desplaza |D| unidades, entonces, grafiquemos : 


y = Senx y = 2Senx 
y = 13Senx y =— 5Senx 
Obtenemos 


NOTA : 


Si la constante A en y=Asenx es negativa, se tendrá 
una reflexión en torno al eje X 


* Grafiquemos ahora : 
y=senx; y=senlx ; y=x/2 


Entonces la gráfica de y == Senx ;es una reflexión 


1 . 1 Bl EJERCICIO 2: 
=—Se, ji Mv 
Pe 133 PT eno A Ria de E al — —HalÉ el periodo parla ¿función hy deficida como: 
8x) 4, (dx 
=3Sen[—|-£cos 2 
híx) dl 5) 500) 5) 
RESOLUCIÓN 


Aplicando la regla práctica para cada una de las 
funciones 


fíx)= sen[25)n 8(x) =Co0[<) tenemos 


EJERCICIO 1: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 27 _ 67 «numerador 


T, =T, === 
pe eE fix) J1 8/3 8 +deno min ador 
? 1 
Dy= I)y =2Cotx 
a IR 7. BA AÓS  amtoeedor 
RESOLUCIÓN : A O A 
NOTA: 


también podemos plantear la siguiente regla prática 
para hallar el período de la función h(x) como 


A 


Tm. MCM (de los números que corresponden a los períodosT;) 
X=! MCD(delos deno minadores que corresponden a los periodosT;) 


T, > T Tos Tg ro... L, =>períodos para cada 
una delas funciones. Volviendo al problema 
planteado y aplicando la regla práctica tenemos: 


MCM (61:10) _ 301 _ 155 


MCM( ) 4 


EJERCICIO 3 : 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a: 


Xx Dy= ¿Cosa I)y =3Secx 
RESOLUCIÓN : 


' 


se observa que en las gráficas y=cofx o y= 1/3cotx 
el periodo para ambas funciones es el mismo e igual a 
x.; y los coeficientes 1 y -1/3 que se observa no alteran 
el periodo, tampoco el rango. 


([STRIGONOMETRIAS> 689] LA ENCICLOPEDIA 3013 
1) Y 


CA O A A AS 


E 


EJERCICIO 4 : 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a: 


I)y=Cos3x  Il)y =Sen2x 
RESOLUCIÓN : 


EJERCICIO 6: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a: 


= si = =E = a 
Dy=Sem[+Z] ny Sen[ ] y Tan |» | 


RESOLUCIÓN : 


EJEROICIO 5: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a: 


I)y=Csc4x My =Tan> 
RESOLUCIÓN : 


(590 EDITORIAL ROBIVOS 
NOTA : 

* Si C>0, la función definida por y=sen(x+C) se 
desplaza C unidades a la izquierda 

* $i C<O, la función definida por y=sen(x+C) se 
desplaza [C| unidades a la derecha. 


Lo mismo se puede aplicar a las gráficas de las otras 
funciones. 


Recordar que: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
COX DOS VARIABLES 


Es fácil saber que sen(x+y)=senx+seny no es una 
identidad. (Porque sabemos la fórmula del ángulo suma 
y no es esa). Pero si pudiésemos representar 
z=sen(x+y) y z=senx+seny dispondríamos de un 
método interesante de comprobación. 


Las gráficas de ambas superficies son: 


: T=11 
JA] es la amplitud de la función. 
(ej *s e periodo de la función 


. - Les el cambio de fase o número de fase de la 


función. 
+ Des una constante que indica el desplazamiento 
vertical. 


EJERCICIO 7: 
Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a: 
1) y = 4Senx+Sen3x  11)y =|Senx|+ Cosx 


RESOLUCIÓN : 
Dr 


Analizando un poco las imágenes concluiremos que 
evidentemente no coinciden. 


XTRIGONOMETKIAS 


PROBLEMA 1: 
Dada las proposiciones: 

1) La función sen x es creciente en (0;x) 

1) La función cos x es decreciente en(0;) 

111) La función tg x es creciente en (0;1/2) 
¿Cuáles de ellas son verdaderas?. 
A)Sólo1 I)Sólo 1 C)Sólo HI D)JyH EJ y HIT 
RESOLUCIÓN : 


D) y=senx 


Creciente y Decreciente 


z 
149) 2 


Decreciente 


* De las proposiciones que se indican 1 y HT son 
verdaderas. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 
En la gráfica de la función f definida por 


f(x) =AsenBx. Calcule (A.B). 


AJx/3 


B)2x/3 


C)x/6 D)x EJ5x/6 


LA ENCICLOPEDIA 


Y Po =Asen(Bx) 
e | 
1 


* Del gráfico se aprecia que: 
27 Ed 
A=2y T=4> 3 =1> ab 
* Se desea: 
AB= 2 =x 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 3: 
En el el gráfico halle : M+N 


3x 
A) ES +0) E 


B) (1 ;0) 
C)(x;-%) 


z n_Y2 
TAO ri 
x 2 
=M=(7:5) 
ll) En “N” 
E) 
* Se desea: E " 
= [2,42 1,[8% . 42 ]_(3x.. 
mn: es ; e 2 ) 


PROBLEMA 4: 
2a 


En la gráfica halle ad 


* Del gráfico en P=tanx=cotx 
ángulo complementario 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 
En el intervalo [0;2,r], el siguiente gráfico corresponde 
ES EN 
A) senx + 2coscosx 
B) 4cosx + 3senx 
C) 2(senx + cosx) 
D) 3senx + 2c08x 
E) 3(senx + cosx) 
RESOLUCIÓN: 
* Deacuerdo con los distractores dados, asumimos que 
la gráfica es de la función: 
f(x) = Asenx+Bc08% mocuora(*) 


a 


PA 


* Luego: 
ES e E Le 
73Jenw=r(3) -Asen + Bo =3 
* De donde: 
A(=3 > A=3 
* Igualmente: 


o e y 
(E; 3)er)=1 (%)= ase 7 +Boen 3 3 
* De donde : 

B=(-1)=-3>B=3 
* Finalmente reemplazando los valores obtenidos 
en (*), tendremos : f(x)=3 (senx + cosx) 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 6: 
Determine el número de puntos de intersección de las 
gráficas de: fíx)=sen2x a glx) =cosx;x e(-x ; 7) 


AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ6 
RESOLUCIÓN: 
* . 

Graficamos: g(=)=Cosx 


* Se desea determinar el número de puntos de 
intersección entre su gráficas en el intervalo d € 


xe(—x;x) ; lo cual según la gráfica es 4. 
RPTA: *“D” 
PROBLEMA 7: 


Determine la regla de correspondencia de la función f 
mostrada, si P y Q son puntos máximo y mínimo 


9 
y 
PCS 


El 
y 
eee 


AxTRIGONOMETRIA 6 


* Del gráfico: 


ID) 2A=8>A=4 

HM)D+1=A>D=3 
T_7x_ zx 3x 

Wi > 


* Pero: 


* Ahora, sea: 
y=40en( 5 -0)ra 


* Evaluamos para: 


(57) 


>27= asen 5x-0)es 


* Luego la regla correspondencia será: 


3-2 
y asen [ ¿+ 2)es 


PROBLEMA 8: 


En la figura mostrada, al calcular (a - b) se obtiene: 


Nx) =tgx+ctgx 
' 


4)4 
B)1 
C)2 
DJO 
E)2 


' 
' 
1] 
1 
' 
J 


x= ASen(Bx-C)+D 
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RESOLUCIÓN: 
J Nx)=tanx+cotx 


* fíx)= tanx +cotx=secxescx 


10)=2—_> f(x) =2c8c2x 
2senxcosx 


sen2x 


* Evaluamos el punto: 


Hs) 


b=2esc2 15)=2002 
y E 6 


>b=4 
* Del gráfico: a = 2 
>a-b=-2 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 


Dada la función: f(x) = 2sen(x), calcule el área de la 
región cuadrangular formada por los puntos de la 
función “f” tal que: 

EE, 2 0% 
6*4* 4 6 ) 


az DEN 0%(3+) 
DINERO 


RESOLUCIÓN: 
Y f y=2senx 


x= 


[XFUNCIONES TRIGONOMETRICAS 11 |59%| EDITORIAL RUBISOS 


* Sea desea encontrar el números de raíces. 


base mayor + base menor 
5 (Premoyor basemenor), (arturo) * Entonces graficamos las funciones : y=|senx| ; 
e y=|1+secx| , luego en cada punto en donde se 
FEA intersecten obtenemos una raíz. 
Ta 
»8= A «(Y2-)>8=75(/2-1) * Gráficamos: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 10: 
La regla de correspondencia de la gráfica mostrada es: 


= en la ecuación tiene 3 raíces en x e [0;2x] 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 12: 
o En la sinusoide de la figura mostramos la abcisa del 
A) 2wen (5-¿x) B1-2sen(£ 5) cr +00 5-2 ) punto Á es: 
25 5 2. 
de x 
q 


D)2000[ 5x2) E)2000[ 


RESOLUCIÓN: 


RESOLUCIÓN: 
y=2008 +1 * Del gráfico 


PROBLEMA 11; 


Si x [0;2x], indicar ¿Cuántos puntos cumple las 
siguiente ecuación?. 


* Luego la regla de correspondencia será: 


|senx|=|1+secx| 


4J0 B)1 CJ2  DJ3 EJ4 PEOR pe 2 e , 
RESOLUCIÓN: pS A 272 5 
> ] qe 

* Dada la ecuación; le x, : (observe que en x, ; y 


Jsenx|=|1+ senx| ; xe[0; 21] 


[STRIGONOMETRIAAS > Jó9sÑ[—_ EX ENCICLOPEDIA 3012) 


> 0=- 2000 741 
1_3x_ [xr 5% 
> 0002 Elgin 
* Como 025] 
. 3% _5x% 10x 
* Hacemos que: Bea RA 


PROBLEMA 13: 

Halle el área máxima de la región triangular inscrita 
en la región R, limitada por un arco + ;y=senx +cocx, 
y el ejeX. 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 14: 
La diferencia entre el valor máximo y valor mínimo 


de la función  f(x)=|senx|+|cosx|es 
aproximadamente igual a: 

AJO, 41 B)0,42 C)0, 44 D)0,46 EJ0,91 
RESOLUCIÓN: 

* Analizamos gráficamente. 


Nx)=|senx|+ |ooax| 


* Del gráfico: FI máx =V2 
Fx min =1 
* Del enunciado: 
TO Imáx — NAImin=V2 —1= 0,41 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 15: 


En el intervalo [0 ; 2,r), para qué valor de a se cumple 
la siguiente desigualdad: 


alo zo (E) 
ol%;2x) 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando seca y tan a: ael0;21) 


* Del gráfico, observamos quetga < seca,en 1 o s 


intervalos : E 3x 
[0:5) (77 525) 
RPTA: “B 
PROBLEMA 16: 
Calcular el área sombreada de la figura. 
A)xu? 


E)2xu* 


EXPUNCIONES TRIGONOMETRICAS MN 


* Dela figura: 38) 
(Área sombreada) 1-2/12)_3% ,2 
2 8 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 17: 


Analizar las siguientes proposiciones indicando la 
verdad o falsedad. 


1 - . 21] 
11) El período de la función cosx es x 
111) La función cosx es decreciente en[ 5; — ] 


ID) La función senx es creciente en | 


A)FFV B)VFF  C)VVV 


RESOLUCIÓN : 
1) VERDADERO 


D)VFV 


E)FFF 


11) FALSO, ya que el periodo de la función coseno 
esla. 


HI) VERDADERO 


RPTA: “D” 


La gráfica de f(x)=2senx+2/3 cos x, está desplazada 
enel eje X, una magnitud de Fhacia la izquierda con 
respecto a la gráfica de g(x)=A senx. 
La amplitud de la gráfica de f es : 
AJ2. B)/3 C)2V3 
RESOLUCION: 


* Hallando la regla de correspondencia de la función 
ca está desplazada hacia la izquierda con 
ala gráfica de f(x) = Asenx. resulta: 


D)J4  EJ4J3 


EDITORIAL RUBITOS 


fizj=28enx+2/3 cosx > f.)=2(senx+4/3 cos x) 
> haj=2s2[1 sensor +) 
> fiar=4cos Fsens+een Ecos) for=tsen(x+2) 


La gráfica de f está desplazada horizontalmente una 
magnitud de x/3 hacia la izquierda y tiene amplitud 
igual a 4. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 19: 


Determine el área de la región sombreada (en u?) 


> 
e 
so 
ES] 
1 


1 
1 
ye 
1 
1 
' 
! 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
de 
! 
t 


RESOLUCIÓN: 
* Trasladando adecuadamente regiones: 


(A+B)=6.T=6. [E 


- A+B=9xu* 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 20 : 


Sean las funciones tan ,f y g 10)=L,9()=3-[x) 
Indique la secuencia correcta después de determinar 
si la proposición es verdadera (V) o falsa (F): 

D f.tan es una función periódica. 

1) tan, g es una función periódica. es 
111) tan, f' es una función periódica. 

AJVVV B)VVF C)VFV. DJVFF - EJEVY 
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RESOLUCIÓN: 


* Por Datos: f(x)=1/x; g(x)=x-[x1; y=tanx 
D (fo tan) (x)=f(tan x)=1/tan x 
> (f o tan) (x)=cotx es periódica 
1H) (tan o g)(x)=tan(g(x)J=tan(x [xD 
taníx) ¡0<x<I 
tan(x—[x])=; fan(x-1); 1<x<2 
tan(x-2); 2<x<3 
* Luego graficamos dicha función: 


* Periodo de la función y=fan(x —[x]) es 1 
* Entonces, (tan o g)(x) es periódica 

11) (tan o f)(x)=tan(f(x)) =tan(1/x) 

* Por definición de función periódica: 


ml )rm() 


sn ;) 
x(x+T) qa 1 
( 1 ) 8) x(x+T) 
cos| ——— |cos| — 
x+T x= 
* Despejando T', resulta variable, por lo tanto, la 
función no es periódica. 
OBSERVACIÓN : 


La gráfica de fíx) =tan(1/x) se muestra a continuación 
; de donde se deduce que fx) no es periódica. 
Y 


=kx; (keZ) 


RPTA : “B” — fl=)=Isecx] 2 £(2)=Icosxjenelintervalo (-55:3%) 


PROBLEMA 21: 
Consideremos la siguiente expresión. 

2| ed 6x Ex 
f(0)= lnento) - ¿cen EJondeos (55,5] 


entonces el rango de f se encuentra en el intervalo. 


1220 -22]0/-23 0(-22]a[-57] 


RESOLUCIÓN: 
* Asumiendo: 
f(0)=|senó0 — 2/5|—senx/4 


* Luego para calcular el rango de f', calculamos la 
variación de sen g en la circunferencia trigonométrica: 
Y 


Emo emo 
0< heno- 2152, 2 
E seno- 2) 22 pl 
* Por lo tanto , rango de la función es: [2] 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 22: 
Sea h una función continua y par, definida por: 


no Es EE a) v(0,=) 


leosx]; x e [a; b] 
Determine el valor de a — b. 
A)-2x B)-x Cj0 
RESOLUCIÓN : 
* Graficamos las funciones 


D)jx E)J2x 


EDITORIAL RUBIÑOS 


para determinar los valores de a y b, 


* Luego si consideramos a=-Gab=>, entonces la 
función es par, pero no es continua. 


* Para que h(x) sea continua y par , entonces: 
a=s-rab=x., 


* Por lo tanto: a-b=-2x. 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 23: 
Dada la función f , definida por: 
f(x=)=/are secta) arecscta) rare sen) 
Determine el dominio de la función 
AJR B)-o5-1]u[1;+2) C)-0;-1]u[v2 ;+0) 


DAV2; +0) EN o; -1]u[2;+0) 
RESOLUCIÓN : 
* Se debe cumplir las condiciones 1 y HI : 


x 
(xs-1 x21)A-1S——S Ionsmoo(L) 
v JA 1 y) 


ATCse x — arcosox 2 Oumennrnrensacroros óienoeosl 1449) 
* De la condición II: 
ATCSec x > aresecx > y, 2 Yz 


E] 2 


* Graficamos : 


2 yg entonces s-Ivx2WV/2 


A 0) [V2; +) eenonirrgaciinss 


* Al intersectar HI y IV se obtiene. 
xe(-o;-1] y [v2; + 00) 


PROBLEMA 24: 

¿En cuántos puntos del intervalo [-+x;x] 

las funciones cosx y cos3x toman el mismo valor? 
AJ2 B)J3 C)4 D)J5 EJ6 
RESOLUCIÓN : 


* Sean las funciones : f,,,=008x y 8 ,.,=0083x. 
Para determinar dichos puntos , graficamos las 


RPTA : “C” 


E) =c083x 
* Las gráficas se cortan cuando x asume los siguientes 


valores: 1=+ 3 s0jtx. 


Se observa que en /0;p] hay 3 puntos. Como las 
funciones son pares > [-1; 0) hay 2 puntos. Por lo 
tanto , el número de puntos es 5. 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 25: 
Calcule en cuántos puntos la gráfica de la función f 
intersecta al eje de la abcisas, si f esta definida por: 

1(x)=2/Cos(x)|- 1-Sen(x), x e [0;2x] 
A)1 B) 2 1957 D)4 
RESOLUCIÓN : 

1(x)=2|Cosx|-1- Sena; x e [0;2x] 
Si f intersecta al eje de abscisas, entonces cada vez 
que esto ocurra , fíx)=0. 


Resolvemos : 2|Cosx|- 1- Senx=0 
2|Cosx]=1+Senz 
20 s(=) 


Graficamos las funciones h(x)ag(x) 
ha 


EJ5 
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Luego podemos afirmar que la gráfica de f(x) intersecta 
en los puntos: (x,;0) ; (2,50); (x3; 0) al eje de abscisas, 
cuando x e [0; 2x]. 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 26 : 


Calcule en cuántos puntos la gráfica de la función f 
intersecta al eje de abscisas, si f esta definida por: 


f(x)=2|Sec(x)|- 1-|Cos(x)|; x e [0; 2] 
A) 1 B)2 C)3 D)4 
RESOLUCIÓN : 

f(x)=2|Secx|- 1-|Cosx|; x e [0; 25] 
Si f intersecta al eje de abscisas, entonces, cada vez 
que esto ocurra, f(x)=0. 
Resolvemos: — 2|Seex|-1-|Cosx|=0 


2|Secx|=1+|Cosx| 
mM) na) 


Graficamos las funciones h(x) A g(x) 
Y 


E)5 


¡ 
| 


Eg 
2 2 
Luego podemos afirmar que la gráfica de f(x) intersecta 
al eje de abscisas en los puntos : 
(0;2); (x52):(2x;2), cuando x e [0; 21] 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 27: 
Dada las funciones f y g definidas por: 

f(x)=10Sen|2x|, g(x)=|x| 


Calcule en cuántos puntos la gráfica de f y g se 
intersectan . 


AJ9 B) 10 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos : fíx)=10Sen|2x| A g(x)= |x] 


€) 11 D)12 E) 13 


Notemos que f(x)a g(x)se intersectan en 6 puntos 
cuando x > 0. Siendo ambas funciones pares, estas se 
intersectan en 11 puntos. 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 28 : 
Si x e [0; 21] calcule en cuántos puntos se intersectan 
las gráficas de las funciones f y g definidas por: 

f(x) = Sen(2x); g(x) = Cos(x) 

43 B)4 C)5 D)J6 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos : f(x)=Sen2x a g(x)=Cosx 
Para: -x e [0;21] 


E)7 


Notemos del gráfico que ambas curvas se intersectan 
en 4 puntos cuando x e [0; 27] 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 29 : 


Determine el dominio de la función f, definida por: 


fíxk=, pel -[Tan(x)| 
a0d- 


2 it li a 2 a 
5 | e) ol 220) 01-62] tx 


RESOLUCIÓN : 


Ft sm [LE [Tanx| 


Calculo del dominio , del radical tenemos que: 


¿APUSCIONES THIGONOMETRICAS UN 


Graficamos :iglx)ahíx) 


Xx 
4 


Note que: g(x)> h(x) cuando: x e 552] 


Do =|-£,2 
> minioy [ 4 z] 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 30: j 
La gráfica mostrada, tiene como regla de 
correspondencia: f(x) =ASenBr. 


Calcule E= ED donde: T es el período mínimo 


de la función f). 
Y, 


Amplitud (A): 
Período (T): 


 RPTA; “A” 


O EDIFORIAE RUBISOS) 


PROBLEMA 31 : 


La gráfica mostrada, tiene como regla de 

correspondencia : f(x) =ASen(Bx+C)+D; si[C| adopta 

un menor valor numérico, entonces el valor de la 

expresión: M=A+Bx+C+D es. 

184+7x 
6 

6+5x 
2 


A) 


B) 


18+5x 
3 


RESOLUCIÓN : 


E) 


E fx=)=ASen(Bx+C)+D 


/ 


Calculo de A, B, Cy D 
A >[4=4 


«pb tas 20 — [p= 7] 


=B 
Ahora, la regla de correspondencia de f' es: 


= 2 = 
f(x) =4sen(5+0) 1 
Como: (379) ertx)- evaluamos: 


99450 ($540) 13 1=Sen 


AS 
+ 
E 
É 
; 
Q 
S 
s 


4 Ed 
rte asen($a-2)-1 


* 


> mararco- (5372) 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 32 : 
La gráfica corresponde a la función: f(x)=ASen(Bx). 
Si ABCD es un cuadrado de área 4u?; calcule el valor 
de la expresión A,¿Cos(B). 


x 
E.2 
Del gráfico: S=4—=% y? 
LB RPTA : “A” 
PROBLEMA 34 : 


La gráfica corresponde a la función f, definida por: 
f(x) =Taníx) +Cot(x). Calcule a-b. 


A) -4 

B) -2 

C)2 

D)4 

E)6 

RESOLUCIÓN : 
f()=Tanx+Cotx 

fx) =2Csc2x 


Del gráfico: o ejer 
Evaluamos: 
£=A,¿Sen E (5 E 3] > £=A,Sen E - 5) 


> £=A,¿Cos S) 


=2, 


¿ 

¿ 
y 

H 


Pero por condición: £2=4 > > 2=A,CosB 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 33 : 


La gráfica corresponde a la función f, definida por: 
f(x) =4Sen(2x)xCos(2x). Calcule el área dela región Del gráfico: 


triangular sombreada (en u?). Ea) o(Grojerc, 
ai Evaluamos: 

x 
BE a=2000(2.7)=2 
eE =>a-b=-2 

2 b=2000( 2: F)=a 
D)jx 12 

RPTA : “B” 


XPUECIONES TRIGONOMETRICAS HH > 6023] EDITORIAL RUBISOS 


PROBLEMA 35 : 
Dadas las funciones f y g definidas por: 


(22% y g(x)=Sen(x). Indique el intervalo 
común donde ambas son decrecientes. 


ANO:x) B)(x;2x) los) D0:z E) Ef33:2x) 


RESOLUCIÓN : 
Tenemos: f(x)=2%"* , g(x)=Senx - 
Como es conocido, la función seno decreciente 
cuando x e II AJIIC. 
Ahora, siendo f(x) una función exponencial, cuya base 
es mayor a 1; entonces esta también será decreciente, 
cuando su exponente decrezca. 

x=. 3x 

POR 


=> ambos decrecen cuando: x e 5 


Sus gráficos, respectivos son: 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 36 : 

Dada la función: f (x) = 2sen(x), calcule el área de la 
región cuadrangular formada por los puntos de la 
función “*f ” tal que : 


xx 3x 6x 
ES les 0 4 a 
AQE-) BTNE=D 


DIED NE) 


Oz 1) 


RESOLUCIÓN: 


S= (Pesemasor y dasemenor) (ay ) 


2 
2, 
S= (52). (V2-1)>8= Te l3- 1D 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 37: 


Del gráfico, calcule el área de la región triangular 
OPM. Y 


f, =Acos(Bx) 
f, =Acos(Bx) 


crono, 


AF ua? BI u2 CIT a? 7,2 gy 2 
re rial 033 D)u EJE 


RESOLUCIÓN : 


2 
Del gráfico: ; Ti y 
*f, =2c084x E 
*f, = 2sen2x 


ATRIGONOMETRIAS 
En el punto p f,=f2 2c084x = 2sen2x 
xr x 
Ax +2x==x=— 
2 12 


La ordenada de P es igual a la altura h del triángulo 
h=2sen2 5) 1 8 x 
sen. E Entonces $ 40PM = 5 = 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 38 : 


En el gráfico, £, // £g // ejex 


Además, se cumple que: 3 


3 
* senx,+ senx¿ == 
4 
* senxz —Senx¿ == 


Halle: M = 2sen = cosx,+2./15 cos x,- 


AJ6 B)J9 
RESOLUCIÓN : 


C)7 


D)-6 


AO 


Según el gráfico, la amplitud es cuatro y el período es 
T=2x > f(x)- 4senx También 
f(x) =f(x,) = f(x5) 
> senx, = senx, — senx, =a 
N%2)-f(x5) = f(x5) 


> senx, = senx, = senx¿= b 


Dato: a 
senztens=atb=¿ e, 
sens, — sena, = ba =7 - 
sens2= 00092 
1 15 
ya que 4x, e(0; 7) nens, go > 
yu que 4x, e(0,7)>M=2] Ya YE + 2/15 15 =-4 
2 212 4 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 39 : 
En el gráfico se muestra la gráfica de la función senoide. 


canes: arabe) 


Según el gráfico T+F=4 7 = 27 esel periodo, la 
amplitud es 7 y la gráfica corresponde al negativo del 
seno. Luego f(x) =-rsenBx pero 


2r _16 _ bn = Sr 
RAS $ > (4) =noen(=-x) 
Finalmente : 
Rh =-rsen sena o 
2 2 
k=0 


ESruycoses rarcosomeraicas mm J60%[ > EDITORIAL RUBISOS) 


PROBLEMA 40 : 

Indique en cuántos puntos se intersectan las gráficas 
de las funciones cuyas reglas de correspondencia son 
f(x) =5 |sen2x| y g(x)=5 leos2x| en el recorrido 


(0; 27). 
A)6 BJ8 C)10 Dj4 EJ12 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos las funciones f(x) y g(x) 
ne = bjeos2x] 
f(x)=5|sen2x| 
ch, 


f(x)=5|sen2x| > perido es 


8g(x)= 5|cos 2x|=> perido > 
Según el gráfico, se tienen ocho puntos de intersección. 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 41 :; 
Determine la ecuación de la senoide y = msen(nx) 


si su punto de máxima ordenada se ubica en el punto 
medio del segmento que une el origen de coordenadas 
y el punto de máxima ordenada de la senoide de 


ecuación y=asen(bx); fa;b;m;n)ER*. 


A)2asen(2bx) B) ¿oen(263) C) asen(2bx 


E)2asen G B, 


AS 


D)< sen(2bx) 


El punto de máxima ordenada es P. 
El punto Q es el punto de máxima ordenada para la 
otra función de acuerdo al dato. 
Según el gráfico : 
a_ Tr ar 
=2m === -—=2|— = 
a RÍO 2(2)+n 2b 

la ecuación Y = Ssen(2bx) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 42 : 


Según el siguiente gráfico; 


f(x) =Asen(Bx)+C 


de 
5 
Calcule A.éó 
AJ2 BJ4 C)8 D)16 EJ32 
RESOLUCIÓN : 
Del gráfico 


4 
¿3T _3n 25 
entonces: 22_ML__T= y Es, 
Z q > BS” 
>B=2 


Evaluamos el punto (0; 2) en la ecuación 
2= Asen(2x0)+C => C= 2entonces, la amplitud 


es2A4=2 => fíx) = 2sen(2x) + 2. Piden =16 
RPTA : “D” 


ADENONOMAETRIA [605 | 


PROBLEMA 43: intervalo (-2.;2"). Halle la distancia del punto p 
De la gráfica, halle B+C. al punto Q . 
5 Am?+1 BNeF1 OS ma DÍA F 1 Er? 
RESOLUCIÓN : 
Redefínimos la función 


qa a? _[eosx+1;x>0 
A inde 


y el dominio es R— (0) .Grafícamos la función 


A)J1 B) 2 C)4 D)J5 EJ6 
RESOLUCIÓN : 
Sea T,, período de h(x) y T, período de f(x) 


Los valores mínimos de f(x) suceden para 
x= > y, = -2 > P(—1;-—2)y también para 
3 =T >Y2 =0 >Q(r; 0) Luego 

lr + (20)? 


PQ =2/1? +1 
h(x)=AsenBx RPTA : “D” 
PROBLEMA 47: 


Del ea Bosqueje el gráfico de la función definida por 
EE = = 
Ip pra 


PIS IB ES 


Cc 3 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 46 : 
Sean P(x,5y,) y Q(+wg5y2) puntos pertenecientes 
a la gráfica de la función definida por RESOLUCIÓN : 
flx)= + 008 [E Dada la regla de correspondencia f(x) = |-cos|-x/| por 
lx] le] definicón de valor absoluto |-x| = |x|; entonces, 


de modo que  y,;yg son valores mínimos en el f(x) = |eos|x]También se sabe que |x| = + x. 


XPUSCIONES TRIGONOMETRICAS 1H ]606| EDITORIAL RUBIVOS 


El área de la región triangular $ es máxima si h es 
máxima; es decir, 4 = /2 Entonces 


La parte negativa de la gráfica se refleja respecto al Sx 
eje de abscisas y resulta de la siguientes manera: Ex) 
41.4 aAJ2 x 
s 3 —E E = (senz)= 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 49: L 
Sea la función definida por £(x) = AsenfrBe+ cz) 


A>0;¡B>0;C < Ocuya gráfica se muestra a 
continuación 


RPTA : “C* 
PROBLEMA 48: 
Halle el área máxima de una región triangular como 
la mostrada, si la función f(x) es la suma de las 
funciones g y h definida por 


8(x) = senx; h(x) = cosx. 


RD 
Halle una solución de AB¡_c)- 
A) 13 B) 11 C)10 D) 14 E) 15 
RESOLUCIÓN : 
Resolvemos 


TB Cimienti my ET cos 
Ar 2 BJ Ch sen DI E)y cos 7 
RESOLUCIÓN : 

Si tenemos que: 

* g(x)=senx 

*h(x)=c08x 

entonces F(x)= senx + cos «Por identidades de 
TAE 


arcos compuestos f(x)= VBsen|s +2) 


et 
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Del gráfico A = 2 (es la amplitud) (1) Del período 


PE? =3- Fa>?= exi) 


Entonces, la regla de correspondencia será 


T= 


f(x)= 2sen|3rx+ cz) 
Evaluamos p(1; 2) en la ecuación de f(x) 
ssen[3n(1)+0%) =2=>C=-5 
A 


* 


2 


=> AB(-c) =23,_(-5) =13 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 50 : 

Si f y g definidas por fíx) = AsenBx A g(x) = AcosBx 
son funciones cuyas gráficas se muestran en la gráfica 
adjunta, halle el área de la región sombreada. 


RESOLUCIÓN : 


Del gráfico llamamos p(xp; yo ) al segundo punto de 
intersección de ambas gráficas. Ambas funciones 


tienen rr y su amplitud A=2. 
A=2 
>f(x)=2sen3x 
2 — 2 
f(x) = AsenBx >+4T = E. 
>B=3 


=>8(x)=2c083x 
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Como 
pEÍ(x)=> yo = 2sen3xg 

sen3xy = 3. 
PE8(x)= yo = 2sen3xy a 


tan3xp =1=> 3x9 == V3xp = 


SÁrea de la región paralelográmica 
Tm 
S= AE 
v2 aa 12 3)- 125 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 51: 
Determine el área del triángulo JMP. 


AZ (3-2)u? BJ (8 +42)u? qu? 


DIE (A +1Ju? EG ls +/2)Ju? 


RESOLUCIÓN : 
resolvemos : 


APLFCIOSES TRIGOSOMETRICAS UL [sos EDITORIAL RUBISOS) 


RESOLUCIÓN : 


T 
(53) 


IAS 


Las gráficas se intersectan cuando 
f(x) = g(x) > Asenx = Acosx 
T —=— =E 
>.-7 Delgráfico E a>T=5 T: Período de la función. 
Del gráfico Sabemos que 
ez) =/2 => Asen* =/2 pS 3:14 
al |8l (8 7 
>A=2 
Las coordenadas de los vértices son Pmáxl+lmbtx _ 
2 E PO a a 
Ps 42) Es0)yac0;-2) 2 2 
4 4 A = 4 (es la amplitud). Desplazamiento vertical 
Cálculo del área del 4JPM: D=-1 La ecuación de fx) es y = 4sen(14x+C)-1 


T 
El punto Q (5: 3] se evalúa en la ecuación anterior: 


3 = 4sen (1t + C)-1 

1=sen(r+ 0)>0=-=5 - 

> y 4sen|14x 7) 
RPTA : “E” 


1 O PROBLEMA 53: 
=-(A-— área =— (42 +3 
Eo qe Bl A 4 (12+8) Del gráfico mostrado, calcule el área de la región 


RPTA : “Cc” sombreada. 
PROBLEMAS 2; Y 
Halle la ecuación de la senoide. 


A)y=osem[145—")-1 
B)y=3wen|14x —) +5 
o 5)». 


P(x)=|cos2x|+ cos 2x 


AJ2u? Bru? CI D)lu? EJzu? 


RESOLUCIÓN : 
Redefinimos la función 


P(x)=|cos22|+ cos 2x = rta? >0 


0;cos2x <0 


y ubicamos los intervalos en los que 
Y, cos2x > 0 V cos2x<0 


P(x)= [eos 2:| + cos 2x 


El área sombreada es la mitad del área del rectángulo. 


=> el área sombreada => 5 Js =En? 
RPTA : “C' 


(63) Determine el rango de: 


F(x) = -2cosx 
(2:3]  B)(2:2]  C)(-21]  D)[-2:2]  EJ4 
(03) Determine el rango de: G(x)=6 (1+senx) 
AJOS] B)(=5;5] C)(-5;10] D)[0;10] E)4 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


(A) Halle el dominio de la función f. 
senx+7 
f)= 
AJR  BJR"> CIR D)R-(2R+D)Z  E)R=hx 
(E) Señale el período principal de: 
Y=8 (.,=1- cos3x 
A 2x 3 
AJz B)2x C) 3 D) E E) => 
(43) Señale el período principal de: 
y = h,,, = 2sen6x-1 
x x 2x x 
AJr BE 5 DF E) 
(9) Señale el período principal de: 
yuta=s- 202 
az 25 C)J2x Djáx EJ8x 


(2 Grafique: y= f,,=2senx-1 


(43) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 
1) En (0:5) la función seno es creciente. 


AS E 


AJVV B)VF C)FV D)FF EJNo se puede precisar. 
(69) Señale verdadero (V) o falso (FF) en: 


;25) la función seno es decreciente, 


1D) En (Es ») la función coseno es decreciente. 
1) En (es ES la función coseno es decreciente. 


AJ)VV B)VF C)FV D)FF E)JNo se puede precisar: 
(O) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 
1) En le a! la función seno es inyectiva. 


11) En (x;2x)la función seno es inyectiva. 


Esprxcioxes rercoyomermicas mm > J610[____ EDITORIAL RUBISOS) 


AJVY_ BJVF. C)EV. D)FF E)No se puede precisar: 
¡E 

(1) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 

dy La función coseno es inyectiva en(0; xr) 


1) La función coseno es inyectiva en(5; ES ) 
AJVV B)VF C)FV D)FF EJNo se puede precisar: 
(A) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 

D) En (0; x)la función seno posee un máximo. 

1) En (0;x)la función coseno posee un mínimo. 
A) VV B)JVF C)FV D)FF E)No se puede precisar. 
(Q) Halle el área de la región sombreada. 


yzme ae az 


(Q) Halle la suma de las ordenadas del punto A,B, 


2 9 2.2 9 2 
mu Di ¿5u E 


Q y P respectivamente. S gi 


Ej6x 


(() Señale verdadero (V) o falso (F) en: 
1) La función seno es par: 
218). La función coseno es par, 


A)JVV B)VF C)FV D)FF EJNo se puede precisar. 


(O) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 

1) La función tangente es par. 

11) La función coseno es impar. 

111) La función secante es par. 

A)JFVF B)FVV C)FFV D)VVF  EJVVV 
(3) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 

D) La función: y = senxco8x es impar. 

1) La función: y = secxtanx es impar. 

111) La función: y = esex + cotx es impar. 
AJVVV B)JVVF C)VFV D)FVV  EJVEF 
(Q) Señale verdadero (V) o falso (F) en: 

D La función: y=sen2x|tanx| es impar. 

1) La función: y = senx2.csc |x| es par. 

AJVV B)VF C)FV D)FF EJNo se puede precisar: 
€0 Señale verdadero (V) o falso (FF) en: 

D) La función: y= f(x) =sen(cosx) es par. 

11) La función: y = f(x)=tan(senx) es par. 
A)JVV B)VF C)FV bD)FF EJNo puede precisar 
€) Señale el período principal de: 

y =f,)=8sen2x+1 


DONICIETARIA 
(4) Determine el rango de; 

F(x)=1-senx 
AJ[20]  Bl42]  CH-22] DJ20)  E22 


69 Si f(x) =4sen3x y además x e [-x;x] ¿halle su 
rango. 


AJ[-4:4] B)(-2:4) C)[-3;3) IT) EJ[-655] 
(3) Grafique: y = fíx)=2c08x+1 


AY Ar DA 
Po -x 
z x 
D) AY ; 


TAREA 


(ATRTGONOMETRIAZ >> 6H) 


(E) Grafique: Y=8(.)= 
A Po R os 


(63) Señaleel rango de función: y=8/,,=3sen*x+4c0s*x 


AJS;4]  B)[253]  C)[2:4]  D)[153]  EJ[1:4] 
(7) Señale el rango de la función: 
y=h ,, =78en*x - 5cos*x 


AJEE3;:5]  B)E5;7] C)[-255] D)[-2;7] E)[E-3:71 
(E) Señale el rango de la función: y=8,,, = senx-cosx 


B)[-J2:/21  cj[o;J/2] 


A)[-2;2] 


D)[0;2] 
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(9) Calcular el área de la región sombreada : 


al. Bro ES 2,2 DA 


(3 Del gráfico calcular a+b 


A) B)J2 C)3 D)J4 EJ5 
(63) Del gráfico calcular É 
A) 1/4 
B) 3/4 
C)4 
D) 12 
E) 1/12 
(9) Del gráfico calcular A.B 
AJ12 B)14 Cj16 D)18 EJ20 


(02 En el problema anterior indicar uno de los puntos 
de intersección. 


AJr/4 B)al5 C)x/6 D)J2x/5  EJx/10 


(SFUYCIONES TRIGONOMETRICAS Hr >> 612] EDITORIAL -RUBIÑOS 


(03) Dada las funciones: 
ES y =0enf ; y=c08% 
indicar cuántos puntos de intersección se obtiene 


para x]0;2x [ 
AM B)2 C)3 D)J4 EJ6 


(09) Afirmar si es (V) o (F) para: y=senx ; y=c08x 
() Son funciones crecientes y decrecientes. 


3: 
(-) Parax € 52] ambas funciones son 


crecientes. 
(_) Para x elx;2x[ ambas se intersectan en 2 
puntos. 
AJVVV  B)JVFF C)VFV D)JVVF  EJFVF 
(O Si: x e[0;2x] 


Indicar la suma de las abscisas de los puntos de 
intersección de la funciones: y=senx ; y=c08x 


A)Jr/2 Bja C)3x/2 D)2x EJ5n/2 
(Q) Indicar el dominio y rango de: y = 1 -—senx 
AJR;[-15]B)R1-1;11 O/R[0;1] DJR-;|-2;2] E)R;[0;2] 


O Si: re ls :20| 
afirmar es (V) o (F) 
(_) La función seno es creciente, 
(_) La función coseno es decreciente. 


( ) Las funciones seno y coseno se intersectan en 
un punto. 
AJVVV  B)VVF  C)FVF  D)VEV  EJVFF 


(A) Graficar las siguientes funciones: 
D y=senx-1 
II) y=-2sénx+1 
Indicando su amplitud y su período. 
A)D-1;2% 9252 B)D 7:2r 1)-1;2% 
le) D-G:2x m-> ¡24 D)D)1;2% M)22% 
E)D-ix 1) 1:2x% 
(1) Graficar las siguientes funciones: 
D y=2+3sen2x 1H) y = 3-2cosdx 
Indicar su amplitud y su funciones: 
A) D2;x 1) 3;8x B)D2;x 103;x/2 


C)D3;2x 1)2;4x D)1)2;2% 1) 3;4x 
El D3;x 102;x/2 


(33) La ecuación de la gráfica es; 
y=-= E +sen 3) 
Calcular el área de la región triangular sombreada. 


Xx 


Calcular la ecuación de la gráfica. 


A)y=cosx-1  B)y=1- cos 5 C)y=c082x —1 


D)y=1+c082x  E)y=1-cos2x 
(O Hallar el rango de la función: F=(X)= 4senx-5 
A)[-8;5]B)[-8;3]C)[-8;-1] D)[-5;-3]E)[-9;-5] 
(9 Si:w elr/2;x 1, afirmar si es (V) y (F) 

() La función seno es creciente. 


() La función coseno es decreciente, 


() Las funciones seno y coseno se intersectan en un 
punto. 


AJVVF B)JVFV  C)JVVV  D)FVF  EJFVV 
(13) Calcular el área de la región sombreada. 


O ENOO MEN, 


A)2xu? B)4xu? C)6xu* D)8xu* E)10u* 


2013 


[613 | LA 


TERCERMPRNENCADECIASE 


1; cscx >tanx 


Os a MP tanx>cscx 


Evalúe : ES Jer (2 + E 25) E > ) 


AJO B)J1 C)2 D)-1 E)-2 
((9Sean las funciones 


F(x) = (1-senx)(1-cosx)(1 +8ecx)(1+esex)(sec*x) 
DomF=A el mayor dominio posible g(x)=tanx , 
a) BL es DES EJ5 Domg=B, el da dominio posible Pe el valor 
de verdad de las siguientes afirmaciones. 

D Fla)=8(x); Vr e A 

INF(x)=8(x); Ve e B 


HDA=B 
A)JEFF B)VFF C)FVV  D)VFF — EJFVF 
(43 Sea la función f definida por 


f(x)=(tanx+cotx)(sen!lx|+senx) 


siendo * € [- 5 ; o) ufo; e) 


AJ1I B)2 C)3 D)4 E)J5 


Determine el rango de f. 

AM2:2/2]u (0) By(2:2/3 ) c)[2;2/2]0:10) 
D)(2:4Ju10) EJ[2:4) 

(GHEsboce la gráfica de la función f definida por la 


regla de correspondencia. 


f(x)=tan|[cos(xx)+1] - 3] 


A)1 B) 2 C)3 D)6 E) 12 
(M)Calcular la suma de los valores que forma la 
expresión: 


plena! + Jooes! + He on cada uno deloscuadrados 


AJ B)8 C)2 DJO E)-1 


(3El punto (25222) pertenece a la gráfica de la 


función y=c08x. 
Calcular (72) : 
AJ1/3 B)-1/3 C)1/2 D)-1/2 E)1/4 


(3) Dadas las funciones f y g tal que: 


: elas VI + 2008 2% ; g(x)=1 
E 


¿Para qué valores de x se cumple 
Rx)<glx); Vkhe Z? 


x 1 x E 
AN Esarecos Fl; ns arcos +kx) 


x 1 xE 1 
B)(- 3 +arccos 3 +ka; 3 - arecos 3 +hx) 


Ol-Z+tx:Z+hx) 


DJltar+z +arecos— Ge(2k+L)atarecos Y) 


E)(2kx;(2k+1)x )) 
s funciones con regla de correspondencia 
Dadas las funci: la di di 


f)=2,c>4 y glx)=2sent 
x 2 


Si la recta tangente a la gráfica de f pasa por el punto 
(4x0) ,(0<x<4r) ¡determine el área comprendida 
entre dicha recta y g. 
AJ4(c—2)u? B)3c u? 
D)2(c - 2Ju* E)2u* 
O Sea f una función de variable real, halle el dominio 
yrango(ke Z) 


fíx)=[ senxcscx] + f cosxsecx] 


A)JR—kx;(2) 


C)4cu* 


Br (-15050) 


kx Rx. 
OR--:-2) DJR=-5512) 


EJR-kx;(-15D) 
(03) Halle el campo de variación de la función : 


f(x)=c08 2x Pe =sen2x (senx+c08 x) 
a 


si seo; %)' SS 
A)(-2; 2) B)[-2;0] C)(-2;2)-(0) D)(-1:1) E)[-1:2] 
(09) Halle los valores de x en el intervalo (4x ; 5x) 
para los cuales la función f está definida por la siguiente 
regla de correspondencia 


Nasents=iod0% (5) 


Meseta lies 


dt 


((d¿Qué valores de x del conjunto de los números 
reales, hacen posible que fsea una función? Dé como 
respuesta para 0 <x<2x, si: 


FG) =log(sen = cos 2x). 


alo: z)u (Esas) 
oo Jose] 
(O) Dada la función f con: 


f(x)= [sec (ES > Les e (ES) 
y g con g(x)=2xx . ¿En cuántos puntos se intersectan 


fy g enx e(2003x ; 2009x) ? 
AJA BJ6 C)J5 
(2) El rango de la función : 


D)J12 EJ16 


Nx)=-Jz cos — sens 


á 


es [; 8] ¿entonces un intervalo de su dominio será 
17x 19x 23x xa 23x 
daria] alto] alza] 
La 12 Maa INTA 
17x Tx 47x 67x 
D, E, 
ES 12*4 =) ES 127 12 al 


(S Si los puntos a(=; Py B(x3;-1) pertenecen 
al gráfico de la función siguiente 


f(x) = sen*x-cos* x; además x, e (sx) 


Sx 3x 
12 es; 2 2, calcule : 
J=tanx, + tanx, + tanx,tanx, 
A) BJO C)J/3 D)- 3 Na 


(() Calcule el mayor valor que admite la función f 
con regla de correspondencia 
Ft) =ysentcos2tcost+xsen*icos? t 


[7 [7 y 
A) Sedo B) . +2 C) - E 

Na 7 77 Jatrxyry? ; 
D) 3 E) El 


(G) Halle el rango de la función f, cuya regla de Aje=(4k+1) 2; Rf= =R= (55) 
correspondencia es fíx)=Vers2x.Cov2x 4 


A)[o;/2] m)2,22] eJ2,212] Bje=(4h+9)25Rf=R=(0;5) 


1.1 
Cjx= E. Ea 
oJo;3+J2]  2[v2:5+43] Ja-0-15 mer (57) 
kx 1.1 
(3) Determine el rango de la siguiente función Djx=¿¡Bf=R- (6 5* :3) 
_sen?ix+c08"x 1 
a Ejx=(2-D5; 1=R-(-4:1) 
a5:5] a 455] ol4:5) €) La gráfica mostrada corresponde a : 
44 44 44 
5 


(O Si 0<x,<x3 < Xg moro x,<E , halle los valores 


extremos de la expresión io 

f = senx,+8enx,¿+senxy + sumuenvo w + SONnx,, 

E = 008 x, + 008 X, + 008 Xy + common FC008 Y, 

AnsnJ2] B)(n;J2n) Cn ¿/Zn) 

DXmsnJ2] E)(n—JZ;+n/2) A)Jf(x)=sen x+sen 3x+sen 5x 


B)fíx)=senx+3sen3x+5sen5x 
Halle el de la siguiente función, 1: 
a e el e le mia nción, cuya regla CA aaa o 
¡pondencia es : 3 5 


o Sent» NI ES 5 +sen $ 
V2 sen(x+—)+cosx 
4 


IA 2, 14J2 1-42 2-1 
aji 2 2 12] al AE A mee 2) Halle las coordenadas del punto w a partir del 


gráfico adjunto. 


E)fíx) =senx+sen2x 


CI[VZ-1/2+1] DJs; a] 


(1) Sean las funciones : 
-asenx ¡;x<0 


qe Ss ¡Osx 

8l(x)=are secx 
Resuelva fíx)- g(x)=0 ¡Vx e [-1; 1] 
Dé como respuesta el número de soluciones. 
AJ1 B)2 C)3 D)J4 E» 
€) Determine los puntos de discontinuidad y el rango 
dela función f, definida por la de correspondencia. 

e Ue a 


sen? |x|+c08* |ac| ae q 
El 7 

fx, A REL 29% 1 11 43 

k cos* 2|x|- sen*2|x]* DÍ 18 3) alt d 2) 
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S Grafique (65) =cowx — cos 2x 
A) B) 
| Y: Y 
XxX Xx 
C) D) E) 
Y Y Y 
| ) Xx Xx | ) Xx 
3) Del gráfico adjunto, Q es punto de tangencia. 
Halle a . 


AJarctan 22) BJarctan(2,/3) 
CjarecosY2) Djarcren(12) EZ 
6 6 3 


3) Gráfique la siguiente función cuya regla de 
correspondencia es: 


H e 
—secxcot 3 


ENSIi P(x, ;y,) ; Q(xy 5 yy) son los puntos que 
pertenecen a la gráfica de la función 


2 
Md= E 4000 2) tal que y, e y, son mínimos en los 


intervalos (-2x 0) a (0; 21") respectivamente, halle la 
distancia del punto P al punto Q. 


Ajá BJV2x%+1 CIVx?+1 D)2xX-1 EJNÑat+1 


€2) Halle el rango de la siguiente función: 
g(x)=tan*(senx - esc x)-cot'(senx — ese x) 
A)Range[2;+w)  B)Range(2;+0) 
C)Range[4;+0)  D)Rangc(4;+0) 
E) Rang e (-o;+0) 
3) Grafique la función 
f(x)=3lsen x]- 4[cos x] 


. 


[A 


ED Halle el dominio máximo de la función 
E) 
Fíx)= £ 
Jaen x + [cos x 
si además ke Z. 


a(2re;(ar +07] 3)|2testar+05) 
O(2hestan- 02) DJ(2hx;(ak +07) 
2 arestar+D*| 


(ED) Determinar el rango de la función : 


sen3 x 
ha) = 
E) tanx+2senx 


ali:s]-c0 a|-¿59)-um o(-¿:3]-00:0 
Dl 758|-10:1 El -558)-10:1) 


€) Halle el conjunto de valores de la función. 


A — 
3sen x+c08 x 
Considere O<x s = 
NERO [tE ,+0)-(u5) oo E) 
af2L .se)- 3) slo ¡E 
e Sea la función definida de la siguiente manera, en 
el intervalo 5 <x<0;f(x)=-x; y en el intervalo 
0O<x <> f(x) se define como flx)=x ; además flx) 
tiene un período igual a 3. 

2x x 
Calcula r(cot 22)+ (sen >. 


AJO B)2 C)9 D)-9 E)J5 


E3 De la figura halle el dominio y rango 
respectivamente de G(x). 


a(2:25)-t15(—a:1) ao5;2e]-(2 5051) 


5:29): DI(5525):(051) 

EBEl punto A=(a;k* — k+1) pertenece a la función 
y=tanx, y B=(B;k*+h-1) pertenece a la función 
contangente . 

Sia+p=2, calcula P=sec[k(a— $)];ke Z. 


AJt1  B)-J3  CJAV/Z  D)*2 5 
(E3) Dado 
sen?x + cos*x = Asenfíx) + Bsen3fíx) 
Halle: AN +B? >: 
Co! 
1ix 13x l5x 17% 10% 
ME BS O DIG E 


0) Determine el área del triángulo JMP. 


47 (3-¿2]u* BIG (3 +43)u 


DJZ (5 +1ju? EJE +4/3]u? 


03) 


(CELAVCITS IE A IEREOCITIEA EAT 


REPASO DE 
FUNCIONES 1 
01. Calcular el máximo valor que toma el 
rango en F(x) = 3Senx + 2 
a) 1 d) 4 
b) 2 e) 5 
e 3 
02. Hallar la variación de: 
G(x) = 2 - 4Cos3x 
a) (-26] d) (22) 
b) [26] e) (24] 
e) (26) 


03.Sk: xe[-E: ) 


Calcular el menor valor del rango de 
f(x) = 3 + 2 Senx. 

aj 0 d) 2 

b) -1 e).3 

ce) 1 


04. Hallar k: si el punto A = E 5 


pertenece a la función coseno. 
a) 2 d) 8 
b) 4 e) 10 
c) 6 
05. Si: Cos0e (-1;0) 


Calcular elrango de: 109- 


06. Sea la función F definida por: 


a) [1:12] 
b) [1:16] 
c) [18] 


a) [2:10] 
e) (0;8] E 


07. Hallar el dominio de la función f 


definido por 160 = 280sc(2x-5). 
kr, rm 
a) a permez) 


b) R-(2t0+Fike2) 


e R- los Fikez) 
08. Hallar el rango de la función f definida 


Ei 


por f(x)=|Secx|?—1 ; x 


a) [0;00) d) (1) 
)- [1500) e) [0:1) 
c) (0;00) 


09. El rango de la función: 


1) Tan(ESena)] donde : 


ES 5 
xe[$] tiene la forma 


R(f) = [a;b]. Hallar: a.b 


a) 2 dh 
b) 1 1 
) iS 
e) y3 


10.Si F es la función real definida por 


2 
A para todo 


we (3) Hala su rango 
a) (-2:0] d) (=a;-1) 
v) (=a:42] 

5] (=;-/2] 
11. Hallar el rango de la función: 


e) (a; 1] 


f(x) = 21an(x + 3) 3. 


a) [-2-43,43] 
) [-2-413,43) 

a [-43;0] 

a) [-1-43;0) 


) (243,243 - 1) 
12. Hallar el rango de la función: 
()= 2+Csc?2x 
V3Cal t2x 
a) R-(-22) d) R=(-11) 
b) R-(-3:1) e [28) 
c) R-(-4;2) 
13. Calcular el mínimo valor positivo de 
la fun: 
f(x) = 2Tan2x + Cotx— Tanx 
a) 1 d) 8 
b) 2 e 3 
c) 4 
14. Determinar el dominio de la función: 
K(x) = Cot2x — SecxCscx 


a) R-(inez) 


b) r-(Minez) 


c) R-[(nmneZ) 


d) r-((2m+DEne2) 


e) R-(2nneZ) 
15.Sea: F(x)= CscxCot2x + Cscx 4 E 


EE RÍO =(a:b] 
Calcular; a + b. 


16. Hallar el dominio de la función* 


10910: sabiendo que esta 


> 


contenido en (55) 4 


17.Dada la función definida por: 


Sex +3 
a 
la función es: 


a [5-3] 0 [5-3] 
$) [3] a (a) 


o [4-5] 


18, Determine el rango de la función f 
definida por: 


fx) = ÚSen?x —6Senx+9 + 


. entonces el rango de 


¡Sen?x + 4Senx +4 
a) [0,2] d () 
b) [0,1] e (5) 


o [03] 


19.Si: x e [0;2x], determine el rango de 
la función f definida por: 
1(x)= /[Senx|(|Senx] + Senx) 


a [Zo] 0 el 
y) [4242] e [9] 


c) [0,42] 
20. Determine el rango de la función 


diia por 109 El 


Xx 


a) [0,1) á) (0:42) 
b) (0,1) el [0;00) 
e) [0:4/2) 


21. El rango de la función f definida por: 
Flx) = Tan|Cotx| + Cotx|Tanx] es: 


a R-(0O) dl R-(-32 
b) (R-(-11) e) (-2:2) 
e) (0) 


22. Hallar el rango de: 


>. S E Lati 
fx) = Sen3x - Secx Tan + Tan 592) 
a) xo) u (0;1] 
b) (-1,0)u(0:1) 
c) (41,0) u:(0;1] 
d) [+41] 
e) (-11) 
23, Calcular el rango de la función: 
Fix)» Senx? + Cosx? + [Senx? + Cosx? 
a)- [0;2] 
6) [-2/2:22] 
a [0;242] 
d) [42:42] 
e) [32] 
24. Hallar todos los valores de x del 
EE 
intervalo (5 >) donde es no 
negativa la función f definida por: 
3-Tan?x 
((x) = ASE 


1 


Ol.e 09.b 17. b 
02. b 10. b 18. e 
03. e 11.6 19.0 
04. c 12. e 20. e 
05:.b- 13, c 21, e 
06.b  14.b 22d 
07. a  15.b 2.c 
08.e  16.c 24. c 


al r-((ax+193)/ keZ 


b) a-((u+13)/nez 


ce) R 
d) R-((4k+1)1)/keZ 
e) NA. 

02. Encontrar el dominio de f(x): 


1 
f(x) = e 


+ Tax 


R- (kx) / keZ 

b) r- (En) /mez 
A] r-(5/nez 

d) r-((+13)/nez 


e r-((2h+193)/Kez 


03. Indicar la proposición no incorrecta 
acerca de la función f(x) == /Cosx . 
i) Es decreciente en Eso]. 


ii), Es periodica. 
iii) No existe la función. 
aj i d) úi 


b) iyii 
c) ¡iyii 
04. Determine el número de soluciones 
dela ecuación e2* —-Senx=0 enel 
intervalo x e (-2x,m) . 
a) 1 d) 3 
b) 0 e) 8 
ec) 2 
05. Encontrar la alternativa correcta de las 
siguientes proposiciones: 
L f(x) = Sen?x + Cos tx; T=x 


e) ¡iy ii 


IL. 1(x)=2+Sen!22x;T=x 
IM. f(x) =Cos(Cosx); T=x 


a) 1 d) IyH 
b) Il e) Iy Il 
c) M 

06. Gráficar: 


160) =Sec[*7-x)-Cor(r+x)+1 


07. Calcular el área de la región limitada 
por las siguientes gráficas cuyas 
funciones son: 


L f)=Toxixe [52] 


L 90)=1:x0[5:5] 
M. h(x)=-1; xe|-3:5] 


M. x=3;ye[-11] 


2 
Ey? Ey? 
a) de d) qe 
b) mu? e Eu? 
c) E? 


08. Con la ayuda de la gráfica obtener la 
siguiente expresión: 
4a+ bn + Tac 


e _7.J3+6 
5 /3+4 


12, Se tiene que Ton. 
Calcular el rango de: 


1(x)=2Cos?x +1- Senx 


yz 
a) [22V2] 0) [02-:2) 


b) [02-4] e) (a2.:2] 


09. Determinar el periodo de la siguiente 


función: 2 
10) =|Senfx)| ” 
[2 
a) > d) 2x Ci (02. E] 
ba e) 31 13. Determinar el área de la región dada 
Sx POS 
Sos 2Sen2x s y <4—2Cov2x 


En el intervalo; x e [-x, 1] 
10. Indicar el número de soluciones de la 


ecuación: a) 4u? d) 2nu? 
x= 4Senx = 0 2 2 
a da b) 5nu e) 5u 
b) 2 e) 5 e) 4nu? 
pa 14. Calcular el área de la región triangular 
PQR. 


2r 
11.Sabiend Laa 
lo que ac(s =] 


Determinar el rango de: 
2Sena + 3 
ren 
5 2346 
al |-3 
ES 5] 
5 [3 
3" /3-8 a) 16/3u2 — d) 4/32 
ESE b) 16/3mu2 e) 16/2m? 
5'V3+8 
c) 8/3nu? 
a E cl 15, La ecuación de la gráfica adjunta es; 
PES y = aSenbx ; además las coordenadas 


(FUNCIONES. TRIGONOMETRICAS 


a) 2 
b) 4 
c) 6 

16. Hallar el área de la región limitada por 
las gráficas de las funciones: 


d) 8 
e) 10 


L ((x)= Sen ix e[-1;1] 


IL. g(x) = Cosx;x e [-1:0] 
M. h(x)=1;x e[0;x] 


a) 2u? d) nu? 
b) 4u? e) 2mu? 
c) 1u2 


17. Calcular el periodo de la siguiente 
función: 


1(x) «E roxjctor 


a) 5 d) 31 
b) = e) 2n 
Cc) zx 


18. Determinar la gráfica de: 
1(x) = x +[Cosx| 


19. Gráficar las siguientes funciones: 

IL 1(x)=2(Sen3x - 2Senx)(Cos3x + 2Cosx) 
Senx + Sen2x + Sen3x 

L,9h)= Cosx + Cos2x + Cos3x 

II. h(x) ='Secx + Tgx 


20:St: x.0(5%:5), hlaria extensión de: 


m3) 


_Sen(15x-x) + Ta(991+x) 


N ca(s-25) Cta(ex)  Csc(7n+x) 
a) (-10) a) [-1:0) 
b) (31) e) (0,1] 
c) (0,1) 


21. Acerca de la función: 
f(x) = CosxSen2x + 


2Cos? E + x]Sens - SenzaCos[ $ + x) 
Se puede afirmar que: 
L Esuna función par. 
1. Su amplitud es A 


II. Intersecta al eje “y” en 2 puntos 
Vxe (0, 21]. 

IV. Es una función periódica de 
período T=2x, 

a) 1 d) IV 

b) 11 e) Todas son 

c) ll verdaderas. 


22.Si el punto Plx,¡2a- b) pertenece a la 
gráfica del sinusoide, el punto Q(xy; 
a+ b) pertenece al cosinosoide y 
Rx?) pertenece al 


tangentoide. En cuál de los siguientes 
intervalos se puede encontrar: xy 


¿Re 
x+x=>3). 


23. Se tiene la función: 


fx) = (1=Senx)(1=Cosx) 


con respecto a f(x). ¿Qué alternativa 
es correcta? 


a) Decreciente para xe (0,7) 


a) 4 d) 7 

b)5 e) 8 

c) 6 
-———————_—_ 
CLAVES DE RESPUESTAS, 

Ola  09.b 17. e 

02. c 10. c 18, 

03. d 11. b 19. 

04. e 12. d 20. a 

05. e 13. c 21. d 

06. 14. e 22. b 

07. b 15. c 23. d 

08. c 16. d a 


OBJETIVO: 


* Interpretar y operar expresiones del tipo ArcSenx, 
ArcCosx , ete; de manera rápida y concreta. 


* Despejar ángulos incógnita cuando una razón 
trigonométrica de un ángulo se reconoce pero no es 
notable. 


* Definir las funciones trigonométricas inversas. 
INTRODUCCIÓN : 


En el capítulo 30 se estableció que una función asigna 
a cada elemento del dominio, una y solamente una 
imagen que desde luego puede ser común a varios o a 
todos los elementos del dominio. Si la función tiene 
además la propiedad de que la imagen es exclusiva o 
sea que cada imagen en el recorrido lo es de un solo 
elemento del dominio, se dice entonces que esta 
función establece una correspondencia biunívoca o 
biyectiva entre los elementos del dominio y los del 
recorrido. Cuando tal es el caso, se puede definir una 
nueva función, inversa de la función original, cuyo 
recorrido sea el dominio de la primera. Se dice entonces 
que cada función es la inversa de la otra. 


FUNCIÓN INYECTIVA O UNIVALENTE 


Una función es inyectiva o univalente cuando todo 
elemento del rango tiene un único elemento en el 
dominio al cual está asociado; si: 
f(x,)=f(x3)>x,=xz. Como conjunto de pares 
ordenados, una función es univalente si dos pares 
ordenados diferentes nunca tiene el mismo segundo 
elemento así: 


EX la) * Fí<g) 
EJEMPLOS : 
*Sea: flx) =";x>0 
* Aplicando la difinición: 

f)J=f(x2) >xÍ=x > xa]-xj=0 
* Por diferencia de cuadrados: (x,+x3¿)(x,-x3)=0 
debido a: 
> (1,+x2)>0 >(x,-12)=0 > x,=x2 
>"f"es univalente 


Una función F es inyectiva si cualquier recta 
horizontal corta a la gráfica de F a lo más en un punto. 


D Y m Y 


y=x” 


Es univalente 


* De las figuras mostradas se deduce que F es 
inyectiva. G no es inyectiva en todo su dominio; 
para que G sea inyectiva se debe redefinir la función, 
es decir, se restringe el dominio por ejemplo si se escoge 
el dominio de G: <-«;hJentonces G es inyectiva, 
también se puede elegir como dominio [h; +w>. 


FUNCIONES INVERSAS 


Si una función f es biyectiva (univalente y 
sobreyectiva), entonces existe su función inversa y se 
denota porf* ó f* 


* Para determinar la inversa de una función se 


intercambia “x” por “y” e “y” por “x”, Así: 
Df*=Rf Rf*=Df 
EJEMPLO: 


hallemos la función inversa de y = 2-1 cuyo dominio 
es /0;3]. 
RESOLUCIÓN: 


* Despejando x se tiene: x= eS 


* Intercambiando variables: y = zm 


ATHIGONOME TRIAS 623 
FUNCIÓN ARCO COSENO 
f =1(x3y) R?/y = arcCosx;-1<x<1) 
* Dominio: [-1;1] * Rango: [0 ;x] 
Es una función decreciente. 


* Se observa: Df =/0;3] y Rf = [-1;5] 
* También: Df* = [-1;5] y Rf* =[0;3] 
OBSERVACIÓN: 


Las gráficas de f y f* son simétricas con respecto a la FURCIÓS ARCO elo 
recta (y = x). f =[(x;y) R?/y=areTanx;xeR) 
. io: . Pla z . zx 
FUNCIONES TRIGOMÉTRICAS Dominio: * Rango: (55) 
INVERSAS 


Como las funciones trigonométricas son periódicas, 
entonces no son inyectivas por lo tanto no tiene inversa 
en todo su dominio. 


Para que existan las inversas de dicha funciones, se 
debe restringir el dominio de modo que sean inyectivas. 


FUNCIONES ARCO SENO 
P=((x; y) € R?/ y=arcSenx;-1 <sxs 0) 


. FAA » 5-175.4 

A E yrenssmel 2 3) FUNCIÓN ARCO COTANGENTE 
* Despejando x: >x= arcseny 7 

* Intercambiando variables: y = aresenx f*=[(x;y) R?/| y =arcCotx) 
Además: rx * Dominio (arcCot): R 

>Dp=rt cell Pmr=or se 555) acid] 


*% La función es creciente e impar 
* Graficando f y f* Ay 


XPEYCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 1 | 63% | EDITORIAL RUBISOS 


FUNCIÓN ARCO SECANTE EJEMPLOS: 
Dominio :<-«w;-1]U[1;w>  *Si: Sena =3> a= ArcSen (5je x=Sen* 5) 
y=arcSecx A A A : 3 5 af8 
Rango: [o ; Jul ; x] * Si:Cos0=7= = arcos 7) ó 0=Cos (5) 


* Si: Tanp=Í > fB= ArcTan (5) ó 0=Tan* (5) 


* Si: Sena=5> como es notable: a=30" 6 + 


* Si:Cosf = . por ser notable: fB=45" ó S 


* Si: Tan$=1> como es conocido: $= 45” ó 5 


*Si:Tana=6 >a= ArcTan6 
EXPRESIONES EQUIVALENTES 


6= ArcR.T.(n)<> R.T.(0)=n 


FUNCIÓN ARCO COSECANTE IS a ; 

Dominio: <-«w;-1] Ul[1;w> * Si: 0=AreSen(7) 27 

| Rango: [-5:0) u(o;s] * Si: a=AreCos(5) >Cosa=3 
*es decreciente e impar * Si A=AreTan(+) =Tanp=5 

* Si: a=aresentis Sena= 2 


* Si: p=Arecos 2 > cosp=z 


* Si:9= Arctan, [7 => tan0=V7 
OBSERVACIÓN: 


Todo arco o ángulo se puede expresar de seis formas 
diferentes, todas ellas equivalentes entre sí, esto se 
debe a que son seis razones trigonométricas del ángulo 
arco que se puede calcular, es decir; _, 


22 
NOTACIONES PARA EL ARCO 


Todo arco o ángulos puede ser expresado en términos 
del valor de sus razones trigonométricas; así por 
ejemplo si se tiene que: R.T(0)=n, entonces "gr es 
el arco o ángulo cuya R.T. es iguala “n”. 


cpartaron(:) puente) 
* Notación Francesa =» Í G-Arc R.T(n) == 
¡O SEO) 


* Notación Inglesa + ario E z Ea 


a > 


ATRIGONOMETEIAS 
EJEMPLO: 
Calcular: Cig [arosen 6l 
RESOLUCIÓN: —, 1 Gong 1>00 
3 -3>H 
* Luego graficando: 0 
: > tg AreSen 3) creo 22 


la > Cta Aresenz)-22 


Lora 


Ahora bien, esto ha sido una interpretación bastante simple, 
sin restricciones; lo cual no es lo más correcto, pero si lo más 
adecuado para recién exponer sus aspectos teóricos básicos 
con la rigurosidad que contiene. 


DEFINICIÓN: 


|Seng===>0= ArcSenx; Oe (5z ¡E e [-1:1] 


* Esto es: -3S Arcsenx shris=s1 


* Nota: Aresen(-x) = -Arsenx 


EJEMPLOS: 
A E a ES 
AroSen ¿== ArcSen| -5 |=-AroSen-2 ==> 
. aros 2 * ArcSen2 =H .....¿por qué? 
3 V3_x 
, =— [=-— 
Avon 5) AroSen- > 3 
DEFINICIÓN: 


Cos9=x=> 0= ArcCosx ; 0 e [0;1],x e [-1;1] 
* Estoes: O<Arecosx<x; -1<x<1 
* Nota: Arccos( — x)=- Arccosx+x 
EJEMPLOS: 
yz 


*Arccos == r *Arccos3= Hemoao. ¿por qué? 


* Arccos (-5)--arecos qan=-5+ nn 
* Arccos( -1)=- Arccosl+x=-0+x=x 


DEFINICIÓN: 


Tanó=x => 0=ArcTanx; 0e<- E > ¿ER 


625 


* Esto es: -G<Arotanx<Z ¡-0<xA<+o 


* Nota: Arctan(-x) = -Arctanx 
EJEMPLOS: 
* ArctanJ3 = = 


* Arctan( —1)=- Arctan1 =-E 


PROPIEDADES PRINCIPALES 
Sen( ArcSenx)=x; 8i : x e [-1;1] 
Cosí ArcCosx)=x;8i:xw.e [-1;1] 
1) Tan(ArcTanx)=x;si:xeR 
Cot( ArcCotx)=x;si:xeR 
Sec( ArcSeex)=x;8i:x e R-<-131> 
Cac( ArcCscx)=x;8i: x e R-<-131> 


EJEMPLOS: 


+sen( AreSen+)=+ :Jett:1] 
*Co0[ arecoo[-5))-- E: Fef-1:1] 
*Tan(ArcTan4)=4;4e R 


* Secl AreSec2,/3)=2/3 2/3 € R-<-1:1> 
*Crc[ AreCae 7) - 2 1tenga cuidado de hacer esto! 


pues: qe R- <-1:1>=30w0 AreCoo 3)a 
* Sen(ArcSenb)=b ; siempreque:b e [-1;1] 
. d+ 
Sen[arosen 3)=35 
* Tan(arcTan100)=100 
* Sec(arcsec2)=2 
* Cos(arcCos8)=3 ;absurdo ya que3 e [-1;1] 


SFUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 1 J636[" ______ EDITORIAL RUBIÑOS) 


ArcSen(Senx)=x imtix [555] 
ArcCos(Cosx)=x ;8i:x e[0;x] 
AreTan(Tanx)=x ET) 
ArcCot(Cotx)=x ;si:xe<0;x> 


ArcSec(Secx)=x isisxel0:m]- (5) 


AreCuc(Cres)= a sóc 0-55 


22 


coo -3))o— ome: 5 eto) 


Para aplicar la propiedad es necesario hacer un previo 


cambio: x z 
sec(-£) a. 
x 2_x 
aroseosec[-£)- Arcsee seo dz 
. 2) 5% cores: E [ =s] 
arceen[sen 2) +52 ; puer: “Le 353 
Sl bx x 
hacemos un cambio + sen =sen 
Lp az 
>arcsen( sen *E)= Arcsen(sen*) 6 


nera (cos p) = p),siempre que: p e [0;x] 
[ArcSen (-x:) = -arcSenx ;x e [-1; 1] 
ArcCos(-x)=x-arcCosx ;x e [-1;1] 
ArcTan(-x)=-ArcTanx ;x € R 


AreCot(-x) =x-arcCotx ;x € R 
ArcSec (-x) == —areSecx ;x € (a; JU[1; +0) 
AreCec (—x) =-areCses ;x e (-o;-1]U[1+0) 


EJEMPLOS: SS P: 
om 
cl 

+ arptan(/3)=aretan [d=-2 

* arcsecl -2) = p — aresec 2 =x- a 


ArcSen(x) =Arecre( +); slo x e [-151)-10) 
AreConx)= aresec| 2) ¿ siexe[-131]-10) 
ArcTanís)= arecot() AS 
ArcTan(x) = =asarcran(2) q miez e <-0050>| 
z 
17) » 
ArcTante)=areTan(X) ¡alex <00> 
Arcigtaj=r+ arcta( +) ¿adi <-o0> 


AreSecta)m=AreCos[ +); sioxe R=<-171> 


AreCscís)=aresSen( Y) plexo RS 131 > 


EJEMPLOS: 


* arctan(3)+ arccot(s)== 


* arcsen(2)+arccos(2) 3 ; es absurdo ya que 2€|-1;1] 


ArcTanx+arcTany = arcTan (E y 


Je te: 


vi >k=0 
> h=1 


> h=-1 


Si: xy<1 
Si:xy>1;x>0 
Sirxy>1;x<0 


EJEMPLOS: 


* Aroctan (5)+ arctan (7)- arctan 


. 4 
Arctan(2)+ Arctan(4)= Arctan (43) 


=arctan(-) 4 5=x-arotan[$) ; 
(1405) 


1 -EUCÁT .) 


* arctaní 1) + arctan( 3) = aretan [ 


Y 
= arco a arelan(2+ JD) ip TE 


ATRIGONOME TRIAS 


PROBUENASIR 


PROBLEMA 1 : 


RESUELTOS 


Calcular el valor de: S=4+13sen (Arecos 2) 
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AJ3 B)9 C)8 D)1 E) 17 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: a=Arecos(¿3)>S= =4+ I3sena 
* Como: 1 
12 
cora = 72> 
12 
* Luego se tendrá: 
>5 = 4+13sena => S= 4910 57)> 9 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 2: 
Calcular: Areco 7) +arc sec(/2) 
x Sx Tr 
A)Jx BJ>5 C)2x D) 12 Di 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: rc o E 
2 2 6 
Y) 
* Sea: Arcsec(V2) > seca 2>a=+ 
a 
* Luego: 
x_2xa+3x _ 5% 
pr ri q 12 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 3 : 
Calcular: 
Ext, arcsen= Xcl, (arecos 3) 
yz 3)“ 3 
AJ1 pe C) EL] D)7 Ejx 
5 10 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos: 


E=tgaresen5)x ctg ( are cos 3)" =itgaxctgB 
— 2 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
* Al cambio: 
a =are sen 7 sena => 3 2 
BA 
p =arecosL > cosp=3 3 Lo 
40 ll 
1 
1 _J1O0_J10 
*L = = A 
no E 
RPTA ; “C” 
PROBLEMA 4: 
Calcular: E=cos2arecos<,) 
Z 7 1 
A 0, = a eS 
J1 B)0,5 Oz D, 5 EJ 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos; E=00s| 2arcoos )=cos2a 
3 
* Pero: : T 
cosa =3 2/ vi 
1 
2 2 
>E=c08" a- sena ( ES) 
AS 
ES 167168 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 5: 


Calcular: A=sen (eretan q arctan A) 


5 
9 2 9 2 1 
B DE EJ 
ae /442 NET e J417 6 15 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos: 


A= sen arctan+aretan z)= sen(a +8) 


APUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 1 
* Pero: 


a=arctan— >tan u == 


4 4 a 


1 1 
= tan— t == 
B arctan— > 'anf 


3 Ge en Le 
9 
a * id =Jaaz 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 6 : 
Si: Arcsenx + arcseny 
Calcular:  9=Arccosx+ Arccosy 
2x x 2x x 
a BG 7 DF EJG 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 3x 


Arcsenx+ Arcseny = E 
Arccosx + Árccosy= 0 
* Sumandos miembro a miembro: 


Arcsenx + Árccosx + Árcseny+arccosy +0 
e 


Xx x 
2 2 
* Quedaría: 
27 3x 2x 
x +0 >0= PE > ERA 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 7: 
Hallar a: 2Arcetg2+ arccos( $ Sl Abicsez 
4 24 25 
0 B)= = E ha 
A) ) 5 C) 35 Dz 5 E) 24 
RESOLUCIÓN: 


Arcescx=2 arcctg2+arccos 5) e 


* Sabemos que: 


> arctg(2)=26"30' 


EDITORIAL RUBIVOS 


* Reemplazamos en (1): 
Arcescx = 2(26"30')+ 53" 
Arcescx = 106" > x=csc106" 
x=csc(180” - 106) >x=0c8sc74* 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 
Calcular el valor de la siguiente expresión: 


L= sen(2aro ctg4-— arotg 35) 
9 19 21 1 
A) 100 B) 200 C) 291 D)1 E) 3 
RESOLUCIÓN: 


*  L=|sen| 2Arectg4-arctg > 
| 
a 


>L=|sen(2a -0)| enconmiesosernersineasenses (1D 
*Sea: 
a=arccig4 >ctga=4 >8sen2a = 2sena cos a 


o 


coszirtooea-1=2/ E Ja-E 
17 17 


*Sea: p= arctg E > 1g0=2> 


*En (1): 
L=|sen(2a-0)| = |sen2acos0 - cos2asenó| 


>= [22.1 
17 Jus) luz )us 
196 75] 21 q 
>L£-2217 2211 227227 


RPTA +0” 


ATRIGONOMETRIAA 
PROBLEMA 10: 


Si: Arctg 3a+arctg e arotg3 
Entonces: 
A) 9a*=30-2 


Bja=-2 óa=l C)9*-80=2 


3 
2 1 2 1 
D)a= 3 ó a==5 EJa= 5 ó a=z 


RESOLUCIÓN: 
* Recordar: Arctgm+Arctgn =aretg( 


eN) 


arcig3a+arcig = =arctg3 


Y _-3230=2-9* 
2- Ya 
>9*+30-2=0 
3a +2 
Sa = 1 
* 2 
Luego: 3a+2=0 => 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 11: 
Determinar el valor de la expresión: 
1 1 
P=c08 arcien +) +aretg(3) 


Si los ángulos pertenecen al primer cuadrante. 


4/6-1 5/5+1 , 5/5-1 6/6+1 6/6-1 

B (3 D, E = 

A 5/10 y 6/10 y 6/10 É 5/10 lío 
RESOLUCIÓN: 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
* Luego: 


P=cos(a+ fB) > P=c0saco8 f —- senasenf 


O O 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 12: 

Calcule el valor de la expresión: 
E=Sec*(Arctg/2)+Csc* (Arc ctg/3) 

A)J5 B)J6 C)7 D)J8 

RESOLUCIÓN: 

E=Sec” (ArctanJ2)+Csc?*(Arecot/3) 

E=(1+Tan* (ArctanJ/2 ))+(1+Cot*(ArccotW3 )) 

E=2+(Tañ( Aretán J2))*+(Cof( Arecóf /3))? 


E=24+/2 4/3" > E=7 


E)9 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 13: 
El valor ó valores que verifican: 


Cos(aresenx)+sen(arccosx) > son: 


Y5 7 7 A 
CR B)sólo 7 C) FUNES 
WT J5 J5 
D==p E) > A ó a 5 
RESOLUCIÓN: 


* Resolver: Arcsenx+ are cosx E ;Vxe[-151] 


3 


w* cos(arc senx)+sen(arccosx)=-= 


2 
xr 3 
> Cos; -arecoss)sentare cosx) sn 
> sen(arecosx)+ sen(arecosx)=2 
3 


= 2sen(arecosx)=> 


a 
—_— 4 


*Sea: A =arccosx > cosq =x 


3 
* Entonces; $ena= 4 


* Sabemos: 
2 
senta+cos? a=1> (5) +x1*=1 >*=1-% 
7 7 


2. 
arto 
10 E RPTA : “C” 


¿APUNCIONES TRIGONOMETKICAS INVERSAS 1 
PROBLEMA 14: 


Determine “%x”: Tg[ Jaro ctgx |] = z 


5 7 9 11 13 
zz B) 34 C) 34 D) 24 Dz 
RESOLUCIÓN: 

1 =l 
Tan (Zarecotz) An 
Recordemos que: 
PES $ 1 
3 
> ¿Arccots =“7 > Arccotx =74" 
7 
>x=Cot74* e 34 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 15: 
Calcule: H = Tg(5Are ctg1/3) 
1 2 3 4 6] 
z B)- 2 5 a 
2) 79 d 79 c) 79 D) 79 E) 79 
RESOLUCIÓN: 
H= Tan(5Arccot 3) 
4 1431 _1_ 143 - 1 
Conocemos que: cot( +7 )> SE 5Arecot< 
Luego: 1 =Tan[ox 2") 
>H=Ton[250+157)> y- PT 
. 1-Tan286" x Tan 
Donde: 2 
* Tan286” =-Tan74” > Tan286" = a 
143 37 1438 _ 
Tan === Cot Ten ==3 
(- EA )+ (3) 3 
Reemplazamos en H: H= 1 >H=-= 
24 79 
Po 
7 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 16: 
Determine: 
H= Seo[ 54resec( Já -V2)- FAreseo(/5442)] 
y3 2/3 1 
Er Ma C)2 DI5 E)3 
RESOLUCIÓN: 


630 


EDITORIAL RUBIÑOS 
E =SecArcsec(/6 -/2) -  Arcacct/6+/2)) 


Conocemos que: 


J6 - J2 4 

1) Sen15" E > 
Csc15* =-/6 + /2 
Sec75*=J6 + /2 > 75" = Arcsec(/6 + /2) 

Analogamente: 


15*"=Arcsec(/6 - /2) 


> 1 =80c[5x167- 1:76") > H=Seco0'= H=2 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 17; 


Al resolver la ecuación: 
Tg(are senV1-x? )- sen(are 1g2)= 0, tenemos: 


J5 vz 


A) ent B)x no existe Cje=t-5 


33 

D) x=1 == 
Y a Ex 
RESOLUCIÓN: 


* Tg (arc sen J1—x* )= sen(are tg2) 
a 1 
A 


Y IBAO=8ENÓ eomarnrraririnrrnrnosa 


* — g=aresenVl-x? 
>sena=V1-a? ..... (1) 


* Gzarc tg2 >tg0=2 2 
* En (1): 
* En: (11) 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 18: 
Encontrar el valor de k, sabiendo que R+L=A 
R = sen(arc ctg(tg2x)) E 
L = sec(Kx)sen(arc ctg(- tg3x)) E zo 
A = tg(Kx)cos(are ctg(t82x)) te 
4-2 B)-1 C)1 DIZ3S 
RESOLUCIÓN: , 


TRIGONOMETRIAS 681] LA ENCICIOPEDIA 201% 


*De; R=sen(arc cig(tg2x)) 
>R= sen (are ct4 (5 - a+) 


> R=sen E - 22) A AAA 4) 


* De: 
L = seckx sen(arc ctg( -tg3x)) 


> L=sec hx sen (are etg (ete E ae) 


L=sen kx sen[5+ as) 


DL sec kxcos3x ciniormisoncnrsareneriereirción s. (11) 
> . 
us A=1tgkx co8|are cta(cte (5- 3) 


*Dato:R+L=A 


* De (D, (1D) y (ID: 
cos2x — sec kx cos3x =1g hx sen2x 


> cos2x cos kx — cos3x = sen kx sen2x 
> cos2x cos kx — sen2xsen kx =cos3x 
Ko K—<_ 


> cos(2x +kx)=cos3x 
>2+kii=3x > k=1 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 19: 
Calcule: 


W= Sec(Arc tg2, 4) - Cos(Are sec 1,25) 


0,2Csc*(Arcctg3) 
C) 0,7 D) 0,5 


A) 1 B) 0,9 E) 0,3 


RESOLUCIÓN: 


Sec(Arctan2, 4) - Cos(Aresecl, 25) 


bs 0,2Csc*(Arecot3) 


Sea: 
D Arctan 2,4=0=>2,4=Tan0=Tan9="2 


13 5 


O 
12 


1) Arcsec1,25 = a => 1,25 = Seca > Seca = 


a | Er 


5 3 


III) Arccot3 => 3 = Cotp 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 20: 
Dado que Arc senx+Arc tgx = 5 


Determine: (Are cosx+Are ctgx). 

a x xr 5x 
71 E aos ja 
A) 6 B) 5 ) 3 D) A z 
RESOLUCIÓN: 
Condición: Arcsenx + Arctanx = E 


x x _* 
> (E Arccosx)+(5— Arccots)= 6 


RPTA ; “D” 
PROBLEMA 21 : 
Resolver el sistema: 
Arc tg (x+ y) = 1/4 
Arc tg (x4+2y)=-x/4 


> da E 4 
NERAIE POIZE Gr 33 
D)F.D. EJN.A. 

RESOLUCIÓN: 


* Si: are tal=+y=5, tendremos: x+y= tez 


2 


* Esto significa que: 
E RA y | 
* Asimismo si: 
Arc tg(x-2y)=- tendremos :x-2y= ts(- 2) 

* 0 sea: 

E E AA Y 1] 
* Luego resolviendo (1) y (11), obtendremos: 

1 2 
== y== 


o . RPTA : “C” 


EDITORIAL RUDISOS 


PROBLEMA 22: 
El valor de y=2are tan(F)-are tan(-7) esigual a: 


z x 
BI3 Cc) 


x 
Edo] 4 6 8 


RESOLUCIÓN: 
* Trasnformando tenemos : 


y=arctanZ+ arctan =)* aretan (+ ) 


> y=arctan F+arctan 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 23: 
Simplificar: 
xr 
me ds cos 


a E, a 
5)* te [5-garecosz) 


Ajaxb Be y ye 
b a b 
RESOLUCIÓN: 
* Hagamos: 
1 a 
+ are cos a A PA y 
* Luego: 
n_ I+tga , 1-tga 
ta(5+ 2)» te( a)- 1-tga * T+tga 
* Efectuado: 
_ (I+tgaJ+(1-tga)? _ 2[1+ teta 
AA E 
1-tga? 1-tg8%a 


* Y empleando el triángulo del ángulo doble 
tendremos que: 


2 
2 a = 2sec*a 
1-tgla 


* A continuación reemplazamos (1) en (11), 
deduciéndose que: 
1 2 2120 
2ue02 garecos)= 2 sec[ arccos 5)- Sl 
A ta 


PROBLEMA 24: 
Si 0<xs 1 entonces podemos afirmar que: 
Arc cos (2x*-1) es igual a: 


A) arc cosx B) arc senx C) 2are senx 
D) 2 arc cosx E) arc cos 2x 
RESOLUCIÓN: 

* Sea: 


a=are cos (2x? —1)=>>c08 a= 2x? —1> 1+4c0sa=2x* 
> 20083) 2x? >cos P=a* 


* Como: Osxs1> cos F=x > 5- Arecosx 


* Luego: a = 2arc cos x 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 265: 


Resolver la ecuación: 
Arc sen 2x+are sen x=x/3 


1|3 1|2 
43=3 | 7 = B)x= ENT 
1 [3 1 fs 
D)x= =- 17 E) x=-5 7 


RESOLUCIÓN: 
* Dato: Arc sen2x+ arc senx== 
a B 3 
> a+f= = a O ey TE (1) 
* Se deduce: 
sena =2x y senf= x 
>8enQ=28eNPB sermrmmmsnererneceresores (LE) 


*De (D: a==-B 
*En (1D): 
=_pl= E cosf=cos Esenf= 
sen 5-0)=2semp wen F cosp cos qn 2senfB 
> cosp-2 senf = 200np E cosp=3senp 
* Luego: 
Na 

3 

tgp -L, 


n?=5%+(43) =h*=28> h=27 


* Sabemos que: a=ompo 7 


RPTA: “A” 


ATRIGONOMETRIAS [633 | _LA ENCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 26: 
Calcule el valor de F, si: 


F=are tanl+aro tanF+aro tan +are tan 


3 
x x x 2x 5x 
Az _ = e e 
y) 5 B) 4 C) 3 D) 5 E) 6 
RESOLUCION: 
* Transformando a su expresión equivalente : 
1,1 ES 
F=arctan 24, +arctan 1,8 
A AS 
35 498 
65 
Ss P=aretan(£)+aretan(7) > F=arctan| 27- 
7 11 65 
4,32 77 
AT 
> F=arctan(1)> P=> 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 27: 
Halle el valor de: R= Sen* (¿Cos | 
4 3 
3-46 p 3+Y5 38-45 ,,3-V5  , V5 
A B) 6 C) 6 Dz E 
RESOLUCIÓN : 
a Ed 
R=Sen ( 4 Árccos 3) 
Sea: Arccos 30 == F=C080 aairecenencorcrasaracoos 109) 


Donde: R=Sen? : 


E) 
1- cos 
Degradamos: R= 3 2 


Ahora expresamos cos? en términos de cos0 


2 
y [4Cos0 
>R= 2 
Reemplazamos el valor de Cosg de (1): 
1 
m2 
3 4 
TA Eje 
>R= 2 _>R= CS PEO 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 28: 
Al calcular la expresión. 


sen 2arctan ; -arctan 2) se obtiene: 


12 
a ye 


5 ENS 


AJO D)J1 


RESOLUCIÓN: 


1 5 
*Pj A 2a == — 
iden: sen( retan 5 arctan 7 Ju 


1 5 
O=arctan— y arctan— 
5 ya >” 


* Hacemos : 


1 5 
*Portanto : =2atana==— 
Po tanó Fe 'ana=75 


* Luego: a el 7) 


* Consideremos: e 


* Del gráfico: a=20 mess (IL) 
* Finalmente (11) en (1) resulta: 
sen (2 arctan 5 - arctan)=sen(20 -a)=0 


12 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 29: 
Hallar x si: 


543 
5 


5/3 


543 543 
Sp 


9 A 
RESOLUCIÓN: 


543 


A) B) C) D) => 


* Tenemos: 
a 
* 2arccosx=a =arocos x=3 


a 
A a (1) 


1 1_0 
IS babies 
1 


0 
A 1444) 


[63%] EDITORIAL RUDISOS 


Pero: a+0=2 => cosa=weng 
22 Delon? drent 2 
Luego: (20os 2-1) (ssen 2 Ásen 3 
Reemplazamos: (1) a (11) 
5/3 


A) > Or 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 30: 


Si x=are clg /secó — arc tg Jsecó y cosx>0, el valor 
de sen x es: 

0 0 ) 0 
Mig? E) B)-ctg? Jo-te ou, EJctg? 5) 
RESOLUCIÓN: 
* Condición: 

x=arcctg/secO —arctg/secO y cosx>0 
* Por teoría: Arctg /sec O + are ctg/sec =3 
* Reemplazando en la condición: x= e 2arctg/sec O 
* Nos piden sen x: Sen x=sen ls - 2arctg/sec 9) 


> sen x=c08 (2are tg Jsec0) 


* Expresando el coseno de arco doble en término de 
tangentes. 


NN May 
e tg"(arctgysecO) 


1+1tg (arctg/secO) 

1- secó ) 
a” 16 (3) 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 31: 

Calcular el valor de m, para que se cumpla la siguiente 

pgunlca: Sen(arctanm)=tan(arc sen m) 

A)1 B)O C) -1 D) 2 

RESOLUCIÓN: 

* De: Sen[ arc tan(m)] =tan| Are sen (m)] 
Arctan(m)=a>tana=m 
Arcsen(m)=0> sen0=m; 1<m<1 

* Luego se deduce: 
Sen(a)= tan 0... 
Sen(0)= tan a... 

* Multiplicando (1) por (11); 

Sen(a)sen(0)=tan atan 0 
>c08acos0=1>0a=0=0>m=0 


E) -2 


(1) 
.0«(11) 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 32: 7 
Calcule el valor de: E=are 008( sen E 2) 


3x x 


5x 
ui 


14 D) 


9x 
ET 
RESOLUCIÓN : 
* Se sabe : 


Tr 
Di C) 


arcos 0== — arcsend 


> arcsen( - 0)=- arcsend 
Luego: 


13 -orce uan en) 


pa (E Ed AS A 
E mo 


; RPTA : “A” 
PROBLEMA 33: 
Calcule (A+B -C), si: 

A=Arc sen (sen 1) ; B=Arc sen (sen 2) 
C=Arc sen (sen 3) 


AJ5 Bj4 C)3 D)2 E)J1 
RESOLUCIÓN: 
* Recordemos que: 
Arcseñ(seño)=05-E<0<í 
“To S 2 2 
nemos: 


A= Aresén(Señ1)> A=1 
B= Arcsen(Sen2)=Arcsén | Señ(x - 2)] 


B=x-2 
C= Arcsen(Sen3)= Arcséñ [ Señ(x-3)] 
Cz x-3 
Luego: [A+ B-C]=2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 34: 
Halle: E=Sen( Y Are 55) 
2 4 
3 J2 1 y2 3 
NG DE 0)=5 DS bs 
RESOLUCIÓN: 
1 1 3x 
E=Sen| — Arcsen—-= 
E a ] 
Hacemos que: Arcsen=0> ¿=Seno 
8 1 
347 Z 


ATRIGONOMETRIAS 


Ahora tenemos que: E=Sen! [S = =] = Sen] 


2 Pl +Sen0 
2 


Por identidades del « mitad: 


Pp Cos o 


PROBLEMA 35; 
Calcule: 
p_Aresen(—1)+Aretan(— 1)+Are esc( -N2) 


Arecos|- 3)+aresect- 2) 


RPTA : “A” 


A)0,25  B)-0,5 
RESOLUCIÓN: 


Arcsen( - 1)+Arctan( - 1)+Arecse( - /2) 
Arccos - 3)+Arcacet -2) 


C)-0,75  D)-1 E) 2,25 


F= 


Tenemos: 


* Aresen(—1)=- Arcsent=-E 


1] 


* Arctan(—1)=- Arctani=-% 


* Arceso( —/2)=- Arccsc /2=- 7 


1 1_2x 
Arocos( —3)= =x Arccos 9==5- 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 36: 


Se puede afirmar que: 
Arcsenx+Arccosy; x; y e R* 
es igual a: 


AjAre cos[yli=F+s/1=3*] B)Arccos|ylI=x7 - | 
OjArecos|y/14x* +xt+y? ] D)Arecos| yJivy? a try? ] 
Bjarecos|x/1-x* yl? ] 
RESOLUCIÓN : 

0 = Arcsenx+Arccosy 
Debe de señalarse que: x>01 y>0 
Luego; así: 


> 0=a+$ > Cos90=Cosa x Cosé - Sena x Senp 
Cos0=Cos(a+p) 


> Cos0=V1-3?xy-=xxf1- y? 
> 0=Arccos| yl1- 3% - 1-9] 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 37: 
Calcule: 
E=Sec* [Aro tan(3)]+Csc*? [Arc cot(5)] 
A) 34 B) 36 C)28  D)8 E) 24 


RESOLUCIÓN : 
E=Sec? [ Arctan3]+Csc* [ Arccot5] 
> E=[(Tan(Arctan3))*+1]+[(Cot(Arecot5)*+1] 


> E=(37+1)+(5%+1) > E=36 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 38: 


Calcule: 2Sen| 2arctan/2000|24rcsen 5) 


3 
2 
A)Sen(372) — B) Pa €) Tan* (30%) 
D) Sec(45*) E) Sen(58*) 


RESOLUCIÓN : 


2=Sen| Areta ¿Cos [2aresen(5)])] 


Ahora en E tenemos: 


1 373_3 
E=Sen( 2Arctan 3) > E=Sen ( x mm 


RPTA : “A” 


2AAFUSCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS Y 636 EDITORIAL RUBIÑOS. 


PROBLEMA 39: 


Calcule: 
br 1 1 5 1 1 
P=Tan| 554 Arotan/ 7)|an[ 5% Arctan +)] 
VU ME OP D)5 EJNZG 
RESOLUCIÓN : 
DoS br, 0 br_0 
Arotan=3=0=> F=Tan[ +2) +Tan( 4 -5) 
Sen *E 
AE ZA ETA pad E 30 
2 
Cos | ¿+3 |Cos| -=>3 Cos" -¿-Sen*> 
> F=5 > o => F=2_ 298600 
3 3 1- 2Sen' 3 
26 
Como: Tan0=1 > 1 > puzi2o 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 40: 
Arcsec VIT 
Simplifique M si: M= 4 
Arctg(;z) 
15 
1 3 ES 1 1 
5 B)5 05 DG DE 
RESOLUCIÓN: 
M= 
Sea: 
a 
4 4 
ñ 1 
4 
8 
rotas =03 75 Tanó 
17 
8 
15 


Mz cnn 
=>M E (D 
Como: 


LE > arctanía Aretan 
4 165 4 15 


a 7 
a<0>0=na 
* Cálculo de “n”; 
Como: 1 2Tana 
==> Tan2a = _—=— 
LT Tanta 


2 
>Tanla=— 4 > Tanta=2 


> Tan2a=Tan0 > 2a=0 


Luego en (1) H 3 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 41: 
Evaluar W si: 


W=Arcctg(-1)+ 3 Arosec(-/2)+ 3Are coc? 


8x 11x 13x 8x 13% 
Ni BIE C) 7 DF EJ 
RESOLUCIÓN: 


W=Arecotl —1)+ 7 Arcsec(—/2)+ ZArccse2 
Tenemos: 
3x 


D re E APO 


4 
1) Arcseo( — /2)=x-Aresec/2=*% 


4 


HI) Arccsc2 =5 
Luego en W: A 
RPTA ; “E” 
PROBLEMA 42: 
Simplifique : 
Brass arce) | an[ ss aro) 
2 y 2 Y 
NE E O ae 
y * y - y 
RESOLUCIÓN : 
Sea: 9 =Arecos= 
A 
> E=Tan| 45"+20|+Tan| 45*-2|=> E= 
z 23 Cortas —Sen*? 
EA] 
Sengo” ade 


e 


0 0 
Cos 45 3)xCow 40 =3 


ATRIGONOMETRIAS 3 LA ENCICLOPEDIA 


1 2 2 

> E= > E= slo 

1 sent? 1-25en*2 Cos0 

2 2 
Pero: Cos9=* > E=2% 

y x* 
S RPTA : “B” 
PROBLEMA 43: 
Calcule: 
I=arosec| eo[%)] 
2x dx x S5x x 

A) yA B) 32 C) $ D) E E) 6 
RESOLUCIÓN : 


F=Aresec (see E) > F=Aresec [see(x+ 3] 
> P=Arcsec( -Sec 5) Pon Aro sec (sec *) 
2x A 


A 
AS 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 44: 
Al simplificar: 


pm a) 


m y ne R'*,m>+0;n+0; se obtiene: 


AJO B)1 C)2 D)J3 
RESOLUCIÓN: 


P=Arcoeo PUtn - arctan a+ 2 
m m 


Donde: mane R*am+0,nz0 
Sea: 
1) 0= Aresec [Fun seco = 1% 
m m 
n 
ES Jám+n 
Jm 


1) a= Arctan 4+% > Tana= Es 
m y m 
ss 


/m 
Luego: F'=0— Qesirmiormirnenrerassansonss (E) 


E)4 


ám+n 


Notemos de los A que: a=0 


En(D:=>F=0 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 45: > 
Calcule: 

E= Arosen(-4)+ Arecos[-43)- arctg(-1) 

Ed * br Tr lx 
0 Br Oz Diz Ds 
RESOLUCIÓN: 


=[-£ AAA ES 
E ii Ibi 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 46: 

Reducir: 

A=Arota( Y) Arcta + Arete 5)+..+arotg( - ) 
2 8 18 2, 


n n 
A)Arctg ES) B)Arec se( 5) C)Arctg(2n+1) 
D)Arctg(2n-1) EJAretg L 

RESOLUCIÓN: 

1 1 1 1 
A=Arctan= +Arcian +Arctan q. FAT 
Buscaremos descomponer cada término 
(2n + 1)-(2n-1) ) 


1 
a 


Arctan 7 = Arctan(2n + 1)- Arctan(2n- 1) 
n 
Luego: 


Arctan — 


xi? 


a = 
S ¿77 Arctans Arctun3 


x 


1 Arcton7 - Arctanó 


2x3 


= Arctun 3 —- Arctan1 


Arctan 


+) Arctan 


i i 
1 


PE =Arctan(2n+ 1)- Arctan(2n-—1) 


Arctan 


A= Arctan(2n+1)- Arctan1 > A = Arctan (5) 
pi ii o a 


(2n+1)-1 
Arctan| - 22 
(nena RPTA : “B” 
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PROBLEMA 48: 
Halle el valor de: 
Csc"(-2)+ Sec" | =2/3 205) erg2- 43) 
"Eg a 1)+Tg"(24+v/3) 
AJ14 BJ16 C)18 D)20 EJ22 
RESOLUCIÓN: 
Cálculo de partes: 
1) Arvese( —2)=- Arccsc2=-a/6 
Arca as Jo. a 


6 
1) Arctan(2-—/3 )=x/12 
IV) Arccot(/2 + 1)=x/8 
V) Arcsen( - 1)=- Arcsen1=- 1/2 
VI) Arctan(2+/3 )J=5x/12 
Reemplazamos en N 
xn 6%. x= 3 


6 


RPTA ; “C” 


PROBLEMA 49: 


Una persona cuyos ojos están a 6 pies del suelo, observa 
una pintura que mide 10 pies de altura y esta montada 
a4 pies sobre el piso (ver figura). Si dicha persona esta 
parado a x pies de la pared , exprese el ángulo de visión 
6 en términos de x. 


a) 


Aarete( 53) marera(_ 2%) Oarets( 35) 
Dreta — +) nara 
RESOLUCIÓN: 


Del gráfico: O = 0, + 02 


0 Tano, +Tan 
> Tanó = Tan(0, +0,) >Tan0 = T-Tanoj«Tanó, 


10 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 50: 
Calcule (aproximadamente): 


1 
A)-1 B-3 


RESOLUCIÓN: 


E= > E= 


1_37 y 
== ==% 
Arctan $53 > ¿Arctan 3 4e 


1_5 


Arctan 1,58 > 4Arctan ay 106” 
2 2 2 


luego: o 
p=Cos74?_ ¿el 
Cos106* 
-CosT4* 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 51: 
Calcule: 0=1+Arcsec(Sec1)+Arccsc(Csc2) 


A) 4 B) 2 
RESOLUCIÓN : 
0 =1+ Arcsec(Sec1)+Arcesc(Csc2) 
E, 


o D)x E) 2x 


(Dado e 1e[0:x]) 


> 0= 24 Arcose | pst (1-2)] => 0=8 


x-2 
(baso que: ( a-2)e|-5: 2) 


PROBLEMA 52: 

A 1 1 A 

Dete: : H=4Arctg—-Arctg — Ñ 
rmine: Ez tE 559 A 


RPTA : “D” 


x 


x x 
05 Br Oe 


RESOLUCIÓN: 


E, 
DJS 
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H=4Arctan + - Aretan 52 


239 
—— 
7 = 
0=Arctanl 
H=40-a; Donde: “$ 
a= Arton 
1 1 
>Tanb=¿ A Tana = 355 
Cálculo de: Tan49 
2x- 
2Tan0 5 
Tan20= == —_—__2L_== 
1-Tan?9 (1) 12 
: 2x Le 
Tan40= 2Tan20___“ 12. > Tanto= 2 
1-Tan* 29 - y 119 
12 
Cálculo: Tan(40-«a) 120 1 
Tan49-Tana 119 239 
“uE --—— ' AA 
paa A id E 20, Y 
119” 239 
Tan(49-a)=1>(49-a)=Aretani>H=% 
H 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 51: 
Calcule: W=41Tg (care ctg 3) 


A) - 72 B) - 54 C)-38 D)-16 E)- 8 
RESOLUCIÓN: 
W=41xTan(5ArexCot E) 

Conocemos que : 

157% - E. TAR 1 
Ct == = 3 > 3 = Arcódt a 
>w=41x Tam(5x 2) =41Tan(250+ 22, 

Tan254* +Tan 27. 
w=41x 127 


1-Tan264*x Tan —— 


y Tan264* =Tan74' => 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 52: 


Si: 3 
F= Y Arctg(Tg0) 
0=1 


halle el valor de: R=F+4M+6C-6 
A)J6x B)7x C)8x D)J10x 
RESOLUCIÓN: 
DF= E Arctan(Tano) 
F = Arctan(Tan1)+ Arctan(Tan2)+ Arctan(Tan3) 
Recordemos que: 
Arctan (Tañ0)=0 > -1/2<0<x/2 


En: F SN 


F=Arciaf(Tañ 1) F Arc fañ(—Tan(x-2)) + Arclañ(-Taníx - 3) 
F=1-(1-2)-(x-3)>F=6-2x 


E)12x 


UN) M=Arosen 3 + Arcsen( 12 )y Arccos 
SEZz IATA 
M= AFOREN= E 20 M 4 
1) C = Arccos(-2)+ Arcsen E 
Ox Areco E ar ETE 
2 2 6 
z y 
6 3 
Luego la expresión pedida será: 
R=F+4M+6C-6 
>R=00-24)+4(5)+0[%)-0>R=0x 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 53: 


E)3 


RESOLUCIÓN: 
* Tengamos presente que: 


Arcseñ( peñ0)=05 o so0sz 
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También: Areg05(C060)=0 > 0<0<x 
1) Arcseñ(Señ1)=1 
11) Aresen(Sen2)= Arc señ (Señ(x —2))=x 2 
111) Arcsen(Sen3)= Arc peñ [ Señ(x -3)] 
Arcsen(Sen3)=x-3 
1V) Arcsen(Sen4)= Arcsen|-Sen(4-—x)] 
=- Aro señ [ señ (4 —1)] 
Arcsen(Send4)=x -—4 
V) Arcsen(Sen5)= Arcsen [-Sen(2x — 5)] 
=- Arc señ [ Señ(2x — 5)] 
Arcsen(Sen5)=5 -— 2x 
VI) Arcsen(Sen6)= Arcsen [-Sen(2x — 6)] 
=- Arc señ [ Señ(2x - 6)] 


arcsen(sen6)=6-2x * 
6 
> ) arcsen(sen0)=3-x 


01 
VI) Are go06 (206 2)=2 
VIII) Arc 906 (006 3)=3 
IX) Arccos(Cos4)= Arecos|-Cos(4-x)] 
== —Arcgoó | Cos (4—x)]=x (4-1) 
=> Arccos(cos4)=2x -—4 


4 
> Y arccos(cosa)=2x+1 
pr] 


Reemplazamos en F: 
-(3-x)+19 2-x 
(2x+1)-1 2% 


Como: 
_Tx-a_6xr 


27. 2a 
RPTA 


¿UE 
PROBLEMA 54: 

Hallar el valor de: 

$= Arcsen(Sen1)+ Arc cos(Cos2)+ Arctg(Tg3)+ Arc etg(Ctg4) 


AJ6=x B)J8-2x C)9-3x D)10-2x 
RESOLUCIÓN: 

Realizamos calculos por partes: 

» Arc señ ( Señ1)=1 

* Arcg06( Cof 2)=2 

* Arctan(Tan3)=Arctan(-Tan(x-—3)) 
z =Arcjañ(Tañ(3-x)) 
Arctan(Tan3)=3- x 

!(Cot4) da x)) 


E)10—3x 


Luego: $=1+2+(3—x)+(4-1)>4=10=2x 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 55: 

Determine el valor de; 


E=Sen [Arccre(- £)> arecos(2)] 


56 16 16 66 
1-5 Ds ira Ds EJ1 
RESOLUCIÓN: 
E= Sen [Arecot- 2) Arccot— 5 
*Arecot(-)=0> -£ - coto 
12 12 
Luego: 
E=Sen(9-a) 
E = Sen6Cosa - Cos0 x Sena 
Reemplazamos: 
360-0-=>3 
13 13 65 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 56: 
Calcule: 7 5 
= ca A E 
R sel ¿arcta| Con 25en El 
1 1 1 3 
3 BJ 05 D)1 ñ E 
RESOLUCIÓN: A 
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23 


=> R=Tan (ZArctan [Cosz01) 


Pero 


Ahora: 


Cos28 =Cos*0 - Sen*9 = Cos20 = 


R=Tan/— Arctan — 


165 


=> R=Tan5 =Csca-Cota= 


PROBLEMA 59: 


Calcule el valor de. y= 


AJóx/4  BJ6/5  C)3x/7 


RESOLUCIÓN : 


17 15 


as” [7"_8 
30 30 15 
8 


Ur Taco pels 


card 


a 
Piden: 0 
arctan1+arccot/3 
Sea: 


RPTA : “B” 


arcsen 2) +arecos(1) 
arctan(1)+arccot( J8 ) 
D)J3/6.. EJ4/5 


NE 1 
B+9 
Donde 
E JS. [ ed | _y3 pe. Y 
* a=arcsen ¡OE ; > sena= >a= 
2 22 2 


» 9=arccos1;a e [0;1] 


> cos9=1> 0=0 


pel EE = mE 
Ararctant;p e(S 5) >tanf=1> PB 4 


. $=arcot /3;a e (0;x) 


> coté =J3 > 5 
*Reemplazando a,0, f,4 en (1): 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 60: 


Simplifique: h=2Arc ger Arcsen( hi0 
x 


x x ” 
A)-% B)- 3 Lo] DS Ejx 
RESOLUCIÓN: 


K=2Arctanx+4Arcsen ( = 3 Ji 21 
ES 
Hacemos un cambio de variable: 
Sea: x=Tan0 con: Tan0 >1 
— 
¿sTenó<+tw 


x x 
=sÓ0<5 
Luego: 4 2 


K= 2Arctan(Tan0)+ Arcsen( 


1+Tan*9 
> K = 2Arcfañ( Tañ0)+ Arcsen(Sen20) 
> K=20+ Arc señ ( Señ(x - 20)) 
Note que: 
so<har-20)e (07 |>K=204(x-20)>K== 
RPTA : “E” 


Tara) 


x 


4 


(O Calcular: arcsen(sen(5) 


x x 
ET] B) er DJZ 


8 8 


(02) Calcular: a=arctgl+arctg (Vs) 


x Bar cyé 


Tx 
M3 > e 39 Di EJ=5 


a o) 


A)J0,2 B)0,4 C)0,6 D)0,8 E)1 


- yz 3 

(€) Calcular: a aresen=>-+arecos| - 
7% Tx 2 x x 
A BJ5 cr DG EJz 


(63) Calcular: H=cows(2arctg4) 
15 15 15 12 
A)J- 7 BF 7 Di E) 
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(43) Calcular: L=sen(2arctg(2)) 


3 4 ad 2 3 
25 BJ5 a) D)JG ElG 
(2 Calcular: 

A) 
=cos| arcsen| 
12 4 3 12 1 
0-5 Ba) ib DJzz EJ5 


(63) Calcular el valor de: M = tg(45” + 2arctg2) 


5 1 1 3 5 
4)-5 B)-7 Cc D)> E), 
09) Hallar: ctg=? Si:cos0=/2 cos(arctgW/3) 
BJJ ae D)J3 
(0) Reducir; Q=cos(270*- arecos(0,6)) 
A)-0,8 B)-0,6 C)0,4  DJ0,6 


(O) Calcular: E=tg (arcta (5) arctg E) 


A)1 E)-3 


E)J0,8 


A)1 B)2 C)3 D)J4 E)5 
1 
(| Calcular: a= arccos-5) 
x 2 x 
5 BS ll D)-= 
(E) El equivalente de: Pearota( 
xr xr xr 
Er B)5 ex 


(1D) Si F(3x+2)=arcsen(6x 1). 
Calcular: 
H=SE 114) = Fiz) 


3x 
3 3 dr 6 2 


= A) 1 
y=2arctan2x >» 


4)-71/6 Bj-rx[6  C)-5n/6 Dj5x/7  E)-4n/3 


(9) Calcular: =1g|2arcren- 3) 


AJ-NT  BI=-8l7 CIT  DI-V7  EJ-8/7 


(12 De la figura, calcule: E = xy, si P(x,, y) 


pr 


4-1 


4-1 pá rl yá Dye 


Lr 27 2 


(9 Siendo a = arco. + | - arctan() 


A) 


Calcule tana, m>n>0 


B)0 C) -1 D)2 


EN El valor de A = cos(3arcsec3) 
20 


AD AS 


2 "2 Ur ETA 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de; 


* Conocer para qué valores está definida y cuál es el 
campo de variación del arcsenx, arccosx ... etc. para 
aplicarlos en resolución de ecuaciones. 


+ Utilizar las propiedades de las funciones 
trigonométricas inversas en la resolución de 
problemas. 


* Conocer y la importancia del tema por sus diversas 
aplicaciones en distintos campos de la ciencia e 
INTRODUCCIÓN : 

La teoría de funciones trigonométricas inversas parece 
en muchos casos complicada y se piensa que está 
desligada de lo que anteriormente ya se ha estudiado, 
sin embargo , en el desarrollo de la teoría de este tema 
y enla aplicación a problemas se mostrará que no existe 
tal dificultad , pues ya tenemos base de la 
trigonometría en general ; es decir, buscaremos 
relacionarlos en la definición de un ángulo 
trigonométrico, circunferencia trigonométrica, 
identidades, ete. 

Por ejemplo lograremos entender la diferencia entre 
la expresión y=senx e y=aresenx. En el primer caso 
sabemos que x asume cualquier número real, además 
—1< Senx < 1. Mientras que en el segundo caso «y» 
es un arco cuyo seno es «x»; además se define para 


1S 4 < IAS ArcSenx <= 


2 


Acontinuación mostraremos una aplicación de las 
funciones trigonométricas inversas, En el ejemplo un 
observador mira un cuadro colocado en una pared. 
Cuando el observador está alejado de la pared el ángulo 
subtendido por el cuadro en los ojos del observador es 
pequeño. Conforme el observador se acerca a la pared. 
el ángulo crece hasta alcanzar un valor máximo. 


Después , conforme el observador se aleja aún más de 


la pared , el ángulo disminuye. Cuando el ángulo es 
máximo , se dice que el observador tiene la «mejor 
vista» del cuadro. 

EJEMPLO: 

Un cuadro de 2 m de altura se coloca en una pared con 
su base a 3m sobre el nivel de los ojos de un observador. 
Estime con aproximación de metros en la graficadora 
(calculadora científica) qué tan alejado debe estar el 
observador para que tenga la «mejor vista» del cuadro. 


RESOLUCIÓN: 


* Sean x m la distancia del observador desde la pared. 
0. la medida en radianes del ángulo subtendido en los 
ojos del observador por el cuadro, «: la medida del 
ángulo subtendido en los ojos del observador por la 
porción de la pared que se encuentra entre el nivel de 
sus ojos y la base del cuadro, y B=a+0- 


Dela figura, se tiene: 
x E 
CotfB = 2 ACota == 
ota 5 ar 3 
*Como: B = cor(2) MAa= Cor!) 
Al sustituir estos valores de 8 y a en la ecuación 
cera iene; O =Cot* 2) cor 3 
0 = B—a, se tiene: 5 3 
Al fin de trazar la gráfica de esta ecuación en la 


graficadora , primero expresa el miembro derecho de 
la ecuación en términos de gy”! porque no existe 


tecla para Cot”! en la graficadora . 


Al pai la definición se tiene: 


ti) 


mem 


A continuación se muestra la gráfica de esta ecuación 
trazada en el rectángulo de inspección , por la 
graficadora , en la cuál se estima que el valor mínimo 
deg. 


al po 


El Lugule Chlimo «e Ramificación Vascular 


El sistema circulatorio es tal que la circulación de la 
sangre (del corazón a los órganos y viceversa se realice 
con el gasto mínimo de energía. Así es razonable 
suponer que, cuando una arteria se ramifica, el ángulo 


entre la arteria «madre» y la hija debe hacer mínima 
la resistencia al flujo de la sangre. 
radio 
c ; 
radio / 5% / 
R Vo 
.n S £ .. . 
M 
Y: | 
ELE Y) 
B 


La figura muestra una arteria pequeña de radio r que 
es una ramificación de una mayor, de radio RR. 

La sangre fluye en la dirección de las flechas, desde A al 
punto B de ramificación, y luego hasta C y D. Queremos 
hallar el ángulo O de ramificación que hace mínima la 
resistencia total del flujo de sangre cuando va de A a B y 
luego hasta el punto C., que está a una distancia h (en 
perpendicular) de la recta AB . luego se cumple: 


4 


NOCIONES PRELIMIVARES 


FUNCIÓN INYECTIVA : 

Una función es inyectiva cuando todo elemento del 
rango tiene un único elemento en el dominio al cual 
está asociado; si: fíx,)=fíxg) > x,=xg. Como 
conjunto de pares ordenados , una función es inyectiva 
si dos pares ordenados diferentes nunca tiene el mismo 
segundo elemento así: 

Si: x,%+ X2> Fla) E Faz) 
llamada también función uno a uno o función 
univalente. 

Si quisiéramos averiguar si una determinada función 
feso no inyectiva tendríamos que plantear flx,)=f(x,) 
y luego de resolver esta igualdad concluir como única 


solución x,=x, , en caso se llegue a otra relación 
diferente afirmaremos que no es inyectiva. 


EJEMPLOS : 


f= (E :3) Si es univalente 


g= ( 30m ers2) o + mlvalede 
SE 
A B 


f : A => B, esunivalente. 
OBSERVACIÓN: 
Gráficamente se reconoce a una función univalente f; 


cuando toda recta horizontal intercepta a la gráfica de 
la función f a lo más en un punto. 


EJEMPLO: 


PAE 


No es univalente No es univalente 
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FUNCIÓN SURYECTIVA 


Una función f : A > B, es suryectiva si el rango de f 
coincide con el conjunto de llegada B; es decir: 


[vy € Ranfax € Domf 1 y.= f(2)] 


Es decir todo elemento del conjunto de llegada es 
imagen de algún elemento de su dominio. 


EJEMPLO : 


La función —£ +: (0,5) > (0:57) . 


f(x) = senx; es suryectiva, pues Vx € Domf 


que 


0<x<T=0<Sene <A 
=> f(x)=Senx € (03) > Ranp=(0:3) 


Las funciones trigonométricas estudiadas (seno, 
coseno, ...-) dadas mediante una regla de 
correspondencia y no se específica el conjunto de 
llegada, sobreentendido está que el rango coincide con 
el conjunto de llegada, es decir ya son suryectivas (o 
sobreyectivas), entonces para que las funciones 
trigonométricas tengan función inversa, bastará que 
sean funciones inyectivas o univalentes. 


FUNCIÓN INVERSA 


La función inversa es el conjunto de pares ordenados 
que se obtiene al intercambiar los elementos de cada 
uno de los pares ordenados que pertenecen a una 


función y serepresenta por F? ó F*-; así por ejemplo: 
F = ((1;2),(2;3):(7;6):(8;9)) 
Dom(F)=(1;2;7;8) 


Sea la función: 
en donde: 
Ran(F)=(2;3;6;9) 
y la función inversa es ; 
F 7 =((2;1),(3:2):(6:7)5(9:8)) 


en donde: 


Dom(F"!)=42;3;6;9) ; Ran(F*)=41;2;7;8) 
Como se podrá apreciar, el dominio de F es el rango 
de p-! y el rango de F es el dominio de p-! 

Es importante aclarar que la función inversa no 
siempre es función, así por ejemplo: 

Dada la función: F= (( —1;2),(2;2),(7;5),(8,9)) 

y la función inversa: F= ((2; — 1),(2;2),(5;7),(9,8)) 
Se observa que F * no es función debido a que tiene 
dos pares ordenados (2;-1) y (2;2) con un mismo 
primer elemento, Por lo tanto, se puede concluir: 
«Para que una función (F) tenga función inversa F”, 
debe ser inyectiva».. Para reconocer gráficamente si 
una función tiene inversa, en el gráfico de la función 


se traza una línea horizontal, si dicha línea la corta en 
un solo punto entonces esta función tiene inversa. 


Como se observa en este ejemplo, la recta horizontal 
L corta a la gráfica de la función f(x) en dos puntos; 
por lo tanto, esta función f(x) no tiene función inversa. 
En general se puede afirmar que las funciones 
periódicas no poseen funciones inversas puesto que al 


trazar la recta horizontal corta a la función en varios 
puntos. 


EJEMPLO: 


Hallar la función inversa de las siguientes funciones y 
decir si es función o no. 


F= ((1:4),(2:5),(3:6),(4,7)) 
G= ((—2:4),(—11),(1:4),(2,5)) 
RESOLUCIÓN: 
F7!= ((4;1),(5:2),(6;3),(7;4) yes función 
G* =((4—;2),(1;—1),(451),(5;2)) no es función 
GRÁFICA DE LA FUNCIÓN 
INVERSA 


En el caso de que gráficamente se determine si una 
función tiene función inversa, ésta se puede graficar 
de la siguiente manera: 
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Se traza la recta y=x la cual va a trabajar como un 
«espejo» que reflejará a la gráfica de la función al otro 
lado de la recta y=x, siendo este reflejo la gráfica de la 
función inversa. 


Así por ejemplo: 
(-15-5)p, Y 


<Ly=x 


Se observa que la gráfica de la función F* es simétrica 
con la función F con respecto a la recta y=x. 


EJEMPLO: 
Trazar la gráfica de la inversa de f(x) = senx, 


Tr 

ee l-—— 

€3*3 
EJEMPLO: 


Trazar la gráfica de la inversa de f(x) =Cosx, 
x€[0;r]. 


NOTA: 


Como todas las funciones trigonométricas son 
periódicas , hace que no sean univalenles, en 
consecuencia no existen sus inversas en sus respectivos 
dominios , por lo cual se debe restringir el dominio 
para cada una de ellas, de tal forma que la función sea 
univalente y por consiguiente exista su inversa. En el 
siguiente cuadro mostraremos el dominio restringido 
de cada función trigonométrica para que exista su 
inversa, y también su rango . 


FUNCIÓN | DOMINIO RANGO 

y == Senx [55] Ezs1 

y=Cosx  |[0;x] Es 

y=Tanx (52) R= (0540) 
y=Cotx  |(0;x) R = (0540) 

y = Secx [0:5)u(5:0] (-a;-1]u[1;+0) 
y =Csex [-5s0)0(0:5| (2; u[1;+0) 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
INVERSAS 


Se sabe que las funciones trigonométricas son 
funciones periódicas, por lo tanto, no tienen función 
inversa, pero esto es cierto cuando se estudia en forma 
general toda la función, es decir, en todo su dominio. 


Para tener funciones trigonométricas inversas es 
necesario acotar las funciones, es decir, restringir el 
dominio de la función de manera que la función sea 
inyectiva en el dominio escogido. Así, por ejemplo, sea 
la función y=Senx 


Se observa que la recta horizontal L corta a la función 
f(x) = Sena: en más de un punto, por lo tanto no tiene 
inversa. Ahora restringimos el dominio 


En la gráfica se observa que al restringir el dominio de 
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la función fíx)=Senx en el intervalo 


555] ésta sí posee función inversa. 


De la misma manera como se ha procedido con la 
función seno, se restringen los dominios de las demás 
funciones trigonométricas para que de esta manera 
tengan función inversa. Las restricciones que se hacen 
para las funciones trigonométricas son las siguientes: 


NOTACIÓN INVERSA 


Cuando se tiene la igualdad: Tan= =J3 (notación 


directa) y queremos expresar lo que significa $ en 


Tr 


dicha igualdad , podemos decir: y esunarco cuya línea 


tangente vale /3 
Lo cual equivale a: 


ArcTan =V36 3= Tan”*J/3 (notación inversa) 


EN GENERAL : 
si: |FT(x)=m > x= ArcFT(m) 
Así, por ejemplo: d 
Seña == =>a =AerSenz 
A 
Los => 0 =ArcCosz 


Las funciones trigonométricas inversas se denotan o 
representan de la siguiente manera: 


Representación 
y = AroSenx V y =Sen'x 


[_ Función Tangente inversa | 


[ Función Seno inverso 


Función Coseno inverso 
Función Tangente inversa 


y = ArcTanx V y =Tan 'x 


Función Inversa 


DOMINIO, RANGO Y GRÁFICA DE LAS 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


INVERSAS 
A) FUNCIÓN SENO INVERSO: 
y =ArcSenx 


EJEMPLO: 
Halle : 


DAreSen(=) I)aresen( 2) III) ArcSen(—1) 


RESOLUCIÓN: 
1 mr 

I)AresS =)== 
JAre ent) 5 


y3 


H)AreSen(-%4)=-E 
JArecSení( 3? 3 


IH1)ArcSen(-1)=-— 5 
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B) FUNCIÓN COSENO INVERSO: 
y = ArcCosx 


Dominio : [-1;1] 


Rango: [05] 


da 


EJEMPLOS: 
JAreCos [VE] 7 paa =37= 377 
2176 5 180 


11)AreCos(0)== 


C) FUNCIÓN TANGENTE INVERSA: 
y=ArcTanx 


Y 


asíntota horizontal 
pS 


Dominio: R 


ES 
Rango: ( 7 2) 
Función creciente 


EJEMPLOS: | 
DáreTan[£ |- ss Br 


1)AreTan(V3) == 


HI )ArcTan(—1)= S+ 


(6x8) 


Función decreciente 


EDITORIAL RUBIÑOS, 
PROPIEDADES 


PROPIEDAD 1 : 


«La función directa anula la función inversa para todo 
valor de su dominio» 


Sen(ArcSenx)=x ¡Vx E[—1:1] 
Cos(ArcCosx)=x ;Wx€ [ —1;1) 
Tan(ArcTanx) =x;VWxER 
Cot(ArcCotx) =x;VWxER 
Sec(ArcSecx) =x ; Vx € R—(-1;1) 
Csc(ArcCscx) =x ; Vx € R-—(-151) 
EJEMPLOS: 


Indique la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 


10d 
AJSen(ArcSen= /=5 


B) Cos (ArcCos2)=2 


C) Tan(ArcTan5)=5 D) Tan[ArcTan( —3)]=-3 
E) Cos(AreCos /2)=/2.— F)Sen(AreSen<)=% 
RESOLUCIÓN: 


A) Senf AreSenZ)=3 en VERDADERO porque $ € [151] 

B) Cos (ArcCos2)=2 es FALSO porque 2 £ [—1:1] 

C) Tan(ArcTan5)=65 es VERDADERO porque 5 € R 

D) Tan[ArcTan( —3)] =— 3 es VERDADERO porque—3€ R 
E) Cos(ArcCos/2) =/2 es FALSO porque /2 £ [ —151) 


E) Sent AreSen3)=2 en FALSO porque $4 1-11] 


PROPIEDAD 23 : 


«La función inversa anula la función directa para todo 
valor de su dominio» 


[F*[F(0 )] =05Vx € DomF(x)] 


ArcSen(Sen0 )=8 ¡VO € 55 


ArcCos(Cos0)=0 ¡VO € [03 ] 


ArcTan(Tan0)=0 ¡VO € sl 


ArcCot(Cot0)=0 ;0<0< 


ArcSec(Sec0 )=0 ¡VO € 


Es 
¿vo e(-5 


ArcCsc(Csc0 )=0 
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EJEMPLOS: 


Indique la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 


4) ArCren| sen”|-" B) AreCos(Cos21)=25 


C) AreTan(Tanx)=" D) ArcTan|Tan j 
EJArcCos [cos )-2 Las: 27 Piarcsen|Sen| 2 ]|-—= 
RESOLUCIÓN: 


lo sa 
A) ArcSen Sen )=” es VERDADERO porque” [555 

B) AreCos(Con2x j=3w es FALSO porque 2x E 105%] 

€) ArcTan(Tam jor es PALSO porque £ (5% ) 
DiárcTon|Tan”. 15 es VERDADERO porque" (2% ) 
E) AreCoa|Cos*+- [== ex VERDADERO porque %- < 107%] 


E) AreSen|Sen(—%) ]=- 5, es VERDADERO porque nel PE) 


PROPIEDAD 3: 


ArcSenx =AreCsc ¿ve €|-1;1]-(0) 
ArcCosx =ArcSecL ve e[-1:1]-10) 
ArcTanx =ArcCot Zoe € (0;+00) 


ArcTanx =ArcCot2—x ¿Vx E (—oo;0) 
x 
PROPIEDAD 4: 


ArcSenx+ArcCosx== ¿vx € [-151] 


ArcTanx+ArcCote=> ¡Vx ER 


ArcSecx+ArcCscx=2 ¡Ya ER-—(-1:1) 


Estas igualdades son válidas para todo valor permitido 
de la variable, 


EJEMPLOS: 
*ArcSen (Ej=are Csc2 
*ArcTan(5)+ ArcCot(5)== 
*ArcTani=ArcCot= 1 

3 3 
. e pol LA 
Aresen[z)+ar0000[5) 


PROPIEDAD 5 : 
AreTanx+AreTany=AreTan | 22. 


x+y 


¡ArcTanx — ArcTany =AreTan|3 — >) 
1+xy 


¡ArcTanx+ArcTany =AreTon| a + 


— xy 
siendo : 
Vi|n=0;sixy<1 
n=ljsixy>1Ax>0,y>0 
n=-Iisixy>I1Ax<0y<0 


EJEMPLO 1: 


Calcule: E =ArcTan= +AroTan= 
RESOLUCIÓN: 
1,2 7 
E=ArcTan PRE = AreTan-8-- AreTan”, 
2%3 6 
EJEMPLO 2 : 
Calcule: G =ArcTan >. AreTan= 
RESOLUCIÓN: 
1.2 1 
G=AreTan! eE =AreTan-20- = AreTan 
An 20 


ArcSen(—x)=-— ArcSenx ;vx €|-1;1] 
ArcCos(—x)=" — ArcCosx; Vx € |-1;1] 
ArcTan(—x)=-— ArcTanx;Vx € R 
ArcCot(—x)=w" — ArcCotx;Vx € R 
ArcSec(—x)=" — ArcSecx; Vx € R— (-1;1) 
ArcCsc(—x)=-— ArcCsex; Vx € R—(-1;1) 


TEOREMA: 
T)|Cos(ArcSenx)= V1—x? ¡Vx € [=51 
I1)|Sen(ArcCosx)=V/1—a? ¡Va € [151] 


DEMOSTRACIÓN : 
*Sea a = ArcSenx entonces : 
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Sena=xpA-E<a<tE 
== 


Observe que en este intervalo Cosa > 0 ,lo cual se va 


autilizar cuando se despeje Cosa de la identidad que 
se muestra a continuación. 


Sabemos que 

Cos%a =1—Sen?a > |Cosa| = /1—Senta 
raíz cuadrada a ambos miembros 
Debido a que Cosa >0 obtenemos : 


Cosa = y 1— Senda 


y como a = ArcSenx A Sena = x 

Finalmente demostramos que : 
Cos(ArcSenx)=V1-2% 

OBSERVACIÓN : 


Para la solución de los problemas es necesario tener 
presente algunos valores notables, como los que se 
muestran a continuación: 


[eno | anos | armo): 
ssl 5|-3 | em | 
ars 7) Areco 7) ArcTan(V3)== 
ArSen[0)=0 ArCo(1=0 y AreTan(0)=0 
AreSen(1)== Arccos[0)=% AreTan y -= 
AreSen(-1)= E ArcCos[-1)=" ArcTan|z -E 
AreSen[2)=97* Areco =37 Arca) = 

E 
Ec Cad 

EJEMPLO: 

Calcule: 

4=Co0 7 Cae|AreTan ) 

RESOLUCIÓN: 


Se sabe que: Sec = V2; entonces: 
4-Co|aresen “Cue areran 2 2 


3 cuo(aren 3) 


>A= Cos|AreSen 
Se sabe que: ArcTan/3 =5 ¡entonces : 
a Con|arosen| Cu 


ES 


> A=Cos|AreSen ¿| 


1_x A = _ 43 
Como ArcSen > =-¿, entonces: ArcCos ¿=2 


MÉTODO DEL CAMBIO DE 
VARIABLE 


Cuando los valores de las funciones trigonométricas 
inversas no son conocidos es frecuente hacer un 
cambio, tal como se indica a continuación: 


EJEMPLO 1 : 
Reduce: Sen|4recos") 
RESOLUCIÓN: 


Haciendo el cambio de variable: AreCos e 


J5 
src se convierte en: Sena 


Como arcCos a+ Coso = M5 


Luego se forma un triángulo rectángulo: 


Calcule: E = 200s*| Aresent) 


RESOLUCIÓN 
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2 


5 


Haciendo: ArcSen 37 = a > Sena = al 


Entonces: 


EA, V5)_ ta=2 [3-2 
E 200 |arcsen*: A 50 


GRAFICA y = Aarcsen(Bx+C) +D 
Sea la función y = A arcsen(Bx+C) +D; A, B >0 El 
dominio depende de B y C; así 


-1-C 1-C 


<< 


1<Bx+C<1=> 


El rango depende de A y D , así : 


Tr T 
ELE 
arcSen(Bx +C) 


+>-ZA+D< AaroSen(Bx +C)+ D< AZ +D 
A a 
> É 
xr T 
== <y<A-=4+D 
= gArtDEyS qt 


Como sabemos, del tema sobre las reglas de 
construcción de gráficos , el parámetro A estira o 
contrae verticalmente al gráfico de y=aresenx. El 
parámetro B estira o contrae horizontalmente al 
gráfico de y=arcsenx 


Los parámetros B y C, desplazan a la derecha o 
izquierda el gráfico de y=aresen(Bx), una longitud 


[0] C Cc 
j iZ=>0v=<0 i 
igual a El (si B > B <O0 respectivamente). El 
parámetro D desplaza hacia arriba o abajo el gráfico 
de y=Aaresen(Bx+C) una longitud igual a |D| (si 
D>0 ó D<O0 respectivamente). 


De manera análoga se aplican los criterios indicados 
en las demás funciones. 


EJERCICIO 1 : 
Graficar : 
A)y=ArcCos2x  B)y= ArcSen= C)y = AreSen(x-— 1) 


RESOLUCIÓN: 


EJERCICIO 2 : 


Graficar : 
A)y= AreCosx 


D)y = ÁrcCosx — = 


RESOLUCIÓN: 


EJERCICIO 3 : 
Determine el dominio, rango y gráfica de: 
y = 4ArcSen(x-—1) +1 
RESOLUCIÓN: 
Dominio: 
=1<x-1<1 
>0<x<2 
=> Domf =|0;2] 
*Desplazamiento horizontal : 
1 ala derecha 
*Desplazamiento vertical : 
x hacia arriba 
Rango: 
BF <AreSen(x—1)<5 


3 ]en<carsmto—0)rr <e[5)en ¡ 
2 porrazo) sh hat 
, 


=>-1n <y< In > Ranf =[-1;31] 


PROBLEMA 1: 


Hallar el dominio y rango de fije 2arcsen( 5) 
A)JRy4 B)[-2;2ly[-x5x] C)JóyR-(1) D)RyR 
RESOLUCIÓN: 
* Dominio: siempre: 

Is Fs1 >-23x52= D,=[-2;2] 
* Rango: Siempre: 


x)_x 

Esarcsen [5] >-2S 2arcsen5)<x 
fi 
> Ry=|-x;1] (x) 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 2: 
Señale el dominio de la función: 

Y=f¡s)=2arcsen(2x—1)+x 
AJ[O;1] — B)j=151]  C)[0;2] Dz: 55) 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde que si: O=aresena; para que tenga 
sentido: -Isa<s1 
* Luego en la función: 
Y=f;)=2arcsen(2x — 1)+x;-1<aS1 

a 


15 2x-1S1305 2552 sseroronosos s....(sumando 1) 
20SxS1 cccermerenrarns (dividiendo entre 2) > D¿=[0; 1] 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 3: 
Señale el dominio de la función: 

Y = fix =2arecos(%=3)+ 2 
A)J[1;2] B)Jf-1;1] C)-1;2] D)[2;3] E)[2;4] 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que si: 0=arccosa; para que tenga 
sentido: -1<a<1 


* Luego en la función: E 
a 2 Ds yi71sas1 
>-ISx-3s1>2<xs4 


> Dp:[2;4] 


«(sumando 3) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 4: 
Señale el dominio de la función: 
y=f =arcsen 345 


A)[2; 3] B)[2; 4] C)[3;4] D)[0;3] E)[1;3] 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que: Ja > 0; para todo: a>0 


* En el problema: y=f,,., =arcsen ez ;0sasl 
>0<V/x-351 


20<x-35S1 .. «(elevando al cuadrado) 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 5: 


Señale el dominio de la función: 

Y = fis) = 2arcco(Jx-2 -2)+ E 
AJ158]  BM3;7]  C)4;11 
RESOLUCIÓN: 

* Tenemos en la función: 

-15 /x-2-2<1 
>0s/x-83s1 
>0<x-3S1 
>3<x<4 
> Dp: [3;4] 


D)[3 ; 4] 


«(elevando al cuadrado) 
(sumando 4) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 6: 
Señale el dominio de la función: 

Y=f =arctan([x? —3x-4 +D+5 
A)J<-0;-1]JuU[4;+0> B)<-w;-4uli;+0] 
C)<-o;-1Ju[3;+0> D)<-w;-1JU[2 ;+0> 
RESOLUCIÓN: 


*En la función: y=f,,,=arctan([x* —3x-4 +05 


> x?*-3x-40>0 
> (x-4Mx+1)20 ana... (factorizando) 
* Por puntos críticos: 


re <-o;-1]U[4;+0> 


Df: <-o0;-1]U [4;+0> 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 7: 


Señale el rango de la función: y = f;,,= Larcenz+E 


A x 3% 3x qe 
E ES 
E 

51 3x _3 A A 
| »)| A 
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RESOLUCIÓN: 
* Enestos casos, se parte de la función básica: aresenx 
- 5 Saresenx < 5 


2-1 S Larcsenx S X ........ (multiplicado por 2) 


RPTA : “C” 


x_ lo 3 7r xa 9 a Sm 
+ A dl 
RESOLUCIÓN: 


* Partimos de: arecosx;-1<x<1 0s arecosx<x 
20 < BarccosxS 3 mamo. (multiplicado por 3) 


z x= _ Vx x 
== Barccoss Pa «o restando A] 
R a lx 
a Oo RPTA ; “A” 


PROBLEMA 9: 

Señale el rango de la función: y=f,,,= 2arctan xl 
di x _ dae 2x _2x dx 

a e) a +) ol E) 


2x x= dx 
Do -H:x) El-5s a) 


RESOLUCIÓN: 
* Partimos de: 
-E<aretanx<E 
2 2 
>-a<2arctanx<r ...... (multiplicado por 2) 
2x x_4x Ed 
>= <2arctanx cir .. (sumando 2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 10: 
Sea f una función definida por: 

f(x)= FAresen 3x-1 E 
Determine el dominio de la función: 
al3] a:3] ol] 0133] mus 
RESOLUCIÓN: 


F(=)=Í Arceen 3z—1+ a 


Cálculo de dominio: Como: V/3x=1 > O Para la 
función Aresen/3x—1 tenemos que: J3x—1 e [0;1] 
>0<4V3x-1<1>0<3x-1<1 

1,2 


1 2 
1 225 - =|1,£ 
>1<3x< 3 <*s 3 > Dominio, E 5) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 11: 
Determine el dominio de la función f definida por: 
1 
=Are a 
miis: ¿eb (5) 
A) (=250) (Ojo) Bl(=o;-1)0 (1:00) Cl=0;-1]u[1;w) 


DI -10 B)(-1;1) 
RESOLUCIÓN: 1 
Fuy=! Are sen. [e] 


Cálculo de dominio: Como: |x| e [0;-0) > A € (0;0) 


Para la función f tenemos que; 
1 1 1 1 
(01 >0<5<1>0<-S1v0<—s1 
jj 1120<pg 10, 

o>x21 vo>-x2l 

o>x2l y -o<xs-! 


Lo que es equivalente a decir: Dom =(-«;-1]u[1;00) 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 12: 

Determine el rango de la función f definida por: 


_ Aresecx-— Arc senx 
MOV reseca + Arcsenz Y dar como respuesta el 


máximo valor de f. 
1 1 
5 B) 3 C)1 D)2 E)3 
RESOLUCIÓN: 
f(x)= Arcsecx — Aresenx 
Arcsecx + Arcsenx 
Cálculo de Dominio de f. 


1) Para la función: y= Arcsenx 
xe [-1;1)..... 
11) Para la función: y = Arcsecx 

xe(-o; 1 Ju[z, Pa 4 4) 
Luego: Dom¿=(1)n(11): Dominio, =(-1;1) 
Cálculo del rango def. 
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Arcsec( — 1)- Arcsen( - 1) 
Arcsec( — 1) + Arcsen( - 1) 
a—(—x/2) 
+(-x/2) 
Arcsecl- Arecsen1 
Arcsec1+Arcsen1 


0-x/2 
Ue 0+x/2 AR 


> Rango¿=(-1:3) 
PROBLEMA 13: 
Si f'es una función definida por: 
fx)=[xx + SArcsen J4xx ; halle el dominio de dicha 
función. 
ajo;z-] ajo: 7-| cio; 4) D)|o; 3] 2jo;!] 
RESOLUCIÓN: 

N)=J/xx +3 ArcsenJdxx 


* Cálculo del dominio 


DDe:/xx20>1x20>x20>xe[0;0) En (Dm 


-f(-Y= 
N=1= > fiy=s 


- fD)= 


RPTA : “E” 


11)De:/4xx > 0 tenemos para la función 
y = 3Aresenlixx => Jfxx e [0;1] > 0< J4rx <1 


>0<4rx<1 205: rsenescaracereosias LU) 
Luego: Dominio, =(I) (11) > Dominio, = [0;1/4x] 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 14: 
Señale el rango de la función: 
Y = fix =2arcsenx + 3arccosx 
al; 52) B)[x;2x] C)[27 ;4x] D) 525) [x;3x] 


RESOLUCIÓN: 
* Este caso es atípico, a los vistos anteriormente; así 
que generalmente hay que aplicar propiedades 
conocidas: 

* Recuerde que Gresenx+arccosx= 


* En la función: 
Y= fi, > 2aresenx+2arecosx +arecosx 
ic El 


w|a 


> y=f(.)=2 (arcsenx+arccosx)+ arccosx 


x 


z 
Y fis) = 1 + arccosx 
* Ahora, partimos de: O s arecosx < x 
DAS AFATCcosx S 2% ,........ (sumando x) 
y 


>Rp:[r;2x] RPTA : “B” 


PROBLEMA 15: 
Si f(x)=Cos(x* + 1) determine R,. 


A)[0,1]  BJ[O;1)  C)(0,1] DJX0,) EMO) 
RESOLUCIÓN : 

fis = Arccos(x*+1) 
Calculo del dominio: 


Conocemos que: x*>0>(1%+1)21 

Para la función f: (x%+1)=1 => x=0 

=> Dominio: (0) Calculo del rango 

Como; x=0 > f,=arccos1=0 => Rango¿=(0) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 16: 


Señale el rango de la función: 
Y= fx) =2arcsenx — 3arccosx 


A)J[-1;2x] B)[-1;3x] C)[-3x52x] 
D)[-4x;x] E)[-2x:4x] 
RESOLUCIÓN: 

* Como: 


aresenx + arccosx=3 => aresenx => — arecosx 
* En la función: y= f/.,= 2arcsenx — 3arccosx 
>y= fus2( 5 -arccoss)- Sarvcoss 
> y= fix, = 7 — Harccosx 


* Como se sabe: 
Osarecosxs x 


0 > —Harecosx > 5% arme. (multiplicando por-— 5) 
TT 2 H-Harccosx 2 — 47... (sumando 1) 
E 


Y 
> Ry:[-4x;x) 
PROBLEMA 17: 
Señale el rango de la función: y= fs, =2arcsenx? 


ala 2)-1:5) C)[0;x] D)j=x;0] E) [ | 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que: Y aeR: a? >0 


RPTA : “D” 


* En el problema: 


importante 
y=2arcsenx?* =0<x?s PET 
* Luego: 
OS arcsenx? 5 
0<2arcsenx? <z ...... (multiplicando por 2) 
a a AS 
> Ry: [0;x] 
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PROBLEMA 18: 
Señale el rango de la función: 
xr 


1 
IS fa)J= 2aresen +! +3)" % 


ales) sde le 3 qn a] "o = 


*En la función: y=fle)=20rcsen [+ )+ 7 


* Recuerde que: P20yqe sé + E) 


s EE 
*Pero: 14 2>= 
2 2 


A y 1 4] 


* Luego, de (1) y (11): 


1 1 x 2,1] x 
ar +¿s1> E <arcren +5 


>5S 2arcsen (+5) <x 


1) ,x_6x 
<E>s 
5 


>7S 2arecsen[+*+ 5 


x 6x 
mp 55) 


5 RPTA : 


PROBLEMA 19: 


“gr 


Si: arce )oarcota( 7 2) luego*“w” pertenece 


alintervalo; 
AJíOzo)  B)(1;wo) 
RESOLUCIÓN: 


Arctan ( 


C)(230)  D)(3;w) 


e) 


EJR 


x- 
Como se sabe: Para la función: y =Arctanx; y e 
Mientras que para: y=Arccotx; y e (0;x) 

> Arctanx= Arccot 1 Sx>0 


:) 
2 2 


Para el problema: 2502 x>1>x €(1;+0) 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 20: 
Determine el rango de fsi: flx)= cre (Z, A ) 


o(o:3] oo] a[3:5] 
RESOLUCIÓN: 


f(x=)=Areccot (2) 
x 
Como: x* > 0; para la función f, tenemos. aL <+o 
x 


alo) alo3) 


655 


1 
> e > Rango, =(0:5) 


, a RPTA : “A” 
PROBLEMA 21: 


Determine el rango de la función “f ” definida por: 


Nx)= Arcetg 


a) 
al 


RESOLUCIÓN: 


do 
fisy=Arecot| ) 
1+x? 
Como: 2 7>20>0s 2 <x%4+1 
ES 1 
+1 
0: +1 

Tenemos que: 7 
> Arecoto> Areco 2)» Arezota 

E 1+x AE 

2 fix) : 

Rango, =(%;% 

dé dy (553) 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 22: 
Grafique: y=fi =2arcsent +2 

rafique: Y=fiy 5 

AY 
£ 
RESOLUCIÓN: 
* En la función: Y= fu =Zarcsen + Ss 
* Hallamos dominio: Ashs1 > -23x <s2 
* Hallamos el rango: -E<2arcsentsE 
x 2 2 2 
ES Zarcoen 7 
x, 2_3x% xr 3x 


xr 
>-—S< 2Zarcsen 
2 


* Ubicamos en el plano cartesiano: 
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RPTA : “A” 
PROBLEMA 23: 


Grafique a la función: y=f;., =arcsenx+ 2arecosx 


4) Y B) C) e 


RESOLUCIÓN: 
* En la función: 
y=f,¡>arcsenx + 2arccosx 
> Y= fis = arcsenx + arccosx + arecosx 
¡di 
E3 


2 
* (multiplicado por 2): > y = f,, =5+arccosx 


* | sumando £ |: ini 
6 )' * Hallamos dominio: —-1< x< 1 


* Hallamos rango: 0 < arecosx < x 


E_T 3x Ed 3x 
a == 8 
355 arecosx, Ss > 33Ys> 
y 
* Llevándolo al plano cartesiano: 
YA 3z 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 24: 

Halle el dominio de la función definida por: 
f(x)=.fAre tgx— Are ctgx 

AJ[0; +0] BJ[13+:0) C)(2:+00) D)(-o;-1) E)J(-0;0) 

RESOLUCIÓN: 


Fx) = /Arctanx— Arc cotx 
Cálculo del dominio J/Arctanx=— Arc cotx > 0 


<< Arctanx-— Arccotx > 0 
Arctans-|2- Arctanx [20 
> 2Aretanx 25 => Arctans > 
6: a Arctanx<2 Tan < Tañ(Arctañx)<Tan= 


15 x<+w> Dominio;: [1;c0) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 25: 
Sea la función W(x)= arce 
x> 0, determine su rango. 


ajo] fo) ol222] ou) ao] 


RESOLUCIÓN: 


ze 5) definida para 
+a? 


W(x)= Aretan( 2% 3);=>0 
14+x? 
Sea: =Tangn Tano>0 =>, = HT0n0 


144  1+Tanio 


> Afirmamos que: O < Sen20 s 1 
si 


2x 
Luego: 0 
O 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 26: 
Sif'es una función definida por 


f(x)=32Arc esc 7x? - 13; halle el dominio de dicha 


funció 

Aceiiloliia) Bo; 12]o[VZ1+0) 
Ca; -J3]u[JV3;+0)  DM-o;-2]u[2;+0) 

EJ -oo; 5 ]u[J5;+w0) 7 


RESOLUCIÓN: 


f(x)=32 x Arcesel7x? —13 


LA ENCICLOPEDIA 013 


* Cálculo de dominio: 
Conocemos que de: y = Arcescx ; xe R -—(-1;1) 
Para la función f': /7x?-—13>1 

(Pi 1321374? >14>x? >2 
Luego: x>/2 v x<-/2 
> dominio, =(_«o; -/2]u[V2; +) 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 27: 


Sif es la función definida por: 


f(x) = 4Arc tg? |x|-4x Arc 18 |x| 
Calcule el rango de f. 
Alisa) Beato] les 2) Mos ) Eo;2w] 
RESOLU! E ÓN: 
f(x) = 4Arctan? |x| - 4x Arctan |a| 
Completamos cuadrados: 


f(x)=(2Arctan |x|)? - 2(2Arctan|x|Mx1)+x? - 1? 


f(x)=(2Arctan|x|-x)? - 2? 
Cálculo del rango de f :Conocemos que: 
E Arctanx<E 
>0< Aretan|x| < 3 
0< 2Arctan|x|<x —x < 2Arctan|x|-x<0 
a >(2Arctan|x|-x)*>0 
0>(2Arctan|aj—x)"—x* >-x* > Rango, =(242;0] 
17) 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 28: 
Sea f la función definida por: 

1)=Sen*(Cos(£))» + e 12531, ontonces halle el 
rango de la función f. 

a Cc D, E 250] 
4(-5:5] 9l95] 0/93] D-55] [5 
RESOLUCIÓN : 

1(s)= Arcsen[ Corax e[39] 
* Cálculo del rango 
A y 
De: 23158372 23>3 


x 
2 


*EnlaC.T. 


Del gráfico: 0<CosE E<Co => 0500 < 7 


1 
=> árezeno S Arcsen [cos ES Arcsen= 
Fx) S 
xr Sr 
Luego: f(x)e [o =] > Rango¡= (o: 5] 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 29: 
Sea f' una función definida por. fíx)=3 Arcsen| 
Determine: Domf n Ranf 


anfo:z) B)(0;x] ola] D)(0;2x) EJ(0;2x] 
f(x)= 3Arcsen| 


al 
+1 
Calculo del dominio: 
Como: a? e [0;00) > (*+1)e [1:0) > [57] € (0;1] 
Para la función ftambién: 
[]e(o 1]; Vx e R>Dominio,=R 


35) 


RESOLUCIÓN: 


Cálculo del rango: 
Dado que: da= E <1 
a+1 


> Arcsend< Arcsen | > 
EA +1 


a 
Lx) 2 
3 


3x 3x 
>0<flx)< 13 Rangoj=(0: 5) 
3x 
Luego: =(y 
'go: Dom, n Ran; (o 3 ] 


PROBLEMA 30: 
Determine el rango de la función f definida por: 


2 
f(x)= Arc sen? sa 
z Alli 
ALLA ES e] ol-Es o] DJ[o; :] El == 
RESOLUCIÓN: 


+1 E 1 1 
f(x) =Arcsen| Zx | f(x) =Arcsen E E + 2] 
Cálculo del dominio: 


Como se sabe: x+L>22 v «+L<-2 


1 1 z 1 1 E 
[++ 1) LN q+2]<- assicaasies (1) 


APUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 11  |658| EDITORIAL RUBISOS 


Pero para la funcion: f. tendremos que: RESOLUCIÓN : 
E [e 1] el-r:1] SN Y  ¿fíx)=AxArcsen(Bx+C)+D 


De (1) a (11) concluimos que: a? 15 (8) 


=al resolver cada caso; x=(-1;1) => Dominio =(-1;1) 


* Cálculo de rango: 
Cuando: x=-1> f(-1)=Aresen(-1) 
finy=2 
Cuando: x=1=> rs 
fiD= > Rango,= (5 5) Dela regla de correspondencia: 
F(x)=AxArcsen(Bx+C)+D 
RPTA : “E” 1) (Bx+C)e(—-1:1) 
PROBLEMA 31: : 1-C 1-0 
Dada la función f definida por la regla de SS B 2 B 
correspondencia: A 3 
fx) =4sen* ¡3x5 Si Dy-|£;£] Obtenemos que: e a 1 C_ 
E aa a 
entonces el valor de V = SS Resolviendo: Ba C=- 5 
A)-1 BJO C)1 D)2 EJ3 TI) Conocemos que: 
RESOLUCIÓN : == Arcsen(Bx+C) e[-5:5] 
f(«=4Aresen, e Domp=[2:5| E > 
= E 2-35 Arcsen(Bx+C)s 5 
Cálculo del dominio: Como: [9% % > y Para la pa 5 
función f. tendremos Ll x AD S Ax Arcsen(Bx + C)4+D< 3 AD 
, 
q e[0;1]=0s Bs 120s8-L<1 3 - AS 
* Obtenemos:-5 A+D=-Z A A+D= 
5 PE > S A = 
=>-3s-—<-2>32>-22 3733 S xa 
x x 3.5 2 Resolviendo: A=2 an D=2Z 
5 5 O tia 
O => Dominio¿= 32 * Finalmente: ar 
Comparando con el dominio que se nos dio: mM=B+c+42 > 1 = 3 +2 => M=1 
x a 
a=3A 6-22 (*7%)=1 RPTA : “C” 
5 RPTA: “Cc? PROBLEMA 33: 
PROBLEMA 32: Sea funa función definida por 
Enla figura de muestra la gráfica de la función nro fx)=Are cos2x— Arcsen2+É, determine el rango de f. 
arosen (Bx +C)+Bcon.4>0,halle MZBHC97 2 poto] [07] oro D0:5) efo;z| 
A)1 RESOLUCIÓN : 
BJ 0 fx) =Are cos2x— Are sen2x +3 
Es S Cálculo de rango: 
E) -2 


Conocemos que: Aresenx+ Árccosx= 3 Va e [-1;1] 


(ETRIGONOMLTRIAZ >> T658]) LA ENCICLOPEDIA 3012 


> fix Arccos2x - E = Arccoson |+% 


> fi. =2Arccos2x 
Y como: (Arccos2x)s[0;1] 
> (2Arccos2x)e[0;21] > Rango,=[0; 21] 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 34: 
¿Cuántos valores de “a: 
A) ninguno B)1 
RESOLUCIÓN: 
*De la igualdad:x=arccosx 


” cumplen: x-—arcosx = 0 
D)3 


C)2 E) 4 


*Hacemos:y=x ;y=arccosx 


* Graficamos las dos funciones: — y, 
y=Arccosx; 


2 Nozé que solo hay 1 punto de corte; esto significa 
que las dos funciones son iguales: =arecosx, en un 
solo valor de x; por lo tanto podemos afirmar que solo 
1 valor de “x” verifica la igualdad. 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 35: 


La región sombreada del gráfico: -1<x<1, puede 
representarse por la desigualdad: y 


A) y >senx 

B) y < arecsenx 
C) y>arccosx 
D) seny >x 


E) cosy > x 
RESOLUCIÓN: 
* La ecuación de la curva mostrada es: y = aresenx 


* Como la región sombreada está sobre la curva (y no 
considerando a los puntos de la curva) se cumple que: 
V (x,y) que pertenece a la región: y >arcsenx. 


* Entonces: seny > sen(arcsenx) > seny > x 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 36: 


Halle el rango de la función f definida por: 
ES + 2aretg| la ) 


1=sentx 
Al=x/2;3x/2)  B)[-3x/2;x/2]  CM-3x/2;x/2) 
D)[-1/2;x/2]  EX-3x/2;3x/2) 
RESOLUCIÓN: 


28 
*De: fa) = E 2arctan( Pen) 


Lenx 
lr aretes) fis 2arcta|2amacena] 


* Dado que: (2tanxsecx)e R 


* Tenemos: — <arctan (2tanxsecx) 3 


>-x<2arctan(2tanxsecx)<x 


>- 3 < = +2arctan(2tanxsecx) <= 


fix) 
x_3x 
fue ==) 
PROBLEMA 37: 


Halle la regla de correspondencia del siguiente gráfico 
r(B+C) 
AxD 


RPTA : “A” 


y luego dar como respuesta: M= 
A) 4 


B) 1/4 E 
dl 
D) 1/6 
E) 1 


RESOLUCIÓN: 


EDITORIAL, RUBISOS 


* Recuerda: 
y=arcsenx: xe[-1;1), arciense|-535| 


*En la función: y=Aarcsen(Bx+C)+ D 


-1-C  1-C 

"Be cje-151) > e B | 
* Del gráfico: re[-4; 2]= E l=-< 

1-C Ad cs 
SS > =3 A es 
. EE 

Aresen (Bs+C) e | 5] 
[Aarcsen(Bx+C)+D] dar; 5asb] 


y 
> ve|-ZA+D; Zas] 
* Del gráfico: Y =[ 1:31] >-ZA+D==x 
>5A+D=3x >B=x nA=4 


* Se nos pide: ad 
== 
_m(B+C) re E 3) 
M= >M=x 7 Me 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 38: 

Señale verdadero (V) o falso (F): 

DSi: 0<x<1, entonces arcigx> arcctgx 


II) Si: 1<x<4/2, entonces are csex>are secx 


UI) Si Besar, entonces arc cosx> are senx 


A) VVF B) FVF C) VFV D) FVV 
RESOLUCIÓN: 
DD) Si: 0<x<1 >"a" arctanx>arccotx 


*De: 0<x<1 > arctan O<arctanx<arctan 1 


[recuerda, la función arco tangente es creciente] 
O<arctanx< z >0<2arctanx<E $, 


x 
2 arctanx<Z-arctanx > arctanx<arccotx 


> Proposición FALSA 


1) Si: 1<x</J2 => arcescx >arcsecx 


=> proposición VERDADERA 
y2 


un Si: 3 e<lo ATCCOSx >arcsenx 


> proposición FALSA 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 39: 


Sea f la función definida por: F( A +Arccos(6x), 
entonces el dominio de f , es: 


4) [o] B) Ls) lo) La] D) [3-1] E) [+5] 


RESOLUCIÓN : 


2 
f(x)= E +Arccosóx Calculo del dominio: 


1.1 z EA 
De: 5x € [-1; > +e[-7+7)=> Dominioy=|-¿:5] 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 40: 

Determine el dominio de la función f, definida por: 
f(x )=Arcsen( /x)+Arccos(x?)+Aresen( Vx —1) 
A)[1;1] B)[-150] C)[0;1] DJ) EJM-1:8) 
RESOLUCIÓN : 


f(x)=Aresen/x+Arccosx?*+ArcsenJx —1 
Calculo del dominio: 


Vx e[0;1]nx? e[0;1]a/x=1e[0;1] 


xe[0;1]rx e [-1:1]1x e[12] > x=(1) 
Luego Dominio=(1) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 41: 


Determinar el rango de la función f definida por: 
fs) = 2retgx Arctgx +4reeter 
ar 


55) mismo ola 5) > 95) 


(ETRIGONOMETRIAS 681) LA ENCICLOPEDIA 2013 


RESOLUCIÓN: 
f)= dretanz 2 Aresote 
Cálculo de rango def. 
Colocamos f en términos de la función: Arecotx. 
x 
77 ArccotX  Arcot 
f)=2——+ > ft)=E Areco 77) 
3 4 6 12 
Conocemos que; O<Arccotx<x;Vxe R 
27 Arccotx EA 
12 12 
x_x Arccolx_ zx ==. 
67612 "12 226 (52) 
a) 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 42: 
Determine el dominio de la función, f definida por: 


Sl 
hiyzArccos| =2) 


A)[-150) B)(0;1] C)[13+0) D)[152] E)(15+0) 


RESOLUCIÓN : al 
fis)=Arccos [=— 


Calculo del dominio: 
eto: 052 <1 
x x= 
2239 A == 
x x 


—— 


EN UU .-—€M 


> x€[1;+0) > Dominio,=[1;+400) 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 43: 
Determine el dominio de la función f, definida por: 


fx), [arcsen (a) = 3 +WArccos(x) 


A)xe[0;1] B)x=1 C)xe(0;1) D)xe(-1:1) E)xe(-150) 
RESOLUCIÓN : 

Fx)= [Arcsenz Es AÁrccosx 
Cálculo del dominio de f: 


x 
» -=20 
De cada radical: Arcsenx 2 2 


Arcsenx 27 'osinececonicos| 149) 


Pero por definición: (Aresenx) [EE cc (1) 


De (DA(ID: Arcsenx=2 > Dominio =(1) 
x=Sen=1 
Así también : Rango¿=(f(1)) 
Donde: 
1)= [Arcsent- 3 +/Arecos1 > Rango=(0) 
—ooad 0 
5 RPTA : “B” 


PROBLEMA 44: 
Sean D,y R,el dominio y rango de la función f, definida 


por: r=r(5)+(¿)areseníz, determine D¿NR,. 

1 15 3 3.5 
A) [0;1] B) [21] C) +9] D) [51] E) [$5] 
RESOLUCIÓN : 


f(x)= A+ ze ArcsenJfx 
TT 
Cálculo del dominio: 
Vx e [0;1]> x e [0;1]> Dominio,=[0; 1] 
Cálculo del rango. 


O<Vxz<1 >0<1Arcsendz<2 
.I-—-——k xr 2 


Dado que: 
OsAresen <> 
33,1 5 3.5 

=> y ES qe Arcsendz s Eq Rango,=[357| 

1(=) 

3 
=> Dom n Ran= G 1 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 45: 


Sea la función f, definida por: f(x )=7+F Arecos(Jx) 
xr 
Determine D UR, , donde: D, es el dominio y R; es 
el rango de la función f. 
AMO; 1) BMO;1) o(:3) D) (0:5) EJ[0;32]- (3) 
RESOLUCIÓN : 
fíx)= 7 L arccosJz 
Cálculo del dominio: 
Vx e [0;1]> x e[0;1] > Dominio=[0; 1] 
Cálculo del rango. 


Dado que: 05 /3<1>05LArecos Jx <= 


eE 


Os Arccos lxs > 3S Arecos +4 51 


fix) 


22 


[662] EDITORIAL RUBISOS 


1 Sumamos xr: 
> Rango,= 3 => Dom n Ran=[0;1] 
TE S r+Aretanx Ss lla > Rango, e al 5] 
: RPTA:“B” 4 17) 4 Eres 
PROBLEMA 46: RPTA : “4 
Determine el Sa de la función f, definida por: PROBLEMA 48: 
f(<)= +|[Arcsen(x)][Arccos(x) De las siguientes proposiciones indique verdadero (V) 
16 eS 
o falso(F): 


Ed Ed Te e 1d Ed o 5 
E 2 a) Ss :) of > :) o) E :] slo :) 1) La función definida por: f(x) =Arecos(x), es par. 
RESOLUCIÓN : 11) La función definida por: f(x) =Aresen(x), es impar. 
111) La función definida por: f(x )=|Arctan(x)|, es par. 


2 
f()= + [Arcsenx][Arccosx] 
16 A)VVV  B)VFV  C)VFF  D)FVV E)FFF 


Cálculo del rango: RESOLUCIÓN :; 
fc) ER [Aresenx] E E Arcsens Analizamos cada una de las proposiciones: 
16 2 D f(x) =Arccosx > f(-x)=Arccosl — x) 
> fa) 4% Arcsenx — [Aresenx]? [N4 Jae =Aricoss 
16 2 Luego: f(-x)+* f(x) => f(x) no es función par. 
Completamos cuadrados: 11) f(x)=Aresenx > f(-x)=Arcsen( — x) 
IS A f(-x)=-Arcsenx 
()=—| (ares? E Areso | Flxj=-f(x) 
> f(x) es función impar. 
a :] 111) f(<)=|Arctanx|> f(x)=|Arectan( - x)| 
rel 8 [ ES > f(-x)=|-Arctanx|> f(-x)=|Arctanx| 
Se conoce, E A FEx)= fx) 
> f(x) es función par. 
3 q s3 2 + 3 4 e Finalmente el valor de verdad de las proposiciones es: 
al _oé x 9 FVV. 
[P:os => de E : RPTA : “D” 
a Ze Te a PROBLEMA 50: 
E 27 tcs 5 2 6 => Rango; 678 | Determine el dominio y rango de la función f, definida 
Aa) RPTA :D” POE f(x)=Aresen( - 21) +Arccos( - 2x) 
PROBLEMA 47: 4 xe|-1 3) ye[-1:1] B)xe|- 5 3) 5 
Sea fla función definida por: ee É 
Flx)=Arcsen(x)+Arctan(x)+Arccos(x)+3,  C xe[-1:11; y=3 D) xe[0;1]; ye(0; e) 


entonces el rango de f es: Ed 
Sr 3 aa] ost) 2.2 asa) pits e[o:5] 
404 44 44 44 44 RESOLUCIÓN : 


RESOLUCIÓN : e x 
fx) tl. dá . fíx)=Arcsen( AS 20) > flo 


2 
si Pero; (-20e[-151]=Dominio=| 753 |=> Rango-[£) 
f(x)=x+Arctanx; Donde : x e [-1; 1] ear 
RPTA : “ 
; IS xS1 PROBLEMA 51: 
Partimos Aretan(-1)SArclanxSArctan! Sea f la función definida por: 


6 f(x) A 3 E 


ae 
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¿Para qué los valores de x, del dominio de f, la función 
se hace nula? 1 
A)1 B)-1 C)+1 D) 3 
E) La función no toma el valor de cero 
RESOLUCIÓN : 
f(x)=Arcsenx - Arcesex 
Se pide resolver: flx)=0 
> Arcsenx= Árcescx > Senó=x n Csco=x 
o a ea 


U) 1) 
> Seno=Csco > Sen*o=1> Seno=+1 
== 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 52: 
Halle el área de la región del siguiente gráfico: 
Y) 


regionalesresultará + 


> Seombreada = r(1)=xu* 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 53: 
¿Cuántas soluciones tiene la ecuación 

x 
arcsen (5) teonzi=02 

A)1 B) 2 C)3 
RESOLUCIÓN: 


teo oo 


D) 4 E) 5 


Lt) 


E 

fi. =aresen— 

* Tenemos: | cd 6 
8) = leosx| 


* Graficamos ambas funciones: 


* Del gráfico, nota que ambas funciones se 

interceptan en 3 puntos. Lo cual indica que 33 valores 

para “x” en donde f,,, = 8, luego existe 3 raíces. 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 54: 

Halle el rango de la función f definida por: 


16) [Are secx| [Are csex|,x <-1 
lx) = 
—|Arc secx|+|Arccscx|,x > 1 


ea ot olaa: 

RESOLUCIÓN: 
iS 
—|Arcsecxl +|Arcescx];x > 1 


1) Cuando: x < —1; se tiene que: 


EN-%; E 
yz q E 


f(x)=|Arcsecx| -|Arcescxl 
Además si:x e (-«;-1] 


Arcsecx e E 51] A Árcesex e [- S :0) 
Luego: fíx)=Arcsecx — ( - Arcescx) 

f(x) =Arcsecx+Arcescx 

16 


A 1) 


1H) Cuando: y > 1; se tiene que: 
f(x)=-|Aresecx|+|Arcesex]| 

Además cuando: *e[1;+w) 

Aresecx e [0;+x/2) n Arcesex e (0;5] 


Luego: 
f(x)=- Arcsecx + Arcesex > Nx)== - 2Aresecx 
Frescos 


Pero: O< Areseex <= 


x(-2):0 > LArcsecx>-— HH 1/2): 7 -2Aresecx> E 
15 


2 


>fíx)e LE co 


De (1) y (1): Rango,= (Ls 2] 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 56: 


Resuelva la ecuación: Sen”'(x)=Csc” (x) 


Ajx=1 Ble=-1 Cja=+1 Djx=+2 Ela=+/2 


RESOLUCIÓN: 
Arcsenx= Áre esc x 
Sea: g(x)Arcsenx A h(x) = Arcescx 


Graficamos ambas funciones: 


E IS E A 


Pur 


Note que ambas curvas se itersectan en PAQ. 


en donde: x= (+1). 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 57: 
Dada la función f tal que: f(x) =Csc”'(x)Sec”'(x). El 
valor máximo de f es: 


Lal e Cad Lal 


A B) = Cc) 7 DS Er 


16 


RESOLUCIÓN: 


f(x) = (Arcsecx)(Arcesex) 
Conocemos que: 


Arcsecx+Arccsex=2 VxeR - (-1;1) 
Recordemos que si; 


a+b=CTE.> (axb)ma: Cuando a=b 
2 
luego: p(0 (HZ a) 
es e (o E 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 58: 
Sea la función g E p 


g(x)= 
Sen | FS a (3 


Halle su campo de existencia. 


EA 
ol-33)- 


e) ió 
RESOLUCIÓN : 


l 


Blx)= AS 
Sen 2Arccos2s— Cos= 
* Cálculo del rango 


D) Sen (24rccos2x 2) .o 


2Arccos2x Lena sn e Z 


Arccos2a + "745 


Como: (Arecos2x) e [0 ; 1] 
Restringimos unicamente: 


x bx -. 5x| 
A E 2x (0005; '08 6 
=, 25»(1,-48) A ES 2, Pe $) 
2 2 4 4 
x 3 x 
1) Cos +0 >3*(2n+1D)5 
xr (241) Honcimcimasisseresnso pasare nosasnoos (11) 
TIT) Además de la función 
y=Arccos2x ; 2x e (-1;1) 
are $: 3) E. MEE 17777) 
Luego de (1), (HL) y (1D): 
1.D_f1, Y8l_ 
o e) 
> Dominioy»=(-553)-(-2,1) 
2 2 4*4 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 59: 

Si Arccosn+ Arceosm+ Arccos A=x determine el 
valor de: H=n?*+m*+8*+2nms 

AJ1 B)-1 O-5 D) 
RESOLUCIÓN: 

Arecuen + drecosm + Arccon(e)=x >a+PB+0=x 


1 
3 EJO 


Donde: a=Arccosn  =>Cosa=n 
PB=Arccoem =>Cosf=m 
0=Arccos(a) => Cos0=8 


Luego: H=n?+m*+8*=2nms 


H=Cal as Cod PeCue't20001 Crop x= 


Propiedad 
RETA: “40 


ATRIGONOMETRIAS 
PROBLEMA 60: 


Calcule la variación de la función: 
f(x) =Sen(nx)xCos” (nx); ne Z 


alce] alo] of 


4 4 
acto] alte] 
2.8 2 16 
RESOLUCIÓN: 


f(x)=Arcsen(nx)xArccos(nx) 
Colocamos f en términos de Arecos(nx) 


Nx)= 6 = Arcos(nz)) (Arccosnx) 


Nx)== Arccos(na) - (Arccos(nx))* 
Completamos cuadrados: 


2 2 
f(x)=- [arccos(ms)=3 -E Arccos(nx)+ e 


PA Ca 
fíx)= 167 [arccosíns) qe 
Como: 0 < Arceos(nx)< 
3x 


>-Es Arccos(nx)- 7 s E 


2 
0% 05 Arecosínx)-5) 


2 
>02 -( Arecosínx)= 2) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 61: 


Halle el dominio de la función f cuya regla de 


Cos” (x) Sen” (x) 


Sen “(Jx)+Cos (Jx) 


AJ10:J21 B)10; 31 002 ] DJ ¿2 ] 2)]o; >| 
RESOLUCIÓN : 


correspondencia es: f(x)= 


4 2 
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> fla)=, F (Arccosx — Arcsenx) 


Además: 
Arccosx - Aresens > 0=> Arccoss -% — Arccosx 2 0 
2Arecosx 5 = Arecosy > 7 


> Cos 7 2 266 (Are poíx) 2 Cosx 


E 2x2-1> xe(-1,/2/2)».... 


20; Es Arecosx <a 


2. (E) 


Luego: 

Dominio=(1)N()  Dominio=(0;1) NM (2) 
=> Dominio=Í(0 ;. 
> Dominio: (0;/2/2) En 


PROBLEMA 62: 
Sea funa función definida por: 


f(x) = 2Arc tg(x? + 2x +2) 
Determine su rango 


xr xn xr 
40:25) az ¿x) cl£:1) D)|2;9% 


5, 
) alos») 
RESOLUCIÓN: 
f(x)=2Arctan(x?*+2x+2) 
Cálculo del rango: 
Conocemos que: 
O<(x+Ii<o 0OsiP+2x+1<+40 1sS17+2x+2<+0 


> Arctan1< Arctan(x*+2x+2)< Arctano 
pi E 


x z 


4 2 


> S < 2Arctan(x*+2x+2)<x > Rango: [x/2;x) 
Mx) 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 63: 77 
Sila función festa definida por: f(x)= [per Are tes . 
entonces su rango es: EA 

Y2, ) 158 ol 3:4) Ds, ) E, ) 
ae, (1,8) FAZ 1) 8 


RESOLUCIÓN: 


| x+ Arctanx 
fe)= 27 - Arctanx 


Cálculo del rango: 
+Arctanx 3x 
lr A E Pm] 


Conocemos que: > <Arctanx<E 


2 
x x bx 3x 
=> -—Arct >—-= —> Arctanx>— 
SA anx 3 > 2 21- 3 
5_2x- Arctanx _ 1 6 
E TAR 


3x E 


¿FUSCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


ld 


amy: ; ) RPTA : 


“p» 


PROBLEMA 64: 
Al expresar en su forma sencilla la función f, definida 


por: 
3 |1- 1( Cosx+2Senx 
1) 218 Eo. -Tg == +7 
resulta que : fíx) =mx+ G luego el valor de m es: 


A) 1 B)2 
RESOLUCIÓN: 


013 D)4 E) 5 


z 1-Cosx Cosx+2Senx 
A os 7 = Por ) 7 


1t5)=2Í Ares añ =)-Aresadi(Taño))+7 


16) = GIA Pen 77) 
Donde: 
_ Cosx + 2Senx _14+2Tanx 
LAO as 0d A 
1+TansxTan 2 
> Tan = > — 
Tanx-Tan 27. 
> Tan9= + =Cot( +27) 
Tan TE 2 


> Tan09 = Tan (2 - =)= Tan + +) 


Tang= Tan(- ES +) 


030: que para cancelar la f. t. inversa con la directa, 
en el caso de la tangente, esta debe verificar las 
restricciones. 


* Luego en (1): 
n= 5-(-E--))+r> flx)=3x+60* 
> 10)=38:+5 


Por condición: f(x)=mx+%=m=3 

Es RPTA : “C” 
PROBLEMA 65: 
Determinar el rango de la función h cuya regla de 


correspondencia es: 


h(x)= 3Arctg |x)|+ 2Arc sen |x| 


ELLA A EZA da. Ta 
57) 9%) 0177] 20%) 
RESOLUCIÓN: 

h(x)=3Arctan |x|+ 2Arcsen |x| 
Como: |x|> 0 , tenemos que: 
Para: y = 2Aresen|a|;|x| e 1051) 
y = 3Arctan|x|;|x|e [0;00) 


Luego los valores de |x| comunes seran: 0 S |x|s 1 
ahora: Arcsen0 < Aresen|x|< Arcsen1 
0 


2 
> 0< 2Arcsen|x|S Homoomnm (1) 


También:  ArctanOs Arctan|x|< Arctan] 
0 3 


4 


> 0 3Arctan|x|s A 0777 


Dado que ambas funciones son crecientes. 
Sumamos (1) » (1): 


0 < 3Arctan|x|+ 2Arcsen |x| < z 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 66: 

Dela condición: 

Tg"()+Tg (y)+Tg (2)=nx;(neZ), calcule el 
Edy hzaye 
a?+y +2 —3xyz 
A) 2 B) -1 C)0 
RESOLUCIÓN: 

Condición: Arctanx + Arctany+ Arctanz =nx;(neZ) 
Note que los posibles valores de “n” son 0 6 1 

Para: n=1> Arectanx + Arctany+ Arctanz =x 
Sea; [ano re 


valor de. p= 


D) 1 E) 2 


Arctany=B=> y=Tanf 

Arctanz=09 > 2 =Tan9 
Luego:a+P+0=x 
> Tana+Tanf + Tanó = TanaxTanf x Tan9 
Es decir: x+y+2=xyz 
Finalmente la expresión pedida será: 

A+y+z— 
ira at 
RPTA : “0” 
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PROBLEMA 67: 
Dada la función definida por: 


f(x) =(14 Are ctgx)(1- Arc ctgx);x <0, determine 
Y = os 
A) z B) =ú 
RESOLUCIÓN: 
f(x)=(1+Arccotx)(1- Arccotx);x<0 
f(x)=1-(Arccotx)? 
Como: x<0 ;- o<x<0 
> Arccot( - w)>Arccoftx> Arccot0 


+ 


Sr? 
D— E) 4 


ton 


A - a? 
ax >(ArccoteJ?> Tx AS 


1x2? <1-(Arccote)? <1- 114 => L09-£0)= 
TN DRAG == 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 68: 

Dada la función f definida por: 

flx)=Aresen [1- dx? + Arecos/1-x* + Arc tg. 21 

halle la unión de su dominio con su rango. 

alo) al) elo) op 

RESOLUCIÓN: 

ftx)=Arecsenl1- 4? +Arccos [1-7 +Aretan 213) 1- : 

Cálculo de dominio 

Dela función: y = Arcsenv1—4x* 


OsV1-4x*<1>0<1-4x*<1 
>-15-4x?<0>1>4x?>0 


AT 1 1 
5 20>3> —Toornnnrancanos (E 
> ¿2 0 ez 3 164) 


E) 0:35) 


* Dela función: y=Arecos/1-x* 
O<Vi-x*s130S1-x?51 
>-15-1*s0>12>x?>0 

LETS PAPA grat srenioencos sones (1) 
* Dela función: y = Arctan/2|x|- 1 

0< /2[x[-1<+w0>0S2|x)-1<+o 
1S2ld<o=>¿slai<oo 


>0cs-3 y JA A nn) 


Luego el dominio de f' sera: (1) n (1H) n(HI). 


> Dominio, = =(-1:2 L 
Cálculo del rango: 


cono (3) ele )r(2) 
Pero como f, es función par: Rango, = [ (5) 
Donde: 

3 


r(3)-Areseno+ Arcos 33 + ano - E 
A 2 6 


2 0 


5 
>1(5)-0= rango,=10) 
Finalmente: dominio, y Rango, = (4 053) 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 69: 
Si Fes una función definida por f(x) =||Are ctgx — Gea 
Determine el rango de f. 
als 5x) msn] CH0;x) D)(0;x] EJ(0;2x] 
RESOLUCIÓN: 
ft)=Arccots EN 5 
Cálculo del rango 
f(x)= 5 - Arccota| Ss : f(x)=||Arctanxi- x| 


Conocemos que: 


E AreTans<>; VreR =0SlArctanai<= 


> A SlArctana)-1<-5 >x2_ |Aretan|-x>5 


ma 
Rango, =(E; 
rl .n] RPTA : “B” 


PROBLEMA 70: 
Determine: H = Tg*( Arc sec(2)) + Ctg*(Arcesc(3)) 


A)71 B)72 C)78  D)74 EJ75 
RESOLUCIÓN: 
e =Tan'(Aresec 2)+ Cot*(Arccsc3) 
D Arcsec2 => 2=SecU 
TZ 


EDITORIAL RUBISOS 


En:H 
H=Tan*0+ Cota => H =(/3)+(2/2) >H =73 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 71: 
Dada la función f, definida por Ax)=34rvesc*(|x|-4-1), 
calcule el dominio de f: 
Alo;-3]u[3;+0) Bl-o;-2]u[2;+:0) 
Olios-1JU[I;+0)  DI-o;-3]u[3;+0)u (1-1) 
Els -2]U[2;+0)U(1;-1) 
RESOLUCIÓN: 

f(x) =3Arcesc( llx|-1|-1) 
* Cálculo del Dominio de f 
Conocemos que para la función: 

y = Arcescx ;xe (-0;-1]u[1;+0) 

Paraf: lx|-1)-121 v lw|-1)-1<-1 
1D) lix|-1)-12>1>lx|-1|2 2 
>lxj-122 v lxj-15-2 


[xl23 lo] <-1 
23 v xs-3 
ET AA 
11) lx] -1)-1<-1>lx|-1|< 0 
>lx]-1)=0> (x|-1=0> lx] =1 
>*x=(-1:1).. 


Luego: Dom, =(1)4 (2) 
> Dominio, =(o;-3 ]u[3;+0)uf-1;1) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 72: 
El gráfico mostrado corresponde a la función cuya regla 
de correspondencia es: f(x)= A x Arc ese(Bx), Calcule 
A/B. 
4)2 
B) 4 
C)6 


D) 8 
E) 10 


RESOLUCIÓN: 


yFAarcesc(Bx) 
y=AarcsenBx 


Para la función : y = Aarcsen(Bx) 
DBxel -131] >xe[ -1/B;1/B] 
Del gráfico: x € [ - 33] > 1/B ss, 

B==2 


KI) Arcsen(Bx)e [75%] y 


ZA TA TA HA 
> Aarcoentiaje| 2050] ye[ 2,5] 
Del gráfico: > ye [-x; 1] Hs A=2 
Finalmente: $= 6 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 73: 
Determine el dominio de la función “f” definida por: 


f(x) = Arcese (3) 


ES BI co;-1J0(1:0) 0250) 


DJ :0)-(m Esa) 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = Arcesc (3) 
x- 
* Cálculo del Dominio de f tenemos: == 21v == <s-1 
y E >1>H-120 
x-1 *-1 


> >303(x-1)>0>:%>1 
1 


(1) 


> x6 (15400)... 
m—s-1> 
x*-1 


2x-1 
=> 
*-1 


06 [112 ¡Dinarama dE] 
Luego: Dominio, =(1)v (2) 
Dominio, =[1/2; +0) -(1) ; 
RPTA : “D” 


AxTRIGONOMETRIA A 
PROBLEMA 74: 

Dada la función f definida por: 
f(x) =Sen"x- 2Cos *x +3Tg" - 4Ctg*x, halle 
Afmáx Fin)» 
AJ9xX  B)10x 
RESOLUCIÓN: 

fx)=Arcsenx — 2Arccosx + 3Arctanx — 4Arccotx 

Cálculo de dominio: 


C)llzx  D)l2x  E)l3x 


Delas funciones: 
Js el Md 7) 
y= Arctanx 
EA b AN AN (11) 


Luego: Dominio,=(D)n(11) 
Dominio¿=[-1;1] 
* Cálculo de rango: 
Reducimos la regla de correspondencia. 
a E —Aresen) retar E -Aretans) 


fx)=2Aresenx +7Arctanx-— = 


Como: -1<x<1 


> Arcsen(—1)< Arcsenx < Arcsenl 
a x 

2 2 

1 S 2Arcsenx < x 


También: 
Arctan(-1)< Arctanx S Arctan(1) 


z - 
sd: 4 
TEST Areta E AS 777) 


Como las funciones; y = 2Aresena a y =7Arctanx 
Son crecientes, sumamos (1) y (11): 


Us 2Aresena +7Aretanx < 117 
21% ¿3 Arcsenx+7Arctanz =E<E 
== e 
E 7 a 
> Ao, Fl), )=11x 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 75: 
Dada la función W, definida como : 
W(x)= Arccos |x|+ Arc ctg |x|. Determine su rango. 


52) 500] ofz=Jaf2) 
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RESOLUCIÓN: 
W(x) = Arccos|x|+ Arccot |x| 
Conocemos que:|x|> 0, para la función 


y= Arccos|x|:|x|e [01]. 
y = Arccot|x|: |x| e [0;+00)». 
De (1) y (1): |x| e [051] 
* Calculo del rango de W 
De: 0<lx|<1 
=> Arccos0 > Arccos|x|> Arccos1 
7 0 


E 


0< Arecos|x|s rms (HI) 
> Arccot(0) > Arccot |x| > Arccot(1) 
: z 
x E 
= £ O asarcnrsanceneonos precrnserosos! 
y < Arccot |x| s 3 (1v) 


Dado que las funciones Arccos|x|A Arccot |x| son 
monotonas. 


* Sumamos (111) y (IV): 
Gs Arecos|a| + Arccot |» <x > Rangoy -[2:1] 
Wíx) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 76: 
Halle el valor (o valores) que verifican la siguiente 
igualdad; Arctgx-— Arcetgx= Arctg/2 


AN2Z-J3 BN2+V3 CN2+4/3 DJ+VJ2 EN3 


RESOLUCIÓN: 
Arctanx -— Arccolx = Arctan/2 


> Arctanx (£ - Arctanx) = Arctan/2 


> 2Arct -G= ArctanJ2 


> 2Arotans — Aretan/2 =2 
Sea: [Arctanx=0>x=Tan0 
ArctanJ2 =a => /2 =Tana 


Tenemos: 29-a=% > Tan20 =Cot(-a) 


2 
2Tanó 2x d 
=-Colos == 
1-Tan*0 3 y2 
>2UWV2x=3?-1>1=x?-2/2x 
Completamos cuadrados: 
3=x* -2/23+/2* >(/3)? =(+-J2)? 
=2x1/2+4/3 


De estos valores solo verifica la ecuación inicial: 


x=/2 +43 
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las funciones : 


NOTA: pp PTA 


y =Arccotx + ArctanJ/2 


Solo se intersectan en un punto de abscisa positiva. 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 77: 

Determine el rango de la función definida por: 


= 3x . 
qe lArciga]-2járecig 


A)(4;-3) B)(-150) C)M-2;-1) D)3;-2) E)(2:3) 
RESOLUCIÓN: 3x 


Li |Arctanx|- 2|Arccotx| 
Conocemos que: 


+ (Arccotx) e (0;x) >|Arccotx|= Arccotx 


¡x<0 


» Como: x<0 > Arctanx e ( 5 :0) 


> |Arctanx|=-—Arctanx 
Íx 
—Arctanx — 2Arccotx 


EJE > flx)=- 
(Arctanx+Arecotx)+Arccotx 


luego: fíx)= 


fa)= 3 


xn 
Arccotx 
e 


Dado que: =<0>(Arecotx)e (5; ») 


3 E Arocots <x=>*<Arecot 


2 2 
+ Arecotx+x/2 _ 1 3x 
Z< < 


3 3x 2 Arccotx+2 


Na) 
PROBLEMA 78: 
Si f es función definida por 


Rx) =(Arctgx)? + 2x Arc ctgx PE ; halle el rango de 
dicha función. 


AN 


RPTA : “D” 


A] 2 2 4” 2 
RESOLUCIÓN: ñ 
f(x)=(Arctanx)? + 2x Arccotx+ ES 

Cálculo del rango: 


f(x=)=(Arctanx)? + 22 (2 AS Aretans) + = 


2 
> f(x)=(Arctanx)? - 27 Arctanx+x* + E 


2 
fx)=(Arctanx=x +2 


4 
Conocemos que: ls 
x x La x 
3 =ArronE E 18 RE SAIN SS 
2 2 
>> (Aretans=1)" e 
2 2 2 
LA A IIA 
4 2 
Nx) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 79: 


Si f(x) = Sec"! /8x? — 1, determine el mínimo valor de 
su dominio ; si x es positivo. 


AJ-2 B)-1 o Dm EJ1 
RESOLUCIÓN: 
f(x) =ArcsecV8x? - 1 


* Cálculo de dominio: 
Conocemos que: y = Aresecx ;x e R - (-1;1) 
Para la función f. 


Va -121=3 81213822327 


1 1 
Luego: *s=5 v e 


Pero por condición: 1 
xeR*>xE[1/2+0] > Xmin=5 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 80: 
Si x e R*, determine el dominio de la función definida 
por: 

f(x) = 3 Are sec(x — /Sec* 15* - 16Sec? 15*+20) 
A) [1;w) B)[2;w) C)[3;0) 
D)<3;0>ufp E) (0;1Ju[3;) 
RESOLUCIÓN: 


1(x)=3Aresec(y - [Sect15—16Sec*15-+20);x€R* 
* Cálculo del Dominio de f 
Reducimos la expresión con radical. 


A=VSec*15*— 16Sec* 15" +20 
>A=v(J6 - /2)! -16(/6 - /2)? +20 
> A=4(8-2,//12)* - 16(8-2,/12)+20 


> A=/(64- 32/12 +48) (128 - 35/12)+20 
>A=/4>A=2 
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luego: f(x)=3Aresec(x — 2) 
>(x-2)>1v(x-2)<s-1 
>x23vx<1> Dominio, =(0;1]0[3;+0) 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 81: 


Si: Arctg(/SecO)+x= Arcctg(/SecO); cos x>0; 
luego el valor de senx, es: 


ae" (2) B)-ctg? E Jo- tg? 5 ) Djctg? E ) aso 
RESOLUCIÓN: 


ArctanJSecO + x = Arccot/Secó 


Arctan 2) 


> Arctany/Secl — Arctan- E =-x% 


1 
Seco - - - 
ES /Secó =y 
1 
1+ /Secó Xx 
ENS y Secó 


Sec9-1 
> Arctani /Secg |=-x* 


2 


Arctan 


e Seo, -Tanx > Tanx = SECA 
2183 2. /Sec0 


Llevándoloa un 4 : 


1—Secó 


Del gráfico: 


=+ ó Senx = 5 >Senx=- Tan? = 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 82: 
Six>0 , determine el valor de la siguiente expresión: 
E=Tg (-x)+Ctg(-x)+ Sec (-x)+ Use (-x) 


Ar Br O Da mz 
RESOLUCIÓN: 
* x>0 
E= Arctan(-x)+ Arccot(-x)+ Arcsec(-x) + Arcesc(-x) 
luego: E=x 3 7 
Ojo : pero: 

y= Arcsec(-x) 


De las funciones : k a Arecodl=i) 


(=JeR-(1;1) >x €R-(-1:1) 


Dela condición: x > 0 > x e [ 1300) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 83: 
Si f es la función definida por f(x)=Are sen2x+Are 
cos2x+Arctg2x+arcctg2x+Arecsec2x, halle mínimo 
de la función fa 
AJO BJS 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = Aresen2x + Arccos2x + Arctan2x 

ss. Árccot2x + Aresec2x 


Conocemos que: Aresena + Árccosx = Pr. ef 


C)r ES EJ2x 


También; Arctanx + Arccotx =VxeR 


En:f NA 
Nx) == +3 + Arosec2a 


> f(x) = xr + Arcsec2x cnonccnnosenmarosaoss (01) 
Pero: 
2(x)e[-1UinR > 2x€l => Lilo. 109) 
Además para la función Aresec2x 
tenemos; (2x)€ (—oo;—1]U[ 1; 00) «er». 
De (1) » (11) concluimos que: 2x =(— 
* Luego en (a) 


srl 1L) 


1) 


Cuando: 2x=-1> flx)=x + Arcsee(-1) > flx) =2x 


Cuando: 2=1> f(x)= 1 + Arcsec(1)> fíx)=x 
0 


Conclusión: 


Dominioy=|- a $ 3 A Rango,=[2; 221) > fiin="" 


2'2 
RPTA ; “C” 
PROBLEMA 84: 


Determinar la suma de todos los valores de “a” si 


Vx CN 
Areso Arctg =0 

AJ3 BJ4 C)J5 D)J6 EJ8 

Ar 

aro —Arctam |" 03 fro Aro arta 
x+1 

Tenemos: a 

D0O= Arcaco YE > Sec0 == E. A / 1) 

1m0= artos E > Tan0 = E 7 (11) 


Pero se conoce que: As =Tan?90+1 
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Reemplazamos (1) A (11) 
2 2 
ES) -( =3) RA 


x+4 
21% -73+12=0>(x-3M(x-4)=0 
Luego: 1=3vx=4 


De estos dos valores de “%” solo verifica la ecuación 
x=4, 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 85: 


Halle el dominio de la función f definida por f(x) =Are 
sec(ax+b), donde a y b son constantes ; a>0.De como 
respuesta el complemento del dominio de f. 


a0(-2,18) my) -2+D,0-0) o[-2:2, 0-21] 


ar a 
DJ (6+1)(1— e] (6+1) (1 e 
a a 


al 
a a 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = Arcsec(ax + b) 
a,b : constantes ; a>0 
Para la función f, tenemos que: 


Gx +bS-1 y arbol <> PE 


> Dominio, = (22 JE? AE =) 


Entonces el complemento del dominio de “f”. 
sera: -1-b 1- 2) 


Company (EA 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 86: 
Dada la función W definida por 


W(x)= O 
3 1+Sen?x 


dominio; si ke Z 

Alíx=2kx) Bllx=(2k+1)x) C)íx=(2k+1)x/2) 
D)íx=(4k +3)x/2) E)Jíx=hx) 
RESOLUCIÓN; 


2 
3Arcsco L-Seiz)¡qez 
14+Sen?x 


) determine su 


Wa) = SS + 
* Cálculo del Dominio de w: 
Conocemos que para la función : y = Aresecx 
Dom, = R-(-1;1) 
Para la función W(x) 


ASES A A A E 


1-Sen*x as Cos*x 
Bea: TiSent. 1+Senix 
Luego como : 4>0 , para la función W(x) se tendrá 
que: Cos*x 
a219—_—_—— 
14 Sen?x 
> Cos*x > 1+ Sen*x 


> Cos*x — Sen*x > 1>Cos2x > 1 
De donde concluimos que: Cos2x=1 
> 2x=2kx>x=(hkx) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 87: 
Sea funa función definida por 


109 =Secr—1:xe [0 )u (2: |y sea f'*la función 


inversa. Calcule: y = f*(-2)+ f*(+1) 
Sr 


tx Sx 
Ajx DG o D) 4 E)2x 
RESOLUCIÓN: 
E de Es 
f(x) = Seex ne [ozu (E:r] 


Como fíx) es inyectiva para el Dominio dado esta 
tendra inversa. 


+ Determinación de f/,,, 
* 17 paso: y=Seex—1> y+1= Secx 
> Secx = y +1> x= Arcsec (y+1) 
+ 2% paso: Cambiamos x>y e y>x 
> y= Arcreo(=+1)> f (2) = Arcsec(s+1) 


Luego: . 
f (-2)= Arcsec(-1)=x 


Fí1)=Arcseo2=% 


WD W= E 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 88: 
Resolver: 2 < Arcescx + ZAresecx <a 


A)l(-o;-1] BM2;+0) C)(1:+0) DJ[1:+w0) El[2:+0) 
RESOLUCIÓN: 


TE < ArcesextZArcsecr <x 


> 2% S Arcescx+Arcsecx +Arcsecx<x 


e AAA 
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Sec Es SeE( Arésccx)< Sec ¿=> xe[2; 1) 
—_= z == 
2 e 
PROBLEMA 809: 
Soa f la función definida por: 


f(x)= 
de la función f se obtiene: 
A)(-o;0]u[2/3; +) 
C)-os0]u[1;+0) 
E)(-o;-1/3]u[1;+-) 


RESOLUCIÓN: 
Nx)=3 Arcoso(3x— 2) 


RPTA : “E” 


5 Ose 1(3x - 2), entonces al hallar el dominio 


B)M-o0;-1]u[1;+0) 
D)(-o;1/3]U[1;+=) 


Cálculo del Dominio def 

Para la función Arco-Cosecante se tiene: 
3v-2<-Lv 3r-221> Dominio (a 3]Mtis) 
HE EE 


ul 


+ RPTA : “D” 
PROBLEMA 90: 
Determine el rango de la función definida por: 
f(x) = Are ese 2x—x? 
al-3s 2] 20; 2] Cllti+o) Di-o;=1] els ) 
RESOLUCIÓN: 


f(=)=ArceseV2x —x* 


Cálculo del Dominio de f. Conocemos que para la 
función. — y=Arcescx;xe(-o;-1]U[1;+00) Para la 


función f tenemos que: /2x ==? e [1;+00) 
>V2x-a?21>2x-4* 21 
>50>14*-2x+1>0>(x-1) 
AA 
(x-11éS0  ; Unicamente sucederá que: 


x-I=0>x=1(D 
=> Dominio;=11) 


Cálculo del rango de f : 
Como: *=1> f(1)=Arcescy/2(1)- 14 
f(1)=Arcesc1=> 10=5 > Rango=[*) 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 91: 
Sea f la función definida por: 


f(x) =Tgx -Ctgx ;x e (0:5) y sea f* la función 
inversa, calcule f*(-2)+f(/4). 


n x xr x xr 

ee EA ae Di ÉJZ 
ET 373 07] Ys yd 
RESOLUCIÓN: 


f(x) = Tanx-Cotx ; xe(0;2) 
Cálculo de f;, 


Do: f(x) = Tanx-—Cotx =-2Cot2a 3 
2 y =-2Cot2x > Cot2x=--= 


FS y = Es 
> 2x= Arccot| -2|>x= 1 
2 A ( ) 8% ) 


Luego: 
ES 3 Arccot - 2) 
lx . x 
roya - 
rs dao 2%4 4 fa” 8 
x x . x 
r(5)-Tan7-cot?=0= art (5)-2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 92: 
Dada la función W definida por; q 
W(x)=-2 + 2Aro cs L:tmia] 
P 2 14+Sen*x 
Determine su rango. 
ES CS E E TOS 
RESOLUCIÓN: A 
Wíx)=-E+ 2arccso| Lseniz) 
2 1+Sen*x 
2 
> Wíx)=2Arcesc [De] pa 
1+Sen?x) 2 


* Cálculo del Dominio de W 


Como: ses. 
74 Sen?x 


Arco-cosecante tendremos que: 
(Lets) 215 corts21+Sents 
14 Sen*x 
> Cos*x - Sen?x > 1> Cos2x > 1 
Luego: Cos2x=1> 2x=2nx;neZ 
>x=nx3neZ 
> Dominioy=1nx);neZ 


) 20; para la función 


* Cálculo del rango de W 

Como: x=nx; Evaluamos 

Winaj=24rccao (Cora | 5 noz 
1+Sen?ina) 2 


x . xXx ” 
= W(nx)=2Arccscl- > Wínx)=2x5=3> W(nx)=5 


+ Rangoy=[*) RPTA : “B” 
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PROBLEMA 93: 


Si se cumple: Arc sen(4x - 3) =1= 


s 
Calcule : Are cos(x)+are sen (+ +5 J 
* x bx án 
NG BI o DF 


RESOLUCIÓN : 
Arcsen(4% 3) 12% 5 
Restringimos los valores para “ax” 
* de Aresen(4x-3): (4x-3)e[-1;1] 
>-1<4x-3<1>2<4x<4 


1 
AFSASI ¿e 
2 x 


«de: /I-2x>0>1-2x>0 
1 Z 
2 _ — esneresascrcacoció (MI, 
1 RIZADO AS (q) 
De ambas restricciones: (1) A (11). 
Concluimos que: .-3 


A su vez verificamos que este valor satisfaga la 
ecuación dada. 


rose 4x2 -9)- | 2x3 -E> Arcsen(-1)0-2 
q 


e 
Finalmente la expresión que se nos pide: 
M= Arccoss + Aresen(x+ Y)» M= Arocos 1. Arcsen1 


» 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 94: 

Sea f la función definida por: 
f(x)=Aresenx+Arccosx +Arcsen(-x)-Arccos(-x); 
y x e [-1;1], entonces halle el rango de la función f. 
AÍ=5:01 Brl0%] CH=a:al D)-Z:0] 10:2] 
RESOLUCIÓN: 

fix)= Aresenx + Arecosx + Arcsení —X)..o...— Arccos( —x) 


Recordemos que : 


far +(—Arcsenx)-(x — Arccosx) 
fiar 5-Aresens) -xtArecos => fy=2Arocosx—a 


arecoRx 
Como: (arecos x) e(0;1) 


—. E + A Aa 


>0< arccos x<x 
0O< 2arccosx< 2-1 < Larccosx-—rsx 


Lx) 
> rango,=|-x;x) EAN 


PROBLEMA 95: 


Determine el valor en u?*, el área de la región 
comprendida por la gráfica de la función : 
f(x=)=Are cos (x- 1) y los ejes coordenados. 


2 
a EBIS os Djx Eja? 


RESOLUCIÓN: 
fix) soon (x-1). 


y=Arecosx 
Del gráfico: 1 
Sembreado 7 “Sure > Ssombreado =3 (4x2) 
> Seombreado = "4? 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 96: 


Halle el rango de la función f definida por : 
f(x) =(Arc senx)? + (Are cosx)? 


A 
RESOLUCIÓN : 

F(x)=(Aresenx)” +(Arccosx)” 
Colocamos f;., en partos de: Arccosx 
fa)=(%- Arccosx) +(Arccosz)* 


2 
> f(x)=2(Arccosx)? — xr Arccosx+2- 


4 
rn o] 


DS 
12 arcos") + 


Conocemos que: 0 < Arccosx <x 


ATRIGONOMI. TRIAS: 


3x 
=> GS Arccosx e 
(Y: 0<( Arccoss ) ¿qe 
4 16 
2 2 2 
x x 107 
> s(Arccoss ) +6 6 
2 2 2 2 
x fx) _ 5% x 5 
— “Ls > s cs 
AAA 
2 
> Rango, l a] 
+ RPTA : “B" 


PROBLEMA 097: 


Halle el rango de la función f definida por 
1(x)=(Arc senx)? - (Arc senx) (Are cosx)- 2(Arc cosx)? 


2 
ale fi) 


y dé como respuesta el valor de: ( 
— ¡3 
3 E) 


A uE 02 
RESOLUCIÓN: 


1 (x)=(Aresenx)' — (Arsenx)(Arecos 1)-2(A recos x)* 
Colocamos fíx)en términos de Arecosx 


E -Arecosr] (3 Arocoss]Arecos — 2/4recos)? 


so Os arecosx ¿x 
202% Arecos> Ed 


tae (5) (10-162) = 
>(2lne- os ES 


min 
PROBLEMA 98: 
Sean las funciones W y V definidas por: 


RPTA : “E” 


W«)=% Arcsen(2x+3) y Va)= 75 2Arecost+1) 
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Si al calcular Ran(V)-Dom(W) se obtiene el intervalo 
de la forma /[a;f]-1[0;4], determine el valor de: 
OxSena+¿pxCseB. 
A)-2/2  B)-J2 
RESOLUCIÓN 21: 


DW, E Arcsen(2x+3) 


CcJOo  DNZ  EJ2J2 


Cálculo del dominio de W 
(2x+3) e(-151) >-152x+38<1-4< 2x<-2 
>-2<x<-1 =Dominioy=(-2;-1) 

1) V()=%-2Arccos(x+1) 

Cálculo del rango de V 


Como: 
0< Arccos(x+1)<x 02 As ud 2-27 
3x 3x + 5x. 2) 


q? Sn —2Arecos(x+1) > = % > Rangoy= 
Vis 


e AA 
Sr -2 -1 0 3T 


a 3 
=> Rango, y, - Dominioy,= (q e:-1) 
Pero por condición: 
Rango, y, - Dominio,y,=(a ; B)-(0;4) 


5 3 
0-4 A pr ; 


0=-2 an $=- 


Entonces: 
M=0Sena+pcsef => M=-2Sen E 5) +-0(0se 2) 


> M=2Sen E Cae dr > m2 (2). (V2) 


> M=-2/2 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 99: 


Si la figura muestra la gráfica de la función arco 
halle 


cosecante o 
correspondencia. 


su regla de 


A) y=Arccsc(2x + y+5 B) y=Arecsc(2x-1)+7 


C) y=2Are esc(2x — pS 
xr 


1 
E) y= 3 Arcesc(x-1) +7 


=l EZ 
D) y=-z Arccsc(2x D+ 
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RESOLUCIÓN: 


B>0 Y y=Aarcsen(Bx+c)+D 


fíx)=Aarcesc(Bx+c)+D 
Para la función: y = Aaresen(Bx +c)+ D 
1=e' A=8 
B 7 


D (Bx+c)e [-110 > xe F 
Del gráfico : xe [0 ;1] 
S, -1-C 
B 


1-C 
ANI A 


C=-1 4 B=2 


11) También: (Arcsen(Bx+C)e [-5:5] 


> (Aarcsen(Bx+C)+D)c|-La+D;24+D] 


A xÁ 

> -— | 
ye| 3 +D; +D| 

Del gráfico: y e [0;x/2] 


>-d4+D- 0 AD =z 


Df adm 
q 
Finalmente la regla de correspondencia de f' será 
1(2)== Arcesc(2x1)+% 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 100 : 


Un arqueólogo descubre un santuario de una 
determinada cultura , como muestra la figura 


1 


A A e 
para lo cual pide a un matemático que halle d,, d,,y h, 
siendo las paredes laterales curvas, cuyas ecuaciones 


son fíx) = arcsen(x+ 1) y g(=)=arecos(x-2)-5. 
AJlm; 5 m y xm B)2m;5m y am C)lm;4m y 2xm 


DI m;6myZm E)2 m; 6 m yxm 


RESOLUCIÓN : 
Piden d ,,d, y h 


Establecemos un sistema de coordenadas (x, y) en la 
vista frontal. 


Cálculo del dominio 
*f(x)=arecsen(x+1) 
>-1sx+151 
-2<x5S0;Domf e|[-2;0] 
*g(x)=arcos(x-2)-5 
>-1<x-251 
15 x< 3; Domg e 1; 3] 
Cálculo de rango 
Sea -£ ¡8 —Kl2: 
y <aresen(x+1)s > Ranf e [ -x12; x/2] 


mo 
Os<arccos(x-2)<x 


el) 
Desplazamientos verticales y horizontales 
f(x) =aresen(x+ 1); 


su gráfica se desplaza horizontalmente enx=-1 
g(x)=arccos(x - 2)-= 
su gráfica se desplaza horizontalmente en x=2 


su gráfica se desplaza verticalmente en y= -- 


En el gráfico se observa que 
d¡=l1m >d3=5m >h=xm 
RPTA : “A” 


PRIMERNERA GEN DENCIASE 


(0) Si: a=aresen=; calcular; cot a. 7 
AMWZ  B)2  C)2/2 DJ4 y 
(2 Si: f=arctan2; calcular: senfcosf. 
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AJ0,2 B)0,1 C)0,3 D)0,4 EJ0,5 (13) Señale el rango de: y=hiy= 3 arecosx+ E 
: P=2sen* ER 
(E) Calcular: P=2sen (trocos- 5) 3 alz 2] ES o 5 | DES | 2-4 ” 5) 
q mn Os Pa. E PR 
: y=8)=2a SS o 
(043) Reducir: J =cos(2arecosx)- 2sen* (aresenx) BA to cis 
1 1 2 3 x.3x 3x Sr 3x Sm 
1 B)-1 C)0 DIZ E)- ; AR ; 
4) ) ) 1 a a] o] 2] 0-5 5: ]0|-= ..] 
xr 
(3 Calcular: Pasen (aretg(sen”,) (O Señale el rango de: y=/1y=2arecosx* — 
sa lola] Ed 
ar A B e z. ses 
dE, AD az DJS EJ M53*3| 8) C)[0;x] D) zi E)[-x;x] 
(9) Calcular: P=wsec*(arctg 5 )+etg? (arcese5) 
(3) Señale el dominio de: y = f,,, = arcsen(2x - 1) 
O E TE 
O Indicar: (V) o (F) A 7 : : E 
LN (dSeñale el dominio de: 
( ) sen| arcsen= |== x+il x 
3)3 y= fio) =3arecos[ $3 3 )-5 
Y tg (arctg J11)=/11 
ez AJ-351]  B)[23;3] C)-211  D)[5;2]  E)[0;1] 
ca seo aresee)» DSeñale el dominio de: 9= fly, = 2arecos(x* - 1)-x 
o A LI A o dE 
(63) Reducir: P=c0s[ 4 —aresec +) á ) HA 
TAREAYDOMICIIARIA 
A) 0,6 B) -0,6 C) 0,8 D) -0,8 E) 0,5 > 
(9) Calcular: 9= arcsec(tg60") + arcese(2sen60”) (GDIndicar (V) o (F) : 
x 
a. BZ az DJO pS (Ja 
o Hallar x: Si: arcsen(3x — U=aretg 2 Varetg(2-/3)==E 
1 7 8 2 1 de 
A NÓ d 88 OT Varecos 7 =7 
E Poe (er 0009 7-5) A)JVVV  B)FFF  C)FFV  D)JFVV  EJFVF 
1 1 
de ss de Sa Dior ER aresen <+arctgl 
(2) Indicar (V) o (F) (Calcular: A 
( ) aresen(-x) =- arcsenx AJ BE ae Di Ez 
(_ ) arecos(-x) =- arccosx 7 6 A 7 
( ) arctg(-x) =- arcctgx (Señale el dominio de: y=8/,)= rar 


A) VVV_B)FFF  C)VVF 
(63) Calcular: 0=arecos[7)+arecos(-7) 


AJO B)x 
(3 Calcular: 
6=aresen( - 1)+ arccos( - 1)+arctg( - 1) 


D)VFF E) VFV 


C)2x E)-x 


x Pd x 
07 B)2x C)- 5 D)x E) 3 


AJR-10) BRE C)R-1(1) D)[ -151 40) E)<-1:1> 


(GASeñale el rango de: y=h.)=2arosenx E 
al- Sx 2] ma; =Jof-5 Sx 2] DÍ- 3x 2] 


4.4 4*4 
(03) Si: arcsenx + areseny = 72 


Calcular: 0=arecosx + arccosy 


A) 72 B) 18” C) 108” D) 36” E) 54" 
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(9) Siendo: aresenx = 2arecosx, calcular “x”. 


1 Y3 2 2 1 
nz al as DG Eg 
()Hallar “%x”, si: aresenx = arccosx 

3 2 y2 V3 
AJ1 Br OF ME EJ 


(Sea: físena)=c08s2a— 6sena+10, entonces el rango 
def es: 
A)[7;13] B)[11:13] C)[6;10] D)[5;10] E)[13;17] 


(69) ¿Cuál es el valor de arccos| sen E al 
x x x x E 
uz 5 O-3 D) 4 E)-5 


xr 


(Calcular el valor de: Cos E - 3AreSen 3) 


m0) 28) 
02,2) 


Y5 -J3 
pi 


D) V5 +42 
4 
((3)Señale el dominio de la función: 
1 3% lx] 
híx)= vi ArcCos (53 
A)[-2;2] B)[-1:1] C)[-1:2] D)[-2;1] E)[0;3] 


(EJ Obtenga el valor de la expresión: 
_ ArcSen(x — 2)+ ArcCosx + ArcTanJx + 2 


A 
ArcCot/2x-—1+ ArcCscva? +1 
2 5 1 3 
AJO B)-=3 O D-3 Dz 
(3) Reduzca: 
M ca [ E 3), ArcSenx, si: x € (=s-3) 
A BIÍE Ca D)2AreSenz  E)-L 
(63) Calcule el valor de: 
y; 
H= Ton aros 72), | al 2) 
AJO B)1 oe DWN3 pea 


(62) Dadas las funciones: 


1-x? 
2ArcTanx + ArcSen F 
l+x 
f(x)= 7 > 
- ArcSenx + ArcTan [E 
2 1+x 
8(x)=2ArcCosYx - AreSenVx Si: Dom, = Dom, 
halle: Rango, 
1 1 3 
AY BHA2) oz) 5) 23) 
2 4 2 
(E2 Reduzca: 
arcSen e arcSen (a 
3 12 
1 2 1 
A) ArcSen 7 B)ArcSen 5 C)ArcSen y] 
D)AreSenz EJArcSen= 


(63) Halle el valor de la expresión: 


=sent[Z AS sz El 
N = Sen (E + arecos 2 )+ Cos (E aresen (3) 


76 546 7/3 5/2 
) 18 y 18 e 9 2) 9 
(9) Reduzca la sumatoria: S= >" arcTan[ as) 


h=1 


” ml 
A)ArcTan| 2-2 B)ArcTan| 22 —1 
2+1 


A 


gral +1 
grt_a 2ru_a 
C)ArcTan EE D) ArcTan UE 
2”-1 
E) arctan[ 27) 
(Si: ArcSenx + ArcSeny + ArcSenz= x, 
2 2 2 
cálcale q E ES, E 
yz zx xy 
A) 1 B2 C) -2 D)4 E) 4 
(O) Calcule: 


0= zareran[ 22) y areran (2722) 


xr xr 
wz 


xXx xr x 
4) BJ cl 
(23) Resolver: 

2 
Es Aroot| EZ | Arecósis Áreos 
2 V8x 6x7 +1 


AJO;+1) BAH) c+) Dz) 2-3) 


D) 
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(E) Calcule el valor de: 

0= areran(5+>)- Areran[ 25), 
Si:a,b,ceR*a a>c 
nz BJ oz pS E a 
(E Resolver: AreTan( 5 2) + ArcTan E +) = Ed 
a na c)U6 oe EJY2 


(BAL resolver la ecuación: x”-3x- 1 = 0, se obtiene 
como raíces : PA » Y¿ » Xy Calcule el valor de: 


y ArcSen y Ls .) 
h=1 
x x 13x7 261 
4-5 BJ ra D) 5 E) 9 


(9) Si: r,s,t son las raíces de la ecuación: 
x(x-2)(3x- 7) =2 
calcule: E=ArcTan(r)+ArcTan(s)+ArcTan(t) 


Tx 


x x 3x bx 
M3 BG SUE DA EG 


(2 Hallar “n”, si el rango de la función “g” definida 


a ArcSen2x +nArcCos2x pg; [5 E] 
Pra 14 Cosx - |[Cosx| 

A) 1 B) 3 C)5 D)7 
(E3) Del gráfico na hallo: a + 3b-e 


nn > 
e Ei 


e 
ja A/x o]a ja 


(5) Acerca de la función f, cuya regla de 
correspondencia es: f(x)= ArcCos(x- [ x]), señale la 
verdad o falsedad de cada una de las proposiciones: 


1D Rango,=(0;%) 

11) "f es periódica 

ID Si l<x,<2>f(2+x,)>f(x,) 

A) FFF B) FVF C) VVV D)FVV E) VFF 
€Ed) Con respecto a la función fe definida por: 


1-x 
f(x) = LogArcCos rr 


señale la verdad (V) o falsedad (F) de cada una de las 
proposiciones: 
1) Dom,=R-(0) 


1) Rango,=(-; Logr) 

HD) flx)<0 si x € (o; ArcTan 3) 

IV) 3SN)<x si xe(0;1) 

AJVVFF B)FFFF  C)VVVV D)VFVF  EJVFFF 
ENDetermine el Rango de la función f, definida por: 


f(x)= arosen(¡Sensis/Cocsi) 


2 
rx 
a 


(9 Sean : 


1)=sec(x-2), tal que O < ne 


h(x)=2csc2x —tan x, tal que a 
1 


Il 
B(x)=- sen(xx+2), tal que ES ES 5 


entonces son funciones univalentes 


A) solo I. B) solo Il. 
D) solo 1 y IL. E) solo 1H y HI. 


C) solo HI. 


¿Cuál o cuáles de las funciones son pares? 
a pa 

I) y=arccos e 
3 2 
IH1) y=arcsen(2x*) 
11) y=cos(arccos x) 
A) solo HI 

D) solo II 


B) solo MH y HI  Cjsolol y H 
E) solo 1 


03) Si g es la función inversa de f(x)=-senx; 


se[ 2 2), entonces: 


A) g(x)=aresenx; xe[-1;1) 
B) g(x)=-arccosx; x e[-1 ;1] 


C) g(x)= 3 +arecosx; xe[1;1] 
D) g(x)=arecosx-E; xe[-1;1] 


E) 8(:)=5—arcsenx; xe[-1;1] 


he 


EDITORIAL RUBISOS 


APUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 1 


(E) Calcule: 
K=cos (5 are sec(5+1) - 2arecsc(V5 — 1) 

V5-1 2 1-N5  N5+1 45-11-45 
A) 7] la C) TS D) => e 
(9 El equivalente de 3aretan as: 

x 9 
1 S a Cert 
Djercion-0> E) Orta 

El E ) 
(03) El valor de cos(* gorecse4 
43 AA 43 
4 4d 4 

V5+/2 V5+J/2 

AR 


(63 El equivalente de r - aresenJ1-—x? si-1<x<0 
es: 


Bjare cosx az 


AJare senx 3 


D)-are senx 


(63) Calcule el arecos(sen E) 


2x -2x x 
AT BJ SS 
> 7 Li 


E) -arc cosx 


(69) Simplifique la siguiente expresión. 


S=arcsenx+2arccosx+B3arcsenx+4arccosx+...+n 
términos. 


A) Zn" +nalesenx B)an*+naresenx OE ré +nare cosx 


D) xn* +narecosx E)an? —naresenx 


(19 Reduzca : 
2arctan( ;)+2aretan(<) 
Q=_A5 BY. AB) 
3 
aresen[ +) 
5 
A)5 B) 4 C)3 D)2 E)J1 
(O) Dados los arcos 
azaretan( 200042 + 0) 
sen12? sen12 
SS 1+ cad) 
B=arc co! —_—__——_—_—_— 
sen24" sen24" 


Calcule tan(a— B) 


AJjtani" Bjtan2  C)jtan3” Djtan6” Ejtan9 


(M Si y=arctan 2) -arecot[ E), halle 


seny. 


E 22 
Wan 


= 12 A sd 
a C)sen 3 D)tan' 3 Ejoen 


(G3 Calcule la suma del máximo y mínimo de 


W=- [E sen El -cos*x . Considere 


rrarccos Ys x sE. 
49 265 2v5 d5 E 
A)- sl E E 
4-6 == SAR DJ5 E-3 
(3 Diga la veracidad o falsedad con respecto a la 
á 2senx — 3008 x 
función ts 
16) 3senx+2c08x 
1) Es positiva para: 
x e(£-Larecos 12 n= Zarecos +) 
E 2 1 13 


TI) Es negativa para 

xe (E -Zarecos =e ¡- arecos 22) 

2 2 13” 2 
HI) f esnula; Va=kx+aretan> 
TV) Es una función univalente si : 
xe [0:5- Jarecos 35 | 
A)JVVVV  B)VVFF  C)VFVV D)FVFV EJVFFV 
(3) Halle el rango de la siguiente función. 
1 2 
arccos(-2)2 02 arcsen(-2) 

1- 28en0 
1+3senQ 


al5:5] 9-31] ol-7:0] o(-51] alo] 


(E0) Se define la siguiente función: 


f(x) =/are tan?x-4arctanx+3 


Halle el dominio de dicha función. 


donde f(0)= 


A) (-o ;tanil C)JR 


D)[-tan1; tani)] 


B) [tan1;+00) 
E)(0; tan1) 
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(O Halle el campo de definición de la función. 
v4x? 
aresen(2-x) 
AJ1;2) BJ(1 :21 C)[1; 2] DJ[153]-A12) EN(1 :3) A2) 

(3) Respecto a la función f' define por : 
Ah I-a* 
f(x=)=log | arccos 17 
señale la validez o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 
D Domfe(0;+:0) 
1) Ranf e[0;x) 


1) (x)<00<x<aretan= 


Víx)= +arctan 2x 


IV) 5 fx)<r;0<x<l 
AJVVFF B)VFVF  C)VVVV D)FVFV E)JFFFF 


(43) Sabiendo que el área de una región sombreada (S), 
de la figura 1, se calcula por la expresión 


partanu— Ln t+p* . 


xXx 
Figura 1 


Figura 2 


Calcula el área de la región sombreada de la figura 2. 
A)LnJ2 B)5-LnJ2  Cjx-2LnJ2 


D)2LnJ2 E)4LnJ2 


(0) Halle el conjunto de los valores de la función . 


f(x)=c0s* (arc sen x)+sen* (are cosx) 
AJO;1] B)[1;21 o0;5] DJo :3] EJ[O;2] 
€) Halle el rango de la función. 

f(x)=|2] arc sen x |+ 4are cos x| 
A) [-5x 5-1] B) [0;x] C) [0;5x] 
D)|[x;6x] E) [1 ;5x] 


(2) Calcule las coordenadas del punto, tal que el gráfico 
def intercepta al eje X. 


fx)== +arccos(2x) -aresen(x? —1) 
AMU-J/2;0)  BM1+42;0) o(-3:0) 
D)(1;0) EJN1-J2:0) y (14+/2;0) 
€3) De las siguientes proposiciones, indique cuántas 
son correctas. 

I) Si arecos x,<arccosxy > x,<x2 


xr xr xr 
mm arcsen[ 5) +arecos[5)=5 


Ti) are sen(senx)=sen(are senx), Vx e R 
IV) Si x,<x3 > arc ese x,>arccse xy 
Vx ¡5x9 el 1;+00) 


AJNinguna es correcta BJ1 C)2 
D)J3 E)todas 


(3) Determinar la suma de cuadrados de las soluciones 
de la ecuación. 


x x 
arcsen E)rare SES 


AJO B)J3 C)6 D)J2 EJ4 

€3) Si arcsen<areseny<arcsenz diga la validez o 
falcedad de las siguientes proposiciones. 

I) x<y<z 

1) senx < seny <senz 

11) arctan x < arctan y < arctanz 


IV) tanz <tany<tanx 
AJVVFF” — B)VFVF  C)VVVF D)FVFV EJVFFV 


(0) ¿Cuánto vale el área de la región comprendida por 
la inecuación siguiente? 


x x 
arccos=<y< 3xa+arcsen| — 
pits en (5) 


A)J12,5xu* B)l5xu* C)25xu* D)i8xu* Ej4xu*? 


>) Resuelva : 
arctanx+arctan(1-x)=2arctanix-x* 
1 1 1 
E ea CAS + 
A)Jt 3 B)5 ) 3 D)1 E)-1 


CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTIC. 


CLAVES DE LA TE) 
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definida por 12 Si f(x) es una función definida por: 


SER REPASO CEPREUNI 06. Dada la función f 


[sen -1 Sn Sr 
z Ñ 2% + SenZX, Xe 
01. Si el punto Pox 5) pertenece a a nos E =) 
192 def. :delerminar su rango 
la gráfica de la función f definida por 4 
ta , A (al a)| ALZA 842,2 01,2 
16)-3-008/ 3-2), 0% <P 2) DIEZ 1% EJEA 
entonces al calcular secix, + tan*k, D) (42 13 Dada la función f(x), definida por 
se obtiene: 22 Ne te fposx|, 
x)= +1 
A)6 8)5 0)4 ' o : 5 
D)3 E)2 07. Si O determine xt. mio Al 
02. Si fx) = senVáx=x?, determine el el rango def. ne! 
E Pra : Ajíco-2)  Bem-1 
A)0,1)  B)[0.1) C)10,2 AJA B)-11 0101) 020) De 
D)(0.4)  E)[0.4 D) (0) E) (0, y Ep í 
03. Indique el dominio. y rango de la EM fx 5x 14 Para la función f definida por 
función, definida por, 085 10 (5): pi ed 
1(()=6x+ Jcosímd 1. ke Z pe ee aras 
entonces el rango de dicha función complemento del dominio (k « Z). 
A) Domíf) =2k, Ran(f) = 12k es NE) Bla) 0! (E 
, $3 
B) Dom(f)= k, Ran(f)= 6k A)í=w,+3] B)[5,+) C)(-3 3] : 
C) Domíf) =3k; Ran()) = 3k pa aaa D) (lac93) E) ((2k + 191) 
D) Dom(f) = 4k; Ran(f) = 3k 09 Dada la función  f definida Ñ 
w 0 199 5en2x + 2 i 45, Hallar el valor máximo que tiene la 
E) Dor) > SI Ran())=: “Ok AS función f definida por. 
04. Sea f la función cuya regla de valor de: D= 81(<Jmáx — 21(Xmin- 20 DA A 
correspondencia es: AJA B)5 06 Y 93 97 
f(x)= Jsenx + J/cosx, hallar el D)7 EJ8 9 
f E 
O 10, Ykez 10. Si f es la función definida por ze an sa r 
] 2 16. Sea la funci jefinida por: 
mx. (215) 10092 LASA entonces el 16) = cos(ma) - sentwx). Si 10 toma 
[cosx| valores no positivos, cual es el 
a rango de f es: intervalo de solución si x e ¿0;1). 
B)x «(2 (ka 1) A)(0,1)  B)/0.1) C)[02 1 1 1. 
Z D)0,2) — Et,2 A) E ») B) 5 ) als , 
O)xe [2 (05) 11. Dada la función f(x), definida La D) ¿0;1) E) 10:1] 
1 1400sX (sz , : 
ñ ha six 17. Dada la función f, definida por: 
Zo | = po : A f0)= Sraear si k es un 
D) xe (41:20 Hallar el dominio y rango de la A > 
x función. entero no negativo, entonces los 
E) xe [2kn :(4+97) A 0: (5 3 Diam e MpUES == e 
] A) (=(4k+1 ) 
05, Calcule los valores de x « (03): Ri 1) Ry: (0, 1) des e 
01 
que la función f definida por : 0)0, E 5) o (45) B) E 10) 
1(x) = VsenZ2x —cosx 0 42 212 o (Sia apoco 99) 
Re (1) Rm b 2 Dx 
aj eos 0r12:a] a e, DE ; 
6 a la IA rr 18 exe (0.3), strngo deta unción 
EE RO.) 1 deta por 
Di PA EEE A A A A o A 


(STRIGONOMETRIAS 37683] 


100) = Fesenx «(2000 5-2) de 
A) (0) B)(0;1  C)(0:1) 
0(0a) apa) 


19. El valor máximo que toma la función 
10) = 3sentx + 4 cos'x, vxe R es: 


AJ3 B)4 0)5 
D)6 E)7 
20. Sif es la función definida por: 


109 (rr 94 srt der 6 


Entonces, el rango de f es: 


AJ(0:2]  BIO:1) 0) lo) 
D)(1) E) (5) 


21. Dada la 
10) =cos? x + cos|x| 


función: 


22, Determinar el valor máximo de la 
función definida por : 
1(x) = senx + cosx + 2senx cosx 
A) 2-1 
D) Y2 -2 


B) 2 +1 0)42+2 
E)242 +1 


23. Si x e [0;2x], determine el rango de 
la función f definida por: 


t0)= nx]([senx| + senx) 
A) [-42:0] B) [-42: 42] 
o) [0:42] D) [4 o] 


0h 


Éo >. 
24. Si sel Eh) indicar la suma 
del valor mínimo y máximo de la 
función f definida por 


100=2600[ 2) 
AJ-(43+1) B)-43+1 
0) VB-1  D)2  EJO 


25. 


26. 


27 


28. 


29. 


30. 


34. 
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Si f es una función definida por 32. Sea la función definida por 
10) = 3senx + 4cosx, y g es una cos x + |oosx] 
función definida por O E halle el rango 
g(x) = 7senx + 24c08x; y el rango de 
fes de la forma [2,b] y el rango de g de la función f. 
es de la forma [m, n); halle el valor 
a 2m A) (0) B)70: 1) C)[0:1) 

deF==-— 

ol) al 
A)-3 B)-2 c)0 $ 2 
D)1 E)2 


Si f es una función definida por 33, ¿Cuántos valores enteros tiene el 


100) = senó + 6senx + 7, y g es una tr 
función definida por g(x) = 8 — sentx 20 Xx» 
+ 4cosx; halle Ri+Rg 1+ seníx 
A) [1,1] B)[-4; 4 C0)14:12] AJ4 B)3 0)2 
D) (2:14) E)12,12] D)1 EJO 
Para la función h definida por Dada asoló f, definida por: 
mo). 22 A 100 er: Mallar todo los 
rango. valores de x de intervalo (al 
A)íáiro)  B)(2:+0) C)4+0) para que f exista. 
ble” 133 A) (20: 1] B)[A+0) 0) (=00,0] 
Halle el mínimo valor de la función f D) [0;+ 0)  El¿-w-1) 
definida por: 
10)=(3+ sertx-2/3seru)(/3+sem -9 35. Dada las funciones f y g definidas 
por: 
AJ=5 B)-4  C)-3 109) = sentx+ 2senx+ 1, 
9%) = costx; 
D)-2 E) -1 ¿para qué valores de x = [0, 2x). 
Determinar el rango de la función f 100 — g(x) 2 0? 


x]-1 


definid: f(x) = 
inida por : f(x) a 


AN0x] BO Í, > 


12 
A) [ ss E 0-1) ooo a) ojo Flujo 
D) (1) E) (0) 


E) (x, 21] u (o 2 
Ses la función f definida por 2/ 
K(x) = 2sen7x.cosx — senáx — 5. Halle 36, Hallar todos los valores para *x” del 


fl0Ómax + 2 K(0Jmin- intervalo [0,2x) que verifiquen la 
desigualdad: 1+senx — cosx > 0 

A)-15 B)-16  C)-17 

D)- 18 - 

y Sa A) (03) 8) 0:90) (5) 

Si f es una función definida por 

2 

10)= q 22 entonces al D) (E:5) (3%) 

calcular el rango de la función se e ae 

poten: 4% 37. Hallar los valores de x en el intervalo 

AJETAL B)(0:1]0) +4 0: par los cuales existe 
f(x)= 

D) Les) 5) (35 Ve sen 2008*x 


(seEPasO TIPO CEPREOSEZ> J6s4[ EDITORIAL RUBIOS) 


os) 
ae) 95) 


36. Hallar el. dominio de ta función f 
definida 


por. 
1x9 = ED E00Sx+ fanX kez 
MX 
A) R - (kx) 9r-(5) 
C)R- E D) R (kx) 
Kx 
ar 5) 


39. Hallar el dominio de la función f 
definida por  f(x)=/cotx—00sx, 
D<(0; 2m). 


mM ES 3] y E = 


oli) 


40, Determine el rango de ta función f 
definida por. f(x) = 2senx — 3tanx, 


ota 57 
D) (5-3, -42-1) 
E) (2-3, -2) 
41, Determine el dominio de la función f 
definida por: 
10) = Han(3x + 7) +cos2k Y Ke Z. 
AR (> year Si (ts dl 
OR- (0-93) D)R- (te 0% 
E) R- (9:93) 
42. Si f(x) = tanx — [tanx!, entonces el 
rango def es: 


es; 
AR Bao) Cra) 
Dic) Ello) 


43. Sean las funciones f y y definidas 
por f(x) = senx; g(x) = cotx, Y xe (0; 
x). Si (yo) es el punto de 
intersección de las gráficas de 
dichas funciones, calcule: W = 
SEc(Xo) — COS(Xo) 


At B)2 C)3 
D)4 EJ5 
44, Para la función g definida por 
9) = 292 cuantos puntos 
— Zootxsenx' 
de discontinuidad se tienen en (0:Zx) 
A)5 B)4 C)3 
D)2 E)1 


45, Para la función g definida por 
900 = tana + Footx, determine el 
complemento del rango. 


46. Para la función f definida por 


100 = looxl.(3lcotx| + 1), 
xa. 3x ñ 

Xe (5) ¡determine el rango. 

A)(1:5] B) 10,4) 0)(1:4) 

D) (1:5] E) (0;4] 


47. Si f es una función definida por 
1(x) =sen(241= sen) + 2008 Vserx—1)+ 


3tan(/senx= 1): halle el rango def. 
AN B)(2) 08 


D) £4) 05 
48. Si |x| == Hallar el rango de la 


pg f he por: 


= ltanxl + Isenxl 


ds 


= * D) (0,343] 


49 Si f es la función definida por 
10) = Ícotxl.senx, entonces el 


rango de f es; 
AE BA. CE 11 
D)4i1) — EJR=14) 


50, Calcular el rango de la función f 
definida por la suma de los 
cuadrados de las seis funciones 

ricas, 


AJ[Ow)  Bj[tiw) C)[Bio) 
DD Dl 


51. Determine el dominio en R* de fa 
siguiente función f definida por: 


1(x)=FzTan()+ Cox) ;ke Z. 
» (us exa) 
B) (e (dk + 1) 
C) (2kx: (2k+ 4)x) 
xr x 
D) (es ls 1) 
kx] 
E)R (eS) 
2six+ E, vke Z, entonces el 
valor máximo de la función f definida 


4 
por f(x)= , es; 
Jatx + colx 
A) Y2 B)2/2  C)3Y2 
D)4Y2 EJ5y2 
53, Si tano + a,coto = 6, entonces el 
valor máximo que toma a es: 
A)6 B)7 C)8 
D)9 E) 10 
54. Si f es una función definida por 
(Metamr 
1(x)= + 10; donde 
A 
X e IC, entonces al calcular el rango de 
la función f, se obtiene: 
AJE1:1)  B)-1,10] C)(11:12] 
D)(11,11] E) 11:12] 
55. Hallar todos los valores de x del 
intervalo (x; 2x) donde existe la 


función definida por: 
f(x) = V= cotx daga > 
A E als 


D) E sofi 
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| 56, Hallar el valor mínimo de la función 


57. 


definida por : 
tanéx tanx 


(A 


1 
D) 3 E) 


. Determinar el máximo valor que 


toma la función 


A) 17 B)2v2  Cy17- 
1242 


D)12 42 EJ17+ 42 


58, Hallar el rango de la función t 


, 3+tan?x 
definida por f(x) TA 
A) (-0,-6] 12,4 0) 

B)(- 0, -2]u[6,+ m) 
0) (-22]u[6, + m) 
D)(-a-6]u[-2, +0) 
E) (-6,2) 


59. Respecto a la función f(x) = cot'x 


r 


61. 


L Su dominio es Dy=R — [Kx/ k e Z) 
11, Es una función par. 

111. Su periodo mínimo es T = x 
IV.El conjunto de puntos de 
discontinuidad es (kx / k e Z) 
Señale con verdadero (V) o falso (F) 


A) FVFV B)VVFF  C)VFVF 
D) WFV E) VWWwv 


60, Calcule el área de la región 


triangular ABC, cuyos vértices se 
determinan siendo 


100 ta» -=) y 


f 
100=co(xF) A=finfend 


A xz z 
A) je B) qe o) 5d 
* 13 
D) rl E) cl 


Dada ta función f, definida por 
fx) = 2secx+30scx 


ax(5-3) 


halle el rango de f. 


. Determine los 


62. Hallar los puntos de discontinuidad 


de la función f definida por, 
od uo 
AN rx (412 


c) x= (95 D) x= 2kx 
E) x=(2k+1)x 


63. Determine el dominio y rango de la 


función definida por : 


105 - Eee]. ES y y 
SECX USCX 


Kal, 
A 20,2] 


B)R-(2).(-202) 
C)R- Aka); (20,2) 
D) R= [ka]; (-10,4 

EJR- (5) (109 


AR 


puntos de 
discontinuidad de ta función f 


definida por. 

0sc2x 502 
10)= + o 
SEMX-C0SX — SEN +00SX 


nz nx 
y [o] E 


neZ. 


A) nx 


nz nz 
D) 7 E) E 


65. Sea f una función definida por: 


f= (y) / y = csc'x + 1) y su rango 
Rr = (23), luego su dominio será 
(ke E). 


A) [tn—Zta+ 2] 
B) [2 2kx, dat 


2. 3 
C) [noto 


D) [tao Zita» 2] 
E) [ta—F tas 5] 
66. Determine el rango de la siguiente 
función: 
1(x) = |secxl? + 2sec|x| 


AJ--1]u[1+m) 
B(-«;-1] 

0) (1; +=) 

D) (-0;1] 

E)l-1:t 0) 


67. Determine el rango de la función f 
definida por. 
Ex) = senx + cobx + /senx —1 + cscx 


AJ(1 Ba 08 
D) (4) Lo] 


68. Si f(x) = cd determine el 
Xx + 
rango de f. 
Aja 1) (1,2) 
B)¿-, -1] 
O i-m-1 


D)[1, 
E) (1,7) 


69. Sea la función f definida por 


10) - (cdota, fed 012? 


se afirma que: 
|. fes creciente en (o 2) 


11. El mínimo valor de f(x) es 2. 

NL. f no tiene periodo minimo. 

IV. Es una función par en su dominio. 
Son incorrectas: 


AJlyl B)!y II 
D)yIM—— E)l,UyM 


70, Sean las funciones f y g definidas 
mediante: 1) = Íseng9! y 
9(x) = Isec(x) + 11; 0<x<2x ¿En 
cuántos puntos se cortan las gráficas 
de f y g en dicho Intervalo? 


C) Il y IV 


At 82 cj3 
D)4 EJ5 

718Si xe(0; 5)entonoes el conjunto de 
valores de "X' para el cual la función 
f definida por : fx) = //Bcscx.secx- 4 
no existe es: 

..*n . 2... 

IC ES 


; 3 (ano Eo (65)u(5) 
5 (u)o(5s) 


72. Determine el rango de la función 
definida por: f(x) = seox'x + cofx+2 
A) [2+0) B)[3+0) C)[4,.+=0) 
D)(5+0) E)[8,+0) 

73. Determine el conjunto de puntos de 
discontinuidad de la función definida 

keZz 


Po 
a ala 


ar 


74, Para la función g definida por 
900= 12 cs ex- 5) determine 
el complemento del dominio (k e Z). 
A (cacon) 8) (faca) 


lo) (iso) D) (a ¿241 


E) foca) 
75. Halle el rango de la función f definida 
por f(x) = lsecxl +lescx! 
A) (2/2;+0) B)[2/2;+w) 
C) [ti+0) D) [N2;1:0) 
E) [2:+0) 


76. Si f es una función definida por 
1(x) = vers*(x) + 10cosx + 13, calcule 
etvalor de F == cla in ¿is 
AJ1 B2.,. 03 
D)4 EJ5 

77.Si Fes una función definida por 
1(x) = vers*(9 + cov(x) + 2, halle 

A di R 
Ay1 B)2 C)3 
D)4 EJ5 

78. Halle el valor mínimo de la función f 

definida. por f(x) =sec* x +2|secx|+2 


A)3 B)4 C)5 
D)6 E)7 
79. Six e (2x) y Fes la función definida 


Por f(x) =]senx|-Isecx+11, indique 


la: 
AJA B)2 0)3 
EJ5 
80. Y k e Z, halle el dominio de la 
función  f definida por 
1 
100)= Sec "Xx -CSc"X 
A) R-(ka) 8) r-(5) 


a o 
a95 


81, Determine los 
discontinuidad de la función f 


eZ. 
A) (kx) 
als) 
82. Halle la suma de puntos Es 
discontinuidad de la función 


definida por f(x) = cot [2x.cov(x)), x 
E (0;x) 


al) of 


E) (2kx) 


C) 3x 


83. Sean las funciones 
104) =sen( x2-4) 90) = 
Halle Dr Ry 
A) [5 +20)  B) [4 +) C)[3,+0) 
D)[2+=)  Elft+o) 


84. Establecer la verdad (V) Ó falsedad 

(F) de las siguientes proposiciones: 

1) El período mínimo de la función f 
definida por f(x) = sen (cosx) es 
el mismo que el perlodo mínimo 
de la función g definida por 
9(x) = cos (senx). 

11) La función senoverso definida por 
vers(x) es una función impar. 

1) Las gráficas de las funciones 
vers(x) y cov(x) se Interceptan en 


Y 
los puntos ES ¡Kez. 


A) FFF B) FW C) VFV 
D) VFF E) FFV 

85, Indique el valor de verdad de las 
siguientes. proposiciones: 


lexsecx| 


1) 16) = exsec() es creciente en. 
2 
11) 900 = cov()-vers(x) es Let 


CA 
en 
az, 


110) 669 = Pi es una función con 


86. Sea la función f definida por: 
£b9 =|sen(x) — cos): Analice el 
valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


1) Fes máximo sólo en xd, 
ke Z. 


11) El perlodo de f es 2x, 
WM) ¿Fes creciente en 


y] 
A) WWF B) FW  C) VFF 
D) FFF E) VFV 


87. Si f es una función definida 
f(x) = Ssen'(3x — pis da le 
+ 3 tan'(x + 1), con período mínimo 
ELE Y ISA 


> ser (8x2) +00 (84) +tan (2) 
con perfodo mínimo Tx; halle el 
valor de T, + Ta. 


A) z B)x  C)2% 
Tx 9 
D) 7 E) Y 
88, Hallar el periodo mínimo de la 
función f definida por: 
f(x) = VT=0082x + JT: 0082x 
Ed 3: 
A) 3 B)x O) 7 
D) 2x E) 3x 


89. Determine el periodo de la función f 


definida por: f(x)= EA 


m3 25 Ox 


D) ES E) 3x 
90. Calcular el periodo mínimo de la 
función: 
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91. Determine el periodo mínimo de la 
función f definida por. 


f(x) = sens sent y sen£ 


3 4 
A) 2x B) 3x C) 6 
D) 12x E) 241 
92. Halle el periodo mínimo de la función 
f definida por: 
10x) = |senx]+!cosx!+|tanx!+ 
[cotxi + Isecx! + loscxl 
x x 
07 35 C)x 
D) 2x E) no es periódica 
$93, Calcule el periodo de la función 


definida por: 
19 = 21m + gina, g!tanaxl 


Xx x x 
A) 7 B) 3 Cc) 3 
D)x E) 2x 
94, Hallar el periodo mínimo de ta 
función f definida por: 
1(x)= sen[009% + cos) sen) 
E a: 
Ajx B)2x 0) 32 
D) 4x E) 5x 
95. Halle el periodo mínimo de la función 
Tdefinida por: 
109 = ltan(x/2)| + |cot(x/2)! 
x xr 
A) 3 B) 2 C)r 
D) 2x E) 4x 


96. Al graficar 1(x) = sendx, g(x) = cos> 
¿En cuántos puntos se interceptan 


e l43 


-2143 


«El+3 


D 
» 
8 

> 
| 

i 
[= 
7 
w 


96. En el sinusoide de la figura mostrada 
la abscisa del punto A es: 


y - 1% 


99. La regla de correspondencia de la 
gráfica mostrada, es 


D) 200 , 


E) 2009 - 


:) 


Da 


100. En la figura mostrada, al calcular 
(a - b) se obtiene: 


a 

Poe le] [DB El BE 
elec]: 
3002 48 90 


K(x) = tanx + cobe 


TO REPASO CEPREUST 
1, Determine el dominio de la función f, 
definida por: E 


ao) 
al239 3904 
oa] 

2, Halle el dominio de la función f, 


definida por: 

1(x) = 3 aro sen(x + 2) + 2arc cos(x + 3) 
AE1 1] Ape 110) 4,2] 
D)(-3:-218) :0] 

Sue sel agite 6 dolo de 


A UI?) : 
B) (0, - 1) u[4:+ 00) 
0) (1; 1)- (0) 
D) 1; 1) (0) 
8-11 
4. Sea f una función definida por 
10)=acsen[£ ): eh entonces 
al calcular su dominio se obtiene: 
A) (-5, 012; 5] 
B)F5/1)U:2:5] 
C)(-5:5] 
v(15] 


) 
pa 

5. Halle el dominio de la función f, 
definida por. A 
16) 22") «3009/22 
A)-1; 1] B)[-2; de C) 10; 4) 
D) [-3;2]E) [1; 2] 

6. Dada la función f, definida por. 


fx) = 3arcsen3x + Zarcsen2x + arc senx 
, halle el dominio de ta función f. 


A) [=1:1] B) 5 Zo ES] 
PIELES 


Halle la intersección entre el dominio 
y el rango de la función f, definida por 


169= [¿Jurcsenzc-3) 


m2 [53] (0.5) 


o (15) 8[32] 
8 creia la función f definida 
Le feeacetnlicayesarcoslox ta 


ll 


Am B) (0) 0) tx 
D)12x) E 67 
9, Sea f una función definida por 


f(x) = 2arcsen(2x— 1) + 3aro sen(3x+ 1), 
determine el rango de la función 


a a ol 
a a 
10. Calcule ta diferencia entre el 


máximo y mínimo valor que puede 
tener la función: 


f(x) = (arosenx) ES arcsenx ) 


Ta 9 11 
DS a o 
Tr 9x 
Dr Ax 


41. Si fes la función definida por 
16)=fuecoss-=] Indicar cuántas 
proposiciones son verdaderas 
|. fes creciente en (- 1; 0). 

IN Elrango de es [0 3] 
111. fes creciente en todo su dominio. 


lV.La gráfica de .f es simétrica 
respecto al eje y. 


AJO B)1 c)2 
D)3 Ej 4 


12. Determine el dominio de f. si 
1(x) =tan Y2x-x?. 
AJE2,01  B)[-10] C)(0; 1) 
D) (0; 2] E) (0; 4] 


13. ¿En qué intervalo del eje x, 
Ja función dada por: 


t()= qrnal-Ju zen 


definida? 
AE22  B)[-48,45] 
C)E-201  D)0:2  El-39 


14. Determine el dominio de la función 
f, definida por: 
1(x) = varosenx- arctanx . 
ae118) [57 obesa 


0/92] 810,1 


15 Sea f la función definida por 
f(x) =arccosx=/arctanx—arcootx , 
hallar el dominio de f. 


ANI+ o BI) 04-11) 
DI Ea -1] 

16. Determine el rango de la función f, 
definida por : 


17. Sea la función f, definida por: 
10) =. "(x)Hsen”(x .En cuántos 
puntos la gráfica de f intersecta al eje 
de abscisas. 


AJ6 B)5 0)4 
D)3 E)1 

18. Hallar el rango de la función f, 
definida por: f(x) = arccosx + arccotx. 


A) (0; ) B) [0; x] 
a Sn a 3n 
oz oz 
2 7a 
az 
19. Hallar el dominio de la función f, 
definida por: 
100 = arcsen(2x + 1) + arc sec(2x- 1) 
AHH BI 010,1] 
D)F1,0 Elfo) 


20. Determine el dominio de la función 

f, definida por: 

T(x) = x + arocosx + arcsecx 

AE. Bt Cl 
ES 

pos 03 

21. Dada la función f, definida por: 

f(x) = arcsenx + arctanx + arcsecx, 


RON 


- definida por. f(x) ai ) 
+ tan (dx) + sec (5x) + 
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Oo; 111 [17 +00) 
D) (e: 42]u[v2;40) 
E) (ee: 12)0(42:00) 
28. Six <- 1, halle el rango de la 


función f, definida por 
f(x) = 4arcosc(3x +1) - 2arcsec(3x +1). 


AI 8) [22] 


23. Halle el rango de la función f, A) -3r; -2x) B) (2x, -x) 
definida por f(x) = arcsenx - C)í=x;0) D) (x; 2%) 
2arccosx + 3arctanx — 4 arccotx + E) (x; 3) 
tan(xx/4). Dé como respuesta f(X)max 
+ (00min- 29. Six.e [1; +:0), halle el rango de la 
A) -6x B)-5x  C)-4x función f, definida por: 

D) -2x EJO f(x) = (arosecx)? + Zarcsecx 
24, Determine el dominio de la 5 2 
siguiente función a) [s3) 8) [2) 
100 Eee y E 
larecosx| C) [02] D) (05) 
4 2 
A) [a -E de ¡ E) [02.2) 
A ñ 30. Hallar el rango de la función f. 
B) (o ES ») definida por: 1(x) =arcosc (|xl+1x]*") 
” % A 
c) ( EE 1 A 3a)o(e3] a) (03) 
lo ojo oz Z 
of+223 e3)p 03] s(e3) 
2] 12 31. Hallar el rango de la función f. 
definida por + 
B) (ol) 169 = (aresenx)(arccosx) 

25. Sea la función W, definida por A (a 5) (22) 
W(x) = Varctan” x - 4arctanx +3 e Ñ 
determine su dominio. C) (| D) (55) 

A) [-tan1; tant] — B)(O:tant) 2:18 21 
C) ltant; + 00) D) (-w; tant] 5 (E 
E) (<<; -tan 1) 22 
, 32, Sea la función W definida por : 
E E 
pot es determine su rango. 
10) = xn] 
Jarecona 55) 8) -5x,21 
A) (3) 8) (e 3 o) (5) C)(x:5x] D)10:5x] 
2 2, 2 E) (2x:5x] 


3. : 
3) ARO 33. Halle el rango de la función f, 
definida por: 


27. Determine el dominio de la función 


, definida por 
16)= farosecj-arccsc)d + farcank[=arcca | A) [-287 25, 


C)lex?:2x) 


1eS 


B) Ex ¿2 
e 
D) ar 


por: 
160) =(arcootx-arctanx)? - (arcootx+arctanx)” o) [92] |-55) 


34. Determine el rango de la función f, 
definida por: 


1(x)= z 


arcsenx + arccosx + arctanx 


aba als ol 
os] 06:4 
35. Halle el rango de la función f, 


definida por: 
f(x) = arcsenx + arccosx + arcootx 


A) Es] B) 3] c) (0 


ao) 


6. Sixe (oz. halle el rango de 


la función f, definida por 
LL 


19) =ascen| 
n(42a [03] o) (sor(3) 
osos 
37. Dada la función f, definida por: 
o hallar el 
valor de: f(x) máx+ fl9mín. 


AJO B)4 
D)-2 E)2 


38. Halle el rango de la función f, 


definida por: 
10) a | 


noz 
D)(0;7] E)[=; 2x] 


39. Determine el rango de la función f, 
definida por: 
10%) = arccos(sentx + cos'x) 


af] al] ole] 


C)-4 


40. Hallar el rango de la función f, 
definida por: A 
1(x) =arcsen[ 2.0os' xsenx-2sen'x.cosx_ 


por: 
10)= a x+005* x) 


all ol 
ole sano] D) [tan”';tan”'3] 
estara] 

42. Sifes la función definida por: 
16)=arca 7) entonces el 


rango de f es: 


> lo 


43. Si la función f está definida por: 


1) <saecal ca) entonces el 


rango de f es: 


AE el os 
oz] ata 


44, Hallar el rango de la función f, 
definida por: f(x) = aran ¿2 
A 1 

A) [net 3) actn:| 


45. Determine el valor de: 


E tan[Zarcsenx + arcoosx) 
— tan(2arcsenx+30arccosx) 
AJA B)2 C)3 
Ds 


46.  Alsimplíficar la expresión: 
H= arccos(sen70*- cos80*) 
arcsen(cos40*+cos80*)” 


a 


47. — Determine el valor de: 
3 7 
dd: O 


48. Calcule el valor de: 

E= son acen? + asen] 
2 3 
PE E 
242 +43 242+1 

a 
E) 242 : 38 

49. Calcule aproximadamente el valor 
de: k= se are 23) acer <)] 


5 

10 52 54 

A de % 
9% 2 


2 xr 

AE DE 0 
z A 
PE BE 


51, Evalúe : 5 sen(2 arctan3) 


A B)2 0)3 

9 
D)4 93 

x 3 
2 8 ca F-antan2/5)=—3A, 

entonces /3A es: 
AJ1 B)2 Cc)3 
D)4 BJ5 


EDITORIAL RUBIVOS 
53. Calcule el valor de: 


rl) a 2.) 


A)2 B)-2 C)-1 
D)1 EJO 


54. Calcule el valor de: 
El sec" (arctan /7)+0sc'(arccot J5) 


7 
A)6 B)5 0)4 
D)3 E)2 


55. Si 9-00 24 tc (2s) 


entonces al calcular tano se obtiene; 
A)2+ 43 B)2- 43 

0) 432Y2 DD) v2-48 

EJ 1+45 


56. Calcule el valor de: 
E= ¿Soo aroses?] 
AJYT-2 B)W7 
D)V7+4  EJ7+Y2 


ST.  Sitan(x) + tan" (y) + tan (2) = mx, 
N e £, calcule el valor de: 


C) /T+2 


po YAA 
(4 y? +2") +3xyz 

A)-2 B)-1  Cc)j0 

D)1 E)2 


58, Sra R- 4; 1] al simplificar la 
e 


AJO Bix CJ kx 


E) 2x 
59. Si 
arctan(a) + arctan(b) +arctan(c) > 
entonces se cumple: 
A) a+b+c=abc 
B)a+b+c=1 
0) asbro=É 
D) ab.c=1 
E) ab+ac+bc=1 


60. - Ordenar de mayor a menor. 
A=arcsen(sen2) 
B= arcsen(sen3) 
C= arcsen(sen4) 
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A)JB,C,A  B)C,BA C)A,B,C mi 8)2 03 
D)A,C,B_— EJC,A,B D)4 E)5 
61. Halle el valor de: 69. Al calcular 
= M=arccot(-1) + arccot(-2) + arcoot(-3), 
4 = arcos(sen3) + arcsen(cos3). Se 
AJ6 B)x-6  C)6-x Aa-l Bar oz 
D)x EJO 2 y 2 
D) EJ E) Sn 
62 Calcule el valor de 2 2 
E 70. Enlla gráfica adjunta, la regla de 
correspondencia es: 
A) 3x-9 B)3x-6 C)3-x f(x) = Aarcsen(Bx+C)+D, 
D) 3x1 E)3+x ina E AT 
(A+B+C)n 
63. Calcule el valor de: M= o 
E=3 arcsen(sen4) + 4 arocos(cos3) A y 
ia 
A)12+3x  B)24+7x Cjx 
D) 3x E) 12-3x 


64. Halle la medida del arco 4, en 
radianes, si 
$ =2x+arcoos(sen 16) + arcsen(cos3,2) 


A)3 B)35 C)4 
D) 4,8 EJS 


65. Halle el valor de: 
é = arcsen (sen2) + arcoos (sen2) 


+ arctan (senz) + arocot (008) 
az ES A)2 8240 
D) 2x E)x+2 EE 5 
D)4 = 
66. Halle el valor de: 5 
E=arcsen(sen?) +arcoos(cos 4) +arctan(tan5) 74 En la figura se muestra la gráfica 
de la función cuya regla de 
AJ8 B)8-2x C)2x=5 S 
correspondencia es. 
ica A 10) = A aro cos(Bx) + C. Hallar A. 
67. Al calcular $ = arctan(4) + BC. 
arctan(3), se obtiene: y 
A ar) 
7 
B) cactn[ Lon 
7% 
o] aa + 
2 
D) corto ox 
E) arta 5) 
68. Calcule: y 
Zara)» 2artn 
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72. En la figura mostrada calcule el 
valor de: A.B-C.D 


AJO mi Ox 
US 
D)-5 E)=x 


73. La función con regla de 
correspondencia: 
10) = A arc osc(Bx + C) + D Es 
graficada conforme se muestra. 
Entonces al calcular A.C - B.+ D, se 
obtiene: 


74. Si: dato sen(%) arccos[ +), 


entonces x es igual a: 


nÉl  p a 0) 45 


D) 45-1 E) 45 +1 


75. Si: arc senx = arc cos 4x 
entonces xs igual a: 


1 1 7 

ez a houa 
5 3 
MU A 


76, Si arc senx - arc cosx = 
entonces x es Igual a: 


Dr 8 


77. Si: 6 arc sen(2x -1) = x, entonces 
xes igual a: 


3 1 
h az B)1 93 
1 3 
D3 E) 3 
. 3 _ y 
78. Sk ame arta E, 
entonces x es igual a: 
A)3 B)4 c)6 
D)8 EJ9 
79. Al resolver: 
sen [oos[sen')]+ cos ¡[senfcos 1] ¿ese 
calcule la suma de soluciones. 
AJO 83 0) 2x 
D) 3x E) 4x 
80. Al resolver: 


sen (x) + sen”'(2x)+sen"(3x)= E 


ER 
Calcule el valor de: E 


1 1 1 
dá 1 % 
1 1 
03 073 
81,  Resuelva; 


arcsen| 3) arocotl)> 5 Dar como 


respuesta la suma de cuadrados de 
las soluciones. 
AJO 
D) 4 


B)3 0)243 


EJ6 


82. Resuelva la ecuación; 
4cosx - senx + 2senxcosx-2=0, si 
x.e(0, 21]. Entonces, la suma de las 
soluciones es: 
Ajx 


EL] Sn 
a3 os 


D)2x 9? 


83. vke Z, resolver la ecuación: 
SENX + Senx0osx = 1 + cosx + cos'x 


xr A 
An Blas 
* 
0) (4k-9)5 


IE 


D) 2kx 


84. vke Z, al resolver la ecuación 


trigonométrica 
2c0sx+ cos"2x—sen'x= 0 se obtiene: 


A) (2k+1)x B) (2k+ % 
C)(2+15 D) (+95 
E) (212 


85. vke Z, el conjunto solución que 
se obtiene al resolver la ecuación 
tri L 
senx(senx +3) + cosx(1+ senx)+2=0 
es: 


A) 2kx B) (295 
0) (4k-15 D) (2k+ 4)x 
E) (4k +95 
86. vke Z, un conjunto solución de 
la ecuación 


(Y2 -1]sen3x+cos3x=(v2-1Jsenx +cosx 


kx kr 
A) kn+Z A ey pao 
Md o 
ke 2 ka xn 
Ia Ar 


87. Resolver la siguiente ecuación 
trigonométrica, Vk= Z 
senx+ sen'x+ sen*x cosx-cosx-2=0 


*R A 
A) (2=1)2 8)(3k+1)5 
C) (4k+15 D) (Sk+15 
eS 
El +1) 


88. Resolver la ecuación 
xXx x 
E >=0, Vke 
sec 5 2tanz 0, ez 


A)x=3kx+1 
4 


3 
B) xd 


C) x=kx 

D) x= 2kx 
x 

E) xo i+ 7 


89. Wke 2, al resolver la ecuación 
trigonométrica 
escx + csc2x = y3 - collx, se 
obtiene: 


A) kz B) 2kn+ 2 


R eS 
C)2kx+F D)2kx  Elka+Z 


90. Halle la suma de soluciones de la 
ecuación: 2 


disen) cos xo (33 * 
R * * 

Wa 
A LS 

D) Er dz 


91. Dada la ecuación trigonométrica 
sen3x = 2senx, halle la suma de 


raíces en el intervalo [-x, 0). 


AJO C)-2x 


* 
D)-35 
92. Dada la ecuación trigonométrica: 


2 + sen2x = 2senx + 2c06x, halle la 
suma delas soluciones contenidas 


B)-x= 
3n 
0-7 


a 8 Os 
D)2x 5] 2 


93. Dada la ecuación trigonométrica 
cost2x = 5sen3x + 9tan'x + cotx 
Entonces, la menor solución en el 


intervalo [-a ; 0] es: 
5n Sn 2 
A AS 
2 R 
DS D-5 


OBJETIVOS : 

Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Reconocer una ecuación trigonométrica. 

* Hallar la solución general y solución principal de 
una ecuación trigonométrica elemental. 

* Hallar la solución general y solución principal de 
una ecuación trigonométrica no elemental. 


* Resolver ecuaciones trigonométricas mediante 
factorización o utilizando la fórmula general de la 
cuadrática. 

* Reducir cualquier ecuación trigonométrica , 
mediante el uso de las identidades trigonométricas, a 
una ecuación elemental. 


INTRODUCCIÓN : 


Una ecuación trigonométrica es aquella ecuación en 
la que aparecen una o más funciones trigonométricas, 
En las ecuaciones trigonométricas la incógnita es el 
ángulo común de las funciones trigonométricas. No 
puede especificarse un método general que permita 
resolver cualquier ecuación trigonométrica; sin 
embargo, un procedimiento efectivo para solucionar 
un gran número de éstas consiste en transformar, 
usando principalmente las identidades 
trigonométricas, todas las funciones que aparecen allí 
en una sola función (es recomendable pasarlas todas 
a senos o cosenos). Una vez expresada la ecuación en 
términos de una sola función trigonométrica, se 
aplican los pasos usuales en la solución de ecuaciones 
algebraicas para despejar la función; por último, se 
resuelve la parte trigonométrica, es decir, conociendo 
el valor de la función trigonométrica de un ángulo hay 
que pasar a determinar cuál es ese ángulo. 


En las soluciones pueden aparecer valores extraños 
(debido a la manipulación de las ecuaciones al tratar 
de reducirlas) , por ejemplo: nos puede resultar un 
cosx = 2 ,el que debemos descartar, obviamente, pues 
el codominio del coseno se limita a /-1;1J. También, 
debemos verificar todas las respuestas obtenidas y 
aceptar sólo aquellas que satisfacen la ecuación 
original. 

Como las funciones trigonométricas repiten su valor 
y signo en dos de los cuadrantes, hay que tener 
presente que siempre habrá por lo menos dos ángulos 


distintos en la solución de una ecuación trigonométrica 
de la forma fíx)= a (donde f(x): es una de las seis 
funciones trigonométricas y e número cualquiera en 
el codominio de la función). Además, debido a que 
cuando el lado terminal de un ángulo realiza un giro 
completo se genera otro ángulo equivalente, es 
necesario añadir a las soluciones obtenidas un múltiplo 
de 360”, esto es, k360”, y k es un entero, 


ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Son igualdades entre funciones trigonométricas que 
se cumple para algunos valores de la variable, a dichos 
valores se les llaman soluciones de la ecuación; que 
pueden ser representados por una fórmula general, 
en la que intervienen la variables “n” o “k”., 


Ejemplo de las ecuaciones trigonométricas: 
* 2senx-1 =0 
* cos*(5x)=1 
* cosx-2cosx+3=0 
* genx + sen3x + senbx =0 


* tg3x = x-1 ; no es una ecuación trigonométrica 


<¿ Qué es resolver una ecuación 
trigonométrica ? 


Resolver una ecuación trigonométrica significa 
encontrar todos los valores que toma la incógnita; que 
verifican la ecuación convirtiéndola en una igualdad 
absoluta. Pero, debido al carácter periódico de las 
Funciones Trigonométricas; no solo se encontrarán 
una o dos soluciones, sino que generalmente existirá 
una cantidad ilimitada de soluciones, motivo por el 
cual se hace necesario el uso de fórmulas que permitan 
encontrar el conjunto global de soluciones de la 
ecuación trigonométrica, llamadas solución General 
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de la Ecuación Trigonométrica. 
* Por ejemplo, si tuviéramos que resolver una 
ecuación sencilla como: 

Sens=> >= 307 5 1507 socooo 


* Estas son solo dos soluciones; pero si quisiéramos 
encontrar soluciones adicionales, tan solo tendríamos 
que sumarle o restarle múltiplos de 360”, de la 
siguiente manera, a los indicados. 
. . 

Esto es: 


10? ; 760% ; EVO macacos 
ZAR 


+360* 


-360" 


es 
5 -330" ; -210* ; 30" ; 150" 
y E 


x= 570" 
-3607 -380" 
* Es decir: 


x= oooj— 570%; — 330"; - 2107 ; 307 ; 1507 ; 390% 5107 ¡750 juan. 


Ésta serían solo algunas soluciones particulares de 
Ecuación Trigonométrica, y en lo sucesivo tendremos 
que aplicar este criterio para determinarlas. (La 
explicación es por que los ángulos a obtener son 
coterminales con los primeros). 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
ELEMENTALES R.7.(3)=n 


Para este tipo de ecuaciones se encuentran 
generalmente dos primeras soluciones; y se les va 
agregando o restando múltiplos de 360?; como en el 
apunte anterior. 


POR EJEMPLO: 


+3607 
PE $ 135" ; 4057 ; 4957 ; 765" 5 conos 
2 _AP A 


+360* 


+360* 


+3607 
-360* 
E =csiana 35857 3 -315" 3 -225" ; 45" 5 135" 
NA E 


360" -360* 


Pero la pregunta evidente es, ¿cómo determino las dos 
primeras soluciones”, se aplica el siguiente criterio. 


MÉTODO DE SOLUCIÓN : 
Planteemos un método de solución para el caso más 


sencillo: la ecuación trigonométrica elemental. 


1)Calcular el menor ángulo agudo que cumpla la 
igualdad en valor absoluto. 


2) Calcula los ángulos en cada cuadrante que cumplan 
la igualdad. 


3)Se eligen los cuadrantes donde pueden estar "9" (que 
nos presenta la parte angular), de acuerdo al signo que 
toma “N” en la ecuación trigonométrica (*). 


4)Luego de encontrar la soluciones elementales, 
evaluamos las demás soluciones agregando un número 
entero de vueltas. 

NOTA: 

Para el caso en el que (1%) los ángulos no sean agudos 
(cuadrantales) nos trasladaremos directamente al caso 
4”una vez obtenidos los cuadrantes que satisfagan la 
ecuación. 

* Es decir: 

D SIES DE LA FORMA: R.T.(x)=n:3n < 0 
En este caso; resuelva, a modo de ayuda; la ecuación 
R.T.(x)=|n| y calcule la solución aguda de dicha 
ecuación. Con esa solución se calculan las verdaderas 
con la misma idea anterior , solo que ahora la R.T.(x)es 
negativa. 

EJEMPLO 1: 

y3 


Resolver : 


RESOLUCIÓN: 


Y3 


* Resolvemos: Senx ==>" > x=60" 


Pero como el “senx” es negativo, las dos primeras 
soluciones deberían ser del JHIC y IVC, luego: 


TIC: x =180* + 60 > x = 240” 
IVC: x =360"-60” > x= 300” 


* Luego: 
Ús 


>x= 240" ; 3007 ; 600" ; 660? 5 cauonos 


+360* 
EJEMPLO 1: 
2 


Resolver : cose=--3> 


RESOLUCIÓN: 


* Resolvemos :Cors=2 > x=4b 


ATRIGONOMETRIAS 


* Como el “eosx” es negativo en el HC y MIC, 
tendríamos: 


IC: —x=180"-45" > x= 135" 
MIC; x=18004+45" => x= 225 
* Luego: 


360" 
x =135" ; 225% ; 495% ; 585" sonora 
SES 


+360" 
EJEMPLO 3 : 


y3 


Resolver : tanx=- "2 


RESOLUCIÓN: 


resolvemos: tans= E >x= 30 


* Como la “fanx” es negativa en el JIC y IVC, 
tendríamos : 


TC: x=180"-30” => x=160* 
IVC: x=360"-30” =>  x=830" 
* Luego: 


x= 1507 ; 3307 ; 5107 5 6907 senunonno 
* OBSERVACIÓN: 


Cuando el valor de R.T.(x) corresponde al de un ángulo 
cuadrante se debe recordar. 


EJEMPLO : 


* Senx=1 > x=90” (note que entre 0” y 360”, no 
hay otro) 


>x=90" ; 4507 ; 810" 5. 
AA 
+360” +360* 

> x=0";360" ;7207 sumas. 
> x=0";180";360";540" 5... 
SEA 


+360* 
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ID SI ES DELA FORMA : R.T(x)=1n;1>0 


Normalmente habrá una solución para xe IC, agudo; 
sí esta es "9", entonces la otra solución dependerá del 
cuadrante en el que se ubique; esto es: 


Si la solución aguda es: x=0 

y si hubiera otra en el: 
TIC sería: x= 180” -0 
HIC >sería: x= 180740 
IVC sería: x= 360”-09 


EJEMPLOS: 
1) tanx=J3 => x=60" 


* Como la “tanx” es positiva, la otra solución debería 
ser del IHIC, es decir: 

x=180"+60" > x=240" 
* Luego: + = 60” ; 240”.....aquí le agregamos o 
restamos múltiplos de 360? 


2) cose== > x=60 


*- Comoel “cosx” es positivo; la otra solución debería 
ser del IVC, es decir: 

x=360"-60” => x=300* 
* Luego: 


+3607 


=>x= 60 ; 300" ; 420” ; 660" so... 


a, 
+360* 


3) cotx=/3 > x=30" 


* La otra solución debe ser del ZIIC (ya que “cotx” es 
positivo), es decir: 
x=180"4+30" > x=210* 


e +360" 
>x=30" ; 2107 ; 390 3 5707 so... 


+360* 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 
Los valores que verifiquen la ecuación, son las 


soluciones de la ecuación. Toda ecuación 
trigonométrica tiene infinitas soluciones. 


>x = 305150" ;390* 510" 870" 5 0... 


2) tgx =1 
>x=45" ; 225" ;405" 675765" 5 oocnnn 
OBSERVACIÓN : 


Es importante encontrar las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación; en ese sentido se puede 
considerar lo siguiente: Si la solución del ICes"a”, 
entonces si hubiese otra solución en el: 


TIC: este sería: 180”—a 
TIC: este sería: 180" +a 
IVC: este sería: 360” —a 


Las otras soluciones se obtienen adicionales (o 
restando) multiplos de 360? 


OJO: 


CT. 


EJEMPLOS : 


1) Resolver: senze= A 


RESOLUCIÓN : 
> 2x = 60 ; 120"; 240" ; 4800 sonoa 
123 
1c “HC 
2x=30" ; 607 ; 210" ; 240"... 
x_y2 
2) Resolver: cos ¿== 
RESOLUCIÓN : 


EJEMPLO 3: 
Resuelva la siguiente ecuación cosr==> 
para xe/[0;2x] 


RESOLUCIÓN: 


* Analizando en la circunferencia trigonométrica la 


* Se observa los valores de + (x, A 17) que 


satisfacen cos x= z 


sonxj=E ; xy=2%-E 
47»? o “E 
3 3 


EJEMPLO 4: 

Resuelva la ecuación : sen 2x = 0 
RESOLUCIÓN: 

* Haciendo el cambio de variable 2x=0 .....(1) 

Se tiene sen9=0 

* Analizando los valores de g en la circunferencia 
trigonométrica que verifica la ecuación sen9=0 


y 


2D, 3, E 0, 2x, 4X,.... 


* Se observa del gráfico que todos los valoresde 9 son 
0;x;21:3%;.. los cuales en forma general se 


expresan: O=kx(ke Z), 2x=kx 


Por consiguiente ae ¡keZ 
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ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
NO ELEMENTALES 


La ecuaciones trigonométricas no elementales son 
aquellas que operan diferentes razones 
trigonométricas de la incógnita o de variable que 
involucran a dicha incógnita. En estos casos, la idea es 
simplificar la ecuación aplicando toda la teoría del 
curso ya desarrollado (identidades de una misma 
variable, de la suma y/o diferencia de variables, de la 
variable doble, mitad, triple; así como 
transformaciones trigonométricas y teoría de funciones 
trigonométricas inversas); reduciendo a la forma 
Elemental o quizás de la forma: 


R.T.(Bx+0)=n 


Para aplicar lo ya expuesto en la resolución de una 
E.T. Elemental. 
EJEMPLOS : 


resolver e indicar algunas soluciones de: 


1) tan*x(1 —sen?x)esex==> 
RESOLUCIÓN: 
* Por identidades trigonométricas, reducimos: 


22 
2 


* Quedaría: senx==; note que; cosx+0 n senxz+0 


* Luego; 1=307 5 16507 ; 3907 sunaora 

150-307 
2) sen3xcos2x - sen2xcos3x=1 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde: sen(a-— f)=sena cosf — senfcosa 
* Luego: 


Sen 3x cos 2x — sen 2x cos 3x = sen(3x - 2x)=1 
a B B a 
>senx=1 > x= 907; 450% sencnnoon 


3) sen(3x- 15”) E 
RESOLUCIÓN: 

* En este caso no hay nada que reducir, pues la 
ecuación tiene la forma elemental, así que se resuelve 
de manera similar; pero tenga en cuenta como se 


despeja la incógnita: 
¡pej gn: +360* 


O 
3x-15=60" ; 1207 ; 420 ; 480" sonora 
+360* 


> 3x=60"4+15” ; 120415" ; 420%+15" ; 480415 ar. 
3x=75" ; 135" 435" 5 4957 suenan 


E NE 
iS 


> x= 25 ; 45" ; 145" ; 165 sona 


4) cos(5x - 10")= E 
RESOLUCIÓN: +360* 


PF 


> 6x -10* =45" ; 315” ; 405” ; 675% 


+360* 


> 6x =55"; 325”, 4157 ; 685" 5... 
>= 11565" ;83*; 135" 5... 


5) senx cosx cos2x= so 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos que reducir la expresión, pero recuerde que: 
Sen20= 2sen0cos0 
* Tenemos: 18 
2.senxcosx cos2x= ye Xx 2 rss» (multiplicado x2) 
EZRA 8 
>sen2xCos2x= a smssarsso (OÉTA vez X2) 
Y3 /3 


2sen2xcos2i= 0x2 = senáx==2> 


>x= 15”; 30"; 105”; 12075. 


OBSERVACIÓN: 

Las consideraciones algebraicas acerca de la resolución 
de ecuaciones, que tiene que ver con el perder 
soluciones o agregar soluciones; se mantienen, así que 
debemos tener cuidado con la simplificación de 
términos que contienen a la incógnita. 


6) 1+sen2x = senx + cosx 
RESOLUCIÓN: 
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* En este caso , recuerde que: 
(senx +cosx)? = 1 +sen2x 
* Luego la ecuación, quedaría así : 
(senx + cosx)? = senx + cosx 
* Cancelado: 
(senx + cosx) 
senx+cosx=1 => v2 sens Loose 1) 
a yz Y 


pa 
cos di? 


> V2( senxcos45” +send5cosx )=1 


send” 


> 2 sen(x+45)=1 


+360* 


* ¡Pero! Para no perder soluciones, el factor cancelado 
se debe igualar a cero (0), esto es: 


senx+cosx= 0 
> senx=- c08x 


>—==-1 >tanx=-1...... (x e ICA IVC) 
Ccosx 
* Recuerde que primero resuelve; 


Tanx=1 > x=45" 
* Luego las soluciones serían: 


x=180"- 45 ; 360" - 45" 
x= 185"; 318" so... 
7) senx + cos2x = 1 


RESOLUCIÓN: 


* En este ejemplo, homogenizamos la variable, esto 
es, colocamos la expresión en términos de una misma 
variable (x), para ello recuerde que: 


Cos20=1- 2sen*9 


* Luego; quedaría así: 
senx+ cos2x=1 


> senx+1- 2sen?x = 1 


* Reduciendo: Senx = 2Sen*x 
* Cancelando: 1=2senxw = sens=> 


> x=30%3150% 53900 5 oeosoo 


* ¡Pero! como cancelemos “serx”, lo igualamos a cero 
(0), para no perder soluciones esto es: 
senx=0 > x=0";180" 5860" sucias 


OBTENCIÓN DE LA SOLUCIÓN 
GENERAL 


Generalmente vamos a tener que resolver ecuaciones 
trigonométricas no elementales; así que la idea central 
es reducir la ecuación dada y llevarla a la forma 
elemental; para ello es bueno recordar: 


1) Es preferible una sola variable a diferentes 
variables, 

2) Es preferible una R.T. a diferentes R.T. 

3) Cancelar términos que involucran a la incógnita en 
numeradores de miembros diferentes, implica igualarlo 
a cero para no perder soluciones. 

4) Si hay varios senos y/o cosenos de múltiplos muy 
grandes de la variable; hay una posibilidad de aplicar 
transformaciones para reducirlas. 


5) Si el valor de la R.T. encontrada no es notable, se 
aplica la notación de F.T. inversas. 


* Ahora, para la determinación de la solución general, 
se aplicarán las siguientes fórmulas: 


* Donde: 
x, > Valor principal 
*X,¿ > Es la incógnita a una variable que 


contiene a la incógnita de donde se la 
despeja. 


* También se emplean las mismas fórmulas en 
radianes; 


ATRIGONOMETRIAS 
DEMOSTRACIÓN: 


Las soluciones de la ecuación tanx = N, serán las 
abscisas de los puntos de intersección entre las gráficas 
de las funciones: y = tanx na y=N 

Considerando que N es positivo, tenemos la siguiente 


gráfica: 


Del gráfico, x, ; %,54,5x,5x55x¿ Son soluciones de: 
tanx = N, donde: 


x,= arctanN ; x, = x +arctanN ;x, = 27 + 
arctanN ; x,=3n +arctanN; x,=-x2+arctanN 
¡2% =- 27 + arctanN , generalizando se pueden 
obtener todas las soluciones para la ecuación: 


tanx = N; las cuales toman la forma: 
x=kx+arctanN ó x=khx+xp. 
Siendo ER 

EJEMPLOS : 

resolver y dar la solución general de: 


8) senza=> 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos: 
=,=arcsen=30", bargiracsn » (en sexagesimales) 


%y=2x 


x¿=180'n+( = D"x,> 2x=180"N+(- 1)” 30" 
>2x=90n+(-1)" 15 


* Si queremos algunas soluciones les damos valores 
enteros a “A”, así: 


*.  n=0>x=0+15 = 16" Todos estos 
* n=1 > =90-15=76" valores 

* n=2 > x=180" + 15 = 195" soluciones 
* — n=-3 >x=-275”- 15” =-285”| deecuación 


9) cos3x= 1 
RESOLUCIÓN: 
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* Tenemos: 
>x,=arccosi=0 
Dx,=3x% 
* Luego: 
di *¿=360'nix, > 3x=360" n+0 
> x=120'n 


* En radianes: E 120 
A eoOS. 


> x,=3%% 
2nx 


2¿=2N1X+1x, > 3x=2nx IGP 


* Luego: 


* Normalmente se trabaja en radianes. 


10) tanbx = 1 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos: xp=arctani=2 > x,=6x 


* Luego: X¿SNA+X) > Sent 


nx xr 
PELA 
ET 
11) senge=— 2 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos: E JE 
zpcarcien| 7 )=-arcsen 9 == 
>, =3% 
* Luego; =nx(-1)"x, > 8x=nx- (1) 5 
nx ” 
A 


12) sen2x = senx 
RESOLUCIÓN: 


* En este caso habría que reducir la ecuación , 
para ello recuerda que: 
Sen2f = 2Senf$Cosf 


* En la expresión: eno 
> Lesenxcosx=senx 

* Cancelando “senx” queda: 

2c08x =1 

1 LS 
> 008% == 5% =0rOcos <= 
Sry=" 

= E 

ALS 
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* Pero el factor cancelado se iguala a cero, esto 
EE Senx=0;x=arcsen0=0 
> *y=” 
ar=n+(-D"x,> x=nx 
*- Luego la solución general es: 


as=[2nr+3imezjo 4nx,ne Z) 


13) senbx = senx 


RESOLUCIÓN: 


* Aplicamos transformaciones trigonométricas 
de esta manera: 

Senbx -senx= 0 
* Recuerde: 


aia 


2sen2xc083x=0 > sen2x cos3x=0 


* En este caso, cada factor se iguala a 0; así: 
Sen2x=0,x, =arcsen0=0 A *¿=2% 
> 2=nx+(-1)"x,> 2x=nx 


nx 
2». — 
2 


s cos3x=0;x,=arccos0 =5 A X= 3x 


> 31=2n11 x, 


> ra, z 
3 6 


xr 
= E 
> 3 Sat 


* Luego la solución general es: 


nx nx x 
==; —=+ E 
x ( mez)o( nez) 


OBSERVACIÓN: 


Para resolver algunas ecuaciones se trata de expresar 
ésta como un producto igual a cero; luego cada factor 
se iguala a cero; teniendo o más ecuaciones 
elementales. Para que esto sea posible usaremos 
conceptos algebraicos y trigonometría anteriormente 
estudiados. 


14) Resolver: 2c0s*x-cosx-1=0 


RESOLUCIÓN: 
2c08*x — cosx - 1 =0 


2c03x 1 
cosx > 1 


> (2c08x +1)(cosx-—1)=0 
D 2cosx+1=0 > cosx=- 1/2 
1) Cosx-1=0 => cosx=1] 


* Luego: 
> 1 2x 
cor=— > 0.8 2kxri 87 


*  Cosx=1 > C.S¿= (2nx) 


* El conjunto solución es: 
C.S =C.S, U C.Sz 


A a neZ 


CASOS ESPECIALES 3 


EERaRiÓn | Corinto SA 
T 


EJERCICIO : 


Resuelva: senx+-/3 cosx =1 
RESOLUCIÓN: 


senx +43 cosx =1 


xr xy 1 
> 20o0(-2)-1 >000(2-2)-2 
E =arecos|5)-5 

PE 2)38 


* Luego: 


ATRIGONOMETRIAS 


PROBUEMASARESUENTOS) 


PROBLEMA 1: 
Resolver y dar la suma de la tres primeras soluciones 
de: 1 + senx = 2sen*x 
A) 330" B)630" C)210”  D)90” 
RESOLUCIÓN: 
* De la expresión: 1 + senx = 2sen*x 
* Tenemos; 2sen?x - senx-1=0 
* Factorizando por aspa simple: 

(2senx + 1)(senx-1) =0 
* Primero: 
Senx-1=0 > senx=1>x=90"; 450%; 810% .... 
* Segundo: 


2senx+1=0 S1ens=-5=> x= 210"; 330"; 570 "vaca 


E) 530" 


* Las tres primeras soluciones positivas: 
190” ; 210” ; 330" 

*Se desea: 90” + 210" + 330" = 630" 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 2: 
Resolver: (senx + cosx)* = 1 + cosx 
Indicando la suma de las tres primeras soluciones 
positivas. 
A) 180”  B)270* 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 


C) 360 D) 450? E)720* 
(senx +cosx)? =1+c08x 
> 14 2senx .cosx=14c08x 
* Quedaría: 2Zsenx.cosx = cosx 
* Reduciendo: , 
2senx=1 => senz=> DD A=8300 7 1507 5 cocaina. 
* Pero: 
Cosx =0........(factor cancelado, se iguala a cero) 
x= 90752700 sona 
* Las tres primeras soluciones serían: 
30"; 90? ; 1507 
* Se piden: 30? +90" +150* = 270" 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 3: 
Halle el número de soluciones menores que 360” en : 
Csc?x = cotx +1 
A) 1 B)2 C)3 
RESOLUCIÓN: 
Cof*x+1=cotx+1>cot*x—cotx=0 >cotx(cotx-1)=0 


D)4 E) 5 


* Primero: cotx=1>x=45"; 225" ; 405" jm. 
* Segundo: cotx =0 >x=90" ; 270" sume 
* Nos piden soluciones menores a 360? 
x = 45"; 225" ; 270"; 90? 
* Entonces el número de soluciones serán 4. 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 4: 
Al resolver la ecuación A 


determine 2005) ; 


1 1 1 1 1 
- B)J= ecJ= DJ2 EJ- 
A) 3 ) 3 ) 4 ) 5 ) 
RESOLUCIÓN: 
cot=+4 tan 7 =2es0x 
tant 
> cor +4tant=tanti+ogtÉ > 422 cacao (1) 
2 4 2 2 AE 
4 
* Poridentidad: sec 20+1= al 
* Finalmente en (1) se obtiene: 
d=s0c +1 > sec5=3 > os t=e 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 5: 


Señale la suma de las tres primeras soluciones positivas 
de la ecuación: 


Lsecxxesex+3tanx=2cotx +5 /3 
A) 360* B)540”  C)270” D)720"” E) 450" 
RESOLUCIÓN: 


* En la condición: 
2secx xcsex + Stanx=2cotx+5/3 


* Primero recuerde: 
secxxesex = tanx + cotx 
* Luego, tenemos: 
> 2(tanx +cotx)+ Stanx=2cotx+5/3 
> 2lanx + 2eotx+8tanx=2cotx+5/3 
>5tanx =5/3 > tanx=J3 
x= 607; 240" ; 4207 
* Se desea: 
60? + 240" + 420” = 720" 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 5: 
Hallar la menor soluciones positivas de: 
Senx+y/3 cosx=1 


A) 45" B) 30" C) 60* D)90” E) 16" 
RESOLUCIÓN: 
*Dividiendo por (2) a cada término de la ecuación: 
1 3 nd 
edi da 
* Pero: 
1 cos60* ; sento 


* De: Sen(A+B)=senA x cosB + senB x cosA 


> senxxcos60”+ senG0"xcose=> 


> sen(x+60)=23 
> 1+60"=30" ; 1507 ; 3907 ¿ BIO? sunnonan 


> x =- 30" ; 90" ; 330" ; 450" 5... 
* Luego la menor solución será: 90? 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
* Resolver: 1+c0sx=2sen*x indicando la suma de sus 
dos primeras soluciones positivas. 
A) 180" B) 120" C)200”  D)240" E) 360" 
RESOLUCIÓN: 
* Como la variable es la misma, vamos a colocar en 
términos de una sola razón trigonométrica, así: 
1+cosx=2sen*x=> 14 c09x =2(1=0c08* x) 
* Factorizando: ¿ 
1 + c08x = 2(1 + cosx)(1 - cosx) 
*Cancelando “1+cosx”, quedaría: 
1=2(1- cosx) 
>1=2- 2c08x 
> 2co8x =1 >co8x = 
>x=60"; 300" 
* Pero el factor cancelado se iguala a cero (0), para no 
perder soluciones : »] 
1+cosx=0 
cosx=-1> x=180" 
* Las dos primeras soluciones positivas son: 
60" y 180" 
*Se desea; 60 + 180” = 240" 
E , ' RPTA : “D” 


PROBLEMA 7: 
* Resolver: Sec*x=/3 tanx+1 
Indicando el número de soluciones positivas menores 


que 1 vuelta. 

A) 1 B) 2 C)3 D)4 E)J5 
RESOLUCIÓN: 

* Recuerde que: Sec*9= 1+tan*9 

* En la ecuación: 


Sec?x=//3 tanx+1 >1+tan*x=/3tanx+1 


* Quería: Tan?x=43 tanx 
* Cancelando “fanx”, queda: 
Tanx=/3 >x =60"; 240"; 420" ; 600" sw... 
* Pero el factor cancelado; * 
Tanx=0 >x= 07; 180” ; 360" ; 540" zune. 
* Pero piden soluciones positivas y menores que 1 
vuelta, las cuales son: 


x= 60"; 180”; 240" 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 8: 
Resolver: 
1 1 1 1 1 1 


=-3 


senix costx tanix cotíx sex csctx 
Indicando el número de soluciones positivas y menores 


que 1 vuelta. 
A) 1 B)2 C)3 D)4 E)6 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando la ecuación; recuerde que: 
——-= 080% ; ——=8e0x ; =cotx 
senx 
1 1 1 
=fanx ; =C08X ; =8enx 
ta secx cscx 
* Luego quedaría: 


Cac*x - Sec*x - Cot'x-— Tan*x - Cos*x-Sen*x=-3 

* Agrupando: 

esc*x—cot*x—(sec*x+tan*x)-(cos*x+sen*x)=-3 

1 1 

> (secta + tan*x)=-3 > sectx+tan*x =3 

* Recuerde que: Sec*f$=1+tan*f 

*Luego: 1+tan?x+tan*x=3 > 2tan'x=2 

> tanix=1 > tanx=1 ó tanx=-1 ,. 
Tan*x=1 > x=45"; 225" 

> tanx=-1>x=185" ; 815" 

> hay 4 soluciones 


*Si: 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 6: 
Sea cosa=tanff a cosf=tana. Si son ángulos agudos , 
calcule: M=(sena+senf)- 


anila-J5 2 BIV3-J5 C)/5 1 
D) (/3-J2 y/2 EMS -J2 18 
RESOLUCIÓN : 


* Datos: cosa=tanf acosfB=tana; a; f : agudos 
* Por identidades : sec?a—tan*a=1 
* Reemplazando por los datos : 
cot*B-cos?*fB=1 > cotf cosf=1 
AAA —= 
cot* cos? p=1 — 2 


senf 
>co0s fP=senf => 1- sen*f=senf 
> sen? P+senf — 1=0 


Ea V5 -1 
senf=—— A 
AO 
/5-1 
sena — => sena +senf=/5 - 1 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 7: 
Resolver: Senx — /3cosx=1 


Indicando el menor valor de que cumple. 


A) 30* B)60” C)90”  D)135 E) 180" 
RESOLUCIÓN: 
* En el dato: 
senx-— J3cosx=1 RES RA] 
2 2 2 
* Tendríamos: cano Penco” 
Senzx xcos60" - sens0" xcoss==> > sen(x—60)=3 
* Luego: 
=>x - 60"=30" ;150" >x=90" ; 210" > X menor = 90" 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 8: 
Señale el menor valor positivo “x” que cumple: 
2 /2sen(x+45) +senx = E 
A) 307 B) 15 C) 60* D) 150” 
RESOLUCIÓN: 
* En el dato: 2/2sen(x+45)+senx = A 
> 22 (senx.cos45"+sen45”.cosx)+8enx = Sos +3 


> 2/2( sens x-Jz+-Jz Jeosz +senz=2008% +3 


2 
3 


a a ir | 


> Juenzx +2 000É =2 906% +3 


> dsenx == senx=2 >:=30" 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
Hallar el menor valor positivo de “e” que cumple: 
Senbx + senx _ EJ 
Cosbx + cosx 3 
AJ5 B) 10? C) 15 D) 20* 
RESOLUCIÓN: 


Senóx + senx _ J/3 
Cosbx +cosx 3 
* Transformando a producto. 

2sen3x cos2x _J3 


2eos3xcos2x 3 


E) 25* 


* En el dato: 


* Reduciendo: 
Tange= 2 > =30P > x=10 


PROBLEMA 10: 
Hallar el menor ángulo en el intervalo [> e que 


satisfaga la ecuación: 2fan*x + 3seex = 0 
at BE az Do o 
RESOLUCIÓN: 
* Por identidades trigonométricas la ecuación 
trigonométrica tendrá la forma: 
2(sec*x -1)+3seex = 0 
2sec"x + 3secx 2 =0 


2secx JH > ta A (13) 


> 


secx +2 > 


secx =- 2 ....(no) 
* Luego la ecuación equivalente es: 


1 
Cosx=-= 
2 
A A 
solución, tendremos: 
ME . Sr 
e , 5A o. 7 
E r2r > e 


ECUACIONES TRIGONOMETRICAS Y |70%[_ EDITORIAL RUBISOS) 


* Finalmente la menor solución de la ecuación en el 
intervalo 7 1lx] Br 
ES 3 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 11: 
Calcular la suma de la soluciones de la siguiente 
ecuación trigonométrica, si * pertence al intervalo 


5-5]: V3coms = 2s0n + 5 co 7-5) 


x x A 
dry BI=3 c)-5 D) aj EJx 
RESOLUCIÓN: 

* De: ls nx. ue 
Vácoss=20en (54 )c0s[2-2) 
> /3cosx=sen (5) +sen(x) 
> /3cosx —senx=1 
> 95 coc jaen] 1 
= 2 osx cos —senzaen %)=1 
=2000[1+3)- 1 >00[x+7)=3 

*Dato se[-5 | entonces: 

Dari=l o =l-£ xr 

3 6 6 
MioerEs-£ el =-% 
Dx AA 3 
s j EA 
Suma de soluciones 23 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 12: 


Al resolver la ecuación 31g%x=1, donde 0< a < 2x,, 
la suma de todas sus soluciones es: 


AJ2x BJ3x Cjáx DjJ5x EJ6x 
RESOLUCIÓN: 
> e 

Dato; 3tg?a=1 > tgta=> > tga=t a 
* Analizamos el valor positivo: 

Tga=Ú, OSAS2LH seioneraroo (dato) 

* Observa que esta ecuación tiene dos soluciones, una 
en el IC y la otra en el MIC. 


* Enel IC; a=30" > a=z 


* En el MIC: 


a=180'+30"=210" > az 
* Analizamos el valor negativo: 
Tga= pie esta ecuación tiene dos soluciones, una en 


el JIC y la otra en el IVC 
Enel IC: a=180'-30=100=>0=% 


Enel IVC: a=360-30'=390'=0= 2 
=> La suma de las soluciones : 
x, 7% 5%, 1x 
ii E 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 13: 


Determine la suma de todos los valores de 9e[0,2x] 
que satisfacen la ecuación sen9+cos0=- 1. 


Tx 9x 3 5 Tx 
NnF Dz Ci3x Dizx Da 
RESOLUCIÓN : 


An 


qe 


=suma de soluciones es 5 5 4 


RPTA “D” 
PROBLEMA 14: 
El valor de x en el segundo cuadrante que verifica la 
ecuación: 


cig(x+45) + ctg(x45)-2tgx = 0 
Esigual a: 
A)112%30' B)105  C)135* D)120”  EJ1665 
RESOLUCIÓN: 


* Recordar: ctg(x + 45") = tg(45"-x) 
* Reemplazamos en la ecuación: 
Tg(45"-x) +rctg(x-45)-Ltgx=2 
> 1g(45 -x)-ctg(45” - x)-2tgx=0 
> 2ctg(90* - 2x) = 2tg2x 
> -2tg2x - 2tgx =0 > tg2x +1gx=0 


ATRIGONOMETEIAS [7058 HA ESCICLOPEDIA 2015) 


Ligx-tgix 
> ez E 5% 
>itgr-tgx=0 > tgr(3-tg*x)=0 
> 3-tgix=0>tg x=3 >tgx=1/3 
* Una solución, en el segundo cuadrante, es: 
x= 120" 


+tgx=0 > 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 15: 
Al resolver el sistema: 
Lsenx+Stgy=44/3 
Gsenx —tgy=2/3 
Se obtiene que la solución en el primer cuadrante es: 
A)x=45,y = 45" B)x = 60, y = 30 
C)x =30", y = 607 D)x =60", y = 45” 
E) x = 60”, y = 60" 
RESOLUCIÓN: 
*De: 2senx+2tg y=4/3 
Gsenx-tgy=2V3 . 
* De (11) se deduce: 
tg y=6senx — 2/3 
* Reemplazando en (1): 
2senx+3(Gsenx 2/3) = 4/3 
> 2senx+18senx 6/3 = 4/3 


1048 
20% 


> 20senx=10/3 >senx 45 
* Como: x e IC(dato) >x=60* 


* En (11): Gsen60” -tgy=2/3 
=9:3)- 2 3=tgy>tgy=/3 


* Como: y e IC(dato) > y=60" 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 16: 
Dado el sistema: Senx secy = 1 
Senx seny =0,25 


Hallar un valor de: sen(x — y), sabiendo que: 


sello; 
¡Y 3 


B) E C)o D)-1 ye 


AJ1 2 


RESOLUCIÓN: 
* Ecuación: —senxsecy = 1 


a A A / 


* Como xeye[os7 


:] ;entonces, de s....(1) 


* Se deduce que: 


x+y= S A y 1 1) 


* Un valor de y es: 
E A 
IAE 
* Reemplazando en (11): 


REj 
2 
RPTA : “B” 


br x= x 
* = —- — —= 
sen(x—y)= sen 5) sen 3 
PROBLEMA 17: 
Resolver el sistema: 
1- 
a tey 
x-y=x/6 


sabiendo que: x, y e /0;x/2] 


= Bjx=F :y=0 dry 


5x x 
D)jx==— I=5 EJN.A. 


12 
RESOLUCIÓN: 


* Dado el sistema: 
1-tgx_ 
1+ tgx 

* Trabajamos buscando (x+y), por lo que iniciamos 

nuestra reducción de (1), así: 

1-tgx 
1+tgx 

* Que tiene la forma: 

wmE- 
ri = tgy 
1+ tel tgx 


* Que no es sino un arco compuesto, luego se cumple 
que: 


Aja=E y= 


=8gy 


te(5-=)=t8v > SÉ =y 


* Encontramos: sty=? 


* Finalmente resolviendo el sistema: 


mo» 


NECUACIONES TEIGONOMETRICAS 1 


4 

7 

x-y=t 

6 

* Encontramos; 
xx Sx 5x x 
br > DET iba yy y 3 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 18: 
Dada la función f cuyas reglas de correspondencia es 
fx) =cosx-sen2x, en la que x varía entre -1 < x< 21; 
el número de intersecciones de la función y = f(x) con 
el eje de la abscisas es. 
A)3 B)4 
RESOLUCIÓN: 
* Para determinar las intersecciones de f(x) con el 
eje x se resuelve la ecuación : f(x)=0 
Cosx — sen2x = 0 
> cosx — 2senx cosx = 0 
> cosx(1-2senx) =0 


C)5 D)J6 E) 7 


an 3 
> c0sx=0>x:=-= 


PE (no olvidar -1<x<2x) 


1 x 6x 
be 1- 200050 => sens => id di 
* La ecuación f(x)=0 tiene en-a<xs< 27 las 
siguientes soluciones: 
2) 
5-2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 19: 
Hallar el menor valor positivo que soluciona la 
siguiente ecuación cos6x + 3 = 4cos*2x 


x x xr 
2) 15 > 12 5 4 6 


RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 
Cos6x+3=2(2c08*2x) => cos6x=2c0s4x —1 
Ac 
* Recuerda: 
20839 = cos0(2c0820 — 1) > cos2x(2c084x — 1) = 2c084x —1 
(2c084x — 1)(c0s2x — 1) =0 


1) 2cos4x-1=0 > cosdx=2 


xr x 
dim y 
OT 


1) cos2x-1=0 > coslx=1 
2x=2x> x=x 
* Luego la menor solución será: == 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 20: 
Hallar el menor valor positivo de + que soluciona la 
ecuación trigonométrica 
decos? (5)-= - Jigi5? 

A)J75 B)105”  C)120”  DJ150”  EJ210* 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 

> dcos* 7 -2=- (28030 — cot30” 


> 2(2000* 5 -1)>- 2/3 


A 2 


E Cos ¡ELE 1? 


> 2c0rr=- (91) > 


> cosx=- cos 75" 


p 
cosx=-| 2 
4 

> x=105* 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 21: 
Resolver la ecuación: Jsenx|+|cosx|=/Z en [0;x] y 
dar la suma de las soluciones. 


x 3x 2 
A)jx B) E C)x DS E 
RESOLUCIÓN: 
* De; lsenx|+|cosx|=V2 ; (0; x] 


* Elevamos al cuadrado: 


Es + 2|senxcosx | + aj =2 


1+|sen2x| = 2 >|sen2x|=1 


* Luego: Sen2x=1 y sen2x=-1 
x 5x 3 Tx 
as; te ) Lx (Er, zz tuo) 
pa AAA ELINIA 
q US 


de [0;x] serían: 


RPTA: *“C” 


A TRIGONOMETRIAS 
PROBLEMA 22: 


Hallar x, sabiendo x € (o; 3) ye(0:5) 


sen(x+y)_ J5+1 


del siguiente sistema sen(x—y) Y5-1: 


ni B)x 
RESOLUCIÓN: 


2/3 cos x= 
senx 


sen(x+y)_ J5+1 an 
Tn 


* De: (1) 


* Por proporciones: 
Zsenxcosy E Z£V5 
Zcosxseny 


tanx _ en 
> e > coty=45 cotx... 


n 
* Pero: Cse*y = cot*y+1 
* Reemplazamos (a) y (8) en la identidad: 
[3csex]? = [5cotxJ?+1 

> 3esc?x = 5cot*x+1 

> 3(cot*x+1) = 5cot*x+1 
*Luego: Cot?'x =1 
* Como: 


x Ed 
xe(0; 3) coftx=1 > == 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 23: 
Resolver el sistema: x+y= reee (1) 


sen2x+ sengy= 2 A $1 4) 


Luego un valor de x e y serán: 


Sa x 


3 
O 5 


zx. _x Sx_x ES 
ET Hz Dis UY 


5 E) 
2 28 14 


E 
8 


RESOLUCIÓN: 


* Transformando a producto la condición 11: 
J2 


2sen(x+y)cos(x — y, 7 
A 
cs a 7 


a 
> c08(x — y) 3 


x 
A 
* De (1): x+y=x/4 
* Sumando y restando: 
¿ale EA 
24 24 


RPTA ; “E” 


NPRACTICANDIRIGIDA 


(43) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 


Y3 


A) 90" B) 127 C) 120” D)180” E)360" 
(62) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
1 


008 => 


A) 90" B)120” C)180” D)240" E)360* 


((3)Sume las dos primeras soluciones positivas de: 


tanx =1 
A) 1807 B) 135" C) 247 D) 120” E) 270? 
(€3) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
1 
sens=- 5 
A) 2707 B) 5407 C)330”  D)360” E)250* 
((3Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
J2 
cosr=--2> 
A) 270" B) 180” C)360” D)450” E)510* 
(8) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
tanx=-J/3 
A)J360* B) 4507 C)510”  D)280”  EJ420* 


(Sume las dos primeras soluciones positivas de: 


sengr= 


4) 1007 B)200* C) 210" D)150”  E)360* 
(63) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
conte de 
4)123* B)137" C)153* DJ165  EJ173" 
(03 Resolver: cos*x senta 2 
x x xH x 
A) 5 B) 16 Cc) 4 D) 3 E) 
y3 
(O) Resolver: senx co 
AJ10* B)15* C)J30* Dj45" EJ20" 
(O) Resolver: senx == 
xr x xr 
An 17 5 B)nx+(-1) Cin +(-1Y 75 


x z 
Dinx+(-14 5 EJnx+(-1P 5 


(A) Resolver: cosr==3 


E Ed 
5 E)2nx+ 13 


Alen Bj2nxtG Cj2nx+ a D)2nx+ 
(3) Resolver: tanx =1 


x xr x x xr 
2 £ 8 (A e FE 
Art B)nx+> Jn + Dinx+G EJnx 3 


Resolver: 2222: _ 
(5) ver: e J3 


x x a 
Vnr+(-1G Bjns+(-1"G Cjnx+(--1) 3 
x z 
Dinx+8- 17 5 EJna+( > 


(B) Resolver: 2c09*x— 3cosx +1 =0 
AJ2nz + B)2nx Cana + E Djayb Ejbye 


EADOMICIENA 


(3) Resolver: cos2x — cosx=0 
AJ2nx Bjenai Ts Cj2nx tE D)Jayb EJayc 
(O Resolver; 282 5x+senx _, 

z 24 x x x 
Par Bjnr+ Cinex Dinx + East 


(43) Resolver: sen7x + senbx + sen3x = 0. 
Cinx+tE  DJAyB EJAyC 


ni xXx 
5 Binets 


EL HIJO DE 


Hace 3600 años, el faraón de Egipto tenía un primer ministro 
llamado José. Este no era el único súbdito del faraón cuyo nombre 
se recuerda en nuestros días, sino que en esa época vivió también 
cierta persona llamada Aahmesu, cuyo nombre significa "Hijo de 
la Luna”. No tenía ningún cargo importante como José; se piensa 
que fue escriba, y actualmente se lo conoce con el nombre de 
Ahmes y fue el autor del famoso Papiro Ahmes. Ya nos hemos 
referido a dicho papiro y se sabe que es un antiguo manual de 
matemática. Contiene ochenta problemas de álgebra con su 
solución, muchos de ellos son del tipo de “determinar un número”. 
Uno de ellos dice: 


“Un montón, sus dos tercios, su mitad y sus tres séptimos, 
todos al juntarse hacen treinta y tres. ¿Cuál es la cantidad?. 
Otros problemas se refieren a la vida diaria, a la alimentación del 
ganado y al almacenaje de granos. Algunos son de 
entretenimientos como el siguiente: 


"Hay slete casas y en cada una slete gatos. Cada gato mató 
siete ratones. Cada ratón se habria comido siete espigas de 
trigo. Cada espiga de trigo produciría siete arrobas de grano 
¿cuál es el total de grano?. (Hay foto del papiro Ahmes en el 
Libro 4 de Álgebra Moderna de Dolciani, Berman y Frellich. 
Publicaciones Cultural S.A.). El origen de la geometría proyectiva 
se halla en la pintura. Comenzó en el Renacimiento con los estudios 
de perspectiva, porque los pintores se fascinaron al descubrir el 
Importante papel que desempeñaba la geometría en la perspectiva 
óptica. Lo iniciaron artistas como Durero, alemán, con gran 
Imaginación, que consideraba el lienzo como una pantalla de 
vidrio y trabajó en la zona del Norte de los Alpes. Otro fue 
Leonardo Da Vinci, quien en un tratado de pintura escribió: "La 
pintura de funda sobre la perspectiva, que no es más que el arte 
de figurar bien el oficio del ojo....Este arte consiste en pintar, por 
pirámides, las formas y los colores de los objetos contemplados”. 
La forma clásica y que se difundió por toda Europa fue la de 
colocar objetos detrás de un vidrio cuadriculado y reproducirlos 
en una hoja. Se considera a Desargues y Pascal como los 
fundadores de la geometría proyectiva; además son los únicos 
que investigaron el tema porque los matemáticos de la época 
estaban ya absorbidos por la parte del análisis que representaba 
el cálculo Infinitesimal. Pero hubo algulen, como Poncelet, un 
oficial del ejército de Napoleón, que en 1822, mientras cumplía 
un período en la cárcel, se dedicó a escribir un tratado sobre las 
propiedades proyectivas de las figuras, en el que habla de las 
operaciones fundamentales en geometría proyectiva que son: 
proyección y sección. 


Los axiomas que Enriques (1898) enuncia como base para 
dicha geometría son los siguientes: 


1) Dos puntos determinan una recta que los une. 

2) Dos planos determinan una recta que es su Intersección. 
3) Tres puntos, no en línea recta, determinan un plano que los 
contiene. 

4) Tres planos que no pasan por una recta determinan un punto, 
donde se cortan. 

5) Un plano y una recta no contenida en él, determinan un punto 
donde se cortan. 

6) Un punto y una recta que no pasa por él, determinan u 
plano que los contiene. » 


OBJETIVOS : 

El alumno será capaz de: 

* Diferenciar y resolver una ecuación trigonométrica 
cualquiera encontrando su solución general y 
particular. 

* Resolver problemas más complejos relacionados con 
las ecuaciones trigonométricas. 


ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Es una igualdad en el cual la incógnita o variable 
angular está afectada por algún operador 
trigonométrico(Sen ,Coso , Tg ,Ctg Seco, Cse, etc.) 
y que se cumple dicha igualdad para un conjunto 
determinado de valores que asume la incógnita o 
variable angular. 

A diferencia de las identidades trigonométricas que se 


satisfacen para todos los valores en su dominio de 
definición. 


Ejemplos de ecuaciones ligonométricas: 
25) . - A 

bo sen[ aa Cos(2x)= 77 

* Tg(3x)=J/3 > ctg[»+5)--J3 


* Csox=2 + senos) - 


* Clx+2Cosx = 2/3 
* Cos2x +|Sen(2x)|=-—1 


* Senx—Cosx=1 
* Cosx— Senx =-—1,5 


Note que las ecuaciones siguientes no admiten 


solución puesto que: 

1D) Vx € R;-/2 < Cosx — Senx < /2 
11) Vx € R;Cos* x +|Senx(2x)|> 0 
NOTA : 


Si la variable angular no está afectada por alguna 
función trigonométrica, entonces, la igualdad 
propuesta no constituye una ecuación trigonométrica. 


Ejemplos de comaciones No trigonométricas : 
*Cosx=x? * Tgx=x * Senx+ x=0 
* Senlx=x *xSenx=1 * x*Cosx +1 =0 


nivel pre-universitario, se resuelven por métodos 
gráficos o por simple inspección. Así por ejemplo, si: 
i) Cosx =x* 


Se observa que la ecuación presenta gráficamente dos 
soluciones, 


di) Tgl E ) =x. por simple inspección apreciamos 
que x = 0 y x = 1 son soluciones de la ecuación 
propuesta. 

El estudio de las ecuaciones trigonométricas para su 
mejor comprensión la subdividiremos en dos casos; en 
primer lugar las ecuaciones trigonométricas 
elementales y luego las ecuaciones trigonométricas no 
elementales. 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


Es todo valor de la variable angular que verifica la 
igualdad trigonométrica propuesta. 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA 
ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA (0.S.) 


Llamada también raíces de la ecuación. es el conjunto 
de valores que satisface la ecuación. A este conjunto 
de valores se le conoce como conjunto solución (CS.) 
de la ecuación trigonométrica. 


Si la ecuación trigonométrica admite soluciones se dice 
que es compatible en caso contrario , se dice que es 
una ecuación incompatible. 


¿Qué significa resolver una ecuación: 
brigonomélrica? 


Significa hallar el conjunto solución en un campo o 
dominio específico. Estas soluciones pueden ser: 


([SECUACIONES TRIGONOMETRICAS HE ]7I0[___ > EDITORIAL RUBISOS) 


1) SOLUCIÓN GENERAL : Es el conjunto de todas 
las soluciones que se obtienen a partir de la fórmula 
general de todos los arcos que tienen una misma razón, 
las cuales demostraremos posteriormente y que se 
expresan en tres grupos tales como: 


lI)para el Seno y laCosecantees: x ¿=kw+(-I/V.P,  ReZ 
HU )para el Coseno y la Secantees:x ¿=2kx+ V.P., kheZ 
HH) para la Tangente y la Contan gente es; x ¿=kr+V.P.,k € Z] 


2) SOLUCIÓN PRINCIPAL : Es el menor ángulo 
positivo que satisface la ecuación y que por lo general 
se obtiene a partir de la fórmula general , al eyaluarlo 
para kR=0 

3) SOLUCIÓN PARTICULAR : Es cualquier valor 
angular que satisface la ecuación y que se obtiene de 
la fórmula general al asignarle un valor a k. 


4) Solución Básica (S.B.) : Son el conjunto de 
soluciones de la ecuación trigonométrica que están 
comprendidas en el intervalo [0; T), donde T es el 
período de la función, 

EJEMPLOS : 

Hallar las soluciones básicas de las siguientes 
ecuaciones: 


1 
D Senx ES 


RESOLUCIÓN : 
Como T = 2r . luego. las soluciones están dadas en el 
intervalo [0; 27). luego. 


II) Sects —=)= V2 


RESOLUCIÓN 

como T'= 2. luego. las soluciones están dadas en el 
intervalo [0:27 ), luego, si: 

Tr ES 


3 4 


0) 


Secta =)= 230 = Vs 


TI) Tan2x= /3 


como T' =3: luego. las soluciones están dadas en el 


intervalo (0-5), luego, si: 


Tg(2x)=/3 => 2x=5V2x= 


da: 
3 


VALOR PRINCIPAL (V.P.) 


Se define valor principal a aquella solución que 
pertenece al rango de la función inversa de la función 
dada en la ecuación trigonométrica propuesta. 


EJEMPLOS : 
Hallar el valor principal de las siguientes ecuaciones: 


* Sen(2x)= 5 > ViPo= sen [7]= 
* Tg(2x)=4/8 =>V.P.=Tg"'(3)= 5 
* Secr (+ = 3) =-2 => V.P.=Sec”'(—2) -—= 


AA A TER 
Cos(45) ==> > V.P.= Cos ri 7 


- 


* Sen(3x)= 5 => V.P.= sen” |[-7)- - 


El estudio de las ecuaciones trigonométricas para su 
mejor comprensión la subdividiremos en dos casos; en 
primer lugar las ecuaciones trigonométricas 
elementales y luego las ecuaciones trigonométricas no 
elementales. 


ECUACIONES 
TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 


Las ecuaciones trigonométricas elementales son las 
que tienen las formas siguientes: 


¡Senx= a| [Cosx =a| [Tgx =b| (Ctgx =b! 
[Cscx = e] donde a,b y e sonnúmeros dados. 
Sen(wa +p)=a| [Cos(wx + p)= aj, ete. 
Es muy importante saber resolver las ecuaciones 
trigonométricas elementales , ya que todos los métodos 


y procedimientos para resolver ecuaciones 
trigonométricas cualesquiera consiste en reducirlas a 


las ecuaciones trigonométricas elementales, como se 
apreciará posteriormente al resolver tales ecuaciones. 


Examinemos la ecuación que tiene la forma 
Senx = 0 sesosecccarorsos (1) 


Puesto que Vx € R,|Senx|< 1, entonces la ecuación 
(1) para a > 1 y para a < -1 no tienen soluciones. 
Sia = 1, la ecuación (1) toma la forma Senx = 1. 
siendo sus soluciones: 


e=(4k+1)5 vh EZ 


Sia =-1,la ecuación (1D) toma la forma Senx =-1; su 
sus soluciones serán: 


=(4h +3) VR EZ 


ea ahora |a|< 1. Como el período del Seno es igual a 
27 - entonces para resolver la ecuación (1) es suficiente 
hallar todas las soluciones sobre todo segmento de 
longitud 2r. 


Nótese del gráfico mostrado que la función Seno en el 


_2 Sm 
22 
monotonía estricta: 


intervalo tiene dos intervalos de su 


i) A 


dE 


de «a» en el intervalo |— $ 3 


1i) La función Seno decrece y toma una sola vez el 


valor de «a» en el invervalo E 


3 

Note uesire[ ¡ls E —<x<— 
cudielazós 
E E E 
2> a 2- 2 


La solución de la ecuación (1) sobre el intervalo 


3* a si Senx = a, entonces, es 


x= Sen”la. Para resolver la ecuación (1) sobre el 


: Sm . 
intervalo 23 dado que si 


2 2 
esr —x=Sen la,o Sea,x =w—Sen ta 
Para obtener todas las soluciones de la ecuación (1) 
adicionemos a cada una de la soluciones obtenidas los 
numeros de la forma 2kr,k € Z,es decir vueltas 


enteras, que proporcionan ángulos coterminales. 
Luego, el par de soluciones: 


=2k1+8Sen la A xy = 2kr+15 —Sen la 
soluciones que se pueden unir en la siguiente solución: 
x =2kr+(—1)Senla VkEeZ. 
EJEMPLOS : 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
1) Sen(2x)=1/2. 
RESOLUCIÓN 


Senx=a => Sen(r — x)=a ,(rn —x)€ E> = 


Sie Sen(2x)=2 => Loser hl — LAS Eme l ANT) ¡VEZ 


Er e 
= AH INM) ¡Vk 
>. GH PG EZ 


Sh: Sen(2)=4 => Semen tl — Sen UL len IAE) ¡VR EZ 


E ez 


3 5) vez 


115) Sen[3x -2)- == 


RESOLUCIÓN : 
* Como: 


Sen”? ES). - luego, si 


EEC a(= 
Sen(9x >) q > 3% 7 kx +(-1)" Sen 


) 
2 
>3Ix= hat (-7)+2, VkeZ 


E (4h+ Dx HE, 


13 VheZ 


Siguiendo el análisis realizado para el ecuación 


ón siguiente: x= kx +(-1)*CscTb, ke Z 


RESOLUCIÓN : 
Si: 
Cro(22-5)-3= 22-2= + (1000 (V2);vkeZz 


x ES xXx xr 
Sl di (Ah GH he z 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES 
TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 
CONJUNTO SOLUCIÓN DE : 
Senfax)=c;a+0,cEe R. 


Sea :0=Sena= a=areSento)e|-£:%| 


Luego : Sen(ax)= Sena > Sen(ax)- Sena = 0 


Entonces : 
ar-a 
2 


he (2 + 1) 5, Vk,n e Z 


2kx+a (2n+D)x—a 
Y e A 


> »Vk,neZ 


Las dos soluciones podemos unirlas en una sola, 
mediante la expresión: 


h 
= PACA en ez 


_kx+(-Dta 
a 


205. [2/x= yu = Vp;vkez) 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE: 
É “Cos(az) =c34a*+0,cEeR. 
Sea :c=Cosa > a =arcCos(e) e [0; 1] 


obtiene para la ecuación Csex=b la y. 0d eoicones podemos” alan OiEalaO 


mediante la expresión: 


a= 1222 0 Vp; Vin e Z 


O 
CONJUNTO SOLUCIÓN DE 
Tg(ax)=c;a+0,ceR 
Sea :c=Tga => a =arcTg(c)e (55) 
Luego Tg(ax)=Tga > Tg(ax)-Tga=0 
ES: Sen(ax—a) 


Cos(ax)O =0> Sen(ax —a)=0 


kr +a 


>ax—a=kr, VkReZ=>xw= 


AA 


kr +a 
a 


¡Me Lia =V»| 


Ctg(ax)=c| |Secíax)=ce| A|Csc(ax)=c, a =0,cER 


Se determina su valor principal (Vp.) y luego se 
remplaza en la expresión que corresponda según el 
siguiente cuadro: 


nx +Vp 


Ctg(ax)=c=>x= 
2nx + Vp 
a 


¡vneZ 


Sec(ax)=c= ¡vneZz 


nr +(-D)" 
a 


Csc(ax)=c>x= VP ne z 


EJEMPLOS : 
D) Resolver Sen(4x) =-1 
RESOLUCIÓN 


Vp = arcSen(—1) = —5rad, entonces 


4 = hr +(—1)Vp = hr ALAS z 


Er (ya 
Z (-1) ¿a EZ 


les. =151%= E (ri mez]| 


*= 


1) Resolver Cos(3x)= E 


RESOLUCIÓN 


Vo =arecon|9) rad +92 = 2h AE ME Z 


SE ez 
18 sl EL ez 
=>Cu =(» EE 18 = ] 


HI) Resolver: Tg(2x) =—J/3_ 
RESOLUCIÓN 


Vp=arcTg-/3) = Grad 


kr 
2x=kr +Vp=kr-E == 
> 2x + Vp = kr q, 2 


T 
==, WhEeZ 
6 € 


OJO: 
No se debe confundir Solución Básica y Valor Principal, en 
algunos casos pueden coincidir cuando estos son positivos. 


SOLUCIÓN PARTICULAR : 


Es la que se obtiene del C.S. para algunos valores 
específicos de kE Z. 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
ELEMENTALES ESPECIALES 


* Sen(ax)=0 >ax=kr, ke Z 
*Sen(ax)=1 > ax=(4h+1), ke Z 


* Sen(ax)==1= ax=(4k 15, kez 


* Cos(ax)=0 => ax=(2+D)E, hez 


* Cos(ax)=1=> ax=2kx, ke Z 
* Cos(ax)=—1=>ax=(2k+1)", ke Z 


Sena =Cosf >a +8 =(4k+1) hez 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


NO ELEMENTALES 


No existe un método generalizado para resolver este 
tipo de ecuaciones. Se requiere el conocimiento de 
conceptos de Álgebra Elemental así como de 
Trigonometría. por ejemplo. 


temas como: Factorización (aspa simple), diferencia 
de cuadrados. ecuación general de segundo grado, 
identidades trigonométricas, razones trigonométricas, 
funciones inversas. ete. 


Cuando se haya logrado una solución por medio de 
una elevación a alguna potencia de los dos lados de la 
ecuación o por medio de multiplicaciones o divisiones 
de expresiones que comprenden a la variable, debemos 
comprobar cada solución potencial por medio de 
sustituciones dentro de la ecuación. Las soluciones 
potenciales que no satisfagan la ecuación son 
rechazadas, estas se denominan soluciones extrañas. 


Los ejercicios que se dan a continuación muestran 
algunas clases de soluciones de ecuaciones 
trigonométricas. 


EJEMPLOS : 

I) Resolver: Cos*(2x) =3 

RESOLUCIÓN 

Cos*(25) ==> 2Cos*(2x)=1= 14 Conl4x)=1 

=> Cos(4x)=0 => porloscasos especiales £x =(2k+ DAR ez 


> 5=(2h+1L,VkeZ>08.= (13 =(2k+DL,vh € z) 


11) Resolver: Cos(3x)+Cosx =Cos(2x) 
RE SOLUCIÓN 
Recuerde que: e e 
= 2Cos(2xCosx = Cos(2x)=> Cos(2x)|2Cosx — 1]=0 


> Con(2x)=0v Cosx =2 
> 25 =(2%+ 1), Vx=21 +, Vin eZ 


>05.=(x/%=(2+1)7,vke 2Ju(=/x=2n +5mez] 


111) Resolver: Sen(3x) -Cos(4x) = 0 
RESOLUCIÓN 
Sen(3x)—Cos(4x) = 0 > Sen(3x)=Cos(4x) 
=> Por uno de los casos especiales: 
3x+4x=(4h +1 Eve ez 
Luego: 


ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 1 


dere) REZA a= (dx + DT WhEZ 


e Ar) E REZ === A 49 + DE Wh EZ 


alos Jara =1a+0 5, me 2] oferz =-(0r+115,0 ez] 


NOTA: 


Para resolver ecuaciones tngonométricas de la forma 
asenx+bcosx=c se debe tener en cuenta que: 


asenx+bcosx=Va*+b? sen(x+0) ;Tan9 =2 


EJERCICIO 1: 


RESOLUCIÓN: 
X= Grcsen (5) =E 
Pp 2) 6 
* Luego aplicamos la forma general: 
5r=kr+ (1 E sheZ 


Rx x 
HA 


EJERCICIO 2: 
Resolver: cos*x — sen*x 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando tenemos: 
(cos*x—sen*x) (cos x«+senta)=2 


=>1a= hor zarecos( 7); keZ 


SISTEMA DE ECUACIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Se denomina así a un conjunto de ecuaciones en la 
cual al menos una es trigonométrica y donde 
intervienen dos o más variables angulares. 


Resolver un sistema de ecuaciones trigonométricas no 


es difícil, se debe tomar en cuenta que el número de 
ecuaciones sea igual al número de incógnitas o 
variables angulares. 

No existe un método único o generalizado, se requiere 
cierto dominio de álgebra elemental, así como de 
trigonometría entre otros. 


El método más usado para resolver sistemas de 
ecuaciones trigonométricas es eliminar una de las 
incógnitas, con ayuda de las otras ecuaciones del 
sistema, se reduce al sistema de ecuaciones algebraicas 
mediante sustituciones acertadas de identidades o 
nuevas incógnitas o transformando las ecuaciones del 
sistema. 


Al resolver un sistema de ecuaciones trigonométricas, 
debe cumplirse que las soluciones obtenidas satisfagan 
el sistema dado. 


EJEMPLO : 


Resolver ¡N IS Fr 
Senx + Seny = Leocciomrsssoerssss ( IL) 

RESOLUCIÓN : 

* De (11) transformando a producto : 


AAA 
>x— Y = ART maana ( ML) 


De(1)y(JIL) : x= 2kr +559=5—2hm,Vh € Z 


La comprobación que aquí es indispensable demuestra 
que todos los pares de los valores obtenidos de x e y 
satisfacen el sistema inicial. Debe entenderse también 
que a cada número entero k le corresponde el par de 
los valores de x e y , osea , la solución del sistema 
inicial, por has si k=0 ,se obtiene los valores 


R= E y= los cuales reemplazados en las 


E , 
ecuaciones del sistema inicial, convierten a estas en 
igualdades numéricas justas . El sistema en mención 
tiene un número infinitamente grande de soluciones, 


PROBLEMA 1: 
Resolver: Sen2xxsecx=1 (neZ) 


nx x H 
ay =yE e 
ds B)2nx+(-0"E Cinx+ E 
Djnx-E EJnr+(-0"E 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde: sen2x = 2senx.cosx 


* Luego: Sen2xxsecx=1> 2senx xcosxx secx=1 
ii 
1 
* Queda: 2senx=1=>senx=2> x= + 


*Luego: %,¿=,2+(-1'x, >x¿=nx+(-1)" —S 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 2: 
Sen6x + sen2x = sendx 

Dar una solución. 
AJnx a D)2nx  EJRE- 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 
SenA+SenB= 2sen ( a z B ]cos (43) 

sen6x +sen2x=sendx 
> 2sen4x xcos2x=sendx 
* Pasando “sen4x” al primer miembro y factorizando: 
Sen4x(2co92x - 1) = 0 
1D) sendx=0 > x,=0 


nx 2nx 
C) PS 


> den 03 x= 


au) cos2e=3=*=nx 12 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 3: 
Resuelva: Sen2x = cosx 
Alna+( 1 E; neZ B)2nx+5 ;neZ C)2nx +5 
DJauvb 
RESOLUCIÓN: 
* En la ecuación: sen2x=c08x > 29enx x C08x =C08x 
* Reduciendo: 
2senx=1 > PESE 52 Es 

2 ia 2 6 


E)aue 


x 


> x=n1+(-)"x, > x=nx+(-1)" 6 


* Pero, el factor cancelado: 


Cosx=0;x,=arecos0=% >A=211x, >2nr+E 


= enero :meZ)o(2n122:me2) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 4: 


Resolver: Sen3xxCosx=2; (ne Z) 

x x x Ed 
Anxtz Bj2nr + Ct D) nto EDnat+ 
RESOLUCIÓN: 


* En la ecuación recuerde: 
Sen30 = Sen0(2c080 +1) 


d 
4 


* Luego: 

Senx(2c082x+1).cscx = 2 ; pero: senx.escx=1 
* Queda: 
2c08x + 1=2 > cos2s=2 


> xy =arccorz=2 > *¿=2x 
* Luego: 


x x 
Ay 2NAEX) ASS a=NAiZ 


6 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 5: 

Resolver: Senbx + Senx = Sen3x 
Señalando un conjunto solución (ne Z) 
Alnx B)jnxix  Cinx  D)aub 
RESOLUCIÓN: 

* En la ecuación, recuerde; 


sena +senf=2sen (52)e0s (5%) 


>senbx+senx=sen3x > 2sen3x x cos2x =senfx 
* Cancelando “sen3x”, quedaría: 2c082x=1 


EJbue 


1 l_x 
coto $ Ny" UTO0cO8 == > x1,=2% 
* Luego: 
>2=2mt >n1tl 


* Pero el factor cancelado se iguala a 0; esto es: 
Sen3x=0;x,=aresen0=0 => x,=3x 


> 3x=nx+(-1)'x, > 3x=nx > . 


>= E ¡mezjo("Emez) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 6: 
sen3x +senx 

Resolver: a 

x n_,x x 
Aneto BG Ciara 
RESOLUCIÓN: 


x 


nx, 
DE Bin 


* Transformando numerador y denominador a 


producto: 
A 


cos3x + cosx 2cos2x.co8x 
* Recuerde: Senó _ 
tanó 


* Reduciendo: 
Tan2x=4/3; note que no hacemos: cosx=0 


> xy=aretan/3 == > x,=2x 


Xp=Nx+x, > 2e=nr+i o E 
E 3 2 6 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 7: 
Resolver: 

Senx+sen2x +sen3x=c08x +c082x+c083x 

ES x 2x 
NG imez B)2nx +5 C)2nx 1-3 
D)JAUB EJ) AUC 
RESOLUCIÓN: 


* En la ecuación, transformando a producto: 
senx+sen2x+sen3x=c08x +c082x +c083x 
>sen3x+senx +sen2x=c083x+c08x +c082x 
Lsen2xxco8sx Leos2xxcosx 
* Factorizando: 
Sen2x(2c08x+1)=c082x(2c08sx +1) 
* Cancelando, quedaría: 
sen2x=c082x > tan2x=1;x,=arctani= z 


xr 
DIO x, a a adi + 


1] 


* Pero el factor cancelado se iguala a cero (0); así: 


Lcosx+1=0> cose=- 2: a, =arecos( -<) 
1 x 2x 
=— arcos <+x > ol Mi E 


A 
2 


>, 


La 
3 
nx, Xx y 2x 
>xe Ph zimezJo (an sn € 2) 
? RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 
Resolver: Senx+Senx=5(cos5x+cosx);(n e Z) 
nx_l 
A) a ant B) 
D)ave 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando a producto: 
senbx+Senx=5(cosBx+c08x) 


> 2sen3x xcos2x=5(2c083x x cos2x) 


> 1 =2mxtx, >x=2n1t 


nx, 1 x 
3 +garctarb C) nio 
EJbue 


* Reduciendo, queda: 


Sen3x=50083X mincnros .. (cancelamos : cos2x) 
2 e tandx=5;xy=arctanb>x¿=9x 
* Luego: 
*¿SNX+x, > 3x=nx+arctanb 
nx, 1 
> 3 + orctant 


* Pero, el factor cancelado se iguala a cero; así: 
cos2x=0 ; xp=arccos0 == 


PROBLEMA 9: 
Resolver: Sen*x + Sen*2x = Cos*x + Cos*2x 


yrE,z Bart o: Djaub Ejbue 


3 6 2 3 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda que: Cos*a-Sen*a = cosa 
* En la ecuación 
sen*x+sen? 2x+c08x+c08* 2x 
> 0O=c08*x- sen* 2x+c09* 2x—sen* 2x 
cos2x a 
* Tendríamos: Cos4x+cos2x=0 
* Transformando a producto: 2c0s3x xcosx=0 


* Igualando a cero cada factor: 
1) cos3x=0;x,=arecos0= E > x,=3x 


x 2nx ,x 
> 1 =2mxtx, ii pain E 


1) cosx=0 ;x=arecos0=> >=" 


x 
2 1¿2Nx1ix, > ENEE 


¡2 ,x E 
> s=( 3 27)0(2mr+7)mez 
RPTA:“D” 
PROBLEMA 10: 
Los valores de x, para los cuales se cumple la ecuación: 


Sen*x+Cos*x=1, son: 
(ke Z entero cualquiera) 
_kx _kx _ kx 2kx 
Ax==2> B)x= > C)x= 6 D)j===3= 
RESOLUCIÓN: - 


xTRIGONOMETRIAS< 717 


*Seníx+cos“x=1 
>1- 2sen*xcos*x=1> sen*xcos*x=0 
> senx cosx=0 > 2senxcosx=0 


> senlx=0 > 2er a= E heZ 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 11: 
Resolver la siguiente ecuación: 
2senx cos2x-2cos2x-senx+1=0 


A)x/2,x/12,x/8  B)r/2,x/6,x/4  C)x/2,x/6,x/12 
D)x/2,x/6,5x/6 E)x/12,x/12,5x/12 


RESOLUCIÓN: 

* Factorizando la expresión dada, se obtiene: 
(2c082x-1)(senx-1) = 0 

* Igualando a cero cada factor: 


1 


D) 2cos2x-1= > costa= 


> 25=2nx 15 >.*.- Arto; mEZ a. 
11) senx-1=0 => senx=1 


eh Es A A A A (a) 


* De (1) se obtiene: 


* De (11) se obtiene: 


> Las soluciones positivas y menores de una vuelta, 


8 ==) 
e: 6 


PROBLEMA 12; 
Al resolver la ecuación trigonométrica. 

Sen*x - Cos*x+ Sec'x - Tg'x= 1+3Sec*'xTg"x, 
Se obtienen soluciones en los cuadrantes: 
A)JIyH By HI CMIIy1 DJIVyIH EMyIV 
RESOLUCIÓN: 
* Dela ecuación: 
Sen?x-cos*x+secix-tg"x =1+38e0%x 1g7X commanoor (1) 
Recordar: sec'x-tg?x = 1 
* Si elevamos al cubo ambos miembros, se obtiene; 

sectx-— tg x=1+ 8sectatg?x 

* Reemplazando en (1) y simplificando, se obtiene: 
senix-cos*x=0 > sen*x=co8*x 


RPTA : “D” 


Ea 1 tgr=1>tgx=1 
cos x 


> xr=nx+arcig(1) > ant 


_2013 


* Asignando valores a n(n e Z), se puede observar 
que las soluciones pertenecen a IC ó HIC. 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 13: 
Una EE A genera € como gráfico de la función 
=sentx—costx;0<x<2x 


La furadunta. 


Determinar la suma de las abscisas de las 
intersecciones de esta curva con el ejes X. 

A) 2x B)6x C)j6x D) 4x 
RESOLUCIÓN: 

* Para hallar la intersecciones de la curva con el eje X, 
se hace: y=0 

* Entonces : 

sen?x-—cos*x=0 > —cos2x=0 


EJ8x 


> cos2x=0> 20=(20+1)5, neZ 


x=(2n+1) _ => asignando valores a "n” 


* para obtener los valores de « comprendidos en [0;27] 


n=0=>x=1 3 n=231= 

3x Ed 
= <2 ;n=3 a 
n=1>x 4 n iaa 


x, 3, 5x 7% 


"Suma + —+ + — > 8ama=4dx 


4 4 4 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 14 : 
Al resolver el siguiente sistema: 
Cos(x+y)cos(x - y)=0 Sen(x+y)sen(x- »-3 
Calcular y, VneZ 
A tE B) + E C) =nmtE D) Ez 

A o DE 


RESOLUCIÓN: 
la (x+y) cos(x -— y)=0 


Sen(x+y)sen(x— »=3 SS 
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*Sumamos: (Dy (1D 


Cos(x+y)xcos(x — y)+8en(x+y)sen(x y) =0+5 


> cos[(e+9)=(=9)]=3 > co8: -+ 


> 2y=2kx £arecos > 2y=ha Ty E 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 15: 
Calcular x; si: Tan(x,+x7+x3)=1 
Tan(x,-x7+x3)=2 ; WkeZ 
Tan(x,+ x3-x3)=3 
a aah Dia =th-E 
Na=>5 5 B)x,=2kx Z O) x¡=kx- 5 D)x,=3kx- 5 


RESOLUCIÓN: 


Tan(x,+x¿+x5)=1. (1) 

Tan(x,-x3+x3)=2.. (1) 

Tan(x,+xX3—%3)=3Bomcmrnnrosnerrnssocnnos 10419) 
* De (1 y HI): 
* Recuerda: NOTA 

land +tana 
do 1-tan0.tana 
2+3 

tan[(x+x3+x3)+(x,+x3 AMG 


> tan2x,=-1> 2x,=kxr+arctan(-1) 
k 
2x, =kx- > => 5 
RPTA ; “A” 
PROBLEMA 16: 
Dado el sistema fgx+ctgy=2 
tgy+olgx=2 
Una solución para x es: Z = 
A)2ke + B)2kx 7 iria Dijk + 
RESOLUCIÓN: 
Tanx+coty=2 cnvmiodonecitoriesnerrisisenacrens (E) 
Tany+cotx=2 mivinionocmnsrissriaaricnanornss (UL) 
Coty = (2- tanx) 


Tany = (2 - cotx) 


¡VheZ 


x 
Ejkx + 


*De (D: 
*De (11): 
* Multiplicamos ambos resultados 
Tanyxcoty =(2-tanx)(2 - cotx) 

1 
> 1=(2-tanx)(2- cotx) 
> 1=4- 2colx - 2tanx+tanx . cotx 


>tanx+cotx=2 >tan+ E =2 
tanx 


>tanix+1=2tanx > tan? -2tanx+1=0 


> [tanx-1]' =0 > tanx=1 


>x=kx+arctan(1) Sh +7 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 17: 
Resolver el siguiente sistema: cos2x - cos2y=1 


w+y=%E, calcular y, sikeZ 
x x 573 Sa Lx 
pd EROS ae ES 
AG ha Bl 0% Hr DIS + De 


RESOLUCIÓN: 


x+ == a (0) 


as (0) 


* Transformando a producto (1): 
2sen(x+y) xsen(y -x)=1 
* Reemplazamos (11): 


2 re e sen(y=2)=1 >sen(y-x)=1 


> y-=2ka+ E ER (11) 
* De (11) y (HI): 
x 2x 
> E de y= Ent 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 18: 
Resolver el sistema de ecuaciones 


1-tgxxtgy=tgx+tgy 2-y=3 
hn_2 E, 7% n_n 7% 
Mts PA Ty 
haa ln 7 py TE 
Or gg ty DA gy ny 
_kx_7x kx zx 
Ea Y ESA TES 7 
RESOLUCIÓN: 
1-tanxxtany=tanx+tany mmm. (1D 
EY covarvonnennensoncacinnnos: A E (AD 
* De: (1): 
tanx + tany 
pa a =t 
7 e > 1=tan(x+y) 
S(4y)= hn PS E anna (III) 
* De (1) y (HD): 
Da EA DEE 
2 24 2 24 


PROBLEMA 19: 
Resolver el sistema e indicar las soluciones generales 


yz ¡WVheZ 


á4seny(1-cosx)=1 
x x A x xr 
AhrtG B)2h+ 0)2kx +5 Djkr to Bjhto 


RESOLUCIÓN: 


x+y=Z . PEA E 
4senyx(1-cosx)=1 cmcencmrosornoness (LL) 
=E- 
* De (1): y= 37% 
* Reemplazamos en (11): 


4sen[5-=x)(1-cos)=1 


> deosx x(1-cosx)=1>4 cosx-— deos*x=1 

>0=4c08*x — 4cosx + 1 

=> 0=[2c08x — 1]? >cosr= > a=2kr th; neZz 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 20 : 


Dada la ecuación: asen2x+bcos2x=e; tal que x es 
variable; a, b y e constantes reales. 


DEstablezca las condiciones para a, b y e tal que dicha 
ecuación tenga soluciones. 


1) Sia*+b*=e*, halle tanx a partir de dicha igualdad. 
SOLUCIÓN : 
I) asen2x+bcos2x=c 
Reemplazando por las identidades del área doble . 
palace 

s a y codes 1 E 

I+tan*x 1+tan*x 
Sustituyendo en la ecuación dada. 

2tanx 


=> A pS = el -e=0 
I+tan* x l+tan? x 

> al 2tanx)+b(1-tan*x)-c(1+tan*x)=0 

> (b+cjtan*x-— 2atanx+(c—b)=0 

Por fórmula general se tiene: 

tani=20t Ví=2a? - 4(c+b)c—b) 


2b+c) 


_ar jarro? - e? 


tanx: pes AS Y y) 
Para que la ecuación tenga soluciones tanx e R 
2at+bt-er0>2 0 sado? 

1) Por condición a*+b* =e?. Sustituyendo en (1): 


sen2x 


EDIA 


tanx=—_—_———— >tanx=_—— 


AJhx B)2kx CI ÍZ DIARADE ENAR- E 
((3) Resolver: |Cosx|=1 e indicar cuantas soluciones 
hay para /0;8x] 


AJ5 B) 4 C)9 D) 10 

(63) Indicar una solución de la ecuación. 
senx + sen3x + senfx = 0 

A) 30" B) 1507 C)210" D)300" E)315 


(643) Resolver la ecuación: /3senx + cosx =1,he Z 
-= Bj2ha 2 Cj2ha pa EJB6C 


E) 8 


A)2kx += 


(03) Resolver: tg(3x+20%) = tgx; ke Z 
A) 360%k - 107 B) 180'%k 
D)180"k — 10* E) 90'k - 10? 


(643) Hallar el conjunto solución de la ecuación: 
sen6x= sa 


nx x xr 
BRA g OnsH 14, 75 


C) 90'k 


ES 


12 
nx x 
DIH PG 


nx 
AG Ha 1", 
nx a 
E) ql -1Y, 36 
(2 Hallar la suma de las 3 primeras soluciones 
positivas de la ecuación. 


Sen3x=- yz 
2 
A)J180? B)375" C)275"  DJ476" E)J315" 
(63) Hallar el conjunto solución de la ecuación: 
ctrl 
x x nx, x 
A, = 2 — == 
net B) nt O 7+3 
RA, nx, zx 
D) E 32 E) ar 


(09) Hallar la suma de las 3 primeras soluciones 
positivas de la ecuación. 


Conte=- Yi 
AJ144* B)154* C)1647  DJ174”  EJ184* 


(O) Hallar el conjunto solución de la ecuación. 
Tan2x = 1 
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Anx+T B) nro C) + 
Nx, XxX nx xr 
D) E +5 E) 2% 


O) Sumar las soluciones de la ecuación: 
cosx- /3senx=V/2 ;sixeJ]-x;0l 


A)-x/3  B)-2x/3 Cjo D)2x E)-3x1/4 
(O Resolver: clg3r=1gx ; si he Z 
AJkx/6  BJ(2k- DE C)2kx  D)kx/3  EJkx/4 


(E) Resolver: arcsenx -arccose=> 


A)-1/2 B) 3/2 C)- 3/2  DJ1/2 EJ1 
(O) Resolver: arcsen3x = arcsenx + arccosx 
A)- 1/2 B)1/3 C)1 D)- 1/3 E)x/3 


(6) Relacionar: a, b y e para la ecuación sea compatible: 

asenx + bcosx =c 
BJa*+b? > 0? 
EJa*+b*4+0c*=0 


A) at+b*=c* 
D)a-b>e 
(Q) Resolver: 


Cja+b2c 


27 
+y=>= 
a+y==3 


senx +seny=- /3 


B)x=y=x/3 
Dja=-%;y=2% Ejx=x y=5 
(O Resolver: 3 
cosx cosy== 

4 

1 

senx y 


A) x=30" ; y=60* 
D) x=0" ; y=90" 


(43) Resolver: 


B) x=y=30" 
E)x=y=15 


C) x=y=60" 


sens h pay = 
6 


$ . 1 
+ == 
cosx+seny 6 
Calcular: x- y 
A)Jx/3 B)x/6 C)x/2 D)x/8 E)- 1113 
(0) Hallar la solución principal de la ecuación: 


1+senx+cosx+sen2x+c082x=0 
AJxl3  Bj)x/2 C)2x/3 D)3x/4 


7) Indicar un valor de “y” en el sistema: 


i A 
Any=g 


E)5x/6 


3/6 


Se sente y= E 


A)30* BJ60* Cj4b* DJ15% — EJ76* 


UNE DOMICIVATY 


(03) Indicar un valor de ecuación: 
(senx-—cosx)? = sen2x 
AJ30" B)J60" C)76* D)90" E)120” 


(13) Resolver: aras 2 si: eZ 


hx_x x 
EE 
(03 Si: x,,, 1,, x, son raíces de la ecuación: 


x Ed ed 
A)kx+ 7 B)Jkx-— 57 C)2kx— 57 D) 


1 
Zoensooale= deny tal que: O< 1 << <7 
Calcular: x,+ Xx, + xy 


A)Jx C)J8x 


(3 Hallar la suma de las soluciones de la ecuación; 
2sen?x+ /3sen2x=3; six e [0:27] 


A)J4x/3  B)7x/3 C)2x D)8x/8 E)J5x/3 
(03) Resolver: Arcsenx + 3arccosx= = 
A)1/2 BJo C)-1/2 D)1 E)1/4 


NDAYERACTEANDIRICIDA: 


(1) Resuelva 2sen(cos 2x)=1, ne Z. 


Bana + arecos(£) Cj2nx 5 


A2n arecos(5) 2 6 


6 
D)3nx +arccos| 2) E)t arccos(£) 
Ñ á y x 
(02) ¿Cuántas soluciones tiene la ecuación 008%=- 27 
A) 50 B) 60 e) 70 D) 80 E) 90 


(A) Al resolver la ecuación x?-2x-1=0 se obtiene como 


2 


a 1 
raíces x, ¿175% y. Calcule el valor de y are sen( $ 22) 
k=1 


x B) x Cc) x Daz 


N-5 10 18 9 9 


(E Dada la siguiente ecuación trigonométrica : 
sendx —osdx+6senx=8en2x+c082x+6c08x cuyas 


soluciones 80N —1<x,<x¿ mr as; determinar el 


valor de: 
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AJ12 B)J4 C)16 
(43) Resuelva la ecuación : 
tan*x=800 cos*x+35sen*x. 


DJ8  EJ20 


Calcule la suma de soluciones para x e [0; 2,1]. 
Ax B)J2x C)3x Dj4x 
(09) Resuelva : 

2 (sen x+cos x)=tan x+cotx 


kx x 
== BL 
ts 


EJ6 x 


Cják+(-1* z 
xr 
Ej liar 


(02 Resuelva la ecuación : 
sen3x+sen2x+8enx=c083x+c082x+c08x 
Un conjunto solución es (k e Z). 


x xk x x 
Art BG C)2xK£G 
xr xr 
Djak+ EJ 20 R+¿ 
(75) Si x, ; x, son las raíces de la ecuación 
Bseng(1— tan”, 
senapencp1 AAA halle sun 


conjunto para $ que verifique la siguiente igualdad 


x-af=1;kez. 


x kx, zx kx, x 

Ahr+o BS + Oz 
x ka, x 
2hkr+E DESEES 
AS 33 *16 


(()) Resuelva : 
cos” (x—10x)+sen*(x-31x)=1;(kh e Z) 


x x xk 
AMAR +1) 5 BJ2xkju en+2) di 


DHxkiuo a+ 2) E)xk 


(MO De la 


sentarent(=+45)=7 indique la suma de sus tres 


ecuación  trigonométrica 


menores soluciones positivas. 
A) 270" — B)540* C)630* D)720*  EJ810* 


(O) Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica 

(A ( tan?x-3 
cotx—tanx cotx-3tanzx 
siendo ke Z. 


)utantas tan2x 


A) 2h +arocos 7 B) kx + arcsen= Cer + arcsen 
D)kx + arcsec3 EJherzarocot LE 
(O) Halle la solución del sistema : 
sen(a+x)+sen(a+y)+sena=0 
cos(a+x)+eos(a+y)+c0osa=0 
siendo a: una constante, n y ke Z. 2 
All2nz;2kx) — Blineskx) Ol z:2esó) 
2x 27 2x 2x 
Dm: 22,2%) 2J(2nx+ ES) 
(O) Resuelva el sistema. 
*- Tp A rrrntarerroreerarecerns 144) 
ALAS 
a aa ir (0 
tan ese (1) 
E 3x 3x , 3% x 3 x lx »x 
Mao Pa o o a o Po 


(A) Calcule las soluciones del sistema que satisfacen 
las condiciones. z > 
sentx -cos*y=a;-5<a<0, ny 


Ta —x x 
además. E<x< E; FE <y<t 
a A 


x, 1 = 1 
Ajz=3+3arecosta 3 J= > ¿erecorlo 
dx 1 


2: 5 
B)a= E —arccosza; y=- + arccosza 


C)x=> +arecosa 5 y= 3 arecosa 
D)x="% -arecosa ; y= 5 arccos a 


Eja= E +arccos E - y=E +arccosaÉ 


2 6 2 
(E) Resuelva el sistema de ecuaciones tal que : 
senx+sen y=m 
cos x+cos y=/3 m 


Sabiendo además que O<x+y<Z 


A)x=arccos(2m* — 1) ;y=arccos(2m* — 1) 
EL A 27 3 
B)x=++3arccos(2m* 1) ;y=6 3 arccos(2m* 1 


Cc) «=E+arecos(2m* =y i9=2 -arecos(2m* — 1). 


(SECUACIONES  TRIGONOMETRICAS M1 [722 —____ EDITORIAL RUBISOS) 


D)x==+2arecos(m* =D; =5- recon -1) 


2 
EJx=2 +2 arecos(m* -1); y= 57 arccos(m* -1) 


(8) Siendo a y £ las variables angulares resuelva el 
siguiente sistema : 


a-B rara a) 

Lana raices (HI) 
tap Cdi E (aa) 
ERA IA 
oz bj ; _ ES Tshez D)hx-= ; A = TsheZ 

Ejhr+s ; = =p Rez 


(|) Resuelva la siguiente ecuación : 


tan(202=) l+tanaY_(1-tan25[ 1+tan365* 
3 1-tana 1+tan25" J 1-tan35" 


x Ed kx _ zx 
de Bjkx+5skeZ a 7 ez 


Dz ptr, keZ 


2 45 
(3) Al resolver la ecuación: 


1 
Dog en )=> ¡O<x<x 
8 


¿cuál es la diferencia entre el mayor y menor valor de 
£? 


O A E 


Determine la suma a de soluciones, en la siguiente 
gui 
ecuación. 


dns Ss arecorx)= E 
1-J3 46 Y2 y 1443-42, 1-43-J2 
NT Dr C)- Poy Di a 
€0) Al resolver la ecuación trigonométrica 
41008 5x 4+91+2c08 5x= 9 
indique la menor solución positiva. 
A A E 1 


TE 15 16 5 5 


€) Resuelva: 

arcsen [cos (arcsenx)]+arecos [sen (arecosx)] =5cos2x 

Halle la suma de las dos primeras soluciones poctiras 

Ar B)2x C)j3x  D)j4x EJ6x 

2) Al resolver se tiene por soluciones a: 
3x(1-x)-x*=/2(1-3x?)-1 

A)(tan7 ;tan67 ;tan127") 

B)(tan5”;tan65" ;tan125") 

C)(tan730';tan6730'; tan12730') 

D)ítan5"30 ;tan65"30'; tan125"30') 

E)(sen5 ;sen65"; sen125*) 


€3) Halle el valor de «aproximadamente, a partir de 
la siguiente ecuación. 


sen(4k+1) E 
si 4[sena+1] 
send2 a 
2 arccot(1,875) 


donde ke Zo y aresen(¿]<a<? 


6 
x xr x x 
No noB TA O DG 
E) No existe valor alguno para a 
3) Dada la ecuación : 
22,0 0_ x,0 
caca 2) -16tan 7 ace" (%+ A] 


indique la solución general. 
A) ES B)kr-Gshe z 


C) 2h tE gi hez D) (21% de ¡hez 


E) aa z 


(CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA) 


OBJETIVOS: 


* Conocer los distintos enfoques de cálculos , que 
resuelvan la inecuación trigonométrica. 


* Desarrollar la capacidad de análisis y crítica , con el 
uso de las identidades trigonométricas aplicadas a la 
teoría de los número reales y relacionándolas a las 
funciones trigonométricas. 


* Calcular el conjunto de valores que asume una 
variable para el cual se verifica una inecuación 
trigonomélrica. 


CONCEPTOS PRELIDMIIVARES 


COMPARACIÓN DE CANTIDADES : 
Con el objeto de comparar una cantidad de otra se 
usarán los símbolos básicos: <f >; =3 >3< 


TEOREMAS BÁSICOS 


DE NÚMEROS REALES 


Los teoremas usados , en el cálculo se justifica en la 
teoría de los números reales , los que no detallaremos, 
sin embargo mencionaremos algunos; 


Dado xeR=>x*>0 


H)Dado x>0=> Jx >0 

xx: x>0 
x=0 

=x: x<0 

IV)Dadob>0:xER=>|<b=>-—b<x<b: 


pl2b>x>bvx<-b 


V)Dadoa ER AbER" :a<x<b=>0<|x|< max (a|,|o)) 


HI) Dado x € R, luego: |x| = 


VI)Dodoa € RAbER:ab>0>|a+b|>2/ab. 

Los teoremas indicados anteriormente y el uso de la 
circunferencia trigonométrica , asocian un análisis a 
considerar en el estudio del presente capítulo. 
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EJERCICIO 1 : 


Si: Cos(A + B) y Cos(A-B) tienen el mismo signo, 
luego A y B satisfacen la relación. 


A)SenA>CosB  B) SenB>CosA C)|SenB|>|CosA| 
D)|SenA|<|CosB | E)|SenA|=|CosB| 
RESOLUCIÓN : 
Dada la condición, se cumple que: 
Cos(A+B)Cos(A — B)>0 > Cos(2A) + Cos(2B)>0 
=> 1—2Sen*A+2Cos*B —1>0 
=> Cos*B > Sen? A > [[CosB|>|SenA]| 

RPTA : “D” 
EJERCICIO 2: 
A que cuadrante pertenece « g » que satisface: 


Sen (20 JCos0 <0 


AaNQ  BJIQ CjMq  DJVQ  EMIQó6IVQ 
RESOLUCIÓN: 
* El producto de números es negativo, si tienen signos 
diferentes : /Sen(20) Cos0 < 0 
e 

»L (+) (1 

luego: 

Sen(20) >0 ACos0<0 


2058 COMSOACoO: <0 


> Sen9 <0 ACos0 <0 => 
RPTA : “C” 
EJERCICIO 3: 
Determine el mínimo valor que asume la función 
definida por: 
f(x) =2Sen*x+3Co9x: areCos|+) <e< 7 


A) 25/8 BJO C)2 E)-25/11 


Agrupando 
RESOLUCIÓN : 
La expresión f(x) es equivalente a: 
f(x) = 2(1-Cos*x) +3CosA 
> f(x)=-2|Cos*x ¿Cos —1 


D) 25/16 


Completando cuadrados: 
f(+)= [oe - a. areCos| +) <x => 


Se representa el intervalo de «x» (dato), en la 
Circunferencia Trigonométrica y se observa: 


A cada «x» se le asocia un «Cosx» y considerado que 
es una función decreciente: => 0 < Cosx < 8/4 


* construyendo : Ne): <(Cosx—2)<0 


RPTA: “C” 
EJERCICIO 4: 


Determine el dominio de la función definida por: 
f(x=)=2- Sen?x— Sentx 35 Dado neZ 


(2n + Dr 
á 


A)nr na C) DE E)2nr 


RESOLUCIÓN: 


Nótese que durante el recorrido de las afirmaciones 
preliminares es necesario recordar que: el dominio de 
la función está dado por el conjunto de valores que 
toma «x» de modo que exista f(x) , en el campo real, 


deallíque afirmamos: f(x)=2— ¿senta —Sen*x — A 
es necesario: Sen?x — Sen'*x “3 >0 
también es equivalentea : Sen*x — Sen?x + z <0 


ddambién: (Sent 2) <0 


cumple : (Senta 3) <06 Sentx-3=0 


Nocumple enR 
por lo tanto:  2Sen*x—1=0 
por identidad :  Cos(2x)=0 


resolviendo : 2x=(2n ++ vn EZ 
>=(294+1)7;Vn9 €Z 


=|Dom, =(2n+ 17 :Wn eZ 


RPTA : “C” 


INECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


Se denomina inecuación trigonométrica a toda 
desigualdad entre funciones trigonométricas que se va 
o no a verificar para un conjunto de valores de la 
variable , si la inecuación se verifica se llamará 
compatible en caso contrario incompatible. 


EJEMPLO: 

* Senx>cos2x 

* Senx+cosx< 1 

* 2+ 3senx<cos2x 


IVNECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 
ELEMENTAL (1.T.E) 


Es toda inecuación trigonométrica que tiene la forma: 


F.T(kx+0)2N 


EJEMPLO: 

1 ed 
* Sen2x>= * Sec| 2x+=|>2 
na ear+2) 


x 
+ Tg 3 <l 
NOTA : 
Teniendo la 1.T.E deberá asumirse la igualdad: 


F.T.(kx+0)=N 


En este caso se deberá resolver en los cuadrantes 
correspondientes para (ka +0). Deberá ubicarse en la 
C.T. los arcos hallados anteriormente, para luego 
representar la F.T. en un intervalo adecuado, donde 
se satisfacen las desigualdades iniciales. Para la 
solución general se agregará 2nx(n e Z) esto en el caso 
que la inecuación involucre: sen, c08, 8ec, c8C. 


Si la inecuación involucra tg y efg agregaremos nx. 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE 
IVECUACIONES 


Se entiende por conjunto solución de una inecuación, 
como el conjunto de valores de la incógnita (o 
incógnitas) para los cuales es cierta la desigualdad. 
Recordemos que lo, teoremas de cálculos mencionados 
en el punto anterior , asociado con la representación 
en la circunferencia trigonométrica nos ayuda a 
calcular una variable con una expresión sencilla. Sin 
embargo cuando el problema resulta difícil de reducir 
entonces el siguientes razonamiento. 

Dadas dos funciones f y g definidas por y = f(x), 
y = 8(x) respectivamente con dominios 

P=Domf AL=Domg luego calculamos 
M=PnLla intersección de dominios (en un caso 
particular , M puede ser un conjunto vacío). Ahora 
supongamos que se requiere hallar todos los 
números" x,, " del campo M: para cada uno de los cuales 
se verifique la desigualdad fíx, )> g(x, ). En estos 
casos se dice que el problema consiste en «resolver la 
inecuación» f(x) > g(x) con una incógnita x: ó bien 
está dada la inecuación f(x) > g(x) con una incógnita 
x. 

EJERCICIO 5: 


Sean las gráficas de las funciones f y g , las mostradas 
a continuación de manera que se sabe: 


H—- MS 
P=Domf =[a;e] 
L= Domg =|[b;d] 
M = Domf N Domg = [b;c] 
Se pide : 
resolver la inecuación fíx) > g(x) 
RESOLUCIÓN : 
De la figura observamos que : 


* M=|b;c]es el campo de valores de «x» para los 
cuales f y g existen. 

* El número a € M lleva el nombre de solución (raíz) 
de la ecuación f(x) = g(x); ya que al sustituirlo en 
lugar de la incógnita x, la ecuación se convierte en 
una igualdad numérica lícita f(a)= g(a) 


En el conjunto M, six + a entonces fx) + g(x): luego 
afirmamos que flx)>g(x) ó fíx) < g(x) y esto solo 
se cumple al particionar el conjunto M en: 

+ xE[b;a) cumple fíx) < g(x) (Gráfica de g está 
encima def). 

= xE(a;e] cumple flx) > g(x) (Gráfica de f está 
encima de g). 


» Por lo tanto: flx) > g(x). Si: x€ (a;e]. 


EJERCICIO 6: 
Resolver: Sen(5x) >Senx. Dado; x € [0,5 


alo) mlo)oli=5)o (0) m5) 


RESOLUCIÓN : 
* Sean f y g dos funciones que cumplan: 

f(x) = Sen(5x) A g(x) =Senx: Domf N Domg = [o: 
* Graficando f y g en el plano cartesiano : 


5 


En la intersección : 
f(x) = g(x) > Sen(5x)=Senx, 


se cumple: 


5x =kr+ (— ix ; VEZ > mp0: 555) 


En la figura: fíx) > g(x) si la gráfica de "f” está 
encima de la gráfica de «g» 


=> Sen(5x)>Senx; si 


RPTA : “D” 


(SINECUACIONES TRIGONOMETRICAS” |726["_ EDITORIAL RUBISOS) 


— ISECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
FUNDAMENTALES 


Nuestro objetivo será ilustrar los métodos de solución 
de una variable + de aquellas inecuaciones que se 
reducen a los siguientes tipos: 


F.T.(x)>b:F.T.(x)>b:bE€R 


F.T.(x)<b:F.T.(x)>b:beR 
EJERCICIO 7: 
Resolver: Senx > 7: dado €Z 


aloe 2 2 | alos 2nr;(2n + 2) | 


C)|2na E 2 | 
RESOLUCIÓN 
Usando la circunferencia trigonométrica 


1) Se ubican M, y M,, los extremos de arcos de solución 
de la ecuación Senx = 1/2 


Dil] ENE» 


donde sE +2nm va=E + 2nm:n eZ 


II) Resaltamos el intervalo de x comprendido entre 
los extremos M, , M, que verifique la inecuación 
Za 
DE 
Senx > 3 
111) La solución de la inecuación propuesta está dada 
por los valores de «a» que cumplan: 


[E+2ne << E +2mm:vnez 


RPTA : “A” 


EJERCICIO 8 : 


Resolver: Coss 2 


¡0O<x<2r 


ml alo; Ti ero; El mz; 
alo: 5|210:5)0)| 72) Z ¡75 | EJ0UD 
RESOLUCIÓN : 
Usando el plano cartesiano 
Hacemos: fíx) =Cosx A g(x) -L.o <x<2r 


Representamos la gráfica en el plano cartesiano de f y 
g- 


Nótese enel plano cartesiano la intersección de f y g 

: y2 rn Tr 
ocurre si Cosx=-“2 ES, 
€ ñ 


Luego: f(x) > g(x) si la gráfica de «f» está encima de 
la gráfica de «g». La solución de la inecuación 
propuesta está dada para los valores de : 


jojo] 


RPTA : “E” 
EJERCICIO 9: 


Para x E[0;1] determine el intervalo solución de 
iS 
Te[7- =] <2-—3Tgx. 


alo aleteo) Dr(0:1)8)4 UBUC 
E 


RESOLUCIÓN : 


2 
e 1— Tgx — 2- 2Tgx +3Tgx + 3Tgx Eo 
1+Tgx 


E 3Tg2x— A o 
14+Tgx 


(V3Tgx + 1JV3Tg=+1) 


> 0o<Ter< IV mer <A Fíx) = G(x) > Senx = cos2x 


5x 
intervalo solución: ( a Sn pe >t=2 > E nt2r=- > 
ES 05) ( A 5n) 5x 5 
6 IA 6 a E y 
> x= 6 > 5 e 
RPTA : “E” 


* En general: 2kr+%<x<2hr+ ol 
EJERCICIO 10: 6 6 


Calcular lo valores de "+" e(0;x) en: senx>1 SOLUCIÓN A CASOS PARTICULARES 


an Senx>a ¡la|< 1 x.e (aresena + 21n;x - aresena + 21m) 
o AR Senx<a ;la|<1 x e (-x —aresena + 2xn;aresena + 22) 
x=30P 6 $ 5 xe (-arecosa+2xn;arecosa + 21m) 
2>.uenx=-= => . - 
A de x.e (arecosa + 2xn;2: -arecosa + 21m) 
e(orega+xn:=+1m) 
*EnlaC.T.observamosque: sel E srmoretgasnn) 
> x e (30*;160%) q 
donde:n=0;41;42;£3;.. 
Senx>= ; se resuelve para: EJERCICIO 12: 
30 <x < 160 Determinar todos los valores de x tal que; 
OJO: Sen(2x) > 6Cosx, dado n e Z 
La solución general en el ejemplo, será: ES 2 Ir 
ara +31 +25) 8)(200: + ame +5) 
2hkr+E< Ele; heZ 3 Ed > 
e $ Clan Ese +25) Dl En +2 
EJERCICIO 11: 3 3 + 3 
Resolver: Senx > Cos2x T T 
E) 2 -=; = 
Para x e [0;2x] ll > 2 +5) 
RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN : 
1) Graficamos: Sea f y g dos funciones de modo que: 


Fíx)=senx => T=2x 
Gíx)= e > T=x 


hacemos: 

f(x)=sen2x;g(x)= 6cosx; Domf N Domg =R 
Graficamos en un intervalo de un período mínimo para 
analizar el comportamiento de ambas funciones y luego 
generalizar el conjunto solución. 


1) Sombreamos donde F(x) > G(x) 
111) Para hallar los puntos de intersección se iguala a: 


AINECUACIONES TRIGONOMETRICAS 


(>> Ica<E dado nez 
ineraladns: 2mn+ << 2 


S RPTA : “B” 
EJEROIOIO 13 : 


Resolver la inecuación en el siguiente intervalo (0;5) 
SenxSen(2x)< Sen(3x)Sen(4x) 
5) 
2 


IS 


alga) ojo) 


RESOLUCIÓN : 


Usando identidades de transformaciones de producto 
a suma la inecuación propuesta será equivalente 


Cos — Cos(3x) < Cosx — Cos(7x) 

=> Cos(7x)< Cos(3x) 

=> Sen(5x)Sen(2x)> 0 
*dado:0<x<Z => Sen(2x) >0 


Factor posiflvo 
*luegolainecuación sereduce a: Sen(5x) > 0 


*se comple: 2nx <6x < 210 +1 > 2 << (2m4 0 


£=0 0O<x <E | intersectandocon 0 <x<"/2 
5 
2 7 
A Tos <= tenemos : =e(0, an E +5) 
RPTA : “C” 


EJEROICIO 14: 
x 
Resolver la inecuación: 3Tgx + 4Sen*( > J<2 


Sr 
dar el conjunto solución comprendido en (E ¿37 ) 


ada mt) 020) 


6 6 6 
67% 177 
A ) mE) 
RESOLUCIÓN : 


Mpx +4Sené (7) 2 <0 => omo +2 253) -1 <0 


Senx 
=>3— —2Co8x <0 => 
3Senx—2(1—Sen*x) 


ER E 


3Senx —2Cos*x 


0 
Cosx - 


<0 


(728 > EDFTORIAL RUBISOS) 


1 
2 eS gr 
2Sen' 3008 y y PR 1543) o. 1) 


te) 
Analizando : 
1) Senx+2 >LVxER 
Factor positivo 
2) dudo e ¡9)> Q a <0 
E CT 
2Senx—1>0= Senx >= 21 + <x< + 2m3n eZ 
13 17r 
=19=3g7< Sr 
RPTA : 'D” 


EJERCICIO 15: 
Resolver: Sen(2x)> Tgx;0<x<r 


ao; nu (Bro) a(0:77)u pol) ir) 
a arar) 
RESOLUCIÓN 

Sef y g dos funciones de modo que hacemos : 


f(x)= Sen(2x) 
8£(x)= Tgx 


Dom f MN Dom g =(0:5)u( sw) 


Gráficamos en el dominio común : 


gr 


RPTA: 


(STRIGONOMETRIAS > |7%9] 


EJERCICIO 16 : 

Para que valores de x; O < x < 21 , se cumple: 
(1—Cosx + Senx)* > 1+Senx 

asa 


A 


a) 


RESOLUCIÓN : 
De la inecuación propuesta, desarrollamos el primer 
miembro: 

14008" x + SenT x —2Cosx+2Senx — 2SenxCosx >1 + Senx 
1+Senx — 2Co8x — 2SenxCosx >0 
(1 +Senx)(1—2Co8x) >0 


Observación : 


Representando en la CT. = 


1) 14 Senx = 0 > Senx =-—1 
11) 2Cosx =0 + Coss == 
*Enel intervalo de 0<x<2r >0<1+Senx < 2 
*Enel intervalo dT<:< > 0<1-—2Co8sx < 3 


*Luegocumplesi : x des 3 5] 

RPTA : 'D” 
EJERCICIO 17 : 
¿ Para qué valores de x,0<x<2r , se cumple: 


o ezo 


la) le) 


RESOLUCIÓN : 
Inecuación propuesta Sen(2x) > Cosx;0<x< 2r 


observar: 
12x+x==Z +2 km, REZ 


” 3 Ir 
Sen(2x)=Cosxj>x= ls > e) 
rr 67 
1i)2x— x= +2lm; ¡heZ=>x= fs E 


EJERCICIO 18: 
Resolver la inecuación: 3Sen(2x)+Sen(4x) <Tgx, dar 


el conjunto solución comprendida en E 5n) S 


al 2) ar mm) oz: a en) 

RESOLUCIÓN : 

3Sen(2x)+ Sen(4x)—Tgx <0 

55 3Sen(2x)Cosx + Sen(4x )Cosx — Senx 
Cosx 

multiplicamos por 2; 

3[2Sen( 2x)Cosx] + 2Sen(4x )Cosx — 2Senx 


<0 


<0 
Cosx 
deproductosa suma : 
3|Sen(3x)Senx] + Sen(5x) + Senx(3x)— 2Senx 
<0 
Cosx 
 Sen(5x) +4Sen(3x)+ Senx < 0 
Cosx 
2Sen(3x )Cos(2x)+ 4Sen(3x) 
> <0 
44) 
¿235 JLo de 193 20: q) 
tt 
Analizando : 
1)Cos(2x)+2>1 
Factor positivo 
11) dado: 5 < x<r> Cos <0 


Factor positivo 
luego la inecuación(1) sereduce a: Sen(3x)> 0 
Luego: 2n7 < 3x<(2n+1)J; neZ 


nez 


2n7<x<(2n4 Ds 
n=0:0<x<x/8 


n=: <x<n > x 


RPTA : “B” 


EJERCICIO 19: 


Luego la inecuación se cumple si; 
Resolver: Sen*x+Sen(2x) < 3Cos*x, dar un 


Tr 

conjunto solución comprendido en E e . ES [arerg: al 
RPTA ; “A” 
A|-aretgs: al B)|-arergssz 


O)|-arerg;%| EJERCICIO 20: 
Resolver: 


r; ES 
D)|p:arenes| E) 2 ;areTgo| 4Cos*x —2(V3 + /2)Cosx + /6 <0;si x €[0;2.] 


RESOLUCIÓN : 
La inecuación propuesta se transforma en: A) E ; =) B) E 5) C) E z 5) 
Sen(2x) < 3Cos*x— Sen*x mxo; amy 7 1ir 
uso de identidades : "6 64 46 
Sen(2x) < pz ] a peta ] RESOLUCIÓN : 
> Sen(2x) < 14+2C08(2%)owms(*) 4C0s*x-2(V3 +/2)Cos x + /6 <0 
Sea f y g dos funciones de modo que hacemos: 2Cosx 3 
f(x)=Sen(2x) > 
g(x)=14+2Cos(2x) 2Cosx 2 
Domf 0 Domg =|[ 5: (2Cosx— JS [2Cosx + /2)< 0 
Graficamos en el dominio común E A PT E 
yz ya 
=$ 2 
Eco 
a 7a Un 
> lec (pot 


RPTA : “E” 
EJERCICIO 21 : 


Resolver: 1e(5) >1-—Ctgx,si x € (0;1) 


; A) 0;%) B)(0;w) C)0;m) E Dl») Ens) 
1(9)<a(=)+wxcla.:5| E AS pues 
Hallando a, : Sen(2x)=1+ 2Cos(2x) 


, Per _ y, 9f1T8lx Te |5) > 1-Ctgx => Caos — Ct >1-Ctgx. 
A dd PE £l5 gx [gx 


> Tg?x + 2Tgx -3=0=> Tgx=1 y Tgr=-3 > Cscx>1=x € (01m) = (5) 
GV ==-areTg(3) 


RESOLUCIÓN : 


a ] 
: RPTA : “C* 


STRIGONOMETRIAS A) ENCIOFEDIA TAPIA 
PES REUS eos mess de e dado que el coseno empieza a 


disminuir, hasta llegar a su simétrico : 


PROBLEMA 1: 27 2 Ln 
Calcular los valores de "x" e (0 ; 27) que cumpla RE 

Jz * Luego: 

cosxs—— x 1x 

2 ¿o 
A)J[45;215] B)[45;215%> C)[45"315"> D)[45:315] 
RESOLUCIÓN: * Engeneral: Z+27<x< 1% 42%n 
* Graficando todas las líneas coseno, cuya longitud es 6 6 


resolveremos la inecuación en forma analítica así: 


menor o igual a e » los cuales corresponden a arcos * Con la ayuda del cuadro expuesto en 
que pertenecen [45” ; 315"] cor > xearccor +2 ¿2u-arocon 5) +20m) 
>xe (2+2mn ¡20 E2mm) > re(2me+2 ; 7+2nx) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 3: 
Para que valores de x,0<x<2xr 
se cumple senx > cosx?. :S , 
xr LS La 
AyO<5< B) 0<s <p C) 0<x= <= 
D) 0<r<% E) Ica 
RESOLUCIÓN: 
PROBLEMA 2: * Para resolver esta desigualdad, graficamos la 
: xl Y3 funciones: f(x)=senx y g(x)=c08x; luego,hallamos 
Resolver la inecuación: Cos + <-2 los putos de infemascción: P 


lx 
6 


* Resolviendo la ecuación : f(x)=g(x); y, luego, 
observamos en qué intervalo se cumple que: 


+.) C)J4 


al2+2m: + 20m) a z+rm; 


A Mx Fx) > glx). 
Dan; 6 +2mm) EJN.A *G, en [0:2x] 
RESOLUCIÓN: 

* En la cireunferencia trigonométrica ubicamos un 


5 


arco cuyo coseno que tenga por valor > ,así tenemos: 


* Para hallar los puntos de intersección, resolvemos 


la ecuación: sens coss 
*En/02x] > YE=1 
NE 7 aa e 7 
En el gráfico cosx<-——, se cumplirá para todos los an 


2 


BENECUACIONES TRIGONOMETRICAS EDITORIAL RUBISOS 


*Enel gráfico: 


* Observamos que fíx)> g(x), si x,<x<x, es decir: 
Ear. 
PROBLEMA 4: 


¿Para qué valores del arco x, 0<x<2x se cumple 
sen 2x > cosx?. 

¿E [3m 2 

lez) 


H_ 7 Tx qn Xx 5r _3x 
Ola zu (Ts 2=) eze) 


RESOLUCIÓN: 
* Una forma de resolver esta desigualdad es graficando 
las curvas de la funciones: sen2x y cosx,en < 0;27> 


y, en el mismo plano donde se observa que la curva del 
sen2x está más arriba. 


RPTA: “E” 


* Arriba de la curva del cosx, ahí se cumplirá que 
sen2x > cosx. En las zonas que se han sombreado, se 
cumple: sen2x > cosx. 
* Como se observará las curvas tiene puntos de 
intersección que aún no se han determinado; dichos 
puntos se obtienen resolviendo la ecuación 
sen2x =cosx. 
*. Peenxcosx =cosx => Zsenxcosx-cosx =0 
soluciones en (0,27) 
=> cosx(2senx-— 1) = 0 ) sólo 


20or=0> ely (ya están en la figura) 
2senx-1=0 => senx=> Ar, 
* Observando la figura: 
Z (abscisa de P) y += tabscisa deQ) 


* Por lo tanto, sen2x> cosx en<0;27> 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 5: 
Resolviendo la inecuación: Tgx > 1 


Ao+rms Gm) asas 3+1m) 


4 4 2 
x 5x Ed 
ol7+rm; p.m) Dl2+m: 2 +xn) 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando en una circunferencia trigonométrica la 
ecuación trigonométrica dada y recordando el dominio 
de la tangente, tendremos; 


tangentes mayores 


En forma 


comprendidos entre z 


* Luego la inecuación se verifica para: 


* En general y en forma analítica, tendremos: 


4 2 
RPTA : “D” 


ter21>x e|arctgl+am; o) e Foam: sm] 


PROBLEMA 6 : 
Resolver la inecuación:; 


D)J9 

RESOLUCIÓN: 

* Utilizando las siguientes fórmulas: 
1-cosx=2sen* = y 1+cosx=2c08* = 

* Tendremos: 


* Factorizando, logramos: 


2e01(+-F)]cosT>0 

* De donde: 

x 

-El>0 

cos» > 

* Cuya solución será : 

3 3 
Go qero se qui) 


PROBLEMA 7: 

¿Para qué valores de xe<0;2x>, se resuelve la 

siguiente inecuación trigonométricas. 
3cosx<1+senx? 


x x x x 3 A 

00 12) a(o;*) Ol5sx) Dolo) als ) 

RESOLUCIÓN: 

*De: — V3cosx<1I+senx ¡xe(0;2x) 
fix) 8(=) 
f(x)=/3c08x 
g(x)=1+senx 


* Graficando: flx) y g(x) 


) f(x)<g(x) 


* Luego del gráfico: 
f(x)<g(x) >xe(x,5x2) 
* Calculo de x,A 2: 
fx)=8(x) > V3cosx=1+senx 


-1= senx — V3coss - 1=20en+-5) 
-—__——= 


q E x 

D ir > o 
Ta 3: 

ug) 0 Ly=— 


> xe(x/6 ; 3x/2) ans 


PROBLEMA 8: 
La afirmación que cumple con la siguiente inecuación: 
V3senx+ /2cosx<yJ3, es: 
4)x<aresen(<) Bjeoe> 24 Opsens< [2 
Djx<s<arceen( ¿)+2 Ejn<x<A 
RESOLUCIÓN: 
* La inecuación: 
V3senx+ /2cosx <J3 
* Es equivalente a; 
/2c0sx </3 — J3senx 
* Sea; 
f(x)=/2c08x, y, g(x)=V3 — /3senx 
* Graficamos ambas funciones. 
* Hallamos los puntos de intersección: 
Fx) =8(x) 
* De la gráfica, determinamos para qué valores: 
Nx) <glx) 
* Graficamos: 
f(x)= /2cosx A Blx)= VI (1—senx) 


Las curvas se intersectan. 
* Hallamos los puntos de intersección, resolviendo la 
ecuación: 


MIVECUACIONES TRIGONOMETRICAS [784] 


/2c08x=J/3(1- senx) 
> 2c0s*x=3(1-senx)* 
> 2(1-sen*x) = 3(1- senx)? 
> 2(1- senx)(1+senx)=3(1- senx)? 
* Eliminamos: 
1-senx=0 => senx= 1 


2h hez> 


xx. 5x 
Slimts,.) 
* Queda: 9(1+senx)=3(1- senx) 
> 2+2senx=3- 3senx >6senx=1 
> senx =1/5 
* Del gráfico se deduce que: 
1 


x,=arcsen 1/5 ; %=25 +arcien 
* Finalmente, según el gráfico: fíx) < g(x) para: 
0<x<aresen + v P<x<2x+arceenz 
de las alternativas dadas sólo cumple la D. 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 9 : 
[sen (20)|=sen20 
Hallar el conjunto de valores de 9 que cumplen: 
sen(20).csc*x< 0 
siendo x e R—(kx/k e Z) 
ha ha 
A)kx  B) E C) A 
RESOLUCIÓN: 
[sen20|=8en20 momcmmcanoos ijpnicnniencaso 149) 
Le EE >: SE (1) 


*De(1): 
[sen20|=sen20 
> 8en2ZO ZO cscarnriarinsioricocirasissarasnnoss (LIL) 
* Recuerda: 
S Csc*x e [1;-+o) 
O 20 < Ds (AY) 


* Luego de (111) y (IV) > sen20=0 


¡Ns kx 
EOS 0: RPTA : “B” 


PROBLEMA 10: 
Calcule los valores de tana, si a e (e E a) además; 
Vcof8acosa<0 y 


an0511 — BlONi2) Oflt+al2-J2-1:42-1) 
DO; J2-1) Eros la+2 12-431) 
RESOLUCIÓN: 
* Piden valores de tana. 
(05) 
aclx; E) 
Jcot8acosa<0O ... 


* De (1): ae HC = cosa es negativo 
* Reemplazando en (11) cot8a : positivo 


*Si: n=8 > x< ae cumple con (1) 


* En la C.T.: Y 
as Sl 
* Del gráfico: CE tana 
al 
O<tana<tan(x+2) E 
* Por reducción al IC: O<tana< tano 
* Recordando: tan Z=cs00- cotó 
>O<tana<escZ coto > 0<tga< /2-1 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 11: 
Resolver la inecuación: 
tgs(8- t8%2),, : ze(0;5) 
1-tgx 2 
E am xx x.1 AÑ [2 
13 3% E IN 02 0 
ao) 33) 


RESOLUCIÓN: 


IMETRIA 6 
2 
a, 2509 ; ze(0; E) 
1-tan"x 


* En: ee) ¡ tanx>0 


a =/3 


390 > puntoscríticos 27,0 


x=-1 


* Luego como tanx>0 > tanx e (051)u (43 300) 
Y 


canta seo) 355) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 12; 
Sia. b son números pares, además : 


E=asen(x+ax)+ bcos(x - bx) 
Determine el máximo valor de E. 
RESOLUCIÓN : 
Dato a, b son pares > sen(x+ax)=senx 
> cos(x — bx)=c08x Reemplazando 
=> asenx + bc08x Según el teorema, el máximo valor 
de dicha expresión es Ja?+ b* 
PROBLEMA 13: 
Resolver en el intervalo (0;2x) la inecuación: 
2sen*x-3senx+1<0 


dela al) 


RESOLUCIÓN: 
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* De: 
2sen*x— 3senx+1>0;(0; 21) 
2senx 1 
senx -1 


> (28enx — 1)(senx —1)<0 ... 
* Se sabe: 


(1) 


senxe[—-1;1):VxeR 
> (senx—1)e [-2;0] 
> (senx-1)< 0 

* Luego en (1) tenemos que: 


(2senx — 1)(senx—1)<0 ; senx+1 
a 
153) 
> 2senx-1>0 > senz> 


* Del gráfico: Y 


* Del Gráfico: 
xe(x/6 :5x/6)-[5) 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 14: 
Resolver la inecuación trigonométrica . 
1+sen*(xx)< cos(21x) 
A)2kx OS Cr2R+05 D)k 
RESOLUCIÓN: 
De: 


1+sen*(xk)<cos(2xk); VkeZ 
=> [1-cos(2xk) ] +sen* (xk)<0 
> 2sen* (xk)+sen*(xk)s 0 
> 3sen* (xk)s0 
* Recuerda: 
VaeR; a?z20 

* Luego: 

Sen(xk)=0 > rk=kkf 


> x=k 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 15: x 
> (++5)e(r:25] 
Si xe(0;2x], resolver O (2 .”) 
dl E 
x a .3x x= 3 6x 
a RPTA : “4 
Dg) e aan PROBLEMA 17: 
2-2] 4 2 2/ 4 Resolver: 
2 
RESOLUCIÓN: Pbooer 1-40 E 
1-2c08x 4sen*x-—3 2 
* De: O ; x«e(0;2x] É 
AE ajo:2) 2)(0;5) cJ[o:5) Drl0;55) 
* Recuerda: 2 6 3 12 
-1Ssen2xs1;VxeR RESOLUCIÓN: 
>-1S-sen2x S1 * De: 
> 05]1- sen2x s 2 z 1+3008x _ 1-4eostx | 022% 
a (+) 1-2co8x 4sentx-3 ” 2 
co8x_ y A 0 > L+3cosx 1-4 (1-sen*x) 
P co8% —sen2x A 
rn NS > 0 4 * 1- 2co8x dsen*x-3 
(+) = 1+3co8x 3 
1- 2c08x 1-3 
1+3c08x 2 
E <I n 4sen*x-3+0 
Y3 14+3c08x 
tes SS 
x 3 f5x Scosx - E 
> a) — 1-2 <0 ; Peroxe|0;5|> cosx 20 
1 
RPTA:"D > ——-<0 a cosxz0 
A 1- 2co8x 
PROBLEMA 16: DS <0 
Resolver sen s-5)>senz six e10;2x) > 1<2c0exr > il 
2 
* Ej . 
ae) a) oleo) ate 2) EE tenemos : E 
s D cos: >= A cosxz0 ; aiii 
RESOLUCIÓN: 


Re xi4y=1 Y 


Sen(= 2 )2stmx; 2010525) x x 
Al *..5 +3 


“Luego: xe[0;x/3) ER 
RPTA :“C” 
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PROBLEMA 18: 
Hallar un intervalo en el cual: 


E = senx-cosx ,es positivo 


ales; ze) as *) ol =) DJ EJR 


44 
RESOLUCIÓN: 
* Condición 


PROBLEMA 19: 

Resolver: sen|x|-cos|x|>(V10-/2)/4; [a|<x/2 
aia) ola oli) 
RESOLUCIÓN: 

* Aplicando: sen9— cos0 = VBsen[o-2) 

* Resulta : 


ml 


* Como: 0 s|xj<5 >-= 7 k]- 555 erssensreneraoses (EL) 
* Dado que la función seno es creciente en [-5:2) m7 
de (1) se concluye que: Pp prcerrerccorrnaananoss (na) 
* Ahora, de (11) y (111): < 30 HG = 
* z sonas E x 

Sumando 4 se obtiene: 20 <|x|< S 
> 5. TE 7x Tr x 

de donde tenemos: sel 3 5)" E: z) 

RPTA : “C” 

PROBLEMA 20: 
Resolver: arctg |x| - arcctg|x|<0 
AJ(-o;-1) B)(1; +0) ON1;1) 
RESOLUCIÓN: 
* La inecuación equivalente será : 
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arctan|x|<are cot |x| 
* Sumemos are tan|x| a ambos miembros : 


2are tan|x|< arc tan|x|+arc cot |x| 
"por propledad es Igual ax/2 


> 2are tan|a| < 2 = are tan|a| <7 
* Sabemos quesi N20> arctanN 20 
* Luego: Osaretan|x|<% 
* Dado que la función tangente es creciente en [0:5). 


se cumple : 
tan0'S tan(are tan|x))<tanF=0< lx] <1 


>-1 <x <1>xe(-1;1) 


RPTA : “C” 

PROBLEMA 21: 
Si x e (0;2x); entonces al resolver : 
2sen>/3 + sen 24*-cos E se obtiene una solución 
de la forma x e (a;b). Halle a+b 

Ed x Sa Sx 
n B)5 LE Djx y 
RESOLUCIÓN: 


2senx > /3+sen24*- 20835 A dónde we (0;2x) 


* Observemos que: MA 


* Reemplazando se obtiene : 
2senx>/5 + gon2d —ponzá" > sens> 2 ,*e(0;2x) 
* Resolvamos gráficamente ; 


YA 


x 2 
7 re( 7:70) =(a:b)> a +b=x 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 22: 


Resolver: 
cleaned) 
A)[0; x] a =a]u10;x] C)[-1;x] 


a] au) 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente será : 


3000 54434 )2009[ 24 5-9) 
> 3senx > senSx > 3peñx > 3 peñx — dsen” x 


> 4sen'x >0> senx 20 
* Resolvamos gráficamente teniendo en cuenta la 


ndición: A 
condición sel 3 ) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 23: 
Si0e (as 2), resolver x en la inecuación : 
sen9 + cos(2x=0) 1 
cos0 — sen(2x - 0) 
xXx xr 
—+ a3-—<as0; 
ERA as asO;kez 
x az y 
B)kx —-+a;0 <a <giheZz 
C)ka+Z+a;-E <sa<O0;keZz 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente será : 


xr 
372 —sen(2x - 0) 


* Transformemos a producto : 


La cancelación efectuada exige que : 


000 7-0+,)+0>% Or xen+o NnEZ 


DANA GAO scr (1) 


* Queda : 

x x (x x 
001 5-5)212100[5-(5-2)]21>100[54 21 
* Resolvamos gráficamente: A 


* Vemos que: pes: 2) > 2052) 


En general , se cumple : 


xr xXx xr x 
corel d ote), hoz besme+2) 10 


¿En este intervalo hay algún elemento de la forma 
nxa+ +07 
* Recuerde que nx+ 710 está descartado por (1). 


Veamos , como . 


3x 3x 
De eli 5) > n= 4 POE (mes; e) 


Notemos que nz 0 pertenece a otro intervalo 
distinto de (11). 
* Por lo tanto , la solución está dada por : 


Ed 
+ e[trsir+ 7) 
* de donde: 
x x r. 
»-tre[0;7) > am Ze|-£: ) 
— 


* es decir: xens+i+a,keZ donde: -Gsa<0 


RPTA :“C” 


ATRIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 24: 
Resolver: cosx+cos3x — 1<co082x ; si rez 51) 


x x 2x 2x. E 
az») O) ltz) Ds) 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente: 
cos3x+c08x — (1+c082x)<0 


= 2eos2x cosx —cos*x< 0 
> 2e9z pe 0 
a 4) 


1_ Por dato re(£:1)..(a) 


* Luego , necesariamente : 
cos2x — cosx>0 
> -2 sen sen 0 


t-) (+) 


E porque Ze(£:2) 


SS senós <0>3x 3 (as 20) >.) ses (8) 


* De (a) y (B): me És Sax) 

RPTA; “C” 
PROBLEMA 25: 
Para que valores de x e (0;x) 


2senx+sen2x<2+2c0x +2008*x. 


AJ(O;x) a(0:5) oz») DJ0:x)-[5) En +] 
RESOLUCIÓN : 


2Lsenx+sen2x<2+2c08x+2c08*x 
donde: xe(0; x) 

2senx+2senxcosx< 2+2co8x+2c08*x 
> 2senx(1+c08x)< 2(14+c08x)+2008*x 
> 0< 2(1+c08x)- 2senx(1+c08x)+2c08x 
> 0< 2(1+co8x)(1— senx)+2c0s*x 


7 
Apliquemos la identidad : 
2(1+co8x)(1— senx)=(1+cosx — senx)? 
0< (1+cosx — senx)*+2c08*x 


* Observamos que ésta tiene la forma : 


0<M4+N 
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* Luego, (1) se cumple Vx e (0 ; x) excepto el valor de 
x para el que: 
14c08x — senx=c08x=0 


* es decir , excepto para =>. 


xe(0; 2)-(5) 


PROBLEMA 26: 
Resolver : 

12sen2x + 5senxcosx + 2s8enx — 5cosx - 14>0 
SS B)(4k+1)x C)aR+1)5 D)kx EJR 


RPTA : “D” 


RESOLUCIÓN : 
12sen*x+5senxcosx+ 2senx — 5cosx— 14 > 0 
* La ecuación equivale a : 
12sen*x+2senx — 14+5senxcosx — Scosx 2 0 
> 2(6sen?*x+senx — 7) +5senx cosx — Beosx > 0 
6senx__ Y 7 
sen e =1 
> 26senx+7)+(senx — 1) +5co8x(senx — 1)>0 
> (senx+1)[14+12senx+5co8x] > 0 
E 


(+) 
* Observamos que : 


-13 < 12senx+5c08x < 13 
> 15 14+12senx+5c08x < 27 
> 0<14+ 123en+5 cos x 
* Luego, sólo queda : senx—1>0= senx 21 
* de donde sólo es posible : 
senx=1 S=2hrt E »keZ 


> (441) 5 ,keZ 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 27: 
Resolver: cos(Ax+B)<0; A>0(ReZ) 


ay [(AR+ 0-28 ,(4k+8)x-2B 
24 ZA 
B)|2hn4+ z ¡249 3] 
2' 2 
e) (Al+3h-2B (ale+1)n-2B 
BA 7 RA 


RESOLUCIÓN: 
*Apliquemos: Si cos9<0, entonces : 


0e|2lr+ 5; ¡2hn+ 32 75 donde lez 


BIVECUACIONES TRIGONOMETRICAS [70] 


> ActBc[2hr+ 5:24 
>Are|2hr45- B:2kr+%7-B] 
diet an es] 


* Siendo A>0 se obtiene : 
q a (AR +3)x— an 
24 a 24 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 28: 


Bo E casera 0105535 
aforo) asi] lan) 
RESOLUCIÓN: 

E 

cl 27<0;0<x452x 

(+) 

* Observaremos que: 
-6< 3senx+4cosx <5 => 1< 3senx+4cosx+6< 11 
> 0<3senx+4c08x+6 

* Luego , necesariamente: 


senx+/3 cosx—1< 0=>senx+/3 cosx< 1 


3 3) 2 
0 


2s0n(x+5)< 1> sen(=+5)< 1 


* Resolvamos gráficamente : 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 29: 
Para que valores de x , 0< x < 2x, se cumple: 


* Observamos que: -5< 3sen2x+4c082x<b5 
* Sumando 10 se obtiene : 
5<3sen2x+4c082x+10<15=> 0<3sen2x+4c082x+10 
* Luego , necesariamente : 
jsenz-|cosx]>0=|senx]>|cosx] 
* Elevando el cuadrado se obtiene una inecuación 
equivalente: sen?x > cos?x 
0>cos*x—sentx=>0>c082x , O<x<2x 
* Lo cual equivale a decir: 
cos2x<0 ; 0<2x<d<x 
> da E) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 30: 
Resolver la inecuación trigonométrica : 


E A AP 
2Leos?x+5cosx-3 ' 5020) 


al) alle olas 

RESOLUCIÓN: 
—dandadd 
2008 x+5cosx—3 

* Por dato: xe(0;21) 

* pero para que existe la fanx es indispensable que: 


SO sessareosorreros (1) 


* Por otra parte , como: 
tan?x>0> tan?x+4>4>0> tan?x+4>0 
* Luego de (1) se concluye que necesariamente : 
2cos* x+5c0sx-3<0 
2c08x -=1 
008 x 3 


> (2c08x -1)(2c08x +3)<0 
Eat Cia 
5 7) 
* ya que VxeR:-1<cosx<1 
>2<c08x+3<4>0 < cosx+3 
1 


* En consecuencia: 2c08x —1<0> cosx < y 


* Resolvamos gráficamente teniendo en cuenta que: 
5 . 1.3% 
xe(0;2%) ; CN 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 31: 


Resolver : sen(2x)+sen(x)>cos(2x)+c08 (x), si : 
xe[0;r] 


x Ex A Sr. x bx 
Mz) Bo) lis) ala) 
RESOLUCIÓN: 

*Transformando a producto tenemos ; 


CAE 7 3X ¿gr 
Zaen" cos 7>2c08 "7. c08 5 
32 cos % cos 3% cos E 
>sen"7 coso cos"5cos5>0 
=.0os (sens cos )>0 reis 0) 


(+) 
* Por dato, xe[0;1]> ze0:5] 


* Haciendo 3* 3 evitamos que cos5=0 , en (1) dice: 


3e[0:5)==e[0:m) 


* observe además que: cos >0 


sends—cosd% >0 ; x.e[0;x) 
38x_x) 3x_x 
> Been -2)>0 => gs(057) 
3x [2 .5x a.5x 
>3 de 4)> selos E) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 32: 
Resolver: aresenx — 2 arcigx<0 
AJO< A Bj0<x<1  Cj0<x<Í 
RESOLUCIÓN : 
* Lo equivalente será : 
aresenx<, 
fx) 8) 
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* Tracemos las gráficas def y g: 


* Vemos que (1) se cumple siempre y cuando: 
xe(0;1) 
PROBLEMA 33: 
Halle el intervalo solución de la inecuación : 
JB +senx+cosx > 
1-tg?x 
Brtar+DEs(AR +03) 


RPTA : “B” 


A (rhs(ak+1)5) 


CHoxk;xk) D)(xh - Gre 2) 
RESOLUCIÓN: 
(+) 
V3+senx+c08x _ y 
2. 
1-tantx 
* Se sabe que: (+) 
- /2 <senx+cosx< /2 


>V3-/2 < VB +senx+cosx< /34+/2 
> 0</3+senx+cosx 


* Se concluye que necesariamente: 
1-tan?x>0>1>tan?x> 1>|tanx| 

*% o lo que es lo mismo : 

[tanx|<1 => -I<tanx <I> tan(-2)<tans<tanz 

* Como la función tangente es creciente en (53) 


se concluye que: -T<x<*Y 


ES 4 

* En general se cumple que : 

kx-<x<hx,ke Z> sehr Gh 2) 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 34: 
Resolver: 2sen? A >cos? + Leenta ¿xe[0;2x] 
ajo] Bxosx] alo) 
RESOLUCIÓN: 


C)[1;2x] 


AINECUACIONES TRIGONOMETRICAS [743 ] EDITORIAL RUBIVOS 


* La inecuación equivale : 
2% 2xr 2 
2 28en 3)2 2008 ¿tsentxa 
> 2(1-cosx)>1+co9x+1- cos*x 
=> cos?x-3cosx 20> cosx(cosx-3)>0 


(5) (E) 
* sabemos que VxreR: 


-1<cosx<1>-4<co8x-3<-2> cosx-3<0 
* Luego, necesariamente: cosx < (O, donde 


xe[0;27]> rd] 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 35: 


Si xe(-2x;0), se pide resuelva la siguiente 
inecuación trigonométrica; |tgx|<tg|x| 


aqi Jal 350) B) (e x] or(- z 
RESOLUCIÓN: 
*Como xe(-27;0)> x<0 >|xj=-x 
* Reemplazando , tenemos : 
[fanx|<tan(—x) > |tanx|<tanx mmo..(D) 
*Como ys|y| ; VyeR 
> tanx S|tana .omamaroano( TI) 

* De (1) y (11) , aplicando la ley transitiva : 

tanx<-tanx > 2tanx<0 > tanx<0 


* Resolvemos gráficamente teniendo en cuenta que 
xe(-25;0) q 


reia ul-£;0 
e 2. 


PROBLEMA 36: 
Hallar el área de la región: 


RPTA : “A” 


A=[(x;y)eR*Ux?4y?S1 ; y 28enx) 
AJx/2 B)xsenJ/2 C)x/2sen/2 D)x/2-1 E)x/2sen1 
RESOLUCIÓN: 


ES | y > 8senx 


* Interceptando las dos regiones anteriores para 
obtener la región A, tenemos: 


* Pero el área correspondiente a la región A es 
equivalente al área del medio círculo de radio 1. 


* Así, área pedida será: e. 


RPTA : “4” 


(3 En cada una de las siguientes inecuaciones se 
indica una solución, marcar lo incorrecto: 

A) senx>Y% , x=3x/4 B) tgx <1,x=7x/6 

C) [cosx|<% ; x=11x/6 D) |ctgx|> 1;x=3x1/20 

E) sec2x > 2;x=4x1/9 


(72) Si xe< 0;2x> resolver: Gsoenz a 
A 5] [3% 5%] y [x 2] [2%., 2.2%. 
a LEHUE 52] als 3 sx] 


xx] [6% 
Dlz ; Mis 


JM] 
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(O) Resolver: senz<= ;xe(0; x] 


(63) Resolver: sens < E ; se(0;5) 


a(0;5) 52) 00:5) DI(Z:x) 2/05) 
(63) Resolver: cosr<- 3 ¡x=e(0;x) 
als) ajo;2) lts) DJ/0; =) | 
(9) Resolver: cose ¡xe(0;2x) 


deals 


ses 52) a 5:20) 200s 29 


(9 Resolver en <x;2x>: sen2x+/3cosx > 0 


de 3x 5x bx 
NFS v ES Bosx y 

de Sa 1lx 3 
Os < 2 Dix $ Ej<x;21>==2, 
(63) Resolver: |2senx|-1>0 ; 0<x5<2x 


ec) moi 


Alza 5% 75) , (Mz, 
olgspole 2) oler 20 (dl) 


xa Sx Ta 

er) 

(69) Resolver: tg?x-/3tgx>0 ; 0”<x<180" 
A) 60'<x <90” y 90” <x < 1807 

B) 30”< x <60" v 120" <x < 180? 

C) 30"<x <90” v 150" < x < 180? 

D) 60"<x <90* y 120” < x < 1807 

E) 45”<x <90" v 135% <x < 180” 


(O) Resolver: cosx<secx: ke Z 


A) 2h << 2h Ax7+2kx 


Bj2hr + << nxtkx 


Oir Ecx<ni an xtkxa 


D)h Ea 42% AXA - 


Ejkx-E<e<ka+ Ena e 


(DResolver: (1+senx)(2senx-1)>0 ; xe(0;2x) 
z a bx lx 

anÍ 2) a) o ts2n) als ; 2a) 
(O) Resolver: (senx+cosx)* — deos*x<0;keZ 
A)kx—arolg3<x<ha+7 B)hx-arctg2<x<kx +2 
C)kx-arelg2<x<2lr +7 D)hx—arctg ¿<x<ha+ 

1 x 
E)kx —arctg-; <x<ket5 
(A) Hallamos los valores de x en (0; x) para los que 


existe F(x) si: 
1 


ig rra 
25.) alg) algo) m3) m3) 


ara sl ;-e<x<x 


57] al-; 3' 53) ol-5 


al 3957] 93] 


(O Si: Gls)=sentx +cos'x/ 75 G()s E, 


intervalos que se indican, cuál no es una solución. 


ORALES 


de los 


36 


vcd E EE .2x 2 
ao; 2) mlo;=) olé) Do; >) a(0:3) 
(O) Para qué valores de x e <0;x>, se cumple: 


po 


a polo z)olz ali) 


(Resolver: 0 ; xe(0;x) 


anfo; 5) ale al ol0:z ) alos) (Fes) 


(CD Resolver: 2tgx-1 27 ¡nez 


tgx 
Ajnx<x<(4n+1)7 B)(án+1)7<x<(2n+1)5 
Cjnx<x<2m+1)7 DD, 
E)2nx<x<(2n+1)% 


(63) Delos intervalos que se indican, cuál no es solución 


tg"x-1 


de: <0;0"<x< 360" 


A) O <x<4s* B) 90"<x<135 C) 225"<x<270" 
D) 315"<x<360" E) 135”<x<2265" 


(Resolver: aresenx — arccosx E 


AJ1;10 B)-2;2 C)E1 ; 1J-40) 
D)-2 ; 2-(0) E)f-2 ; 2] 

. sentx-1/4 E 
(0) Resolver: O heZ 


EZ e Ele 
At Er+ ) after otr+ Jofre Piddio ) 


x x xXx xr 
Dto Esto Jar oter+ 3 ) 


(03) Resolver: arcos(cosx)>arcsen(senx); xe (0 ; 25) 


a0(0; 5)» ol: :29)0 s20) En x;2x) 


nn 


ISEEBINEZA A 


(DHalle el menor valor positivo que resuelve la 
ecuación trigonométrica: 


Cos 6x+3 = 4Cos*2x 
x x x x x 
PT BJ cr D) 7 E) 6 
. 1 2._28 
(39)Resuelva la ecuación; 3+ Cos*x= y (Cosx| e 
indique la suma de soluciones en el intervalo de (0; 2) 


AJóx B)4x C)6x 


03 Si: x, =SenT es una raíz de: 
o f(x)=8x7- dx? - de +n, calcule «nm» 


B)JZ CNT 
(1) Resuelva la ecuación: 
4Tanx =YTan"x+6Csc2xTan*x +1 


a5-5) Bt) 


A) D)-1 E)-V7 


keZ 


12 
En az Baz 
PES +(—-y* 5 Enf 3 HD 5 


((3)¿Cuántas soluciones en (0; 2.) tiene la ecuación? 
eSenx_¿Cos2x 

A)1 B) 2 C)3 D)4 E) Ninguno 

(49) Resolver la ecuación: x“+8x*+2x*-8x+1=0 

indicar una solución. 


A) /6+/3+/2+2 B) J6-/3+/2-2 C) /6-/3-J2-1 
D)l6-J/3-J2-2 EN/6+/3-J2+2 


(E) Resolver el siguiente sistema: 
2x 2y 


D)TanF S Tan ; 


x 2x x 
EJTan>; Tan 3 iTan> 
(03) Resolver la ecuación: 


2Tan3x-3Tan2x =Tan*2xTan3x neZ 
ao(ne+5) 8)(ne+5)c)[2nx+ 2) DX(nx) E)(2nx) 


(09 Resolver: 
TanóxTanx=Tan2xTan3x heZ 
ka kr 7 2kr 7 Lx 10] [hr 7 
ARO A O E! 
(DSi: x, A xy son las dos menores soluciones 
positivas de la ecuación: 
3-5Tan'x = Tan*5x(5-3tan*x) 
Tal que: x, <x,, halle: 22 
* 


43 B) 6 C)4 D)8 E)J5 
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(O) Resolver: Sen*x+Cos*x= Zshez 


4)(2hx 3 AreCos 3) B)[2hx ArcCon 2) 
Chas (1% AreSen 3 iS (17 ArcSenz) 
5 2hx: ArcTan 3) 


(D) Resolver: tan*x+Cot*x = 8Csc*2x+12 

aro aro) orar) 

DAna-(aP a E) (n= ar 3 

() Resolver: 8Sen%x=Cosdx ; neZ 

Alnrz arc) Bn AncG7) of +4) 
3 


nx, 1 3 na, 1 
O li 23400) 


(Y) Si el determinante de la matriz : 


Senx Sen3x Sen5x 
C=|Sen2x Sen4x Sen6x 
Y 1 1 
Es: 0,6Sen2x 
Hallar "x"(n e Z) 


nx pra Ao 
al) Bon + zi Cons (y Al 
Djayb 
(Resolver: 13(1+Senx+Cosx)+Sen2x=0 ne Z 


E)aye 


Anar (17 3 BAna (y 2 ln (17 5 
DAln-(-1 5) Ena +17 z 5) 
(9) Hallar el valor de “y” 

Sen* y - sen*y+ Sen*xCos*x= Sen (2x-2y) 
Siendo : sE) ¡heZ 
ar mo mts 
A -x DIE] Arcsin +x 


Rx 1 
EJy 3) aros, +x 


Oy=5 +1) AreSen 


pa 


(O Halle “x” sabiendo : 


.e2) 55) 


Del siguiente sistema : 


Sen2x 

2,/3Cosx = Es, 

Sen(x+y) _ /5+1 

Sen(x-y) J5-1 
x x ed x 5x 
Z BJR ld A pe 
a) 1 Cc) D)3 Eli 
((3)Resuelva: Sen* = Sen =0 e indique como 


respuesta la suma de soluciones en (0 ; 8x) 
A)12x B)i6x C)20x D)i5x 


(O) Resolver la ecuación : 


E)28x 


Senfa+Cos'x=2 ¡nez 


afnr+ 2) 89(nx+2) Ofna-2) nx 2) 1 


€0 Resolver el sistema de ecuaciones : 


Senx +Seny= Sen(x+y) so... airiaca 149) 
lr: y A A EZ (1) 
Señale el número de soluciones: 
A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)J5 
€) Resolver la ecuación: 


Senz (+ +]senx(5-x)-2Sengs 


en el intervalo de: [0;2:r]. Señale como respuesta la 
suma de la mayor y menor solución. 


Tx dx 1x 
Aja B)2x os DF 7 
(3Resolver la inecuación: 
Cosx 1-Cosx . 


TEC AICA 
xr r xr xXx 
4125 ; 2hx+2) B)(21x-5 ; 2h +5) 
xr 2x 


x Sx 
Cxata+z ; 2h +) DIlaha+ E 3 2h +2) 


xr x 
EJE ; t+ 2) 


€3) Dar un intervalo que resuelve la inecuación : 


Tan*x+Cot*x+1 , Tan*x+Cot*x-2 


Tons FCO +1 * TonsFCW=2 


x la Si 2 a 1 2 
az 2 5* :5) ma: ¿arosenz) 


2 2 
Cc) (GAresen= 3 ») D)(resenz ; a Arcsen?) 
2 1 
E) (arosenz 7 5 
€E3) Resolver : 
1+38Cosx _ 1-4Cos*x x 
1-2C00x “¿Senta=a 0 FS 
¡E 
ano :5) m0 2 ) oo; 2) aojo:3z) mn/0:2) 
(3) Cumpliéndose 
tanasenf=tana.. 
senatan P=tanb.i.. 
cof? 2 y CORECObYrrcanarrsoaraa a AA (11) 
belIC;a e MIC 
halle xy. 
ab? ado? bita?, ab, ato? 
A) 7] B) y Cc) 7] D)-¿G E) 3 


(63) Determine el conjunto de valores de M, siendo 


M= cos2x+2 
—T+3sen2x+0082x 
> 3 247 -1 
A)=a;1)- É 5 B) (o: ¿Hr 
per 1 [2=1,0) 3 
ole 24, a SE 
2741. a 3 
ol242,a) E 
Msi a+9+8=7, calcule 
xXx x x 
Es cos Gre [cos GER cos[%-o 
cosacos fcosó + senasen fsen O 
ANZ pa oz Ea EJ2J2 


(6 Siendo cosb - cosa = cosa cosb determine 


AJO B)1 D)J3 


(03) Desde un punto de una circunferencia se traza 
perpendiculares a los lados de un polígono regular 
circunscrito de n lados. Halle la suma de cubos de las 
perpendiculares, siendo R el radio de la circunferencia. 
(n>3) 


C)2 EJt1 


sE 


az. B) CJ8MR? Djánr? Eje 
(7) e se A : 
sena, cosa =fa-5 —Dnnennnaroresioncarensoniasenas (LD) 
cosazsenaz= +7 he (11) 
sena cos a,=, [ar - > A Y 1 
determine el máximo valor de : 

cono FETO, 2900 so 

A) Bj cr D)-3 E)-1 
(42 Definimos : 


fía)=tana + tan2la + tan2a tan3acota 
reduzca la siguiente expresión : 


tan8*—tan4'tan8'cot2”- tan 2*+ tan 8* tan Zcot4* 


E= 
cos6'cot* 30*f12") 


A)secl0” B)sec72* C)tan10” D) csc20” E) - sec8” 


(3) Halle el equivalente de 
F=4c0820"[cos20"(2c0820" - 2c0840"+1)+8sen20" - 1] 


A) 1 + 16co820”  B)1-8cos40” C) 1 + 8cos20* 
D) 1-8sen20” E) 1 + 16sen40” 
(0) Se define : 

f(x) =co8* Ea sen? E 


Dicha función es decreciente entre kx y hor keZ) 
Encuentre el valor de n (positivo). 


A)3 BJ4 C)2 D)J6 E) 1 


(()) Halle las dimensiones de la viga de máxima 
resistencia que se puede sacar de un tronco, si sabemos 
que la resistencia de la viga es proporcional al producto 
de su ancho por el cuadrado de su altura. 
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A AS 


A 


d dy2 2 
sra Dir tE; a 
A 


(O) ¿Para qué valores de x comprendidos en el 


intervalo => a a se cumple la condición fíx)>0 , 


siendo f(x)= 4 009? = — tan 2% 2 


2. Ely (2.2 1,y[25,5x 
alles Z 2] 


(D) Se tiene I=Asen (ses Ja representa la intensi- 


dad de la corriente alterna). Para == ,se tiene una 


corriente máxima /3amp. Halle la corriente (1) que se 
obtiene para un tiempo £ igual es. 
A)1,57 amp B)1,2 amp 
D)1,65 amp E)1,5 amp 

(1) Acerca de la función f, definida por; 


(o) 


C)1,6 amp 


f(x) =sen (cosx+ =)reos 


analice las proposiciones 

1) El menor valor de f es-/2 . 
1) Su período es 27 

II) f(x) es función par. 


IV) Fes creciente en (21: 5 


AJVVvV C)VVFF 


D)VFFF 


B)VVVF 
EJFFVV 


(1) Acerca de la función 


f(x)=sen2xltanx|+x 

se puede afirmar 

D) Es una función impar. 
11) Es discontinua en 
(24D 55 heZ 


TI) Size [E 21] > f(x)=x no presenta ninguna 
solución. 


IV)Sixe (32) >fes creciente. 
V) Es periódica (T=x). 
VD fíx,) se aproxima a (5- 2), cuando x, 


toma valores, próximos y mayores A=5 


A)JVVFFVV B)VVFVVV 
D)VVFVFV E)VVFFFV 


(E3) Sea la función f(x) definida por la siguiente regla 


¿| senx 

14+c08x 
Las proposiciones verdaderas son 
1) Tiene período igual a x. 


C)VVVVvFV 


fG)= 


p + mz 
senx 


3 
11) Es creciente en (5 22) 


2 
111) Es decreciente en (6,3;7) 
AMI BMyH CMIyHií  DJUyHI EMI 


(3) Siendo T, y T, los períodos de f(x) y g(x) 
respectivamente, donde 


f(x)=tan2x — 4tan3x 
£(x)= sen(xsen2x) 
Luego T, - T, es: 
x 


A 
D)-35 Ei 


(O Halle el período de la siguiente R cuya regla de 
correspondencia es 


R(x)=sen x sen 2x sen 3x sen dx senbx ... sen2003x 


nz BJO  Cj=x 


x 


2x 
2003 a 


A) . C)x 


2x 
D)j2x  EJ— 
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(3) Resuelva : 

oros [2000 2. Lo E ns E 

la Exeo 2)» 30083 
AJ-4/3<x<8  B)-8<x:<8  CJ4/3<x<8 


D)-4/3<x<4/3 EJ4/3<x<8/3 
(13) Calcule el número de soluciones de la ecuación. 


rg 


4)3 C)1 D) 4 E) cero 


x 
La expresión equivalente de: E=——= es 
o y 14/12? 


4)wen( Zaresenx) B)c0s Zaresenz) 
C)tan(Zaresenx) D)cot Zaresenx) 
E) Hay dos respuestas. 

EDCalcule: 


arccos(1-8cos? x+8c08*x) 


A 1 B)2 C) D)4 E) 8 


(82 Halle el valor de; 
h=are en( sen 235) +arccos cos 2 


3x 
ns B)7 o DIS 7 


(€3) Determine el valor de : 


1 


+4arcti 
arctan 


a=24 aretan z +8arctan Z 
8 57 


x 3x 3x 
07 0 Cjx DIS E)2x 


(É3) Resuelva la siguiente ecuación 
2-2 
2x+1 
y dé como respuesta la suma de soluciones. 
AJ2 B)J3 C)4 DJ1 


arcsen(J5)zaretan| 


E)2,5 


3D) Indique la solución general de y a partir de la 


siguiente ecuación. 


Ae) 07 2 3 


B)(4k - 2003) CARD ERE 


kx,x 
34 


9 Halle la solución general para £ si es un número 
real perteneciente al tercer cuadrados, además se 


verifica 28en%a=tanf+1- J2 


D)(k+2002)2+= EJ= 


a 40m; 12 4 09] aora; 2% +24) 


olas: an) DJ er+1e+ oca 0e+ 2] 


x 
aleros (2107) 


E) Resuelva la ecuación siguiente : 
EJES xx 
ca (Ga) cet (+) 
r x xz xr x 
A) 2kx 5 B)2kx => CI3kr 5 D)8kx 5 EJSkx-5 


€3) La ecuación cuyas raíces son tan20", tan80” y 
tan140" es. 


Aja d+x?/3-3x+/2=0 B)x"+3/3x* -3x -— /3=0 
C)x7+3/3x*+3x+/3=0 D)x"+3/3x? - 3x+/3=0 
E)Jad+3/33*+3x+/3=0 

9) Resuelva la desigualdad . 

sen*xcosx-—cos” xsenx > ii I<m<0 six e (0-3) 
A)[are sen m;-—arc sen m] 


B) [arosenm; 5 Zaresenm| 
4 "2 4 


1 3 1 
C) [Garesentmy: 3% -Zaresentm)]| 


2070 DET 
ajo (1617701187119) 120)0 


[DE] ED] 
[coa rayas len 
[27,1 [22)E 23) R4)DR5)B 26)4 127) C28)D129)€] 


OBJETIVOS 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Determinar las medidas de los elementos básicos de 

un triángulo, es decir sus tres lados y tres ángulos, a 

partir de ciertos datos conocido. 

*% Aplicar el teorema de senos y el teorema de cosenos 

en la resolución de triángulos oblicuángulos. 

* Aplicar el teorema de las proyecciones en la 

resolución de triángulos oblicuángulos. 
INTRODUCCIÓN : 

A todo triángulo que sea diferente a un triángulo 

rectángulo se le denomina triángulo oblicuángulo. 

La resolución de triángulos oblicuángulos es un medio 

que nos permite calcular en forma sencilla los lados y 

ángulos del triángulo. 

Hay diferentes teoremas o leyes que permiten resolver 

un triángulo, las cuales se aplican dependiendo de los 

datos que se tenga del triángulo en estudio. 

Para la resolución de triángulos oblicuángulos es 

importante tener presente los siguientes teoremas: 

* Teorema de senos 

* Teorema de cosenos 


* Teorema de las proyecciones 


TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 


Un triángulo que no contiene el ángulo recto se 
denomina ablicuángulo. 


B A 

le Ñ A 
A 5 c B a e 
* Los elementos básicos de todo triángulo son sus 3 
lados y sus 3 ángulos, de los triángulos anteriores los 
ángulos son “A”; “B” y “C” y sus lados son: “a” 
bry “e 
* Un triángulo está determinados si se conocen 3 de 


sus elementos básicos (uno de ellos es necesariamente 
uno de sus lados). 


* El triángulo está determinado, 
porque se conocen los lados “a”; 
«pr y “0” 


* El triángulo esta determinado 
porque se conoce los lados “a”; 
A £e” y el ángulo “A”. 


e 


a * El triángulo está determinado, 
porque se conocen los ángulos 
L BA”; “B” y lado “a”. 
B 


* El triángulo NO está 
determinado a pesar que se 
conocen los tres ángulos “A” 
y; “B” y “C” porque 
necesariamente se debe 
conocer un lado. 


LEY DE SENOS 


«En todo triángulo, las medidas de cada uno de sus 
lados son directamente proporcionales a los senos de 
sus ángulos opuestos y , además , la constante de 
proporción es el diámetro de la circunferencia 


A [e 


DEMOSTRACIÓN: 
Consideraremos un triángulo acutángulo y 


fig. 2 
Dela figura 1 y 2 enel triángulo rectángulo CDO , 
se tiene a 
q a 
senÁ= 5 entonces 2R=—_— 
Analogamente , obtendremos lo siguiente: 


b e 
2R=— = 
senB * a senC 


Por lo tanto : 


* Además: 


; ; 
donde: 

R: cinrcunradio del triángulo ABC 
EJEMPLO 1: 
En un triángulo ABC se conoce que: 

a=/2;B=60" y A=45". 

Calcular la longitud del lado AC. 
RESOLUCIÓN: 
*Recordemos que : 


En todo triángulo:cada lado es directamente 
proporcional a los. senos de los ángulos opuestos e 
igual a una constante que viene a ser el diámetro 
de la circunferencia circunscrita. 
* Del triángulo observamos que AC=b, aplicamos la 
ley de senos, así: 


ALI MS 
senB  senA 


senB 


EJEMPLO 2: 


En un triángulo ABC, su lado AB esigual a 4 y y la 
m<A=15 ; maC=45" 
Calcule la longitud del lado AC 
RESOLUCIÓN: 
* En todo triángulo se tiene: 
A+B+C=180" : 


15"+B+45"= 180* 
>B=120 


5 Cc 
* Por ley de senos: 
b __. 4u Le EE A 
seni20” send Já JZ aa 
2 
NOTA : 


Cuando en un triángulo se consideran 2 lados y 2 
ángulos ( incluyendo la incógnita) se usa la ley de senos. 
EJEMPLO 3: 


Cuando el ángulo de elevación del Sol es 64” un poste 
telefónico que está inclinado un ángulo de 9” 
directamente frente al sol forma un sombra de 5,25 m 
de longitud en terreno horizontal. Calcule la longitud 
aproximada del poste. $ 
RESOLUCIÓN: d 


En E 
Dl ar SR 


=> (= 5,25 sen64* seng5” 
* Utilizando las tablas :£=8,25m 


EJEMPLO 4: 


En terreno plano se encuentra dos puntos P y Q en los 
lados opuestos de una montaña. Para calcular la 
distancia entre ellos, un topógrafo escoge un punto R 
a 50m de P y a continuación determina que el ángulo 
PRQ 37”. Calcule la distancia de Pa Q. 


RESOLUCIÓN: 
Del gráfico : 
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PQ? =50*+ 90? — 2(50)(90)cos32 
=> PQ=58,2 m 


OBSERVACION : 
El caso (LLA) que se aplica a triángulos donde dos lados 
y el ángulo opuesto a uno de ellos se conocen, se llama 
caso ambiguo porque la información disponible puede 
dar lugar a un triángulo, a dos triángulos o a ningún 
triángulo. Supongamos que nos dan los lados a y b y 
mxA ,con esto mostraremos, en las siguientes figuras, 
las cuatro posibilidades que hay. 
1” Posibilidad 2” Posibilidad 
5 


eS 


A 
Una solución, se ha formado 
un triángulo rectángulo de 
Ninguna solución, hipotenusa b y a que a=bsenA 
sí a<bsenA (mu 


(m 


Dos soluciones, 
si a> bsenA ra<b 
(11) 


A Te 


ES A 
Una solución, si a>b 
(Tv) 


LEY DE COSENOS 


“En todo triángulo la medida de cualesquiera de sus 
lados al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados 
de los otros dos, menos el doble del producto de dichos 
lados por el coseno del ángulo que estos forman”. 


B 
a?=b*%+ e? - 2bexcosA 
a 


A = e 


CÁLCULOS DEL COSENO EN 


FUNCIÓN DE LOS LADOS DEL TRIÁNGULO 
Sabemos por ley de Cosenos: 
aj=b*+ c? — 2becosA 


A 
2b0CosA =b%+c*-a* > cop FETO 
2bc 
* En General : 
En todo triángulo ABC: 
Broca? 
CosA = _— 
2bc 
[PAS 
As 
CosC = ar+bi-e 
z 2ab 
DEMOSTRACIÓN: 


En la figura se ha trazado la altura AD sobre la 
prolongación de CB 


“D Cc a B 
En el triángulo rectángulo ADC, por resolución de 
triángulos rectángulos tenemos : 


AD=bsen(180”-C) y DC=beos(180*-C) 
=> AD=bsenC y DC=-beosC 
Por el teorema de Pitágoras aplicado al triángulo 
rectángulo ADB tenemos: 
AB?=AD*+DB* > c*=(bsenC )*+( - beosC+a)? 
> c*=b*sen*C+ (a -beosC)? 
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> c=b*sen?C + a? - 2abcosC+b? cos? C 
> c*=b* (sen?C + cos? C)+a? - 2abeosC 
7 
> 0*=a? +b* - 2abcosC 
Del mismo modo se demuestra los otros dos teoremas 


Consecuencia: El coseno de un ángulo se puede 
expresar en función de los lados, así: 


rota? arrob? at+b? e? 
a A > 
EJEMPLO : : 

En un triángulo ABC se tiene que: 


a=3 ,b=4 y C=60" 
Calcular la longitud del lado AB. 
RESOLUCIÓN : 
“*Del triángulo observamos que AB = e, aplicamos la 
ley de cosenos, así: 
e*=a*+ b* - 2abxeosC B 
20 3%4+ 4? - 2x(3)x(4)c0860 


20=9+16-24x2 v 


>= 25-12>x=/13 Al 5% ls 
PROBLEMA 20 : 

Las longitudes de los lados de un triángulo miden 
sec'45'u ,5cof'135%u y (sec*60"+cof*30”)u. Marque 
la alternativa que corresponde al valor del coseno del 
menor ángulo. 

12 


13 


22 


C) 15 


15 14 11 
E BIE E) 
RESOLUCIÓN : 

Piden cosa; del dato 
«AC=sec*45*> AC=/2* 

> AC=8 
*BC=5cot* 185% > BC=5(1)? 

>BC=5 
*AB=wec*60"+cot?30" => AB=2*+J3* 

> AB=7 


B 
y a SS 
EAS Cc 
E 
pa 8 


* A menor lado se opone menor ángulo; luego, por 
teorema de los cosenos tenemos 


5*=7*4+8* — 2(7)(8)cosu. 


E da a (0 q 
2(7)(8) 14 
RPTA : “D” 
NOTA: 


Cuando en un triángulo se considera 3 lados y un ángulo 
(incluyendo, la incógnita) se usa la ley de cosenos, 


EJEMPLO: 
* Según la Ley de Cosenos: 


xa? =3* 43? — 2(3)(6)Cos60" 


21 =9+36-2(3)(6)7 


>:*=45-18 

Z 21 =27>x=3/3 
6 

COKOLARIO : 


Conociendo los 3 lados de un triángulo podemos hallar 
sus ángulos internos. 


FAN 
a=? 
cora dE 2 
5 5 2151015) 
00023 > aner 
2 


TEOREMA DE LA PROYECCIONES 


En cualquier triángulo un lado es igual a la suma de 
los otros dos multiplicado cada uno por el Coseno del 
ángulo adyacente al primer lado, 


A 


D aCosC 


HE 


DEMOSTRACIÓN: 
Sea el triángulo ABC : 


a =ccosB-bcos(180”-C) 
=4 = occosB+bcosC 
EJEMPLO 1 : 
En un triángulo ABC, halle “a” si 
b=J3 em, e=/2 em, C = 30" y B = 45" 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la proyección sobre el lado “a” tenemos: 


a=4/3 Cos30* +/2 Cos45” 
* Reemplazando los valores teóricos tenemos: 


aa 3).0(%) 


2 

* Finalmente , operando tenemos: a = : 
EJEMPLO 2 : 
En un triángulo ABC, halle el valor de “e” sabiendo 
que a= na 7 pd cm, B=37" y A =30* 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la proyección sobre el lado **e”” tenemos: 

e a Doomorr+ dE coss0r 


* Reemplazando los valores numéricos tenemos: 
JE+ Dd), V3 (8 4Í3+7 

(E ¡Os E(5)> az 
EJEMPLO 3 : 
En un triángulo ABC, simplifique: 

M= bCosB + eCosC 
CosB -C 

RESOLUCIÓN: 


Por el Teorema de Senos sabemos que: 
b=2RSenB y c=2RSenC Reemplazando en la 


expresión M se tiene: 
2RSenBCosB+2RSenC.CosC 
Cos(B-C) 
* Desarrollando la nueva expresión : 
R(Sen2B +Sen2C) 
Cos(B - C) 
Transformando la suma de senos a producto se tiene: 
m-Rx2Sen(B +C)Cos(B-C) 
Cos(B-C) 


M= 


M= 


* Simplificando tenemos: 2RSen(B + C) 
Pero como A+B+C=180" entonces: 
Sen(B+C) = SenA 

Finalmente: M=2RSenA > M=a 


TEOREMA DE TANGENTES 


(LEY DE TANGENTE) 
* Dado un triángulo ABC se cumple: 


DEMOSTRACIÓN: 
*De la ley de senos : 

a 7 => b E. senA 
senA senB a senB 


*Por proporciones : 
a—b_ senA—senB 
a+b  senA+senB 
* Por transformaciones trigonométricas: 
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M,; Mediana raltiva al lado “a” 


DS O ES] 
l4m3= b*+ c*+ 2bccosA| l4m3= b*+ c*+ 2bccosA| c+ 2becosA 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


DE LOS SEMIÁNGULOS DÉ UN  “ “% 56 al2 B 


TRIÁNGULO * De igual forma: 
Bu todo tigo AC, con espero al éngulo “4” 
cumple; 
ALTURA 
sen 2 (p-blp-c) fun 4. [2370] -c) 
A  *h,:altura relativa al lado “a” 

a pe -a) 

po. $ [eel 

A lana [Ue blp-ce) 
lana [Ue AS a) 
Donde: p=2* m7 z (semiperímetro) 


BISECTRIZ INTERIOR 
V, : Bisectriz interior relativa al lado “a” 
A 


A Cc 


Cc a 


* Análogamente: * También: 


2axc <a cos 
> [Vj= os z r=(p-b) tan r=(p-e) tanE 
EXRADIO 


BISECTRIZ EXTERIOR 


V; + Bisectriz exterior 
relativa al lado "a" 


, 2bc A 
> “(5 E jee 3 
A a 4 
r,; ex - radio relativo al lado “a” 


* Análogamente: * De igual forma: 


r)= plan! 5; 
' 
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EXPRESIONES DEL ranpurre + avmanio  *Donde: 
Y EXRADIO EN TÉRMINOS DEL 


CIRCUNRADIO Y LOS TRES ÁNGULOS mer “Y da: disgonales del cuadrilátero ABCD 
TRIÁNG! a : medida del ángulo formado por las diagonales. 


ULO 
= A BG (5: área del cuadrilátero ABCD) 
Amen quen gen | me trminos desu adosy ds ángulos puto. 


7] 
5 
ES 
$ 
to] 63 
$ 
to] O 


Ss 
ES 
¿ 
o 0! 
¿ 
(o 
> 
'" 
A 
3 
[al 
¿ 
| O 


r, = 4Reos 


bolo 
¿ 

[to | ba 
y 
| Al 


* Se cumple: 


¡S=/(p-a)(p —b)(p-c)(p-d)- abed cos*0 


* Donde: p: semiperímetro 
P= arbrera 


% Además: 0 es la semi-suma N dos ángulos opuestos: 
A+C B+D 
E v 


CASOS PARTICULARES : 
4) Para un cuadrilátero o inscriptible (9= 90") 


S=/(p- ap — b)(p- eJ(p- d) 


b)Para un cuadrilátero circunscriptible (a+e =b+d) 


P(p=a)p-bMp=c) S=/abedseno 
¡S= ra(p—a)=n(p-B)Fr.(p=c) e)Para un cuadrilátero bicéntrico (inseriptible y 
¡S= 2R*senAsenBsenC! ja circunscriptible a la vez) S=/abed 


NOTA : 


ÁREAS DE REGIONES 
CUADRANGULARES 


DEn términos de sus diagonales y el ángulo 
comprendido entre estas 
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PROBUEMASARESUELT 


PROBLEMA 1: 

En un triángulo ABC: z 
A=45";B =60"; a = 4; hallar “b” 
aJ2/6 BJ6  CI/6  DJJ3 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando el problema, tenemos: Cc 
* Por ley de senos: 


E) J2 


PROBLEMA 2: 

En un triángulo ABC: 

<A=60"; 4C=76";A=8; calcular “b”, 
A) 8/6 ye ae 
RESOLUCIÓN: 

*Como: 


* Aplicado ley de senos : «A =60" ; <C=45* > <4=45" 
Cc 


Pa 60% 
* Aplicando la ley de senos: 


45 
(Ag 


b CHO Y MO 
condo rar SO 


PROBLEMA 3: e 
En un triángulo ABC; 2a=0b ; hallar: 
pS 


AJO. BJ02  C)03  DJ0O%4 EJ03 


RESOLUCIÓN: 
* Como: .a=2R senA ; b=2R senB 


* Entonces en la expresión: e 2 
* Como: 2a=65b >= 20,4 
RPTA; “D” 


PROBLEMA 3: 
pros triángulo mostrado, el la medida del Suela 
A) 30? 
B)37 


RESOLUCIÓN: . 


* Aplicamos la ley de senos : 
* Recordar que: 


5 _ 3/2 
seni35%  senA 


sen135* =sen45" = E 


9/3 43 
5 2 


3/2 


> senA = xsen135"= 


> senA ==> send =seng7 => A=87* 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 4: 
Hallar la circunradio de un triángulo ABC, si: 


a=12;<A=60" 
AJ/S  B)2V3  C)4J3  D)6Jg 


RESOLUCIÓN: 
a b e 
senA senB enc En 


:circunradio 
> = =2R > a=2ReenA 


EJJ12 


* Tenemos: 


*2R 


* Usando los datos tenemos : 
a=12;<A=60" 
q 


12=2Ren60* > 6= 


=> R= Ex RRE 


PROBLEMA 5: 

En un triángulo ABC ; reducir la expresión: 
E=asenB - bsenA 

AJ1 B)2 C)jo 

RESOLUCIÓN: 

€ os la ley de senos: 

o A > asenB =bsenA 


> asenB —bsenA=0 >E=0 
E 


RPTA : “C” 


D)-1 E)3 


" RPTA : “C* 
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PROBLEMA 7: 
En un triángulo ABC; simplificar la expresión: 
senB+ senC  a-b 


E senC +senA  c+a z 
A)J1 B)2 C)jo: D)J2 EJ4 
RESOLUCIÓN: 


* Utilizamos las propiedad del circunradio (R), para 
esto recordemos: 
a=2RsenA ; b=2RsenB ; 
* Reemplazamos en la expresión: 
_senB + senC , 2RsenA — 2RsenB 


“senC +senA  2RsenC + 2RsenA 
_senB + SenC , senA—senB 


—senC +senA  senC +senA 
SES senB + senC+senA-senB 
senC+senA 
_senC +senA _ 
—senC+sen 


e=2RsenC 


RPTA : “A” 
PROB LEMA 8: 
Simplificar: ko enB + 2bsenA 
; asenC + 3csenA 
Si: b=4e 
4)1 B) 2 
RESOLUCIÓN: 
* De la ley de senos, de obtiene: 
asenB=bsenA ; asenC=csenA 


C)3 D)4 EJ6 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 9: 
En triángulo ABC, reducir: 


b E 
PE 


A) o tfanBxianc B) Ep ad 


3 R anAxtanB tanC D)2RtanAxtanB XtanC 
E) A REO 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 
A=2RsenA ; B=2RsenB;  C=2RsenC 

K= 2RsenA | 2RsenB 2RsenB 2RsenC 

—cosA cosB cosC 

>K =2RtanA + 2RtanB + 2RtanC 
>K=2R(tanA + tanB + tanC) 


*Si: A+B+4+C= 180" 
tanA + tanB + TanC = tanAx tanBx tanC 


>K=2R x tanAx tanBx tanC 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 10: 
Del triángulo mostrado calcular “a”, 
B Esa) 


RESOLUCI SN: = 
Aplicamos la ley de cosenos : 


a*=22+82- 2(2)(3)c0937- 


> =44+9- 12 E Jar >a- [17 _ 485, 
5 5 5 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 11: 
P b e 
En un triángulo ABC: 734 25 
Calcular; € m 
aJ10" BJ45* C) 60" D)30* E) 90 
RESOLUCIÓN: B 
25k 
7k 
A 
24k C 


* Aplicamos ley de cosenos: c*=a*+b*- 2abcosC 
> (25h)? =(24k)*+(7k)- 2(24k)(7k)xco8C 
> 625h?=576k*+49k? - 14x24k*xc08C 
> 0=14x24c08C > cosC=0 > <C=90" 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 12: 
En un triángulo ABC: 5?= al eta 
Hallar; B 


A)J60* B)90" 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicamos la ley de coseno, en el miembro izquierdo: 
a?+ e? - 2ac cosB=a*+0*+/3 ac 
> -2ac cosB=/3ac 


> 00084 > B=150 


C)120* D)150" EJ135* 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 13: 
En un triángulo ABC , se cumple que: 
ai=bi+ 0? —be 
Calcular la medida del ángulo “A” 
3 x 
Pet E 
RESOLUCIÓN: 
*De: a? =b* + c*- be 
* Aplicamos la ley de cosenos para el lado “a” 
b%+ c? — 2becosA =b*+ 0? — be 
> 2bc0sA=- bc > cosA== cosÁ=c0860" 
Ed 
>4 =60= 3 
PROBLEMA 14: 
En un triángulo ABC, reducir: k= +0? 
z be 


ES 
DIE Ej2x% 


RPTA : “C” 


AjcosA B)FsenA C)2senA Di2acosA - Ej4cosA 


RESOLUCIÓN: 

* Como :a*=b* + c*-2bc cosA 

* Entonces: 

Dt e? (0%4 e? — 2bc cosA) 
be 

Di+ 0? -b? —c*4+2b0 cosA 

be 

2c0sA 


K 


>K= 


2Lbe cosA _ 


>K= be 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 15: 


Sea el triángulo ABC de lados AB = AC y BC=42. 
Sila bisectriz del ángulo B corta al lado opuesto en D y 
BD=1, entonces la medida de los ángulos A y B 
respectivamente son: 

A) 60* y 60* B) 90" y 45" 
D) 120" y 30* E) 150" y 15* 
RESOLUCIÓN: | 


C) 100* y 45? 


1 /2 


3sen9 —4sen*0=2sen9cos 0x /2 

> 3-4sen*0=2/2 008 0 

> 3-4(1-cos* 0)=22 cos 0 

> 4c08* 9-2,/2 c080-1=0 

> 0002 A E A 


Como 6 es agudo, sólo es posible ; 
co00= 12148 > 0=15 


Luego: B=20=30", A=120" 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 
Con ayuda de la figura calcule la medida del ángulo 
DBC,si Mm<ACB= 24" ;m<BAD=54*;AD = BC. 


B 
Cc 
E D 
A6 B) 10 €) 12% D) 147 E) 16 
RESOLUCIÓN: 


a D 
Apliquemos el teorema de los senos : 


*enel ABDC: 
a n 


senf+24) senza” * 
*enel AABD : 
a 


o merasrasse (1) 


n 
sen(54+x+24*)  senb4? 


*(D+(1D : 


vesanarossarmcnscrsosa (11) 


00 SP 
sen(x+78) _  senb4” 
sen(x+24) sen2fP 
seníx+78') _ cos 122008 24 —1) 
sen(x+24) — 2senl2Pcos 12” 
> 2sen(x+78 Jsen12"=2sen(x+24)c08 24” —sen(x+24) 
cos(x +66”) — cos(x+907) =sen(x +48") +senx-—seníx+24) 
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Apliquemos el teorema de los senos en el AACB: 


sen(24” — x)=sen(x+48") - sen(x+24") 
> sen(x+24") =sen(x+48")- sen(24” — x) 
> sen(x+24") =2c0836'sen (x +12) 
sen(x+24") _ 2008 36* 
sen(x+12) 1 
Apliquemos propiedad de proporciones : 
sen(x+24) +sen(x+12%) _ 2c0836"+1 
sen(x+24) —sen(x+12%) 200836” —1 
2sen(x+18")cos6” _ -sen18 [20083641] cos18? 
2cos(x+18')sen6” cos18"[2cos36” — 1 E sen18” 
sen3 x 18% 
cos 3 x 18 
Apliquemos la propiedad : 
cot3x=cotx cot (60 — x)cot(60”+x) 
> tan(x+18")cot6”=tan54" x cot6”cot(60 — 6”)eot(60”+6”) 
> tan(x+18)=tanb£cot54£ cot66” 
1 


> tan(x+18')cot6”= xeot18* 


> 1 +18 +66”=90P > x=6" 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 16: 
En la figura se tiene que AB = AD = DC. 


Halle a. A 


A) 10* B)15*  C)20" — D)22,5”  E)25” 
RESOLUCIÓN: 


A 54-90 


tenemos 
AC=2n sena 


n sena nsena 
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2nsena _ n 
sena sen(5a-90%+a) 


> sen(Ga - 909) = 3 


> 64-90” = 30" y 6a- 90" = 1507 
>2a=20" v a=40" 
En concordancia en la figura dada la respuesta es : 


a=20* 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 17: 
En un AABC ] 20084 +bcosB +ocosC al a 


_senBx senC. 
us BJa 2, 2a D)3a ; Ella 
RESOL UCIÓN; 
Sabemos que : 


a=2RsenA , b=2RsenB , c=2RsenC 
Reemplacemos en F':; 
Rx 2senAcosA+R x 2s8enBcosB+R x 2senCcosC 


Sé senBsenC 
R|[sen2A+sen2B+sen2C 
=>F= 
senBsenC 


Apliquemos la propiedad : 
sen2A +sen2B+sen2C = 4senAsenBsenC 
F= Rx4senAsenBsenC 
senBsenC 
>F=2x2RsenA > F=2a 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 18: 
En un triángulo acutángulo ABC; z 
a=3+4/6 ; b=2+/6 y B=465, Halle el ángulo C. 
A) 75% B)45% C)60%  DJ105%  EJ15 
RESOLUCIÓN: 
De acuerdo al teorema de los senos : 

senA 2 - senA _ sen45” 


3+46 3/6 
EA LE 
TEC J2(l2+ 13) 7 2 
A=60" y  A=120P 
Ey ppt Lio) 


Como: A+B+C=180" > C=765" 
105" 


RPTA : “A” 
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PROBLEMA 19: 
En un triángulo ABC si; AB =c;AC=byBC=a. 


Halle la expresión equivalente de : 
e 
¡donde R: erario 
vos [222 
3 
Ad Ba 0% DÉ Bo 
RESOLUCIÓN: 
B 
e a 
A b Cc 
Siendo R el circunradio del AABC, se cumple : 
a=2RsenA , c=2RsenC 
Reemplazando en E se obtiene : 
2R(senA+senC)xsen E 
e A-C 
2 
2Rx2sen oo 155): ms 
E 2 2 2 
co0( 23) 
2 
Como A+C,B_ (49). B 
3 3 90” >58 3 cos 
Luego E=2Rx2008 5 sen > 
>E=2RsenB => E=b 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 20: 

Enun triángulo ABC, donde B-C=x/2 ; b+e=a/2 
se pide hallar la medida del ángulo (B - A)/2 , (en 
radianes). 


xr x xr A x 
y BG O DG 3 
RESOLUCIÓN: 


yaque; b=2RsenB , c=2RsenC , a=2RsenA 
Reemplacemos en: b+c=a/2 
2RsenB+2RsenC =2RsenAx /2 


2 2 juar 


2 2 
* Dato: B-C = 90” 

sen(252)= cos 

2 2 


* Como: me 210, L900 > 


Reemplazando se obtiene : 
A TASA 
$ c08 7 c0t4S =2aen 5 cos x J2 
1 A 
NT Ra 
Es decir : B+C=120" 
además : B-C=90* (+) 
> 2B =210* 
>B= 105 
Finalmente: B-4_40_x 
2 2 8 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 21: 

En un AABC, simplificar: 
W=(6*-c*)xctgA+(c* a?) xctgB + (a*—b*) xctgO 
Cc)0 


A)-2 B)-1 
RESOLUCIÓN: 


Del teorema del coseno : 


_B4etma? 
000 =— 


Del teorema de los senos : 


2r=*- > DONA oe (am 


4 R|b*+c?-a? ] 
EE abe 
Multiplicando por (b*-e*) : 


A R[b*-e*-(b*—c*Ja?] 


abe 


D)1 E) 2 


(D+(1D: 


Análogamente se obtiene : 
R[e* -al (0? | 
abe 
R|a*-b*- (a? -b* Je? 
abe 


Sumando miembro a miembro las tres últimas 
igualdades se obtiene : 


R[-b?a*+c*a? -cb*4a%b? —ato+bto? ] 
W= 


abe 


=w="FL0] > W=0 


(e? —a? JcotB= 


> (a? -b* JootC= 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 22: 
En un triángulo ABC de lados a, b y e 
simplificar : y =2c08B - ccosC. 
bsenB — esenC 


A) tg(B + C) B)etg(B+C)  C)tg(B-C) 
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D) ctg(B- C) E) sen(B-C) 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que: b=2RsenB , ec=2RsenC 


Reemplacemos en W : 
yw =2BsenB xcos B —-2RsenC xcos € 
2RsenB xsenB — 2RsenC xsenC 
2senB cos B - 2senC cos C 
2[sen*B —sen*C] 
propiedad conocida 
_  sen2B-sen2C 
- 2sen(B+C)sen(B—-C) 
>W= 2cosí B+C )sen[ B-C) 
2sen( B+C )sen(B-C) 
=> W=cot(B+C) 


=>W= 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 23: 
Siel cireunradio del triángulo ABC mide 0,5m, calcule: 
p=2co0sA+bcosB+ccosC 
> o abe 
4)05m* B)1m* C)1,5m* D)2m* E)2,5m* 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que : 
a=2RsenA , b=2RsenB , c=2RsenC 
Reemplacemos en E: 
R[2senA cos A+ 2senB cos B+ 2senC cos C] 
2RsenA.2RsenB.2RsenC 
R[sen2A+sen2B+sen2C] 
8R” .senAsenBsenC 


E= 


>E= 


1 1 
2E=—, dato: R=0,5==m 
2R* 2 


> E=2m* 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 24: 


En nanato oblicuángulo, dos de sus ángulos 


internos miden qred sd y la suma de 15 


C)3 DJ 

RESOLUCIÓN: 

Sea ABC el triángulo . 

Sar q plz 
S q 2 7 


Como A +B+ C=x > c-E 


Por dato : a?+b*%4+0*=112m* 
Se sabe que: a=2RsenA, b=2RsenB, c=2RsenC 
Reemplazando se obtiene : 

4R*sen* A+4R'*sen* B+4R*sen*C=112 


201 |2uen? 74 200n! 2% 4 20en? 22] 112 


21 dx 8x 
Rico +1- -008--+1-co8 es 
Como: 8x,6x_ 8 _ 095 2 
7 + 2 cos 7 7 
Luego: re [3- (cor +cos is 22). 
1 
7 =E 
> R?x =56 > R=4m 
RPTA : “D” 


NOTA; a=40" también es solución pero la forma del 
cuadrilátero es otra: A 


D da 


V2a ay-B 


el 
PROBLEMA 25: 


puedo a Sigura mostrada determino el valor de 18", si si 
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Apliquemos el ora de los senos : 


* EnelA BDC: ES SEEM 
e enzo” senQ 


PO 
ri sensO' 


(D 


* Enel A ABD: 


(D+(D: 
senS9 _ sen30 
sen20 senó 


jnorionsciso vescnsacorosonro (II) 


> sen80= 2sen30 cos 0 


2sen9 cos 0 
> sen80=sen40 + sen20 > sen80 — send0=sen20 


> 2008 60sen20=sen20 => cos 60= 3> 6=10" 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 26: 
Sean A y B los extremos de una de las aristas de un 


cubo y sea O el centro de dicho cubo. Entonces el coseno 
del ángulo AOB es: 


4)2/3 B)1/6 
RESOLUCIÓN : 


C)3/4.  DJ3/5 


E)1/3 


* Asumiendo que a sea la medida 
de la arista del cubo , entonces : 


04=0B=2% 


* Nos piden calcular: cos 9 54 


* Aplicando Ley de cosenos en el AAOB: 
MEA 


* Por lo tanto, al reducir la igualdad se obtiene: 


cos0=> 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 27: 


Dos circunferencias de radios ./3] 3R y J2, V2R se 
intersectan: formando un ángulo de 120". Calcule la 
entre sus centros. : 


AIR Í5=/6 BR /6-J8 7 ola 
DIRJ6=J7. EJRÍTJG 
RESOLUCIÓN: 


Apliquemos el teorema del coseno en el AO'TO : 


x*=(V3R)'+(J2r)' -2(V3R)(J2R)cos60* 


> e 0=3R?4+2R? -2/6R*x1 
> x=R/5-J6 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 27: 3 : 
En un triángulo ABC se cumples. E 

sentB axe Cal 2 
sentA+seniC afro? SS ED) e 
ayas BJ60"  C)30" DJ15 EJT5 
RESOLUCIÓN: 
Del teorema de los senos se puieAs E 

a e 
A ¿A PENES 
sen. 3R senB 5R senC 2R 
Reemplacemos en la condición : ¿e 
sen*B ac _ 25) ac 
sentimiento ad “343 re da 
2R 2R 

bitac_ 1 

arre? 

bi+ac=a?+e? 
e E 
at+e? - 2accosB+ac=a*+0c* - 2aceosB=- ac 
> cos B=2 > B=60" 

RPTA : “B” 


PROBLEMA 28: 

En un triángulo ABC, los lados AC, BC y AB miden 
10; 15 y 20 metros respectivamente, Calcule el valor 
de F=256 sen(2B)sen(2C) 


DJ105 — EJ210 


A)-1058  B)-52 — C)52 
RESOLUCIÓN: 
Á 
20 
10 
Cc E B 


Para calcular las razones trigonométricas se mlsda 
considerar un aeTS semejante: 
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Cálculo de sen 2B : 
344% 22 
2x3x4 
cos B = a =% 
8 


cosB= 


2 2 ¡2 
Cálculo de sen2C: cosc= 34€ 


cosC= 7 > 
* sen2C = 2senCcosC 


>sen2C=2x—— 


(2) 


Reemplacemos (1) y (II) en : 
F = 256sen2Bsen2C 
>F=-105 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 29: 
En un triángulo dos de sus lados miden cos0 y cos30, 
siendo el ángulo comprendido entre estos dos lados de 
4 0 . Halle una expresión para la longitud del tercer 
AJsen20  Bjsen40  C)sen60  D)cos209 E) cos40 


RESOLUCIÓN: 


cos30 


Apliquemos el teorema del coseno : 
x*=c08* 30+c08*0 — 2c0s30c080 x cos49 
> 1*=c08* 30+c080|c080 - 2cos40c0830] 
> x*=cos* 30+c080|cos0 - (cos70+c080)] 
> 2x*=2c08* 30 - 2c0870c080 

> 2x*=1+ 00860 — (c0s89 +c0860) 

=> 21*=1-c0s89 

> 21 =2sen*40 = x=sen40 


RPTA : 


“q” 


PROBLEMA 30: 

Halle la medida del ángulo B, lento neo do 
se SE at+b +0" = 2b* Mat+o rate 

ay 16 > Be Cc) 30 
RESOLUCIÓN: 

at+bi+ct=2b a? +0?) +ate? 

bi+at+c+20*0* =2b*(a* +0?) 430% 0* 


(742 
De- 260? +0? )+(a* +0?) =30*0? 
T.C.P 
[»* -(a?+e?)]' = 3a*e? 
Y 

a?+c* - 2accosB-a* -c*]?=30*%0” 
4cos* B=3 [cor aja E 
3 cor pa 2 v corp= A 

B=150 y B=30" 
Una solución es : B = 30? 

RPTA : “C” 

PROBLEMA 31: 
Los lados. a, b y e de un o ABC cumplen la 


siguiente Igualdad: 5(a? - b? - e?) =2be; entonces el 
valor de r=208(5), es 


Jé 


EE BNG Ca DI /6  Ej2J6 
RESOLUCIÓN: : 


Por el teorema del coseno: a* = b* + c*- 2bc cosA 
Reemplacemos en la condición : 

bla? —b* —c?) =2bc 

> 5(b*+c* - 2bc cos A—b? —c*)=2bc 


> cos Á=-— 
Luego: ) 
A 1—-cosA 

P=2tan()=2 E > F=46 
¿p” 

" PROBLEMA 32: 
Un móvil se desplaza 40 km la dirección S60"0 
con respecto a un punto. irapiasonica 8) 
km según la dirección N60*0. Halle la en 


(km) entre el punto inicial y la nueva ubicación. 
AJ20/5  B)20/7.  C)19/7 D) 3043 : 
RESOLUCIÓN: 


RESOLUCION DE TRIAYGULOS OBLICUAYGULOS EDITORIAL RUBIVOS 
> Ezb?+ e? — 2b00084+a*+0* - 2accosB+a*+b* — 2abecosC 
> E=2a*+ 2b*+20* - 2b008A — 2acc08B — 2aboosC 
>E=2(a*+b*+0* )- 2/bcc0sA + accosB + abcosC) 
AAA 


10 
>E=2E-20>E=20 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 35 :; 


En el gráfico se muestra un cuadrado colgado en una 


z a pared , Halle cos 4, si la longitud de la cuerda es tres 
Apliquemos el teorema del coseno : vocedolarato del iatro? 


d*=20*+40* -2x 20 x 40 c08 120" 


6 17 
BS 
=dt=20*[ 142% 251x2(-3)] Ao: 
7 1 
> d=20/7 os 
RPTA:“B” 2 
PROBLEMA 33: 7 
Eneltriángulo ABC, hallar AC. A RESOLUCIÓN : 
1 : * Sea el ancho del cuadro 2k entonces la longitud de la 
4) qe Ea ER cuerda es: 3(2k) =6k 
3k 3k 
e) Eg pa A 
- 2 2 B 
1 2k 
2 3/3 ] TVé+Jz C  *Delafigura aplicamos ley de cosenos : 
RESOLUCIÓN : 
(2KJ"=(3K*+(3 K J* — 2(3KN(3K)cosg 
> 4=9+9- 18c084 > 18c084=14 > cosp=1 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 36: 
pe C En un AABC se tiene que AB =c y AC = b, desde A 
Por ley de cosenos: /6+/2 se trazan AM y AN (M y N en BC de modo que 
b*=c*+a*+2acCos60? AM=AN; m<BAM=a;m<CAN=B. 
A al a 
> 73 7-15 Ve Determine CN" 
Resolviendo: ¿2% PERE bsena , bcosfB ,, csena ccosfB , csena 
ui 2 Na ia ah np og e SR 
RPTA:D” RESOLUCIÓN: 


PROBLEMA 34: 
En un triángulo ABC se cumple que; 

abxcosC + bexCosA + acXcosB =10 
Calcular: E =a* + be «e. 
AJ12 B)20 Cj10 DJ8- EJ6 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos la ley de cosenos para calcular: a?; 6* y e? 

E=sa+v0+o 


Apliquemos el teorema de los senos : 


* enel ABAM: 22 


* enel ACAN:; 


MID: prseng e 
CNsena bh 


¿“oc” 
PROBLEMA 37: 

En alta mar dos barcos sobre un mismo meridiano 
están separados por una diferencia de latitudes de 60". 
Si desde ambos barcos observan un satélite (contenido 
en el mismo plano que contiene al meridiano y los 
barcos) con ángulos de elevación iguales a "2". Calcule 
la distancia del satélite al meridiano terrestre, 
considere R la longitud del radio terrestre, y 


tga=/3=k.- 

4) 2(1+5) ria) o-a(12) 
24+k 

DES 3) mr(2-1) 

RESOLUCIÓN: 


Apliquemos el teorema de los senos en el AAOS : 


OS 29 OA 
sen(90%a) sen(60”-a) 
OH+HS _ R 
cosa  sen60”cosa—cos60"sena 
> R+HS= E 
Y3,cosa_1, sena 
2 cosa 2 cosa 
2R 
R+HS= 
/3 tana 
dato 
2R 
HS= -R HS=R|=-1 
G-(J3=k 253 ( ) 


CE» 


PROBLEMA 38: 
Desde un extremo de un puente de 270 metros de 
longitud se divisa un punto ubicado en el fondo de un 
precipicio con un ángulo de depresión de 74”, y desde 
el otro extremo del puente se aprecia el mismo punto 
con un ángulo de-69”. Halle, en metros la distancia 
desde el segundo extremo del puente al punto divisado 
A)350  B)360  C)384 DJ408  E)432 
RESOLUCIÓN: 


270 m 


Por el teorema de los senos * 
ARA 
sen?” sen37” 

270 2 


ad==3- xy > 3432 


5 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 39: 

Desde la parte más alta de una casa se observa una 
estatua y su pedestal con ángulos de visual de 46”. Si 
desde la base del pedestal se observa la parte mas alta 
de la casa con un ángulo de elevación cuya tangente es 
5/7 y la distancia entre la parte superior de la casa y la 
parte mas alta del pedestal es 10m. a 
la altura (en m) de la estatua e 
AJ2/31  B)2/32 CI2/37. 
RESOLUCIÓN: 


Aplicando el teorema de los senos enel AAPE resulta: 


h pe 10 
send5” sena 
como 74. 
5 
tana =7 => 
7 
7 
Luego; 10,42 > h=2/37 
J7á 


RPTA : “C” 
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PROBLEMA 40: 
En un triángulo ABC, de lados BC=a, AC=b y 


AB=c, reducir 
M= senA-senB  b-a 
senA+senB  b+a 
AJ=1 BO E OA DE 
RESOLUCIÓN: 
e a 
A b 19 
Siendo R el circunradio del AABC sabemos que : 
b=2RsenB , a =2RsenA 
Reemplazando en M : 


_SenA-senB , 2RsenB - 2RsenA 
senA+senB  2RsenB+2RsenA 
=>M=0 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 41; 
De un puerto dos barcos zarpan simultáneamente con 
rumbos S20”E y S40%0 y con rapidez constante de 
25 m/s y 30 m/s. Luego de 15 minutos ¿qué distancia 
están separados los barcos en km? 

A) 24,054 B) 24,80 C) 25,055 D) 26,054 E) 27,38 
RESOLUCIÓN: 


Y. A 


“d 
Siendo t=15min=15x608 se cumple : 
d,=v,t= 254, d,=v¿f= 304 


Luego, aplicando el teorema del coseno tenemos : 
d*=d? +dí - 2d,d, cos 60* 
> di=25 430% —2x25txg0tx= 
== 4 [6%+6*-5x6] 
=> d=5t/81=5x16x60/31m 
> 4000 JB km=4,5%5,8678 =>d=25,085 km 
RPTA : “C” 


EDITORIAL RUBIÑOS 
PROBLEMA 42: 

Un marino navega desde un punto A, 120 km en la 
dirección N37"0 y luego hace el viaje de regreso; por 
error, este viaje de vuelta lo hace en dirección S53'E, 
con un recorrido de 120 km. ¿Cuántos km tiene que 
recorrer y en qué dirección tiene que navegar para 
llegar al punto A de partida? 

A)36;80 B)34;S0 C)24/2SE D)40;SE E)24/2;50 
RESOLUCIÓN: 


x 
Enel AAPB: x= 2x120 sen8” 
, 5/2 
=240 1 
AZ 
>x=24/2 km O 7 ia. 


Para llegar al punto A tiene que seguir la dirección 


Ae Respuesta :24V2 ; so! 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 45: 
Dos fuerzas de 20kg y 25kg actúan sobre un cuerpo y 
sus direcciones forman un ángulo de 53. Halle su 
resultante, en kg, y la medida del ángulo que forma la 
resultante con la fuerza mayor. 


4) 45; aresen 5) Br40:87  0)5/85:30" 
DJ6/65; arcsen(¿Jez) EJ40:30* 


RESOLUCIÓN: 


ATRIGONOMETHIA 6 


Apliquemos el teorema del coseno en el APBC: 


R*=25*4+20* - 2x25x 20 008 127" 
-cos 53 


a a cicici > R=5/65 kg 
Apliquemos el teorema de los senos en el APBC: 


sen9 _ sen127* 4 16 
20 e > 
de donde; 0=arosen[ 727) 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 46: 

El esquema representa la tierra y la luna. La luna está 
directamente encima del punto A y myACB=60* 
¿Qué tanto más cercana está la luna del punto A que 
del punto B. La distancia de L a C es de 239000 millas 
y el radio de la tierra mide 3960 millas. 


L 

A) 1600 millas 

B) 1800 millas 

. A 

C) 2004 millas B 

D) 2100 millas 

E) 2200 millas 
RESOLUCIÓN: : 


L 


mr 


239 000 


adan 


Apliquemos el teorema del coseno : 
x*=3960?+ 239000” — 2 x 3960 x 239000 cos 60* 
> 1?=40*[99*+5975* -99x 6976] 

> 1?=40* x 35118901 > x = 40x5926,1 

> xx 237 044 


La luna está más cerca del punto A que del punto B 


en: x-— 235040 = 2004 millas 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 47: 
En un triángulo ABC 
Simplificar:. 
A e -Orreiar0) 
abcos(A+B) 
E 
a? Daz a 


E EE es: cel cireunradio. 


A)- sw [PE 73, ne 

RESOLUCIÓN: 

Vamos a aplicar la propiedad : 
sen(a+f)sen(a- fP)=sen*a- sen? p 


sen*A - sen? B+sen*B - sen*C+sen*(A+C) 


DL 


8 abcos(A+B) 
Hrs sen(A+C)sen(A — C)+sen*(A+C) 
abcos(A+B) 
> p= 2en(A+C)[sen(A- C)+sen(A+C)] 
abcos( A+B) 
-cosC 
porque : 
(A+B)+C=180 
_sen( A+C)x 2senA cos C 
A 
Como (A+C)+ B=180" > sen(A+C)senB 
Además se sabe que: a =2RsenA , b=2RsenB 
Luego: __  senBx2senA 
 —2RsenA x 2 RsenB 
1 
> E=- q 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 48: 
En un triángulo ABC, el ángulo C mide 60*y los lados 


RESOLUCIÓN: 


¿RESOLUCION DE TRIAYGULOS OBLICUAYGULOS 


Como C= 60” > A+B=120* 
Luego: .. 


son A-B 
2) 243+J2-(243-/2) 
tan6o 2/34 J2+(2/8-/2) 


A-B 
tem”) ez 


> = = tan(| 


543 a 


2 2 .2 


x 42 
>24A e arctan ES) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 49: 
En un triángulo ABC, cuyos lados son tres números 


enteros consecutivos, el perímetro es 18; calcular el 


coseno del mayor ángulo agudo. 

q 1 A 1 1 
E? B)5 Oz DIG E)7 
RESOLUCIÓN: 


* Según los datos: 29=18 >n+n+1+n-1=18 >n=6 
B 


7=n+1 
*Luego;b= 7 es el mayor lado, osea <B mayor ángulo. 


bi=at+o? - Zac cosB ¿> 7= 645 — 
> 49=364+25 - 60008 B > 12=60c08B > cosB= 
RPTA : 


2(6) E 


eS 
PROBLEMA 50: 
Sea un triángulo con ángulo A, B, C, y los lados opuestos 
o ea 2 
e . 2beenO (olgA + ete) 
Ajar TON Cjez  Djatb? 
RESOLUCIÓN: 
*Sea: F=ab'eenC (ete +ctEB) 
- - sen(A +b) 
senAsenB 


Ejc*b* 


[768 > > EDITORIAL RUBISOS) 


» pap SenCseníA + B) 
F=ab ENAsE 
Como A+B=180"-C > sen(A+ B)=senC 
m2C 
II o 
F 7 (y 
* De la ley de seno sabemos que: 


a b 
=3Ñ * sen B=>H ¡senC= 


(5)(6r) 


RPTA ; “C” 


* Reeplazamos en (1): F=ab 


PROBLEMA 51: 

Un cuadrilátero, inscrito en una circunferencia, tiene 
dos lados consecutivos iguales. La diagonal que une los 
extremos de los lados iguales miden 3./2-J2; el 
ángulo opuesto, en el cuadrilátero, al ángulo 
comprendido entre dichos lados iguales, miden 135? 


¿Cuánto mide los lados iguales?. 
AJ3 B)4 -CJ6 D)7 E)1 
RESOLUCIÓN: 


* Observe que a =45 
* Aplicamos ley de cosenos en AABC: 
n*+ n? -2(n)(n) cos45? = (3 /2-J2)* 
[ej 


> 2n* - 2n*(2)- 9(2-J2) 


> 2n*(2-/2) = 9(2-J2) 


>ni=9I>n=3 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 52: 
Calcule el coseno del menor ángulo de un 


paralelogramo, si su perímetro es de l4u y sus 
diagonales miden 4u y 6u - 


10 12 14 16 18 
A) 23 B) 33 C) 23 DI E) 25 
RESOLUCIÓN: A 


ATRIGONOMETRIAS [| 769 ] S _LA ENCICLOPEDIA 20123 


Condición: a+b=7.. 
Aplicamos la ley de cosenos : 
AABD: 4*=a*+b* — 2ab 0080 coscorrcciemoscieemesiers (1) 
AABC: 6*=a*+b* - 2ab cos(180*-0) 
cosó 
6=a*+b*4+2ab 0080 sosrroa» 
Sumamos (1) a (11): 


52=2(a%+b*)  =a*+b*+2ab=26+2ab 
oli RA a Po 
a?+b*=26 
(a+b)? =26+2ab> 2ab=23 
A 
7 


Restamos (11) A (1): 
20=4ab cosó => cop 
ise 23 
46 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 53: 
Enun trapecio ABCD, la base mayor AB mide 4m,las 
diagonales AC y BD miden 3m y 4m respectivamente, 
el ángulo obtuso formado por las diagonales mide 120", 
Halle la medida de la base menor CD (en m). 
AJ18 B)2V3+4 CI/37-=4 DINT2-3 EJ/3+11 
RESOLUCIÓN: 


ID) se traza: CB'// DB. 
11) Aplicamos la ley de cosenos 
AACB: (4+d)"=3*+4* — 2(3)(4) 008 120 


=1+ap=25-2012)(-4) >d=/37-4 
37 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 54: 
En un triángulo, los lados son 3 números enteros 
consecutivos, y el ángulo mayor es el doble del menor. 
Entonces, los lados son: 
AJ5, 6,7 B)3,4y5 C)2,3,4 D)1,2,3 E)4;5 y 6 
RESOLUCIÓN: 
* Como los lados son números consecutivos; entonces, 
los representamos por ; 1-1, n y n+1 (ver la figura). 


n+1 
* Aplicamos la ley de senos: 
n+1 _1-1_ senla_ n+1 


sena 
* Ahora aplicamos ley de cosenos: 
(n-i=n*+(n+1)* -2n(n+1) cosa 

n+1 


an? -2m+lntente 2 sta) (1) 
* Simplificando, se obtiene: 
n(n+1* 
n= 
>n*4+2n+1=n*+3n-4> n=5 


* Los lados del triángulos son: 4; 5 y 6 


=n(n+4)> (n+1)%= (n+4)(n-1) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 55: 
Enun triángulo ABC, el ángulo C mide 60”; y los lados 
a=2/3+2 y b=2 /3-J2 
Entonces, la medida del ángulo A es: 


2x 2 z yz 
A) 3 +arcig[22) B) Frarerg[2) 


z. y2 2 y2 
Cc) 7 + 2arcig (3) D) 3 arcta(v2) 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el triángulo indicado, utilizamos el 
teorema de la tangente, asi: A 


A+ By >=2 13-42 
a+b_ e( 2 ) 
ab e 3 


A ¿Le 1204 


a 
Hht— a=2 V3+V2 30 
* Reemplazando los datos del problema, tendremos: 


4/3 _  tg60* y2 
A cad, => 


* Es decir: E 
2 


xr 
A-= Arete 


x 2 
> A=+Are te 


RPTA : “B” 


EDITORIAL, RUBISOS 


PROBLEMA 568: 

En un triángulo ABC se tiene que B+0= "E rad. 
Hallaren términos del cincunradio «R”el eauivalente 
dela siguiente expresión : + 


M: bcosB —c cosC 

= = 

sen(B=-C) 

AJ-R B)2R CIR DIR Ds 
RESOLUCIÓN: 


* Datos: B + C = 120? 
_bcosB—ecosC _ R(2senBeosB — 2senCcosC) 


sen(B-C) sen(B-C) 
>M= R(sen2B - sen2C) _ R.2cos(B+C)sen(B - C) 
sen(B-C) sen(B-C) 
> M=Rx2 cos120%=Rx2(-2)= M=-R 
. RPTA : “A” 


PROBLEMA 57: 
En un triángulo ABC, simplificar: 


a+b 
E e b € b 
RESOLUCIÓN: 
A 


H equivale a: q=*% ez 242, 
eq H: pen 3 3 1 


E £q- D, 
>H= (1 0080) + (1 cos AHE 


a-acosC+e- ecosA+b 
b 


>H= 
Por el teorema de las 
proyecciones O 


a+b+c-(acosC+ ccosA) 
b 


H= 
a+e 
> H==— 

b 


RPTA : “D” 
PROBLEMA.:58: 
En un triángulo ABC; si, AB=c; AC=b y BC=a, 
simplificar; 

E=a(b*+c*)cosA + b(a*+c*)cosB +c(a*+b*)cosC. 
A)abce B)3abc C)ja+b+c D)a*+bi+e* EJO 


RESOLUCIÓN: B 


e a 


Efectuando multiplicaciones en E : 
E=ab*cosA+ac*cosA+ba*cosB+bc*cosB+ 
ca?cosC+cb*cosC 
> E =ab(bcosA + a cosB)+ ac[ccosA +a cosC)+ 
be(ecosB+bc08C) 
Por el teorema de las proyecciones se sabe que ; 
beosA +a cosB =ec 
ecosA +a cosC = b 
ecosB + bcosC =a 
Luego: E =ab(c) + ac(b) + be(a) 


=> E = 3abe 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 59: 
En un triángulo ABC reducir: 
¡(Ph c)cosA+(a +b)cosC+(a +0Jc0sB -(2na) 
serA+senB+senC a 
AJO B)JR C)1 D) 2R EJ3R 
RESOLUCIÓN: 
J equivale a: 
Pos A +ocosA +acosC+bcosC+acosB+ocosB _ a 
senA+senB+senC senÁ 
¿y beosC+ccosB) +(ccosÁ+acosC)+(bcosá+acosB)__a 
senA+senB+senC senA 
Aplicando el teorema de las proyecciones tenemos ; 
2 a+b+e ae 
senA+senB+senC  senA 
a b c 
Por el teorema de los senos : A E E 
Aplicando propiedad de proporciones : 
a+b+e 8 
senA+senB+senC  senA 
Reemplazando en Y resulta: J =0 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 60: 


En un triángulo ABC, si AB=c;AC=byBC=a, 
entonces encontrar una expresión idéntica A; 


Ezbsen? E 5)teen (5) 


a Bjp-a C)2p  Dj2p-a  Elp 
RESOLUCIÓN: B ; 
e a 
A 13 e 
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2E=bx 2sen* (E)+e. 2sen* 6) 


> 2E=b(1- cosC)+c(1- cosB) 
> 2E=b+c-(bcosC+ecosB ) 
a 


Por el teorema de las proyecciones : 
Luego: 2E=a+b+c-2a 
perímetro 
2E=2p-2a > E=p-a 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 61: 
Enun triángulo ABC a quees igual : 
SECO: 
cosB + cosC 
e b pre 
MA a 
RESOLUCIÓN: 
A ES 
2 


A+B+C= 180" > qe 


)- 00 


Estamos multiplicando 


convenientemente 
pr — TE 
E sen(B+C) 2RsenA ES 
senB+senC 2RsenB +2RsenC b+ec 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 62: = 

En un triángulo ABC se cumple que a*+b*+c*=WW*, 
cosA.CosB.CosC =1tg*x, Calcule el cireunradio en 
términos de ay W,si W>0 y aelllC (tercer 
cuadrante), - ; 


4-2 mE seca > 02 cosa 
4 2 4 

DE cs miga 

RESOLUCIÓN: 

Reemplacemos: 


a=2RsenA , b=2RsenB , c=2RsenC 


en el dato : 
ar+rbtret=? 
2R*| 2sen*A+2sen"B+2sen*C ]=W* 
> 2R*[1- cos24+1-cos2B+1-cos2C]=W* 
> 2R” [3- (cos 2A+c08 2B+e082C)]=W* 
Apliquemos la propiedad : 
cos2A + cos2B + cos2C =-4cosAcosBcosC - 1 
2R?[3—(4cos Acos Bcos C—1)]=W* 
> 2R* x4[ 1+c08 Acos BcosC]=W* 
tan? 


a 
>2R? x4x900* a=W* >/2Rx2 [sec al =W , a € IC 
(seca) 


«oa 
4 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 63: 
En un AABC, determine el equivalente de W en 
términos de los lados y el circunradio, si: 
e A-B 
Moscoso EE 3 ) 


A BR) OL Dt tz 
RESOLUCIÓN: 
Como 290 > cos =sen(£52) 


Reemplazando en W: 
A+B A-B 
wW=2 x200m(2:2) 001252) 
b a+b 
2R +35 )> LEE 


RPTA : 


>W=2[senA+senB]= 2% 


«g» 
PROBLEMA 64: 
Para un triángulo cualquiera de ángulos A, By € y los 
lados c, b y a. Se pide hallar la altura relativa a lado a. 
a Elle (A+B) 
A) h= B)h= BO 
ansias D)h asen(A+Cijsen(B+C) 
cos(B+C) 
As a) pa 
DOE as 
RESOLUCIÓN: 


C)h= 


ISBPA:  h,=csenB 
Por el teorema de los senos : 
e a asenC 


= e= an y 1 1) 


asenC senB 
senA - 
Como C+(A+B)=180” > senC=sen(A+B) 
Análogamente : senB = sen(A+C) 
Luego: _£sen(A+B)sen(A+C) 


senÁ 
RPTA : 


(1) en (1): h,= 


h, 


a 
“or 
PROBLEMA 65: 

Dado el triángulo ABC, se traza la bisectriz 


AP (P en BC), tal que ; de” joe imaPAC=30", 


determine la medida del ángulo B. 
AJctg* ES) B)etg* ES) C)jetg* ES) 
3 9 3 
(Y 2 
1 43 12 
D)ctg ( 9 E)ctg” ( 5) 
RESOLUCIÓN: = 


Por el teorema de la bisectriz interior : 
BA _BP BA_2_ BA=2n 
AC PC AC 37” lACc=3n 
Apliquemos el teorema de los senos en el AABC : 
2n sen(60*+B) _2 
senB 3 


Po) anto e 


3 


> cotB=-== 
9 


>  B=cot* 5) 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 66: 

Desde un punto un observador divisa la parte más alta 
de una torre con un ángulo de elevación 29, siendo la 
longitud de dicha visual igual a 96 metros. Si el 
observador avanza hacia la torre, en la misma vertical, 
una distancia de 64 metros, el nuevo ángulo de 
elevación con el que divisa el punto anterior es 30. 
Halle, en metros la altura de la torre. 

A)20/15 B) 22/15 C)24/15 ae E) 110 
RESOLUCIÓN: 


PO 64m r] 
Apliquemos el teorema de los senos en el APQT: 
64 96 
sen9 sen30 
sen30 _ 48 
seng 32 4 


> 2cos 204122 


1 
2020 3 A d 


Luego, en el ly PRT: 


y15 


h=96sen20=96x 22 => h=24/I5m 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 66: 

Los lados de un triángulo son. ae a 
5;7y8. a (agudo) que forman el 
menor de los lados — k 
A) 30* B) 60? 
RESOLUCIÓN: 
Si los lados son proporcionales a 5, 7 y 8, entonces 
miden: 


17 45% DD) 


5k 7h 


8k 
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Del teorema de los cosenos se obtiene : 

(6r)*+(8k)* —(7)* 
2(5k)(8k) 

25464 - 49 


cosO= 


> c080= =' coso=> > 0=60* 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 67: 

Enun triángulo, el ángulo intermedio es 60". Halle los 
lados, si los dos menores se diferencian en 2u y los dos 


mayores en 1. 
A)3,5,6 B)4,6,7 C)5,7,8 D)6,8,9 E)7,9,10 
RESOLUCIÓN: 


x-2 S 


A 


x+1 
Apliquemos el teorema de los cosenos : 


a?=(x-2)+(3+1)* - 2(x—2)(x - 1)00860 


ima? d+ d +20 41-23? -x 2 
Dedonde: x=7 
Los lados miden ; 5, 7,8 
RPTA ; “C” 
PROBLEMA 68: 


Dela figura obtener x en AifUnción de pd "x=AM. 


E) cscg 
RESOLUCIÓN: 
*En > AMB; AB = xesc0 
* Aplicamos ley de senos en AABC; asi: 
AB_ AC B 
send sen20 A 


PROBLEMA 69: 
Si en un triángulo ABC se cumple: , 
a? +b* =4R*;R: circunradio 
Entonces el ángulo C mide: 
A) 60" B)75  C)90 
RESOLUCIÓN: 
* Recordando: «a=2RsenA 
b= 2RsenB 


* Luego: 

(2RsenA)?+(2RsenB)?=4R*? 

> 2(2sen*A + 2sen?B)=4 
ia o 


> 2(1- cos2A+1-cos2B)=4 > cos2A4 +cos2B=0 
> cos2A =- cos2B > 24 +2B=180" > A+B=90" 
> C=90* 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 70: 
Dos triángulos equiláteros ABC y ABD forman un 
ángulo diedro de 90?. Hallar el coseno del ángulo DAC. 
A)S- B)114  CIN5/14 —D)2/2/3  E)3/4 
RESOLUCIÓN: 


* Asumiendo la longitud de los lados de los triángulos 
equiláteros iguala2, 


* El ángulo CPD=90" es el ángulo diedro formado por 
los planos de los triángulos equiláteros ABC y ABD, 


luego en el I»CPD (isósceles) CD=J/6 
* Aplicamos ley de coseno en el AACD: 
/6*=2?+2* — 2(2)(2)c08x 
* Dedonde: cose=7 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 71: 
Determinar el Sere: de, un triángulo isóscels 
ABC (B: 1209), si su ir 5 


ANATA2)em 8) a) 
DNJ2+2Jem EJ ON Z+2em. 
RESOLUCIÓN: 


* Designamos el perímetro del triángulo ABC como 


2p ; luego: 2p=a +b+e 

Expresando a cada lado con el circunradio y su ángulo 
opuesto. 

* b=2RsenB=2(4/3 Jsen120” > b=3 

Como el triángulo es isósceles ; A=C=30" 

* a=c= 2(/3)sen30 


a=c=/3 > 2p=(2/3+3)cm 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 72: 

Siendo R el circunradio, r el inradio, y r,, el exradio de 

un triángulo ABC, simplificar: 

E= 2R+r-—Ta 

2R 

A)senA B)etgAC)igA  D)cosA  E)secA 


RESOLUCIÓN: 


Sabemos que: r=(p-aJjtan a , 


2 r,=ptan- 
Reemplazando en E se obtiene : 
_2R+(p-ajtan* - plan _2R-atans 
2R 2R 


Como a = 2RsenA , entonces : 
2R -2RsenA tan E 


ES 2R 


> E=1- senAx tanÉ 


sen = 
>E=1- 2sen? 5 


€ AA 
>E=1- 20095 000-3% A 


>E=c08 A 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 73: 


Enun AABC, simplificar: 


px(p-a) 
(excos* E bcost O)]| exsen? E sosent E 2 a 


AJa Bja+b+e  Cjabe  DJi EJ2 
RESOLUCIÓN: 
En el problema 53 se ha demostrado que : 

esen' "E vorent Emp rosal ricino r a 14) 
De otra parte, sea: 

he=ccos? E +bcos? E > 2h=0.2000* E +b.2cos* E 
Bol 1+c0nB 4D 40000) hzc 18 ccoo 
Por el teorema de las proyecciones : 
> 2k=2p > =P orsersonara irnos (11) 
Reemplacemos (1) y (11) en E: 

E=P(P=9) > p=1 

bae P(p=a) RPTA : “D” 


PROBLEMA 74: 
En un AABC se cumple: BC =a,AC =b,AB=cy 


acos [2 E) + eos" [$ Jus. Determine él perímetro 


de dicho triángulo. 
AJNJZ BIVB  CIJ8  D)2V/2 EJ2V3 
RESOLUCIÓN: 
B A 
acos? 5) beos* ([5)- NE 


Similarmente a como simplificamos la expresión “R” 
del problema anterior se obtiene : 
a+b+c=2/3 > Perímetro=2/3 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 75: 
Dela figura halle x, donde AM = MC 


AJ15 B) 18 
RESOLUCIÓN: 
B 


Tracemos la altura BH asumiendo : BH=1 
Luego: HM=1 , =/3 

Notemos que : MC=AM=43+1 

Enel xBHC': 


HC_2443 
cot(45" - x)= BH" 1 
> cot(45" — x)=2+/3=cot15 
> 15-x=1"=>x=30" 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 76: 
En la mostrada se tiene que AB = CD y 
AD = BC. Si (BH)(AD)=7, halle el área del 
cuadrilátero ABCD. 


ATRIGONOMETRIAS LA ENCICLOPEDIA 2013 
A 
4 
4 
2 
Cc BRA D 
Apliquemos el teorema de los senos en el triángulo 
21 ABC: IP LA 
az B)7 os D)14 EJ21 ao O 
RESOLUCIÓN. A A E 
PO os pa AR ng cos 0+ cot asenó 
sena 8el 
B EnelixCAD:  cot a=5 
> E >. ES 
cos0+ 0 bcos0+csenó 
mi «cosa b 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 78: 


Del gráfico, calcule x en términos de y;z y 0. 


H A 
El área de un paralelogramo está dado por : 


x= 


Por dato : A 


Cc 
(BH)J(AD)=7 > mecosaxn=7 AD Be cod O 
mncosa=7 => mnsen(90”-a)=7=> Sincp=7 e 1. AO GAS 
e cldroa del : cos9 send 
paralelogramo ÁBCD. DAS NA 
RPTA : “B” zsend + y z-ycosó 
PROBLEMA 77: RESOLUCIÓN: 


Calcule la longitud AB en función de b, e y Bcon ayuda 
de la figura mostrada. sa b,AC=c. 


La tangente de a en los LLABC y AHM es 
A)bsen9+ccosO pjoembrtcoo pS EOS > respectivamente: 
A —— |(senO+. tona== Y 
arios mr) 0) 
RESOLUCIÓN: de donde despejando se obtiene : 
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RPTA : “E” 
PROBLEMA 79: 

Enla figura, las áreas de las regiones triangulares AFE, 
y CDE y del cuadrilátero DBFE son iguales a 1/3; si, 


además, BC = AB; calcule tga.. / A 
A) 3 

L 
B) z 
C) 2 
D)2 

1 
E) 7 
RESOLUCIÓN: A 

2n 
F 
E 
AÑ j 
Cc SÍ E 
2n D n B 
Como 
Sarac=S Do 
2 qa pa > BF=BD=n 
Notemos que: CD = AF 
E Susco = Sarar 
pa sena= ERSAL sena >EC=EA 


Observemos que EF'= ED 
Porlotanto: Saggn= Sargr=S 
Luego : CD = AF =2n 


Finalmente, en el ix FBC : tana=>3" > tana== 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 80: 
4abe 


Enun triángulo de lados a, b yc, calcule: D= Bor 
AJ12  B)14 Cj6 DJ EJ 
RESOLUCIÓN: 


D equivale a: 


ta 


pr ES D=10prx > D=16 
Área del triángulo m pr ph 

RPTA : “C” 
NOTA : Recordemos que el área de un triángulo en 
función de los lados y el circunradio está dado por : 


El área S también puede expresarse en función del 
semiperímetro y el inradio : S = pr 
Por tanto, es lícito afirmar que : e =pr 
PROBLEMA 81: 
Con los elementos de un triángulo ABC, determine el 
valor de la expresión E en función del área $. 
ar+ot+e? 
E ————————————————— 

cigA +ctgB +ctgC 
AJS BJ2S C)3S D)J4S 
RESOLUCIÓN: 

_ ad+bi4e? 

cotA+cotB +cotC 

En el problema 25 (ver parte I del solucionario) se ha 
demostrado que : 


cotA= 


EJ6S 


R(b*+e? -a?) 
abe 
Similarmente se cumple : 


Ría*+0*? -b?) Ría?+b? e?) 


iB= = 
pi abe rota abe 
Observemos que : Id 
cotA+cotB+oo0= EF) 
abe 
Reemplazando en E se obtiene : 
at+bt4o? abc 
a li) > 24 
abe 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 82: 
Para un triángulo ABC de lados a, b ye: -Simplifique 
la siguiente relación 


p-PlP=alP- O 


lA ia o? 
AS BS. OL DJS BEjr 
RESOLUCIÓN: 


Como A+B+C =180" se cumple : 
tanA+tanB+tanC =tanA tanB tanC 
Luego, D equivale a : 


p= p(p-a)l(p-b)p-c)xtan Atan BtanC 
=, abe 
(px ES xtan Atan BtanC 
Sabemos que el área S puede expresar en las tres 
formas siguientes : 


abe 


Sp y SE cnn a 


>S=/píp-aJ(p-bJp-c) 


> 58 =p(p-aj(p—b)P=0) cerros (MY 
2 
Reemplacemos (1) y (11) en D : D== > D=1 


RPTA ; “C” 


PROBLEMA 83: 
Enun AABC acutángulo el equivalente de : 


beJT+cos2A+ac/1+cos2B+ ab/1+ cos2C ** 
atb+e a+b+e 
MS y C)2(a+b+c) 
2 2 2 
D)a*+b*+0*? BED 
Y a CARE 
RESOLUCIÓN: 


* Recordando la identidad: 2cos*x=1+c082x y 
designado E a la expresión solicitada se tiene: 


E=beJ1+ cos2A +acJ1+ eos2B + ab/1+ cos2€ 
PA A O ni 


2c0s* A 2008 B 20080 
* Del enunciado A, B y C son ángulos agudos, entonces 
cosA, cosB y cosC son positivos: 
E=42(becosA + accosB + abeosC) 


> V2E= 2bccosA + 2accosB + 2abcosC 
* De la ley de coseno : a*= b*+e*-2bc cosA 
> 2bccosA=b*+0*-a?. e (1) 
* Análogamente: 
> 2accosB=a*+ 0? -b?, 
> 2abcosC=a*+ b* -o* 
* Sumando £, 11 y HT: 
2bccosA+ 2accosB+ 2abcosC= a?+b*+0? 
ES E 

at+bi4e? 
pa 


PROBLEMA 84: 

En un triángulo ABC, AB=2u, BC=3u, 
maBAC=3a y m<ACB=a. Halle el área (en u*) de 
la región triangular ABC. 


RPTA : “E” 


3 NE] J15 5 
a BIS 02. DSZ Br 


RESOLUCIÓN: 


A 
O 
3a 
2u 
Jq180"-4a ar 
3u C 
Aplicando el teorema de los senos se obtiene : 
senda - Sena 
3 2 
sena(2c0s 2a+1) Pena 
3 E 2 4 J15 
2a== > 
cos 20 4 
O LJ 


Luego, el área de la región triangular ABC está dado 
por: 


S=senB 998252 


sen(180* - 4a)=3sen4a 


>8S=3x 2sen2a cos 2a > s=0 15,1 = sE 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 85: 

En el triángulo mostrado se cumple que 

sent(=)+cos'(2)=2, O<x<G; 

entonces, el área de la región 

triangular ABC es: 
. 10m 


4J25(1+ /3)m* B)25(2-/5)m* 0)20(1+/3)m* 
DJ20(2-J3)m*  EJ20(14/5)m* 
RESOLUCIÓN: 

Conocemos la identidad : 


3,1 
Ix+oostx=2+2cosdx 
sen x+008 x Cos: 


Reemplacemos en la ecuación : 


Z ed 

Ax+eostr=Z , <x<— 

sen*x 8 5 0 7 
=z +7 cosáx=T > cosdx=> > x=15 


Luego, los ángulos del AABC miden : 
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B 
da 
a=10m, 185 
30" 15" 
A 
A 
El área del triángulo está dada por : 
E senBsenC EA sen135*sen30* 
2 senA 2 sen15" 
y2_1 5 
TA] 12  (43+D 
5-50 =50 
z 6-42 “BD dis 
> S=25(/3+1)m* 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 86: 
Los lados de un triángulo miden 
/26m, J20m y JI8m. Halle el área de la región 


triangular en m?. 


AJ10 B)9 C)J8 D)12 E)/80 
RESOLUCIÓN: 
/20 
/26 
Apliquemos el teorema del coseno : 
/26'=/20"+J18* - 2/20/18 cos 0 
>26 - 38=-2x6/10 cos 0 yO. 
3 
1 
0= 
Cos! Ea > a 
, 1 
Luego, el área de la región triangular es; 
s= ELA so, 2 >8=9 
S= ai > 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 87: 

Se tiene un triángulo ABC, donde las alturas relativas 
a los lados BC, AC y AB miden 6, 8 y 9 metros 
respectivamente. Halle el valor de F=288 cosA. 
4)-2 BJ C)1 DJ2.. ÉJ8 
RESOLUCIÓN: 

Pordato: h,=6 , h,=8 , h,=9 

Siendo S el área del triángulo, éste se puede expresar 


ah bh, ch, 
=—4 Sa Le, sae 
2 e 2 2 
qa O ge 
2 2 2 
Despejando se obtiene : a A 5 z 0-2 


Para efecto de calculo una razón trigonométrica (en 

este caso cosA) se puede asumir S = 36, luego : 
ade DAA ER 

Por el teorema del coseno : 


bi4e0?a? 
2bc 


9%+8?-12* SY 
2x9x8 ds 144 


144 
> 1 
Finalmente :F=288x 72 > F=2 


cosA= 


> cosÁ= 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 88: 
Se tiene un polígono regular de n lados (n > 4) cuya 
área es A u?, si se prolongan sus lados; éstos se 
intersectan formando triángulos cuya suma de las 
áreas de las regiones que encierran dichos triángulos 


El área A del polí vda 
e NES Lelado del 
polígono 


está dada por: A=n Sou » 
L 


2 
E IR O A RS 
2.2 n 4 n En un AABC, de área S 


Siendo B la suma de las áreas de los triángulos 
exteriores se cumple : 


B=nS MN 
P 
eS 
e 
a 
eb ad 

AE 4 3 
E L/2 

L 


A A 
2 n 
(1) +(11) 
) +(11) 4 
B 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 89: 
AA 


Enun AABC calcule; M A O 


En términos de los lados a, b y e de dicho triángulo, si 
además el circunradio R mide 1. 
A) abe B)Ja C)b 
RESOLUCIÓN: 
a? bp? e? 
tanA dd tanB z tanC 
Observemos que , siendo a = 2RsenA, se cumple : 
a? 
tanA 


D)e E) a+b+c 


=4Rrenta A 


2 
—_=(2RsenAJx 


” 
tanA tanA 5L 


a? a? 
— ——_=2R SenZA momcorirnoss L 
¿2? x2senAcos A ¿RP senza 149) 


Análogamente se obtiene : 
pi 
tan 


e% -2R*sen2C 
6 ES 


Reemplazando (1), (11) y (1H) en M logramos : 
M=2R* ( sen2A+sen2B + sen2C ) 
"propiedad conocida 
> M=2R*x4sena senB senC 


ES M= 7, (2RsenAl(2RsenB)(2RsenC) 


Lerrrrtenoerorercorrarenrinnenes (1) 


B =2R*sen2B comemos 


rensresracressoscoceacaseasos (TIT) 


> M=abe , dato: R=1 


cabe RPTA : “A” 


simplifique: eS > 
E e rara 


CS 


AJS BS 
OL EION 
A B (e 
En cot 3 +cot 3 +e0t 
2 
Pp 
ABC 
Como 3* Er 
A [e] "E: A 
=cot Ll cot—cot— 
= col Foot E 001 E id 3 
Luego, W equivale a : 
A BC 
ve IRE — 
Pp pxptan E 
2 2 2 
Sabemos que el inradio en función del semiperímetro 
y los ángulos está dado por : 
A B Cc 1 1 
=ptan“ tan“ tan— A W== 
r=pton-tan-> Lat >W Pa > $ 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 91: 
En un AABC, se cumple; R*sen"A+2ScosA=senA, 
donde $ es el área de la región triangular ABC y R es 
el cireunradio, determine la longitud de la mediana 
relativa al lado a. 
wz BM DIJ2 
RESOLUCIÓN: 

R?sen* A+2ScosA=senA 


> Risentara[ y sena JoosA= senA 


POE EJ2 


2 


Por el teorema de los senos : 
a=2RsenA => senA= — 
Reemplazando se obtiene : 


2 _a 
Rx 3R 


a 
2R 


A (-)) 


RPTA : “B” 
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NOTA : Si no conoce la fórmula mi= + bocosA a 
partir de (9) puede proceder así: 
a?+ábecosA=4 

=> b*+0? - Locos A +4bocosA=4 

> bi +c?+2bcc0sA=4 

>4mi =4 

=>mi=1 

>m,=1 
PROBLEMA 4 : 
Para un triángulo ABC, se tiene A=z» mz, c== 


Además BD y CE son bisectrices interiores. Pruebe 
(BC)*=BDxCE . 

RESOLUCIÓN: B 

Del enunciado 


AO e pa 7 
e 27 = Ed =>CE=BCx A 
7 7 7 
De condiciones (1) y (2): 
E e 
BDxCE=BC x —¿2x BC x z 
sentE senil 
7 Y 
sento 
A de 3x 
=> BDxCE=BC + ¿09 =sen 


o 


A y z son ángulos suplementarios) > BDx CE=BC* 


PRIMERANPAACTICARDIRIGIDA 


(Ed) En un ABC; reducir: Ln 


senB 
A)J1 BJO Cjab 


D)ja-b  E)Ja+b 
(7) En un AABC'; reducir: 
_asenC + csenA 


“asenB + bsena 72 
A) Br 02 DJ EJz 
(En un AABC; reducir; 
L=2RsenA + 2RsenB+2RsenC; Si: 2p=16 
AJ8 B)16 C)4 D)32 EJ64 
(6) En un AABC;a =2,b=3, hallar: 
senA . senB 
ES senB E senA 
5 12 6 13 13 
ET Bi O Dn Di 
(7) En un AABC; A=45", c= 30", hallar: 2 
A) a aya CW2  DJ6 EJ3 
2 2 2 
CDEn un AABC; reducir: LL 


AJcosA B)2cosA C)-cosA D)-2cosA E)-4cosA 


2 
(QDEn un AABC; reducir: L = brrot-a? 


at+o?-y 
A) tanA.tanB B)cotA . cotB C) tanB . cotA 
D) tanA .cotB_ E) senA , cosB 
(CHEn un AABC; reducir: 
CR E 
L= ee ltanC cota 
E Zas 
A) a B)b C)e D)J1 E)2 
(9) En un AABC:a =3,b =5,c = 7; calcular "¿C" 
AJ150” B)120* C)60* D)30" EJ45" 
(DO En un ABC: a=6,b=4,c = 6 ;calcular "yA" 
y3 27 9 3 
Marecos "7 Dr E IA A 


(0) Calcular el lado “b” de la figura. 


(S En un AABC'; reducir: 


L=acotA — = ¡ “R”: circunradio 
A)J1 BJO CJjR D)J2R EJ5R 
” . Roos B ReosA 
(9) En un AABC; reducir: L La 
e e 
AJe B)2c Cc) 3 D)áe E) Z 


AJ10 B)2 C)4 D)J6 EJ8 
(A) Calcular el lado “e” de la figura. 


c 
150" 
7 
e 
ds 
A _ B 


A)J7 B)12,5 C)25 D)12  EJ24 
(3) Calcular el lado “e” de la figura. 


(EN Del gráfico , hallar el equivalente de: 


Ajtan9 Bjcot0 Cjtan20  D)cot20  EJsecO 


B 
¿> 
€ 
(€) De la figura hallar cosA: 
a Ixe B 


N3+1 7 
AJA BJ5 C)3 D)J0,5 EJ2 E 
(VO) En un triángulo ABC, B=53,C =16,5=20.  B)G 2 3 
hallar el lado “e”. 5 
A)J7 BJ  C)9 D)12 mms 9 
(Dela figura calcular “CosA” D) 2 FA 3 C 


B 
6 (2) De la figura calcular cos B 
B 
3 5 
7 e 


1 5 1 19 24 
PA TR a 5 Cc 
. acosA+bcosB+c cosC 1 1 3 5 3 
; e AAA A AXKXKÉZ —- B)-2 = pe z 
(8) En un AABC; reducir: L 5 ) 05 D)7 E) 
1 2 1 
R BR 05 DG = 
A) ) ) q Y a E) 573 
O Enun AABC; reducir: 
p=22ecA+tbeecBresec O... ao 


tanAtanBtanC 
A)2 BJ4 C)6 D)J8 EJ10 


REPASO DE RESOLUCION DE FIGURA: 
A. Teorema del seno 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que las 
medidas de sus lados son directamente proporcionales 
a los senos de sus respectivos ángulos opuestos, siendo 
la constante de proporcionalidad el diámetro de la 
A circunscrita al triángulo. 


R : Circundario 
De Donde: [a 2R5ena] 


B. Teorema del coseno 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que el 
cuadrado de la medida de un lado es igual a la suma de 
los cuadrados de las medidas de los otros dos lados 
menos el doble producto de estos multiplicado por el 
coseno del ángulo que forman, 


C. Teorema de tangentes : 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que la 
diferencia de las medidas de dos lados es a la suma de 
dichas medidas como la tangente de la semidiferencia 
es a la tangente de la semisuma de sus respectivos 
ángulos opuestos. 

B 


D. Teorema de proyecciones 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que la medida 
de un lado es igual a la suma de las medidas de los 
otros dos lados multiplicados cada uno de ellos por el 
coseno del ángulo opuesto al otro, 


ÁNGULO MITAD EN EL TRIÁNGULO 

En esta parte expresaremos las razones trigonométricas 
del ángulo mitad de un triángulo en función su semi- 
perímetro y sus lados. 

Sabemos que en todo AABC: O* < A, B, C < 180% 


Entonces se reduce que: O? «455 <90- 


2 
acosan lea 


Como: senh= 


Alf, Pita A_ fa?-(b-0)? 
en" q e ANA 

A _ [(0+b-c)jla+c-b), % Y 
send - [LID como :a+b+c=2p 


1—cosA 
2 


Se deduce en forma análoga el " cos" 


ee A_ fi+cosA MATT 
Como: c0s-= 2 As A=——É 


Observación 
En base a estos cálculos se puede establecer un triángulo 
rectángulo en el cuál se determinarán las razones 


trigonométricas de cada ángulo mitad del triángulo. 


> 7 


ARE AcosB cos£. Lol. 
Mira ac Pero: Pp AR COS COS COS => Cot Cot 5 Cot 
ho —bXP=0 Ke Mp=0 E 
: =4R cos COS Cos 3 
+03 =D 
Jab 


No! 


Sr = RsenA senB sen£ 
O) PECES 
FORMAS TRIGONOMÉTRICAS PARA EL 
+05 ÁREA DE LA REGIÓN TRIANGULAR 
SEMIPERÍMETRO EN FUNCIÓN DEL ds = % 
CIRCUNRADIO Y LOS ÁNGULOS DEL SAABC =-3=senA =senB = =-senC 
TRIÁNGULO £ 
En todo triángulo ABC se sabe que: a = 2RsenA, SAAB E 2h SinAsenBscoS 
b = 2RsenB y c = 2RsenC; además: 2p =a+b+c. DS PALA A 
Reemplazando los lados a, b y cen “2p” se tendrá: on o a 
2p = 2RsenA + 2R senB + 2R senC ACIDO 
saABC =p tanftan£tanS 
Zp= ZR(senA + senB + senC) 2 DAA 
Acoshanszcos SAABC =4Rr cos £.cos 5-cos $ 
A B c 
6 p=4RcosAcosB cos <l SAABC= 4pRsen sen sen 
E ot - 
LÍNEAS NOTABLES DEL TRIÁNGULO 


INRADIO EN FUNCIÓN DEL A. Alturas (hy) 


CIRCUNRADIO Y LOS ÁNGULOS DEL B 
. : , 
A b (a 


SA : Área de la región triangular ABC. 
B. Medianas (m,) 


B 
m2 = ZE +bc.CosA 
Img = + ac.cos8 
Im? = + ab.CosC. 
A C 
Ea A forma mediana: 
A cotB+cot<)|=a+b+c bi parda 
a 
727 ar 2 
cago 
Yrcothcotó cat ami al +b? + 20b.005C 


n— 


————A ———_ yx]:g[;[¡íá€¡[—_—__— 


D. Bisectriz exterlor (v,) 


A 


YA - (255).5enh va e (¡2255).sen5 


OBSERVACIONES 1 


mijo 


EJERCICIOS 
y ¿Qué se entiende por resolver el triángulo? 


triángulos oblicuángulos? 


E En todo triángulo ABC, se tiene que su semiperímetro 
en función del circunradio y los ángulos del triángulo es: 


(9 El inradio en función del circunradio y los ángulos del 
triángulo ABC, es: 


POS En un triángulo ABC, a que es igual el coseno de sus 
ángulos interiores (CosA, CosB, CosC) 


POS) En un triángulo ABC, a que es igual el seno de los ángulos 
interiores en función de los lados y el circunradio (SenA, 
SenB, SenC). 


POoS En todo triángulo ABC, demuestre: 


OS En todo triángulo ABC, demuestre: 


c 


Y En todo triángulo ABC, determine el área de su región en 


términos de dos lados y el ángulo que estos forman (forma 
trigonométrica) 


LON En todo triángulo ABC, calcule el valor de: 


£ - méa+méb +méc 
a+b? e? 


PRAGTICA. DIRIGID 


QBhDado el triángulo ABC, calcule el lado “b” y el ángulo 
“B”, si además: 
a=24; c=40; A=37 


a) 32,537 d) 24,37" 
b) 12,45" e) 20,45" 
c) 18,60" 


LS ¿qué elementos son necesarios en la resolución de a En un triángulo ABC se cumple: 


a=2;b=2/3:;C=30" 
Calcule “A — B” y el ado “C” 


a) 90,2 d) 40,3 
b) 607,3 e) -30",2 
c) -90",2 


9 Calcule el lado “b” en un triángulo ABC, si: a =4; 
A=60',B=45' 


243 246 443 
EA VE RA 
e) e a) 446 


9 Determine el mayor ángulo de un triángulo cuyos son 
proporcionales a los números 7, 8 y 13. 


a) 90 d) 150 
b) 120* e) 143 
c) 127* 
TE qa 
3, Sea un triángulo ABC, simplificar: AS 
a) CosA d) -2CosA 
b) 2CosA e) -1 
c) -CosA 
OS En un triángulo ABC simplificar siguiente expresión: 
AE 
— SenA + SenB  SenC 
a) R d) 0 b) 2R 
R 
e) 4R c) 7 


UL Sea un triángulo ABC, se cumple: 


(b + c) (b-c) =ala+ /2c) 
Calcular el ángulo “B” 


a) 110 d) 130: — b)115 
e) 135 c) 120* 

US si m«B=60 , m«C=15" y b=46 ; calcular “a”. 
a) y2 d) J5+2 bd) /6+1 
e) 2 o) 43+1 

OD En un triángulo ABC se cumple que: 

A 

Calcular la medida del mayor ángulo del triángulo. 
a) 120 d) 135 b) 90* 


e) 108* 
9 Las alturas relativas a los lados “a, b y c” de un triángulo 
ABC miden 6, 8 y 9u. Hallar el valor de SecA. 


a) 121 d) 144 
b) 125 e) 181 
c) 169 


dd Expresar la fórmula del área de un triángulo en términos 
de un lado y de los ángulos. 


al Je CosASEnBSenC b) JA CoSACOSBC0SC 


A] e SenACosBCosC d) Ja OscASenBSenC 


e) e SenASenEBSenC 


ES En un triángulo ABC se traza la mediana AM = m (Men 
BC) y en el triángulo AMB, se traza la mediana BE, calcular 
_A(BEY? en términos de “m” yloslados “b” y “e” del triángulo 
ABC. 

a) 30? +30? + m? b) b? +30? + m? 

o) 36?-2+3m? d)b? +30? -3m? 

e) b? - 30? - m? 
8 Determinar el perímetro de un triángulo isósceles ABC, B 


= 120", si su circunradio mide V3m. 


a A/3I+2  d) J3+3 b) 2/3 +1) 
e) 2/3+1 e) 243+3 
ES Enun ABC, reducir: k = 2CosA + bCosB + cCosC 
SenA SenBSenC 
R = circunradio 
R 
a) R d) ra b)2R 
R 
e) 4R c) _ 


ES En la figura mostrada hallar “a” la medida del ángulo 


a) 10 d) 14 
b) 12 e) 20 
o) 15 


LS Sialcoseno del mayor ángulo “A” de un triángulo de lados 


consecutivos es 5 Hallar el semiperímetro de dicho triángulo. 


a) 6 d) 9 
b) 7 e) 10 
c 8 


dd) En un triángulo ABC, recto en B, determine la longitud 
de la mediana relativo al lado “a”, en función de sus lados: 


b? 302 
AA e 


b? 420? 


2 2 
b*+20 d) 


ES En un triángulo ABC reducir: 
M= a[Sen(A +C)- SenC] + b[SenC - Sena] + c[SenA - Sen(A +C)] 
a) 14 SenB d) 2b=c 
b) 2b e) 0 
Cc) a+rb-=c 
ed En un triángulo ABC, se sabe que C=60"y- 
a = 3b, determinar el valor de Tan(A — B) 


a) 4/3 d) E 
b) 243 e) 1 
o) 43 


a Se tiene un triángulo rectángulo ABC; recto en A. 


donde la altura relativa a la hipotenusa mide /3cm y 


3TanC = TanB. Hallar el valor de la hipotenusa. 
a) 2 d) 5 


b) 3 e) 6 e) 4 


LL En un triángulo ABC, si el ángulo C mide 60* y los lados 
a=2/3+vV2, b=2/3-y/2, entonces la medida del 
ángulo A, es: 


a) 3 E + Tan? (Y2 ) b) E +Tan” (3 
o Zeta $) a) FsTar! E) 
e) pl Tan”! (42) 


9 Siendo V, : V, y V, las longitudes de las bisectrices 
interiores de los ángulos de un triángulo ABC simplificar: 


1 A B_ 1 c 
E qt Ys 
a) a+bre b) ab + ac + bc 
c.a 2h d) al+blol 


e), abc/(a +b+c) 
€S En un triángulo ABC, AB =c, BC =a, AC =b, al 


simplificar: p = PSenB—cSenC cSenC 


2aSen(B - C) 
Se obtiene: 
a) 14 e) 1 
1 
b) 3 d) 2 


LS Indicar la naturaleza del AABC, si se cumple: 


a+c 
Ca 
a) Obtusángulo d) Acutángulo 
b) Isósceles e) Rectángulo 
c) Equilátero 


o SLAVES 


* Plantear la resolución de figuras mediante la 
aplicación de teoremas trigonométricas. 


*Conocer las diversas técnicas y relaciones de que 
permiten el cálculo de los elementos auxiliares del 
triángulo. asimismo el cálculo del área con aplicación 
de los teoremas trigonométricos. 


*Resolver trigonométricamente problemas de corte 
geométrico más complejos que el capítulo anterior. 


INTRODUCCIÓN : 


Desde antiguas civilizaciones el cálculo de distancias 
inaccesibles ha sido un problema para el hombre, por 
ejemplo el ancho del río Nilo, la distancia entre dos puntos 
ubicados entre una montaña. etc. sin embargo ello se ha 
resuelto considerando el estudio de los triángulos y los 
diversos teoremas, que nos permiten calcular sus 
elementos. 

En relación a la resolución de triángulos ha cambiado en 
los últimos años todo enfoque del problema, inicialmente 
se utilizaban, un gran número de métodos numéricos; 
numerosas fórmulas , sin embargo hoy en día ha adquirido 
mayor importancia la parte analítica de la trigonometría 
con aplicaciones a la matemática superior y a la ciencia 
en general, el desarrollo de la matemática ha dado origen 
a métodos gráficos de gran exactitud y han hecho posible, 
la utilización de calculadoras numéricas. 

Recordemos además, que resolver un triángulo implica 
determinar sus elementos básicos, es decir, sus lados y 
ángulos, para ello debemos conocer tres de dichos 
elementos, donde por lo menos uno de ellos debe ser un 
lado. 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE 
LOS SEMIÁNGULOS DE UN TRIÁNGULO 


En todo triángulo ABC, con respecto al ángulo “A” se 
cumple: 


sen A [P=b1P=0) 


a+b+e 
2 


DEMOSTRACIÓN : 
*por la fórmula del arco mitad sabemos que : 


Donde: p= (semiperímetro) 


2sen? : =1-—c08A vccnoo (1) 


*Por la ley de cosenos : 
2 2 2 
a?=b* +0? —2bocoA > cos A= HE) 
2be 

*(11) en (D): 

2A_, 4eta? 
ERAN 2bc 
E 97777) 


pero a A +e=2p 
perímetro 


>la+b—-e=2(p—-c); a—b+c=2(p— ia 


*(1V) en (111): 20en* == _(P—ce)l(p—b) 


A [2-be=0) 
=> ¡sen 2 de 


Analogamente se demuestra : 
B_ |(p-alíp-c) C_ |(p-alíp -b) 


* Ahora demostraremos Tan£ ,para ello recordemos 


A 1—cosA 

i j i —= ———_—— 
la identidad del arco mitad Tan 2 E 7 

como «A» es ángulo de un triángulo 


o<aciso=>0<L<o0 


be+ ea? 
» A e 
'Del teorema del coseno :co8 5 


*Reemplazando : 


*De igual forma se demuestra : 


A_ [2b0-b*-—c*+a? 
SL O 2a 2axb fe) 
2 Vabe+o jeta? Y 0005) y ez cos|5) 
aso 2] “a+b (2 


A_ ja? -(b— y A_ [(a+b—e)(a+e—b) 
tan [E nd > (rra 1D BISECTRIZ EXTERIOR : 


pero a+b+c=2p Va : Bisectriz exterior 
perímetro A relativa al lado "a" 
A - [(2P-20)(2P-25) 2be A 
*Re ando : Tan == AAA , 
IA Volar 


A_ [EDT -e) 
> tan <=, ar 
ELEMENTOS AUXILIARES 


DE UN TRIÁNGULO 
D BISECTRIZ INTERIOR : 


A 
O ejes 
+e 2 
a B 


Cc 
V, : Bisectriz interior relativa al lado “a” 
* Análogamente: 
2axc B 2axb Lo] 
*ly= A * = A 
Yo ate co0() Ve (5) 
DEMOSTRACIÓN : ACHM -—ABTM 
Va +beenfA beos 2 
SE E ES 
E A A 


Va OS ds 


> eV, + been =bV, — besen E 


En el gráfico trazamos BP//MA 
*Prolongamos AC hasta P 7 M,: Mediana raltiva al lado “a” 
E A 
*En el tri. ABMA : BM = 2c cos — 
os 2 z 4m3= b*%+ c?+ 2bccosA 
b+e y. 29 e99A 
Bo: 2 ; 
$8 C a M ag B 


* De igual forma: 


[tmi= a*+c?+ 2accosB! 
4m3= a?+ b?+ 2abcosC 
119) ER : 
* h,; altura relativa al lado “a” 


—. 


¿ica : 


* Se a 


r=(p-ajtan< ajtan= 


* También: 
E B eS £ 
VI) EXRADIO : 


r,: ex - radio relativo al lado “a” 
* De igual forma: 


Otras expresiones que usualmente se utilizan para 

semiperímetro , el inradio y los exradios de un 

triángulo que se pueden expresar en términos de su 

circunradio y los ángulos internos son los siguientes : 
A B Ce 


p= 4Rcos ¿cos q 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


El área S de la región triangular ABC se expresará en 
términos de sus elementos, como son, las medidas de 
los ángulos , la longitud de sus lados, el circunradio, el 
inradio, el di y otros. 


B E Cc 


A partir del triángulo ABC de lados respectivos a,b y e. 


Podemos obtener : 


Así como también : 


De la ley de senos se deduce : 
b=2RsenB ; c=2RsenC (R:circunradio) 


Reemplazando en (1) : 
S= (2RsenB )(2RsenC )JsenA 
2 
Simplificando se obtiene : 


S=2R*9senA senB senC |....( 11) 


Igualdad que relaciona el área, circunradio y los 
ángulos del triángulo ABC. 
Pero también de la ley de senos se deduce que: 


SenA ==; SenB= 35 ; SenC == 
Reemplazando en (11) : 
E) 
Simplificando se obtiene: 
s- (221...) 


(SLENEAS NOTABLES - CUADRILATEROS 6 | 700" EDFIORIAL RUBISOS) 


Igualdad que relaciona las longitudes de los lados a,b,c 
y el circunradio con el área. 


También a partir de (1) tenemos S = od 
3 
pero SenA = 2uen cos, entonces: 


be AZISA A A 
S=-3* 2een-7 008 = bcsen- 0087 


Di 2 
Como : 


A ((p-bMp-e) A_ [p(p-a) 
sen | be A 


Entonces : 


3 [(p-bJ(p=e) [ptp-a) 
Bo De be 
>|S=/pp-aMp-bMp-0)|...( IV) 


Esta igualdad relaciona el área , el semiperímetro y 
los lados del triángulo. 
Por geometría elemental , el aréa S de un triángulo 
ABC puede ser S = pr 


donde p es el semiperímetro y r es el inradio del 
triángulo ABC. 

B 

2 


Como: p= A 


e. 
2 2 

AB 
5 (root Foot 


1 


Simplificando se obtiene : 


Su y? con 5. cot Eco e e... 


3 3 (v) 


Igualdad que relaciona el área, inradio y semiángulos 
de un triángulo ABC 


Despejando : r =p tan tan tan 


Como : S= pr 
sa 


Simplfcando se obtiene : 


S=p? tan Etan E tan = (VI) 


Igualdad que relaciona el área, semiperímetro y 
semiángulos del triángulo ABC. 


Se sabe que : 
meten 
AAA 
eii 

Si aplicamos en estas igualdades S=pr , obtenemos : 


Estas igualdades relacionan el área el semiperímetro, 
las longitudes de un lado y el ángulos opuesto 
respectivo. 

Pero como : 


(VII) 


r,= o 


A B 
py Ptan; r) =ptan—=; 3 


2 
r,; exradio relativo al lado a. 
exradio relativo al lado b. 
r,: exradio relativo al lado e. 
Pp : semiperímetro 
De lo anterior : 
S=p(p-ajtan£ =>8= ptan£(p-a) 


—_— 
Ta 


Simplificando se obtiene : 


«(VII) 


a 
S=p(b- a)tanZ >S= plan (p- =b) 


ES 
De donde se obtenemos : 


Además : 


Estas igualdades relacionan el área, eloemiperímaetz, 
un lado y su ex-radio respectivo. 


*Hasta ahora sabemos que e 


Multiplicando miembro a miembro obtenemos : 
S'=rranr, plp-e)(p-D)p-0) 
SÍ = Fri Ty To X s* 
28? = Fra y To 


Despejando S obtenemos [S=/rraryrz |... (LX) 
Esta igualdad relaciona el área, el inradio y los tres 
exradios de dicho triángulo. 
Como sabemos : 
xa xb xe 
AS 

h,; altura relativa al lado a 
hy; altura relativa al lado b 
h ; altura relativa al lado e 
R: circunradio del triángulo ABC 
Como a=2RsenA 

b=2R senB 

c=2RsenC 


=> S= Bo. te (2R senA) 
Reduciendo obtenemos : 


[S=h, Rsená]......X 


De igual manera ; S="92 mo. te (2R senB) 


Estas a relacionan el área, el cireunradio, la 
altura relativa a un lado, así como el ángulo que se 
opone al lado en mención. 


Finalmente si multiplicamos estas últimas igualdades 
miembro a miembro obtenemos : 


S*=(h,R senA)(h,R senB)(h¿R senC) 
el cual se puede reescribir como : 
S'=h,hyh,¿R* senA senB senC 
multiplicamos por 2: 
28 %=h,hyh,R 2R* senA senB senC > 28 =h,hyh,¿RS 
Ss 

Reduciendo y despejando S* obtenemos 

1 totohR >8= Marne > S=/h¿hhR (5%) 


—— 
senáb” 


De donde obtenemos |[S=/R¿wh,¿R sen45” |... (XI) 


Esta igualdad relaciona el área de las tres alturas 
respectivas a cada uno de los lados así como el 
circunradio del triángulo ABC. 


ÁREA DE UNA REGIÓN 


CUADRANGULAR 


El área de una región cuadrangular cualquiera se 
expresará en función de sus diagonales y del ángulo 
que estas diagonales forman. 


En la figura se tiene un cuadrilátero ABCD donde de 
ha asumido la medida del ángulo que forman sus 
diagonales. 

En la diagonal BD, sean BE=m y ED=n, entonces 
determinamos las alturas de las triángulos ABC y 
ADC como msenó y nseng respectivamente; luego 


"para el área de la región cuadrangular ABCD: 


Sisco=S asc +Sáno > Sarco LL meno), AL(maene) 


> Sanco= 25 m+n)eeno 


_(ACHBD) 


2 


pero : m+n=BD=> Sapcp: 


entonces : 


El úrea de una región cuadrangular es igual al 
semiproducto de las digonales multiplicado por 


el seno del ángulo que éstas forman. 
PA ue o 
EJEMPLO : 


Las diagonales de un paralelogramo miden 10cm y 
12cm y se cortan formando un ángulo a. Si el área de 
su región es 30 em*¿cuál es el valor de a. ? 


RESOLUCIÓN: 


ALIVEAS NOTABLES - CUADRILATEROS 4 |792 > EDITORIAL RUBISOS) 


rad anterior, tenemos : 
AN S0cm?= (10cm)(12cm) 


2 send 


Reduciendo se obtiene : 
seno==3=>0=30* 6 160 


TEOREMA : 
En la figura se tiene el cuadrilátero ABCD de lados 
a,b,c, d y ángulos A,B,C y D. 


A d D 
El área de una región cuadrangular en función de sus 
lados y la suma de dos ángulos opuestos es: 


S=Np-a)p-b)p-c)p - )-abedeos?o 


DEMOSTRACIÓN : 
*Primero aplicamos la ley de cosenos a los triángulos 
BAD y BCD , tenemos : 
BD*=a* +d* - 2adcosA 
BD*=b* +0? — 2bccosC 
Igualando los dos valores de BD* hallados tenemos : 
a? +d* - 2ZadcosA=b* + c* — 2bc005C 
a +d*-b*-c*=2adcosA -2bccosC...(1) 
Sea S el área de la regióm cuadrángular ABCD, 


entonces ; pS 


eto ena rte 48 2adsenA + 2besenC.... (11) 


Sumando los cuadrados de (1) y (ID) : 


(at +d*-b*-c*P 4 (48 P m(2adoosA — 2bocosC)* +(Zadsena + 2besenC)" 
lat+di-B*- 0?) 4168 *=4a*d* + 4b*0* —Babod (cosA cosC —»enAsenC) 


(a+ do? + 168% =da*d*+4b%0* Babodoos(A+C)...(HID 
Asumimos que A+C=20, entonces : 

1 cos(A+C)=c0e20=2c08%0 — 1... IV) 
ps (XV) en (111) tenemos : 


168*=4(ad+bc)* -(a* +d*-b*-0*? P -16abedcos* o 

d diferencia de cuadrados 
168*=(2ad+2bc+a* + d* —b* e?) 
(2ad+2bc-a? -d* +b* + 0? )- 16abedcos*o 
168*=((a+d)*.(b-cP* ((b+c)* -(a-d)* )-16abedcos*o 
168 *=(a+d+b-<)(a +d-b+e)(b+c+a-d)(6+c-a+d)-I6abodcos* 


Sea : 


2p=a+b+c+d, el perímetro de cuadrilátero ABCD 
entonces: 


168? =(2p-2c)(2p-2b)(2p-2d)(2p-2a)-I6abedcos*o 
> 8” =(p-c)(p -b)(p-d)(p- a) - abedcos*o 
Ordenando y despejando $ : 


S=(p-alp-bNp=e)(p-d)=abedcos*o 


NOTA : 


S= ¿llas +0?) (6? + d? tano 
0 entre diagonales . 


CASOS PARTICULARES 
D) Para un cuadrilátero o inscriptible (9= 90%) 


S=/(p — a)(p —b)(p —c)p-d) 
lI)Para un cuadrilátero circunscriptible 
(a+e =b+d) B ” 


111) Para un cuadrilátero bicéntrico (inscriptible y 
circunscriptible a la vez) 


A 


EJERCICIO 1: 
En un triágulo ABC demuestre que: 


o a E 
— +2 == 
Ta To; Te r 
RESOLUCIÓN: 


A 


* Sea: = [cord Cot 


* pero : + 


* por propiedad : 
A B [o] A B Cc 
e == t-= E, LA A 
Cot-¿+ Cot +Co 7 Cot + Co q + Cot 
* luego : 
e E EA 
Ta To Te Pp 


* De lo anterior : 


od 
AS ALBO 


“>, Por proporciones: 


4 
+0) 


EJERCICIO 2: 
Las bisectrices interna y externa del ángulo “A” de 
un triángulo ABC son: d, y da. 


Demostrar: d.= a(25) 


RESOLUCIÓN: 


de os 
Sabemos que: d, = 
VEA b+e 
2bcsent 
A 
b-e 
Dividiendo: Ja 39=e A 
encia 


d,= 
ARRE) 


Se b_senB 
senB senC 


Pero por ley de senos: 


b-c_senB-senC 


b+c senB+senC 


Z 2 B+C ie BC E a 
-e 2 EE B+ -C 
E GT GE 
2 2 
Como: 
B+C A _b- A, B-C 
a e “ESAS 
es: 
d, BC A 
== lb dir 
de S ed 2 
ds qe CASA 


taz cota 
z 1 
> |d,=d, tg [230 2) L.q.q.d 


ALINEAS NOTABLES - CUADRILATEROS > |79%[_ EDITORIAL RUBINOS) 


“PROBUENASIRESUELTOS 
PROBLEMA 1: 

Dandoel AABC,sia =7,b=8ye=9, determine la 
br de del segmento de recta que une B con punto 

de AC, 

AJ6 B)7 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando: 


C)8 DJ9 EJ10 


c 


A 5 B 


4mj= a*+ c*+ 2ac cosB 


Á 


A | 
* En el problema: 
4mi=9%+7%+ 2(9)(7) cosB coronan 177) 
* Por ley de cosenos: 
8% 9947? — 2(9)(7) comB comemos (1) 
*De(D) + (1) 


dmi+8*=2(99+7?*) >m,=7 
PROBLEMA 2: 


En un triángulo ABC, siendo r, r, F, los ex-radios 
relativos a los lados a, b y e simplificar 


Va xFy + xro FT xr: 
D)2p 


RPTA : “B” 


EJN.A. 


LAA B Cc 
Ta=p e MEP IB T=PI8 G 
* En la expresión a simplificar, tendremos: 


Lig Br pig Eto E pta E tg E 

pg zoe 3 ire gota era te 

: p AB A gp s) 

== |p (te Gota qe a dote E +83 t8> 
J 


ES propiedad ...(A+B+C=180) 


> TT E TXT HT XT => vp?=p E 
RPTA: “0” 
PROBLEMA 3: Ñ 


En un ABC si el perímetro es 18 gel inradio es 24. 
Entonces , al calcular 


F=ctg + tg 2 +otg : 5 se obtiene: 

1 3 5 7 9 
dr B)5 03 DI dr] 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando: * Dato 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 4: 

Se tiene un triángulo ABC en el que se conocen el 
lado, AC (opuesto al vértice B, de longitud b) y la 
bisectriz de longitud W relativo al vértice B. 


Hallar el área del triángulo ABC. 
a) Bar o09(450) [130 
3 2 3 
DE cm 450) ac 1:2) 
2 2 
RESOLUCIÓN: 
+ Área apc=Ay+As eW PLA 
2 2 


* Transformando a producto, tendremos: 
W A+C A-C 
e 


* Pero: AE son: sen, cos0, tg0 y ctgo, calcule el área de la 
2a+A+C=x > OS TE: región limitada por el cuadrilátero. 
¿ A+C Ajsen9 B)tg0 C)senGcoso D)/senGcosó E)tg20 
Luego: sena=cos/ ) RESOLUCIÓN: 


* Para un cuadrilátero bicentrico, es decir, cuadrilátero 


* Entonces: inscriptible y circunscriptible se tiene: 
* Área A S¿=Vabed 

2 2 2 * Por condición: 

meníA+C) a= send 

-Tx2RvenB coo 250) co 
2 e= cosó 
> Área no Toto [ 27 | El 
RPTA: “B” AA 
A ña > Sog= send. tarÚ . . cos9.cotó 
LEMA 5: >S, =/eenócoso 

En un triángulo ABC se traza el segmento BD con D _ RPTA: “D” 


sobre el lado AC, también trazamos el segmento CE PROBLEMA 7: 


E sobre el lado AB. 
e pes pena La circunferencia inscrita en un triángulo ABC 


Sisabemos que: 43 13 CD_12 determinará sobre el lado AC un punto tangente como 
AC 36?” AE 5 M. si: AM=a y MC= b, hallar el área de dicho 
Entonces, determinar la relación: triángulo en función de: a, b y B 
Área (AABDC) A)a.b B) a.b.senB C) a.b.cosB 
Área(AAEC) DjabetgB — Ejabetg 
AJ16/18— B)18/15 C)14/15 D)15/14 E)16/17. RESOLUCIÓN: 
tot 13  [AB=18k * Graficando el enunciado del problema tendremos: 
* Dato : ac” laos Área ,anc= Área sic + Área rcn+ Área pam 
B B 
AD 2 CD=12m (ret 7 +0) (retg E+a)r 
AR ¡Fa (PB TAS SB 


2 2 
2(a+rbrrctg E 
JÁ PS HE (a+ a 


> Árearanc= (a+oererg3)r 


¡ASS AS 


a ES 
O A 
(AE, '5m)(36kseno, 

¿Auro AE. (Em) tens) 7 : c 
* Dividiendo y simplificando: * A continuación aplicamos el teorema de los cosenos 

A (12)(18) 18 en el triángulo ABC, ip 4 

Anc (6)(36) 15 (a+07=(a+rerg 5) +(brrerg) 2 

7 RPTA : “B” 2 2 

PROBLEMA 6: (aererg 5 birctg a) 
Los lados consecutivos de un cuadrilátero bicéntrico 2 2 


*Efectuando EL tendremos: 

E 2abotg" 7 =2r%ctg? A 2rarbjetg E = 
* Luego: - 
r(arorretg 5)-eo tez > Área sapc=ab etez 


. RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 
Las diagonales de un cuadrilátero ABCD se cortan 
formando un ángulo “a” (agudo). Si los números que 
representa las medidas de dichas diagonales en metros 
son recíprocos, determinar el área del cuadrilátero. 
Ajsenam2  Bjeosa CJ"  DJ1  EJ2 
RESOLUCIÓN: A 


* Piden: área de la región cuadrangular 


* Sea: 
= (menor ángulo formando por las diagonales) 
* Expresamos el área de una región cuadrangular: 


y MD sonara 2ena 
s =3 Ud; sena >8 3 (Ejuena= 2 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 9: 
*Enun AABC: 
Cc B 
E=bcos* (5) Y 5) : ; 
3 e cos 3 )es iguala: 
nz B) 2p C) 4p D)Jp ne 
Nota: p es el semiperímetro del ángulo 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: 
E= beos* (5) e. Cos? (5) 


ld] 


>2E= =b [1+c08C] + e [1+c08B] 
> 2E = b+c+ [bcosC+ c CosB] 

Ley de proyecciones 
22E=b+c+a>2E=2p>E=p 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 10: 
¿En qué tipo de triángulo ABC se cumple 2r,r,=bc? 
A)Isósceles B)Equilátero C)Rectángulo 
D)Acutángulo E)Hipérbola 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 


B C 
_he=ptan-7 y ro=plan 


* Sustituyendo en la condición: 


B C 
2 ptan3) (tan <)=b0 
(pap (p=aNp=8)_ y. 
>» | IS E 
> 2p(p-a)=be 


> (a+bro[ 27 -a)» be 


> (a+b+c)(b+c—-a)=2bc 
>(b +0)? -a?= 2bc >b*+ c*+ 2bc-a?*= 2be 
a+ 0? a?........... Teorema de Pitágoras 
* Por lo tanto el triángulo ABC es del tipo rectángulo 


y es recto en Á. 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 11 : 
Los lados de un cuadrilátero cireunscriptible miden 
a=12 4, b=25 4 y c=52 4. Calcular cos(A+C), 
sabiendo que el área limitada por el cuadrilátero es 


e 6 7 5 8 
N-37 B)-7 C)=5 Dj 
RESOLUCIÓN: 

12 —N 
* Sg= 650 

Y 25 
n 
52 


* Por el teorema de Pithot 
n+25=12+6562>n = 39 


A+C 
2 
* Para el problema : 


S = 650 =/I2x25x52x39. sen(42) 


A E 


* Donde : 9= 


sen (40)- E 


2 6 


*1 uego . 
3 A+C $7 
Con(A+C)= 1- 2uen (30 )=1-2(5) SRA 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 12: 
Dado el triángulo acutángulo ABC si p es el 
semiperímetro, r el inradio y R el cireunradio, entonces 
la expresión 

E = acosA + bcosB + ecosC, es igual a: 


PE. E A 2R E 
A) R B) R ) E D) a E) E 
RESOLUCIÓN: 

* Se pide reducir: 
E=acosA + bcosB + ccosC 
* Por ley de senos: 
a=2RsenA — b=2RsenB e= 2RsenC 


> E=(2RsenA)cosÁA +(2RsenB)cosB+(2RsenC)cosC 


> E= R(sen2A + sen2B + sen2C) 
4oenAven BsenC 
> E = 4RsenAsenBsenC 


* Recordemos: S,= p.r -(*)uena 

(2RsenB)(2RsenC) PO 
2 

> + = 4RsenA . senB . senC 


> pr= 


* Luego: 
R RPTA: “B” 
PROBLEMA 13: 


En la figura mostrada halle el área de la región 
triangular ABC (en pe). A 


AJ2(ctg0-1g0) 
B)2(tg0 + 180) 
C)3(ctg0 -1g0) 
D)3(ctg0 + tg0) 
EJ4(ctg0 + 180) 


RESOLUCIÓN: 


Se cumple: S,= mn.cot E 


* Para el problema: 


S,=(2)(3).cot20=3(cot0- tan0) 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 14: 
Enun AABC, uno de los lados que concurren al vértice 
A, mide 3m. Si A=60* y la bisectriz interior 
correspondiente al vértice A mide 2, /3m. Determine 
la longitud (en metros) del otro lado concurrente al 
vértice A . 
AJ4 BJ5 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerda: 
B 


C)6 


D)7 


E)J8 


2bc A 
(ejer 
* En el problema : 
2/3= Le coso >:x=6 
3txe RPTA : “0” 


PROBLEMA 15: 


En un AABC el área (S) de la región triangular es 
4/3m*,m<A=60" m<B > m<C; la bisectriz interior 


relativa al lado “a” es 28 calcular tg ES) 
gen. B) s/S C) EXE] D) 5/3 y 
7 5 7 4 
AS 
* S,= 4/3 
* Para la bisectriz interior : == ¿e ) 
b+e 


* b>c> 8(b+c)= 5bc.. 
B 


(SEIVEAS NOTABLES - CUADRILATEROS + |798[(________ EDITORIAL RUBISOS) 
. 


Plate. senso* 
A 777) 


ES ye 


* Resolviendo (1) y (III): b=8 ye =2 
* Finalmente reemplazando en (11): 


(E in 
2 8+2 
PTA ea ed 

PROBLEMA 16: 
En un triángulo ABC se cumple : 
cosA+cosB = 4sen*(C/2), halle (a+b)/c. 
A)1 B) 2 C) 3/2 D) 5/2 
RESOLUCIÓN: . 
En la condición tenemos : 

cos A+cosB = 2x 2sen? (5) 


E) 3 


cos A+cos B= 2(1-cosC) 
cos A+cosB+c08C -1=1-cosC 
Apliquemos la propiedad : 
Si A+B+C= 180" 
A B (o) 


2008 A+ cos B+c08C -1= Len NG 


ALBE qa € 
O 
q 
2 2 2 
Aplicando las razones trigonométricas de los 
semiángulos tenemos : 


a 2-1 BNp-e) x [201 alp-c) O al(p-b) 


plRo ja et 


CR IE 128 
e e 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 17: 
En un triángulo. ABC, , 8e cumple: 
48=(p-b)(p=c)+ p(p -a) 
S; Área de la región triangular. 
Halle la m<A. 
4) 80 B) 607 C) 75 D) 15 E) 45" 
RESOLUCIÓN: 


Dividiendo ambos miembros entre be resulta : 
ES a e) en 


s. (pa (p=bXp=0) Me 


Aplicando las nf de los semiángulos de un oi 
tenemos : 5 


LE sena = -1=.nA=3> A=30" v A= 150% 
Una solución es A = 30 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 18: 
En un triángulo ABC la expresión : 


a(s- A a 


E-=———2 2 2 esiguala: 


2senA(r-1) 
NOTA: 
8: área de la región triangular 
r: inradio 4 pa ES 
A)25S B)S C) 3 D) >) E) 5 
RESOLUCIÓN: 
Por el teorema de los senos : a = 2RsenA 
Reemplazando se obtiene : 
A B Cc 
2RsenA(s- PJeen-¿ sen yen 


2senA(r-1) 
Se sabe que 85 =p.r 
(p.r— p).4Rsen es EE 
E= Pi > 
4(r-1) 
Sabemos que el inradio r en función del circunradio R 
y los ángulos está dado por : 


r= o A 
2 2 2 
Luego : an 
PISA pin z 
“Gr 4 PIB 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 19: 


Dado el triángulo ABC, AB =c,BC =a,AC =b,pes 
el semiperímetro, R es el cireunradio, r es el inradio. 
Si el circunradio es el triple del inradio. Simplifique la 
siguiente expresión: 


abe 
Ne JP-0P=3** , 
AJ2 B)3 C)4 D)J5 EJ6 
RESOLUCIÓN: 


z pabe 
Er AAA AA KK 
E equivale a a a NP=DNPES +4 


Sabemos que el área S del AABC está dado por: 
S=/pp-aNp-bNp=c)>8* = p(p-alMp-bXp-e) 


ATRIGONOMETRIAS 
Reemplazando tenemos : 


E= EJES E rt Esa 
Ver 
Por dato R = 3r, luego: E = (E 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 20: 

En un triángulo ABC, de lados AB = 7u, BC = 8u y 
AC = 5u, con base en AC se inscribe un rectángulo 
de área máxima ¿Cuánto mide la base del rectángulo? 


9 8 5 6 5 
az Br 0 DJ a 
RESOLUCIÓN: B 


De la figura se tiene : 
ycotC+x+ycotA=b 


y(cotC+cotA)=b-x 


Ñ 
Dado que C y A están determinados , podemos decir 
que N es una constante . 
IN =b-x 
>y=¿(b-x) 
Reemplacemos en (1) : 


1 
S=5(0-x) 


>8= ES a 7 


[799 > LA ENCICLOPEDIA 2012) 


El área del rectángulo es máximo cuando : 
¿DS 
+33 
RPTA : “C” 
NOTA : El valor para x que hace máxima a la función 
señalada en (0) se obtiene resolviendo : 
S'(x) = 0 derivada de S(x) 

[2 -5]=0=2x-b=0 = .-2 
Ésta es una manera más breve de hallar el valor de x 
que maximiza el área del rectángulo. 

PROBLEMA 21: 


x 2x 4x a 


En un triángulo ABC de ángulos a al radianes 
y de circunradio 2m. Halle la distancia del ortocentro 
al circuncentro. 
4)2  BNZ2 
RESOLUCIÓN: 


D)3/2 


C)2/2 


3 
EJ V2 


Enel ls AHC: AH = bcosA 


Enel DAHQ : 
AQ = bcos A sec(90”-B) 


BO mios 0 
AQ=2RcosA * 
Apliquemos el teorema del coseno en el AQAQ: 
0Q* = AO? + AQ? - 2A0.AQ cosOAQ 
Notemos que : 
OAQ =C-90"+0 =C-90*+90"- B 
OAQ=C-B 
Luego : 
0Q*=R? +4R*cos* A- 2R.2Rcos A.cos(C-—B) 
0Q* = R? —4R*cosA|-cos A +cos(C-—B)] 
Como (C+B)+A =180* 
> cos(C+B)=-cosA 


0qí=R- TT -B)] (224 cosa 
2c0sCcosB San z 
200! = E [1- 8004 Acos BoosC] > 12 (=+10)=20x[5)> x=40 
-21- 8009 009 25 cd RPTA: “E” 
ad e q PAZ PROBLEMA 23: 
009% En un cuadrilátero inscriptible ABCD (AB = a, 
7 BC=b,CD= e, AD= d), si: a+d = b+e y 
0q* =4[1+8000 cos cos | mo A=53". 
a calcule: E 
00? =4[1+0x3] > 00=2/2 4)1 B)2 C)38 DJ4 5 
8 RESOLUCIÓN: 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 22: z 

En un triángulo Isósceles ABC, cuya base AC mide 
10m. se traza la bisectriz AD que mide 12m (D está 
sobre BC). ¿Cuál es la longitud del lado AB (en 
metros)?. 

A)20 B)J25 C)30 D)J35 E)40 
RESOLUCIÓN: y 


Aplicamos ley de cosenos: 
AABD. (BD)? =a* +d*? - 2adcos0 
ABCD. (BD)? = b* +c* - 2bc.cos(180"- 0) 


* AADC: (Ley de senos) 


0090 
> EA _ 12 igualamos las expresiones: 
sen(180”- 30) senZa a? +d*-2adcos0=b* +0? + 2bc0xc080 ....(2) 
De Además por condición : 
== 10 ld 12 a+d=b+c 
será (2cos2a+1) * 2 senácosa 0 2at+ dy 2ad=b? 40? 4 ZO cnica (8) 


> 5cosa = 6cos2a+3 


> beosa = 6(2c082a — 1)+3 Restamos: (8)—(a) 


2ad + 2adCos0 = 2bc - 2bcCos0 


0 = 12c08* > 2ad(1+Cos0)= 2bc(1- e 
> E 
10090 ad = 
0 = (4cos1-3)(3c091. +1) 
á a Como: 9=53 > a Loira [E =2 ! 
1 deosa-3 =0=> cosa = E RPTA : “B” 
1) Soo tl = 0 cosa =—L e = 
3 Dado el cuadrilátero inscriptible ABCD, tal que 
p y 2) AB = a, BC = b, CD = e y DA = d, determine la 
Dado que a es/agudo:cosa=-; expresión Cic(B) =Cot(B)/0mfnción del 


Para la biscctriz interior: AD semiperímetro y los lados del cuadrilátero. 


2 e y 2 blp-e) 


(p-cMp-d) (p-alMp- ay * 
D) [(2-10-0 bMp-d) y [22-73 al(p-e) 

(p-aMp-c) (p-bXNp-d) 
RESOLUCIÓN: 


Por ley de cosenos: 
AABC :(AC)? = a? +b? - 2abcos B 
AACD: (AC)? =d* +0? - 2dc.cos(1807 — £) 
igualamos ambas expresiones: 50h 
a*+b* - 2abcos B=d*+c*+2dc.cos P 
at+b* -d* -c*=cosP(2ab+2de) : 
ar+b?-d*-e? Cad 
2ab + 2dc 
Por proporciones: 
1-cosB _ 2ab+2de-a*-b +d*+0? 
1+cos PB 2ab+2derar+b die? 


B_(d+ef- -(a-bP? 
2 (a+bP-(d-cP 
B_(d+c+a-blíd+c+b-a) 


2 (a+b+d-cla+b+e-d) 


> cos f= 


a+b+c+d 
sea; p=—_——_—— 
2 
+B_(2p-201(2p-2a) B_ 
A PENA PEA 


B_ ((p-bMp-a) 
Cro 2-cot2 - [(P-B/P=0) 
SRA pc pd) 


RPTA : 


“pr 
PROBLEMA 25: 

La figura muestra un cuadrilátero cuyas diagonales 
han creado cuatro regiones triangulares cuyas áreas 
se indican. Si el área del cuadrilátero es A, determine 
elárea S,. 


> 
A 
D 
Ss _ 28 
MBC += 40 > MC=24M 
48 _ $, 
AR = 
AACD: 57 6 S,=8S 
2AM 


Ahora: Seuadrilátero = A 
S+25+45+88=A > 168=A >S=— 


5 
Finalmente :S, = gA4 
15 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 26: 


En la figura adjunta, tres barcos parte de los puertos 
A, B yC, simultáneamente y navega hasta el punto B 
siendo las medidas de los ángulos PAB, PBC y PCA 
iguales. Calcule el máximo valor de la tangente del 
ángulo PAB, además las direcciones AB y BC son 
perpendiculares. 
A)JO,5 
B)1 

C)J2 
D)1,2 
E)2 


«Ciudad 
"pr 


[503 | 
RESOLUCIÓN: 


*En 4APB :AP =m cosAÁ cos y 
* Aplicando ley de cosenos en el AAPC 
a 
sen(180”- A)  sen9 
ESPE 5 PECACOd 
senA senO 
ené = sena cosA > tanó=2 1 enza 


> 


* Hacemos sen2A=1, para obtener el valor máximo 
detang. 1 
(80 Imáx= 7= 0,6 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 27: 
Dado un triángulo Isósceles ABC(AB=AC),m < A= 36", 
siendo M, P y Q los pies de las alturas trazadas de A, 
B y C respectivamente. Calcule el cociente entre las 
áreas de las regiones triangulares APQ y PMC 
respectivamente. 

4+3/5 3/5 


ye ami as) D2- vo SES 


RESOLUCIÓN: 


áreas de regiones triangulares y 
l ar “por la forma trigonométrica”. 


(a esc 18*- 2asen18"]' seng6” 


(a)(2asen18")sen72? 
* Simplificando por ; < complementario y doble: + 
g=(csc18 - 2sen18*x2 30 18 90818" 
250 18"x 008 18 


> K = (esc 18” - 2sen 18)? 


SK E==1 >K e 
sen18” sen18? 
J5+1Y $ 
7+3 45 
>K=|-£-| >K= 
V5-1 2 
4 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 28 ; 


Se tiene cuadrilátero ABCD y se trazan las bisectrices 
de los ángulos B y D que cortan a la diagonal AC en E 
y F recpectivamente, además en la cual 
m4 BAC=xm£CAD=ymx ACD=w 
m2ZACB=z NA 
distancia de E hacia BC 

EAS" caitancia de Fhacia DG 
B) 0SCy +e3cw C) senysenw 
eScx+escz senx+senz 

D) tanxtanytanwtanz E) cscwescz 


RESOLUCIÓN : c 


A) secw 


*Se pide: a 

*Dadas las condiciones del gráfico . 

*Por teorema de la bisectriz : 
QE=PE y FM=FH 

*además : 

Es AQE: AE = acsex 

bx CPE: CE = acscz 

E AMF: AF = bescy E 

ES CHF: CF =besciw : > 


*También : 
AE + CE =AF + CF 
> acsex + acsez = bescy + besciw 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 29: 


Calcule el área del rectángulo más grande que se pueda 
inscribir en una circunferencia con radio R. 


2 

AJR? yr Cjert  DJaRt EJE 
RESOLUCIÓN: 

> Sanco=A En seng= CUE send 

> Sapon = 2R? sen0 > Sincp= 2R? 

max max:l max 
RPTA :“C” 

PROBLEMA 30: 4 


En un cuadrilátero las longitudes de sus lados 
consecutivos miden : sen(0), cos(9),tan(0) y cot(0) 
unidades, siendo "g" la medida de un ángulo agudo. 
Halle el área (en unidades al cuadrado) de la región 
que encierra dicho cuadrilátero: 


AJ0,5  BJ0,5/2  C)1  DI2  E)2 
RESOLUCIÓN: 
NOTA: ZTABCD: bicéntrico 
b 
p S= Jabed 
A d D 

En el problema: 

Seno 

Tang 


Así tendremos que : 


S2= [$0 Cos Tea 298 
1 

S= (Seno .Cos0 crrarescronre(02) 
Pero por el teorema de PITOT: 

Senó +Tan9= Cos9 + Cot 0 

> Sen ¿Cos + Tan - Cotó = 0 

Sen*9—Cos*0|_ 

(Seno Cono) Seco) y 

Factorizamos: 


Sen0 + Cos0 
(Seno Coso) 1+ Seno) 0 
Como: 9: <agudo. 


=; EOALoa 
SengCosó 
Luego, unicamente se tendrá que: 
Sen9-Cos8=0 => Sen0=Cos0 
= Senan) => Tan9=1 => 0=45" 
. ,Cos0 
Finalmente : 


S,3= VSen45”x Cosd 2 


0 


RPTA : “B" 

PROBLEMA 31: 
FLA A 

Simplificar: ad retgA ; (P: semiperímetro del 


triángulo ABC) A 2 


AJL 
B)2 b 
C)3 
D)J4 
1 
ee B a Le] 
RESOLUCIÓN: 


2P 


¡ón atreotA 
2 


=a 
* Sabemos del gráfico: 
A 
r=(p-a) tan ri 
M= —_ ¿M8 
a+(p-ajtan=;cot= pa E A 


PROBLEMA 32: 

Las longitudes de los lados de un cuadrilátero 
circunseriptible (AB = a, BC = b, CD =c, DA = a), 
miden a=12u, b =25u y e = 52u. Calcule cos (A+C) 
sabiendo que el área de la región cuadrangular 


correspondiente es 650 u”, 
2 1 7 4 1 
iS y A y REA A 
po 9 d 3 ) 18 D) 9 13 
RESOLUCIÓN: Cc 
25 
B 7 
52 
12 
A 


AAA 
d 
Por el teorema de PITOT: 25 + d =12+52>d=39 
Además por condición : S=650 
Recordemos que: Cc 
b 


A d 589 D 
*0; que resulta de la semisuma de 2 ángulos 
opuestos del cuadrilátero 
En el problema ¿¿ 
S= 650 = [12% 25x 52x 39. seno 


650=5x12x13xsen9 


Badecinsen[ 430). 5 


con A+ C)=1=20n* (252) 


A as NA a 
+0)=1-2x 5) e cia 7 


RPTA:'C" 
PROBLEMA 33: . 
En un cuadrilátero circunscriptible ABCD,. (AB=a, 
BC=b, CDxe, DA=d), si: 


OPE O: 


además el área que encierra dicho cuadrilátero es 5u?. 
Entonces, el valor (en u*) de axb es : 


AJ25 BO CJ5 DI EJ 
RESOLUCIÓN: C 
b 
B 
ec 
a 
A = 'D 

Condiciones: 


11) S¿= 5u* 


-Aplicamos, la ley de cosenos 


AABC: (AC)? =a? + b*? - 2abcos B 
AACD: (AC)? =c* +d? - 2cd cos D 
igualamos: 
a? +b* -2abcos B = c* +d* - 20d xc08 D....(1) 
Ahora, por el teorema de PITOT: 
arsoerb+rd>a-de<d-e 


elevando 
al cuadrado 


Restamos (1) — (11) 
2ab-2abcos B= 2de - 2dc cos D 
2ab(1- cos B)= 2dc(1-—cos D) 


2B_ 2D 
abx 2sen 3 =de(2sen' 3 


)» at+b*-2ab=d*+0?-2de (11) 


Ja labias : den Z a IA 
Conocemos que : 
Vabed.sen[P5P)- 
Multiplicamos (111) A (IV) 
Vab « labod sen xsen[ 232) = (ae «sen2]So 


E 


Sa IE 


abxJed = (de xS,>ab=S, 
De (1): ab = 5 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 34: 
En un triángulo ABC el ángulo C mide 60” y los lados 
a y b miden a=2/3+/2 y b=2/3-/2 
Calcule la medida del ángulo A. 
RESOLUCIÓN: 


* Analizando y esquematizados los datos, se obtendrá: 


a= 23 +12 


B Cc A 
* Entonces: A+B = 120” > B=120"- A 


* De la ley de tangentes: ES 


E tan 3 
CI E 
2 
* Reemplazando datos: 
tan 432 an 
23+/2 - (2/3 - /2) 2 
2J3+J2+2/3-J2  tan60* 
tam[ 258 23) 
2/2 2 (2 QpE 
"AA q) 2 


15 Pero B==s - A , entonces: 


2x 
tan AA Po tana) 
q” 3 


* Buscando su equivalente: 
> A= arctan(/3) sarctan[Y2) 
* Por propiedad: 2 
43 + ya 
A=aretan! E 
1-/3x sE 
>A=x- arctan(4/2+3/3) 
* Luego la medida del ángulo A: 


+1 > Azarctan(-4/2-3/3)+x 


8 arctan 2 ó x—arctan(1/2+3/3) 


PROBLEMA 35; 
En un cuadrilátero inscriptible ABCD (AB=a, 
BC=b, CD=c, AD=d) si a+d=b+c, halle : 


e jeena 


Vabed. 


A4)1 B)2 0)3 


RESOLUCIÓN: 


D)4 EJ5 


Por ley de cosenos tenemos : 
. AABD: (BD)? =a* +d* -Zadcos A 
ABCD: (BD)? =b* +c? - 2bccos(180”— A) 
pare 


igualamos: cos A 
a? +d? - 2adeos A=b? +0? + 2bc c08 A ......(a1) 
Por condición : 


a+d=b+c > (Elevamos al cuadrado) 
ad+d*4+2ad=b? +0? + 2DO cermmasereascesnseel B) 
Restamos (f£)-(a) 
2ad + 2ad cos A= 2bc— 2bc cos A 
ad(1+c0s A) =be(1-cos A) 


A 
— —= La —= 
n= 15008 A > b0 tan 2% 


Se pide : 


re (jenrnrenirionazos 


RPTA : 'B” 
PROBLEMA 36: 
En todo triángulo ABC se verifica que: 

A B 19] 
actg + betg +octg ¿=k(ra ++.) siempre que 
el valor de k sea: 
wz B)1 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que los exradios r, r, y r,se pueden expresar 


C)2 D)3 EJ4 


a 
Multiplicando ambos miembros por cot : se obtiene: 


A A B A Cc 
t== = = Ja 
aco! 3 AI bar lla dar 
O" 
Te r 
acoth=n + 
Análogamente se obtiene : 
Deol ==Ta + re 
Cc 


E + 


Sumando miembro a miembro las tres últimas 


igualdades resulta : 


acot E +boot E +0cotZ= 21, HT) HTo) 
Comparando con la condición dada en el problema 
obtenemos : K=2 

RPTA : “C” 
.B 


bo E e se obtiene 


NOTA : La fórmula a 3 o0ta 


Como AP = AQ 
DONAAFZA ZN YA YA AZ 


x=y 


a poa =rcot ns z 
2 2 2 tone 
2 
Finalmente : r=rcotZ cota 


B.,C 
2 
PROBLEMA 37: 

En un AABC, se cumple: (r,—r,) (r,-r,) = 2r,xr, 
Donde: r,,, 7, r, son las longitudes de los radios de las 
circunferencias exinscritos. ¿Qué tipo de triángulo es 
ABC? 


A) acutángulo B) rectánguio C) equilátero 
D) isósceles E) escaleno 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que : 
B Cc 

=P » me Plan , To= Pron 

Reemplazando en la condición : 
(m=r,Mr,—1,) =2rr, 

Se obtiene: 
aran Bitar) ptm 2-san 2) 251008, ptos € 


Bo. lO B, A A, e ¿A B, e 
tan—=-tan=tan—-tanttan= £= Ltan—= 
La 7 Ser Racó” fan 10m clan. 3 2 


de donde : 
24 A, B Az €. BC 
2 


z tm ion OSA 


A =90" > El triángulo es rectángulo 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 38: 

Enun AABC, los lados h y e (b > e) forman ángulo de 
60” y la bisectriz concurrente con estos lados mide 
8,/3/5 unidades. Si el área de la región triangular mide 
4/3 u? . Halle la longitud de la mediana concurrente 
con los lados b y e. 


A)/l5u  BNi7u  CWigu  D)/2lu  ElN23u 
RESOLUCIÓN: , Il 


(bre) 


Sabemos que el área es : S=4/3 


sena =4 3 


Sia a 0777) 


La bisectriz interior V, es: Va 236 


20 


a 8 1] 


De (1) y (11) se obtiene:b=8 ,c =2 
La mediana concurrente con b y e es m, y se calcula 
ASÍ: 4? =b* +0? + 2bc 008 A 


Ami, 6444282 


de donde : m, = /21u 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 39: 
En un triángulo ABC,rectoen A, AC = 3 y AB = 4, se 
traza la bisectriz exterior e,, la cual se intersecta con 
la prolongación de BC en el punto D. Calcule CD. 
AJ9 B)11 C)13 D)15 E) 17 
RESOLUCIÓN: A 


Por el teorema de la bisectriz exterior se cumple : 


4_5+x dedonde: de =15+3r=>x= 15 
Ss 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 40: 

En un triángulo ABC rectoenA, AB=4,AC= 3,se 
traza la bisectriz interior AD, D están en BC. Calcule 


la medida de CD. 

11 13 15 17 19 
2 7 B) 7 e ú 2 E e 7 
RESOLUCIÓN: A 

4 


Luego: 4x+3x=5 => x=>7 


Nos piden : CD=3x= Es 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 41: 
Si en un AABC, se cumple que: 
senA +senB+senC 
senA+senB-senC prop cen 
Se le pide hallar: (B + C) -A 
A) -60* B) -30" cor 
RESOLUCIÓN: 
senA +senB +senC 
senA +senB — senC 
Siendo A+B+C = 180” son conocidas las identidades: 


D) 30" E) 60” 


=csc B + cot B 


A E 
'B G= —= Zc08= 
senA + senB + sen: LEIDOS 
A BC 
senA + senB —senC = ABEN5En 008 
Reemplacemos en la condición ; 
A ES 
4 003 — 008 008 -— 
— 4 ho 00 B +cot B 
ÁsEn y ven 008 a 


A B B A 
cobos = 000 14 Ur 
Lo cual implica que B +C = 90? 


Luego: (B+ C)-A =0* 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 42: 
¿En qué tipo de triángulo ABC, se cumple: 
cosA+cosB+cosC= > 
A) isósceles B) equilátero C) rectángulo 
D) escaleno E) rectángulo isósceles 
RESOLUCIÓN: 


cosA+00s B+008C=3 


cos Arco Bim0cl=l 
expresión conocida 2 

2 

2 


=1 mw(1) 


den sen 10 
AB 
DN E 


Sabemos que la distancia del circuncentro al incentro 


a O 
EL 
e 


ARA O 

E 2 2 2 
Reemplazando (1D) en (ID) se obtiene: OF = 0 

Es decir, el circuncentro y el incentro coinciden : 


> Eltriángulo es equilátero 
É RPTA ; “B” 

PROBLEMA 43: 

En un cuadrilátero inscriptible ABCD (AB=a, 

BC=b,CD= ec, AD=d), si (S) es el área que encierra 

dicho cuadrilátero. 

4Scot(A)-a*+2b* +0? 


Calcule: F= +1 

Aa beer d? 
A)1 B) 2 C)3 D)4 E)5 
RESOLUCIÓN: 


ma. anóo —A) 


a edi rosso (EL) 


e 


A er ye 


Ahora, la to pedida es: 

F- 48 x<cot A-a?+2b* +0? 
Bera? 

(a? +a7-b*-0*)-a?+ 20% +0? 

y PACA E da e 

= era? 

ed? 


>F= rom A pi>F- 2 


+1 


1 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 44: 


Dado el triángulo ABC, si se cumple que: 


sen2A +sen2B+sen2C : 
A A 


la medida del ángulo C. 


A) 30* B) 45" C)53  D)60* E) 75* 
RESOLUCIÓN: 
sen2A + sen2B + sen2C 


nzA aa er Aston A+ tanC) 


Siendo A+B+C =180", son conocidas las propiedades: 
sen2A +sen2B+sen2C = dsenA senB senC 
sen2A +sen2B - sen2C = 4eosA cosB senC 

Reemplazando en la condición dada resulta : 


4senAsenBsenC 
AA cos BRO V3ltanA+tanB+ tanC) 


expresión conocida 
> tan Atan B=/3 tan Atan BtanC 
>tanc- E > C=30 
Sl RPTA : “A” 


PROBLEMA 45: 

Se tiene un cuadrilátero inscriptible de lados 
a=1,b=2,c=3yd = 4; determine el coseno del 
ángulo formado por los menores lados. 


3 2 
AZ E 
y 5 Él 11 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando el teorema del coseno para un cuadrilátero - 


inscriptible tenemos: e*+d?*= a PIGAAAN 
de donde : 


Luego: 


cosp=1+4-9-18 


2(2+12) — 28 


([STRIGONOMETRIAS > ]5809| 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 46: 

Calcule el área de un cuadrilátero bicéntrico de lados 
Iguales (lado = 2em) 
AJ2cm* Bj4cm*? C)8cm* 
RESOLUCIÓN: 


Por dato los lados del cuadrilátero bicéntrico son 
iguales: a=b=c=d=2em 


D)J16 em? EJ32 cm* 


Se sabe que el área de un cuadrilátero bicéntrico está 


dado por : 
S=yJabed = /2x2x2x2 => S=4em* 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 47: 


Se tiene un cuadrilátero bicéntrico ABCD, 
donde AB=c08s0, BC=senx,; CD=tgx, AD=sec0 . 
Halle el área de dicho cuadrilátero. 

A)uenx/secx B)secxVsecx C)/tgx D)cosOsenx E)1 
RESOLUCIÓN: 

El área del cuadrilátero bicéntrico está dado por : 


S= ABxBCxCDxAD 
S=Jcos0xsenxxtan xxseco 
AA AE vd 


1 


senx 
>S- uensx 
cos x 
>S= fsenx 2 
c08 x 


>8= senxysec x 


PROBLEMA 48: 

El área de un rectángulo ABCD es 40m* siendo el 

lado mayor doble que el lado menor. Los vértices de 

este rectángulo están articulados, de manera que se 

pueden modificar los ángulos internos para formar un 

paralelogramo. Si luego de la modificación, una 

diagonal resulta ser 2/35 m . Halle su nueva área, en 
2 

mi, 

A)20 B)20/2  C)15/3 D)20/3  E)20J5 

RESOLUCIÓN: 


RPTA : “A” 


B Cc 
n 
A 2n D 


El área del rectángulo es : 2n.n=40 => n*=20 
Modificando el rectángulo : 


A 2n D 
Apliquemos el teorema del coseno en el AADC:: 
(2435)? =(2n)* +(n)?-2x2nxnc080 
> 4x35=n*(5-4c080) 
> 20x7 = 20(5-4c080) 


> cos0=-3 > 0=120* 


El área del paralelogramo es : 
S=2mxnseng=2x20x% => S=20/3 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 49: 


Dado un cuadrilátero ABCD inscriptibte de lados 
a, b, e y d respectivamente además el área del 
cuadrilátero es S. Calcule 

z 4SctgA +0? -a?+2b? 


M 
do+d? 


+1 


4)2 BJ4 
RESOLUCIÓN: 


C)1 


D)3 EJ5 


Por el teorema del coseno para un cuadrilátero 
inscriptible : 


b*+c* =a* +d*- 2(ad+bc) c08A..... (1) 

El área del cuadrilátero se puede expresar así : 
S=Suo + Swco 
5D sená+ "S sen(180"-A) 
>28=(ad+bc)senA 

28 
2ad+be=— eccernesionsraresanionsóonessass (TE) 

Reemplacemos (11) en (1) : 
EA O NE 28 

be+c=at+d*-2x 

>b%4+0*=a*+d?-4ScotA 
> 4ScotA=a*+d*-b*-c? 


xcos A 


-a*+2b* 


a? Boo? 
> +1 


era? 
dera? 


+1 > M=2 


an dz 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 50: 

Los lados de un cuadrilátero son 6, 7, 8 y 9 u, además 
su área es de 12/21 u*. Calcule el coseno del ángulo 


formado por las diagonales, 

2 5 4 5 1 
Ni 3 O Dz El 
RESOLUCIÓN: HE 


Apliquemos el teorema del coseno en los 
As APD y BPC respectivamente (tengamos en cuenta 
que cos(180”-0)=-cos 0): 

di=x*+n*+2xnc080 

db? =m?* + y* + 2myc0s0 
Sumando miembro a miembro se obtiene : 

di+bi=xt+r y m?+n? + 2(xn + my)cos0...(1) 
Apliquemos el teorema del coseno en los 
ASsBPA y CPD: 

al =m?*+x?-2mxc080 

e=y*+n*-2ynco80 > 
Sumando miembro a ¡miembro obtenemos : 


a 


atrot=x?+4 y? nn? -2(mx + yn)cos0... (11) 


di+bi-a?-e? =2(xn+my+mx+yn)c08 0 


2d%4b*-a?-c?=2(m+n)(x+ y)c080 
la pe 
pS BD 20 


Luego : ey 
81+49-36-64=4Xx12/21 cot 0 ETS 


> cot0=5/8/21 = 0os0= 35 a 
PROBLEMA 51: 

Dado el cuadrilátero convexo ABCD, cuyas diagonal 
es se intersecan en el punto E y forman un ángulo de 
medida constante, si C,,C,, Cy y C, son cireuncentros 
de los triángulos ABE, BCE, CDEyDAE 
respectivamente. 

a) Demuestre que la relación entre las áreas de los 
cuadriláteros ABCD y C,C,C,C, es constante. 

b) Halle el ángulo entre las diagonales para que las 
regiones ABCD y C,C,C,C, sean equivalentes. 
SOLUCIÓN . a 


a) 


*Denotando por [ABCD]: área de la región 
cuadrangular ABCD 


* Sea q el ángulo que forman las diagonales AC y BD 
tal que a: cte. 

*C,;C,:C¿5C ¿circuncentros 

BM = ME; CN=NE; DP=PE y AQ=QE 

> 2MP=BD 2QN=AC ionurnnos ita AN (1) 


a inscriptible m4QC,¿P=a 


cnc, SH 05 SH sena ¡O H=QN > ca 
Luego : 
taco] LO Bphena E varada 8) 
[0/C¿C¿C¿]=(C¿C¿HPM Jucaroricersesiacasasoo (JUL) 
Dividiendo (11) entre (111) : 
(ACIBD) sena 

LAR OD1OS A IA 

[0 ,C,C 504] en (PM) A > E) 


De (1) : 

[ABCD] > 

[000,0] — ON ¿(py) 
sena 


Como q es constante, luego b)Si [ABCD]=[C,C.,C,C,] 
> 2sen*a=1 > sena = >0a=45" 


(2QN)(2PM) sena 


=2wena 


Luego, las áreas son equivalentes cuando el ángulo 
entre las diagonales es 45”. 


PROBLEMA 52: 


Dado un triángulo ABC qe ángulos internos cuyas 
medidas son «e, f y 9. Si se verifica que: 


2 sen 005 $ 
cos Bcos ¿=sen 2 co8 5 
Demuestre que dicho triángulo es isósceles. 
SOLUCIÓN : B 


Ó 


AO Be 
Del A ABC 
A+FPHO=18O" enincsccanancinónananaciononncnrinnvan cos 104) 
[E AE PEC 3 
TE 90' CAS sen[£+2 
Reemplazando en la condición: 

8. Desen! cos 2 
compren + 7)=sen cos 


E IA SN LA EAS 


2 2 > NE] 
¡IA A 28 
a a 3 


> c09p cos E =sen 7 20en£ cos £) 


0 ) 
>.008B cos =sendenf 


> cot f=tan : (87200 complementarios) 


DB+ 2-90 
22fM+0=180 cocccreiomorasincricsoresanos pracatcnes a. (1) 


De (1) y (11) tenemosa =P 


Si dos ángulos tienen la misma medida sus lados 
opuestos tienen la misma longitud; por tanto el 


triángulo ABC es isósceles. 
PROBLEMA 53 : 
Dado el cuadrilátero convexo ABCD, M y N son puntos 


medios de AB y TD respectivamente, P es punto de 
intersección de las diagonales, si los punyos M, N y P 
son colineales. Demuestre que AB//CD . 
RESOLUCIÓN : 

+ Hipótesis 

ABCD cuadrilátero convexo. M y N puntos medios de 
AB y CD respectivamente. 


» Tesis AB//CD M B 


a 


N 
Denotando por [ABC]: área de la región triangular 
ABC 


+M punto medio de AB 

>[APM]=[MPB] 

AO sem (m< APM: = PA sem (maMPE) 
> APsen(maPM )=(BP)sen(maMPB)..uccimarooo (1) 
»N punto medio de CD 

>[NPC]=[DNP] 

PO sen marmo = PENE gen(moMPB) 


> (PC )sen(maAPM )J=(DP)sen(maMPB)..ccroooo (1) 


De las condiciones (1) y (11) tenemos : 
AP_BP_AP_PC 
PC DP BP PD 
Luego los triángulos APB y CPD tienen dos lados 
proporcionales y además un ángulo común 
ma APB=maDPC 
CONCLUSIÓN : 
AAPB - ACPD (APy PC elementos homólogos) 


=m«ABP=m<CDP => AB //CD 


PROBLEMA 54: 

Siendo ABCD un rectángulo se ubican los puntos A, 
y A, sobre CD y CB respectivamente; AA,A, es un 
triángulo equilátero, probar que la suma de las áreas 
de las regiones triangulares ABA, y ADA, esigual al 
área de la región triangular A, CA). 


SeamaBAA,=a > maAJAD=30* - 

además m<A¡A¿C=30+a 

E ADA :AD=1cos(30-0) y DA,=£sen(30%-a) 

E ABA-:AB=tcosu y BA,=fsena 

LD A,CA/A,C=£cos(30"+u) y A¡C=£sen(30"+0) 
Denotamos [ABC]: área de la región triangular ABC 
[4,04,]= E conis0.+a) sen(30"+a) 


[4,04] E A 
[ARA] +[ADA,]= E conersena + E con(s0r- a)sen(30 a) 
[ARA] +[ADAJ=É [oen2a + sento0* + 20)] 


[4R4,]+[ADA,]= E 120en30*con(S07—20)= E sen(602+ 20)... 1) 


PRIMERANPRAGTCANDIRIGIDA 


(0) En un triángulo ABC: 
242 - ¿ranB co 2 e) 
a-c 2 2. 
Calcular: TanA + TanB+TanC 
TanA xTanC 


A 


J2+1 


(€ En un triángulo ABC: 
Cos2A+Cos2B+Cos2C= n 

Las distancias del ortocentro a los lados Jel triángulo 

son x3y;Z, 

Hallar: J = /xyz, si el circunradio mide /2 

A)J2n-1 B)2(n-1) C)J2(1-1) D)n-1 EJ/2(n-1) 


Sar 
; Sure 
(3) A partir del gráfico, halle; “y 7 
Si el AABC es equilátero 


A 
A)4Sen?* (60-60) B)4Sen*(30—0) C)4Sen*(60-—20) 
D)Sen*(30-0) E)Sen*(60- 20) 

(9) Si el área de un triángulo ABC es igual a 6m?, 


calcular: 
G=a*(Sen2B+Sen2C)+b*(Sen2C + 


Sen2A)+c*(Sen2A + Sen2B) 
A)24cm* Bj48cm* C)72cm? D)96cm? EJ120cm? 
(3 En un triángulo ABC ; señale el equivalente de: 


aSen( ArcSen 2 + B)+ ben arecos E 4) 


e 


5 2 1 
ay C)2 DIG EJ 


ANS = 
(3) En un triángulo ABC, son conocidos “bh” ,“e” y 
“B”. b<e ; mientras que “a,” y “a,” son los valores 
que tomaría el lado “a”. Señale el equivalente de: 
H=(a,-as) +(a,+a,)*.Tan*B 


AJb* .  B)2b* Cj4b*  DJ8b* — EJ16b* 
(9) En un triángulo ABC, son conocidas “q” “b” y 


“B".Si“C,”y“C, "son oia gue podido 
el ángulo Es E RO: 5 


G= 


Señale el iva de: H=SenC,- SenC, 
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B) : Sen2B 


b 
E) Z Sen2B 


a a 

A) Sen2B C) 35 Sen2B 
a 

D) y, Sen2B 


(O) Si en un triángulo ABC: 
CosA+CosB+CosC=1,25 


Calcular : - [01m r)tr, 1) 
R 
AJL — BNZ 0 m3 E 


(O) En un triángulo ABC, si el cireunradio es “R” y 

a'; b'; e* son los lados de un triángulo pedal. 

Reducir: Abe 
abo 

BER? CIZR* DIR? EMR? 


G 
AJR? 


a 0 
(3) En el gráfico : Tan-¿Tan¿=n 


Hallar: E=2%Y2%., si ABCD es inscriptible y BD=p 
B 
m 
e 
2 

AR n 

[2] 
n 1-n 1-n l+n 2n 
A B) n a a Da 


(B Los lados de un cuadrilátero es a=7;b=8 ;e=9 ; 
d=10. Si su superficie es S=33 , calcular la tangente 
del ángulo agudo formado por las diagonales. 


AJ2 B)2,3 C)J2,4 D)1,8 E)1,6 
(O) Si en la figura: 
sen[252)sen[E32)sen(252)=1 Cos0 
2 2 2 
Hallar : 


G= ayzw+bxzw+cxyw+dxyz 
AYZID 


A ENCICLOPEDIA 


A)Jk B)4k C)RCtg0 D)4RCtg0 E)4kTan*0 


(E) Dado un cuadrilátero ABCD , determine el valor 


de la expresión. ; E He. (4) 
FS ) 2 
(b+c)? -(a+d)? 

A 1 1 1 
A) y] Biz C) 3 DJO lr 
(Siendo A, B y C los ángulos internos de un 
triángulo , para el cual se cumple: 

2SenB-SenA=Sen(A+B+C)+SenC 


Calcule el valor de: 


A)-1 D)1 E)2 
(O En untriángulo acutángulo ABC, la cireunferencia 
descrita tomando como diámetro la altura relativa al 
lado a, intercepta a los lados b y e, en los puntos P y Q 
respectivamente. 

Exprese el segmento PQ en función de los ángulos del 
triángulo y del radio R de la circunferencia circunscrita 
al triángulo. 

A)2 RSenA SenB SenC 
C)R CosA CosB CosC 
EJR TanA TanB TanC 


B)JR SenA SenB SenC 
D)3R CosA CosB CosC 


(E) Siendo r, ,r, exradios relativos a los lados b y e, 


Sole p= hol +re)+mre 
FoTe 
Siendo : h, la altura relativa al lado a : 


3 5 
A)1 B)J5 Cc) D)J2 E)3 


| Sea -ABCD un cuadrilátero inscrito en una 
un! ia de radio R, calcule R dados los lados a, 


b,e, d y mxA. 
A fab+dej(ac+bd) B) (ab - dejíac —bd) 
2(bc—ad)tan* A 2(be—ad)cos A 
fab= de)(ac — bd) (ab+dej(ac+bd) 
2(bc—ad)sen? A 2(be+ad)sen? A 


E) (ac+bd)(ab+de) 
4(be+ad)sen2 A 

E A B CE 

€d) En un triángulo ABC, halle 008-7008 7c08-> 


en función de S, si S es el área de la región triangular 
mencionada, siendo además a+b+e=9 y abe=24. 

Ss 38 3S 5S 7 

= ca _ EJ 
Fa 8 de 16 D? 16 > 16 


Be 
4 8 
€) En un triángulo ABC de lados a, b y e 


respectivamente, determine 042) A es un 


2 
ángulo obtuso y además c.cosa+b=a. 
(a- bjtana bsena (a+b)seca 
B, Le) 
a 2Jab , 2/ae y 2/ab 
(a+bjtana csena 
D, E, 
a 2/ab Y 2/ab 


É2) Del gráfico, determine la relación de áreas de los 
cuadriláteros PEQM y FPMQ en términos de e. 
Considere P y Q puntos de tangencia , O es centro de 
la circunferencia. 


Ejátanlatana > F 


(8) Del gráfico, calcule tan 0 siendo ABCD y DEFG 
cuadrados. B e 


3) Teorema de Bretechneider (Teorema de los cosenos 
para el cuadrilátero), sean a, b, e y d los lados sucesivos 
de un cuadrilátero; m ya: sus disgonales; A 7,0808 
ángulos opuestos, halle el equivalente de min?+ 

A) ate*+ bid*- 2abed cos(A-C) 

B) ate*+ b*d*- 2abed cos(A +C) 

C) ate*-b*d* —- dabed cos(A + C) 

D) at+c*+ bd” - Labedcos(A-C) 

E) ate* + b*d* + 2abed cosíA -C) 

€ Si el área sombreada es igual a la no sombreada 


| 
ab 


calcule esc 


ANZ B),5 D)2,5 E)J2/3 


ES Un avión que viaja en la dirección SN es observado 
con un ángulo de depresión «e y en la dirección 


S(90”—a)E . En ese instante comienza a ascender en 
una trayectoria circular, siguiendo la dirección SN. 
Calcule cota—seca para que al tomar la vertical sea 
observado con el mismo ángulo de elevación e en la 
dirección NE. 


AJI-42 BIN2-1 Cj14+42 DJ24+/2 EJ2-J2 


€2 En una semicircunferencia de diámetro AB=d, 
se tiene una cuerda CD. Sean E y F los pies de las 
perpendiculares bajadas desde los puntos A y B sobre 
la recta CD. Siendo la medida de los arcos AC y BD 2a 
y 2f respectivamente, entonces el área de la región 
cuadrangular AEFB es 


2 
AJd*sen(a+B)eos(a— A) ByE sentar B)cos(a+B) 


C)2 


2 
C) Eoenta - B)cos(a+B) Djd*senta— B)cos(a+B) 
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del cuadrilátero ABCD. 
AJS(J5-1Ju?  B)(16/2-2V5)Ju* C)6+34/3 
DJ4(3/5+4/3 Ju? EJ8(3/3+5)u* 


(8) Se traza por un punto de una circunferencia dos 
cuerdas cuyas longitudes son a y b. Además, el área 
del triángulo formado al unir sus extremos es s. Calcule 
el radio de la circunferencia en términos de a, b y s. 


abla*+b* +2 0%" 407 y ' 2abla*+b%4Jab— de? 
Ze 


A) 
de 
5 dat+6t+ 2/76? — 49? abla?+5* + lab —4a? 

La de 


D) 


-a+b* + /20b-8 
2s 
E9) Dado un cuadrilátero convexo ABCD cuya área 


está representada por $, halle el ángulo formado por 
las diagonales del cuadrilátero en función de los lados 
a,b,e,d y S. 


pal 


E) 


A 
aro a? 
48 
at+o? ea? 


48 
B, a e E 
) a re ) 


Cjare tan( ) Djare sen 


mar) 
borda? -o? 


48 
Bjeretan( a?o? ) 


SEGUNDANERACTCAS 


(E) Dado el triángulo ABC tal que : 
asen(A+B)=bsen(A+C) 
acosB - bcosC 


DIRIGIDA) 


mon Casen tó 
A) TanA B) CotA C) Tan(B+C) 
D) Cot(B+C) E) Tan(B- C) 


(62) Dos lados de un triángulo son iguales a a y b 
(a>b). Calcule el tercer lado, si se sabe que 
a+h, <b+h,, donde h, y h, son las alturas bajadas 
sobre los lados correspondientes. 


Aja+b Bia?-b* Cila?+b? Djfab E) a(a+b) 
(0) Sea el triángulo ABC de lados AB=AC y BC=/2 
Si la bisectríz del ángulo B corta al lado opuesto en D 


y BD=1, entonces cos(A—B) será : 
AJ-1 BJ 00 pre apor 


(B) En un triángulo ABC calcule el valor de a sec 8 si 
(brcjoeno=2.Jb6 cos % 


AjienÉ  BleenA Cicos 5 Dib=0  EJb+e 
(63) En un triángulo ABC se cumple : 
sen2A  2sen(x- A) 
cos Bcos C cosx 
Halle el equivalente de K=tanA tanB tanC cotx 
A)1 B)2 013 D) tanx E) tan*x 


En un triángulo ABC de lados a , b y e, calcule 
'ngul 
tanó , si se cumple : 


log(secó)=loge— logía - 1) 10gcos <);0 e 1C 


a?-b? a+b_,C a-b_,C 
e ii e A ad 
a-b Cc a+b [e] 
D) E ton a tan 7 


(0) Resuelva el triángulo ABC, de circunradio R, 


teniendo además A=18'senB-sená== y senBeena= Ez 


AJa=/5-1;b=/5+1 se=lior2 lo. 
BJa=/5-1;b=/5+1 ;c=4 

C)a=J5 -1:b=/10- 25 ; ec=4 
Dja=/5-1;b=/5+1; e=/10- 2/5 

E)a=J5-1 ¿b=/10+2/5 ; e=4 

(03) Para medir AB, se da £,a y y . Calcule dicho lado 
a partir del gráfico. 


A 
A) £sena 2£sena Cc) 2£sena 
sen(y+30") sen(y+30") sen(y-30") 
2£seny 2£senysen(30"+a) 
2 sen(a—y) z sen(S0”- y) 


((9) En un triángulo ABC al reducir la expresión 


m=?eosB +ecos€ -a 
bsenB —csenC 
se obtiene 


Ajacos( 3 


0710 (259) (242) 


) B)2tan(B-C) 0)-21an 259) 


( Dado el cuadrilátero ABCD, si su perímetro más 
sudiagonal AC esigual a 2Rf y además si el triángulo 
ADC formado al unir AG es equilátero, halle 

K=008 2) 008 £ _ 2) r300s 5 senB 
en término de £. (R:: circunradio del triángulo ABC). 


A)Jt Bl C)t-1 mE EJt+1 
2 2 
(O) Del gráfico, calcule el valor de : 
K=sec2a xsenda(cot3a + cotda) 
Dado AD=BC. B 


DN3 


7 Bi 02 
(M Si a, b y e son los lados de un triángulo ABC, 
recto en B, entonces : 


a, sengC 4 sen3A 


q= 
e a 
es iguala: 
1 1 1 1 1 
a BB O Di lr 


e 4AB 
(O) Enla Sa 20B=30C, luego el valor de CD * 


A) SE -senacosO BIZ senacsco O) sendcsca 


pjpecacs EJabsenasenó 


A 2) 


O A A 


Calcule; W=fanxtanytanz 
AJÍ BJi1  C)2 DNZ EjJ*2. 


((3Los lados de un triángulo ABC se encuentran en 
progresión aritmética (a>b>c). : 


cos Á+cos C 
VersA x VersC 


AJ1 B)2 C)a DNZ EJ12 
(£9) Determine los ángulos de un triángulo cuyos lados 


Calcule : K= 


z B CA 
son proporcionales a Cos-- ;c08--;c08-—sabiendo 
que A, B y C son ángulos de un determinado triángulo. 


A c TO 


AJ90=G5 90" 3590"- 3 B)90+ q 04 SO 
C)180"-2A; 180”-2B; 180”- 20 
D)90"- A; 90”- B;180*-C arts 30h: ¡90 E 


(D'En la figura mostrada ABCD es un paralelogramo, 
determine la altura de éste respecto a AD, si 


O=arctan2. p b c 
bo ; 
Al A o 
b?-a? De -a? B*-a? 
E 2a 2 2b a b 
BR] ds 
py? -a yy? +a 
a b 


(WEl área de un triángulo ABC es 90/3m* y los 


senos de los ángulos A, B y C son proporcionales a los 
números 5 ; 6 y 7 respectivamente. Determine la 
medida del ángulo B y del lado Opuesto a este ángulo. 


AJb=6/6/2 ; a 


21 


B)b=6/5/2 ¡B= ar ba 


15 


C)b=3/30/2 ; B= arceos(+2) 


35 


Djo=6/7/2 ;B= ha 


35 


EJb=3/34/2 5 B=arccos( 22) 


(WD Calcule los ángulos de un triángulo ABC, si 
(abcosC+accosB+becosA) =24 Decio ( 1) 
B-C= 


A A A 


A) 90", 75", 15" B)110",50",20"  C)60", 75”, 45” 
D) 60", 90,30". E) 108”, 45”, 60? 


€d) Un 4ABC está inscrito en la circunferencia 
trigonométrica y los arcos determinados en la C.T. 
están en progresión geométrica de razón 2. 


b 
Calcule el valor de a 
A)-VT B)-2V7 CNT DJ2J7  EJ8J7 


€2) En un triángulo ABC se dan los ángulos 
A=t> ms; c=E. Calcule el equivalente de b"*+c* 


Bja* 
Ya E 


Aj2a* E) 


US a 
C) 3 D) hrs 
(8) Calcule la longitud de la bisectriz externa del 
ángulo A de un triángulo ABC, sabiendo que b-c=10 
y be(p- bMp-e) =100. 


AJ1 B)2) C)3 DJJ2 EJ JS 


(2) En el esquema mostrado, PQ representa un tramo 
deuna carretera rectilínea. Una persona se encuentra 
en el punto M, observa PQ bajo un ángulo igual a 9- 
Halle la distancia mínima que debe recorrer la persona 
para llegar a la carretera, si se encuentra a una 
distancia a y b de los extremos P y Q respectivamente. 


ab ab absenó 
A coso B) seno 
Vat+o? Jat+b? SOTA 
A yy —_2btano 
(3+6*—2abcosd  Ja*+b*—abcos0 


(É3) Dado un triángulo isósceles con ángulo en el vértice 


de 29 y base b, se traza rectas paralelas por los vértices 
de éste a los lados del triángulo pedal formándose un 
triángulo MNP. Calcule el área de la región triangular 
MNP. 

ye A: Pe 
A) cot*9escso B)-¿cot*0sec20  C)=cot*0csc20 


bi p? 
DG tan* Otan20 E)-tan* Gsec20 


€) Si A'B'C' es el triángulo pedal y el ortocentro de 
un triángulo ABC es O, entonces el valor de :, 


a b e 

on tom toco: 

A) 4tanAtanBtanC B) 2cotAcotBcotC 
C) 2tanAtanBlanC D) 4cotAcotBcotC 
E) 2senAsenBsenC 


(Ed) Determine la distancia entre los excentros relativo 
a los lados a y e de un triángulo ABC en función del 
cireunradio R y ángulo B. 


A)ARsen 3 BláRcot = Z Ojáraen* E D)4Rcos > E)4Rsen?B 


2 Siendo r,, , r, y r, exradios relativos a los lados a, 
b y e de un triángulo ABC, tal que : 


La 5 E: ; donde 2p es perímetro 
cota cotE cot E 
2 2 
del AABC. Calcule S valor de : 
A B 9] 
tan +tan- tan 
AJ1 B)2 C)3 DJ4 EJJ2 


3) En el triángulo ABC, de incentro IT y excentro E 
relativo al lado BC, IE=k u y BC=a u, luego se 
cumple : 

AJjk=a B)jk>a Cjkza  Djk<a  EJk<a 
€) En un triángulo ABC isósceles mqB=m<C , 
determine la distancia entre el incentro y circuncentro 
sabiendo que el inradio es r y circunradio R.(A<90") 


A A A 
AJR reco B)R+ro0s > Ciresc-¿=R 
A A 
DB tren RSE 


€E0) Al prolongar las alturas de un triángulo ABC 
relativas a los lados a , b y e, intersectan a la 
circunferencia de radio R que cireunscribe a dicho 
triángulo en los puntos L, M y N. Calcule el perímetro 
del triángulo LMN. 

A) 8RcosAcosBeosC B) 8RsenAsenBsenC 
C) 4ReosAcosBcosC D) 4RsenAsenBsenC 
E) 4Rsen2Asen2Bsen2C 


po 


E 39 


(63 En el gráfico ota halle el área de la región 
sombreada, sesabequePM=2(AP) y AO =/13+6/2u 
(O:centro). 


a "DETTROBLEMAS 


(3 Del gráfico, halle el área del sector circular AOB 
en términos de $ (O:centro) si OA=AC 


Eo 


y a out Dju?  EJanu 


AJS/2 B)S/3 C)S/4 D)S/8  EJ2/S ón En un triángulo rectángulo ABC (recto en C), 


lcule el valor de su perímetro, si se cumple que 
(3 En el gráfico mostrado, AOF, BOE y COD son “% > POrmnetros ple q 
sectores circulares, además, BC=3(AB). Halle la a+b=c+6 y senAsenBsecA=0,96 
longitud del arco BE. Cc A)J56 BJ55 CJ53 D)J50 EJ46 
(DA partir del gráfico halle cosa ese 0 en términos 
dem y n, si T, P y Q son puntos de tangencia. 


y” gr ye pRin  pymn 
n m n 4 
(03 En el gráfico mostrado 

B 


ATHIGONOMETHIA O 819 > ¡A ENCICLOPEDIA 20123 
halle AD-BC en términos de 9, sabiendo que AB=2u  AJ/3-5+3x B)36+27/3-x  C)27/3-36-3x 
AlcotO+tan9  B)2tan0+cot9 C)eot0-tand9 — p10/3-10+% EJ26/3+18-2x 


D)2tan0-cot0 E)2cot0—tanO (O) Del gráfico adjunto, cof a=2+x+2x*. Halle x en 
(0) Del gráfico mostrado, halle el área de la región términos de y. B 
sombreada en términos de d,ay0, siendo ABCD- 1 


4A'B'C'D' un paralelepípedo rectangular (BD*=d) 


A 
e 
M D N 
2 4 2 
A)d*cosa esc 0Vsen*0—cos* a a p) tany+1 O any =1 
4 4 
B)d*cos*asen0Vsen*0+ cos? a DAA 
yaa toa] 


C)d*cos*asen*0/sen*0— cos? a 


DIA "corno land 00sa (A) Del gráfico mostrado halle tan. 9, si A,B,M,N y C 
> son puntos de tangencia. Se sabe que O y O, son 


E)d*cosa csc*? OJsen*0— cos? a AE 
(0) En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado. 
Calcule tan 0(tan9—1). 


AJ1/3 B)2/3 C)-114  D)-2/9 EJO J5 

V5-1 BWN5 CWN5-2 DIPZ EJ3J6-2 
(O) En el gráfico siguiente calcule el área de la región 2 4 de A 
sombreada sabiendo que CD=12, O es centro y Nes  (£3) En el gráfico determine la relación entre n y m 


punto de tangencia. sabiendo que ae (0%;45%) y BC=esca- 


A 
[0] 
M 
e 
Ll 1] (5 
C ó D AE FUN B 


sa a Aedes Cjn-m<3 términos de 5 y los ángulos A y € del triángulo. 
A ripiaed bie NEC A-C 
(E) Desde un punto de una colina se divisa lo alto de AO B)ocos| 2 ) Cocos 4 ) 
ina torre ubicada en la misma colina con un ángulo A+C A+C , 
de elevación de a midiendo en ese momento la visual e bos 3 ) El beoa( 4 ) 
una longitud 2,. Desde ese punto de sube por la colina 2c090=cos $ 
que forma un ángulo £ respecto de la horizontal una (E)Del gráfico calcule el valor de Zeos2011 * 
distancia £ ,, de donde se divisa lo alto de la torre con términos de £, y £4,si DC=DB=£, y AC=CB=£,- 
un ángulo de elevación y . Entonces, calcule el valor de Cc 
sen*(B-0)+sen*(a-0) 
sení PB -O)Jsen(a—08) 


L£¡x£, are 
+ PA £. 2 > 
Al +£2 BJéj es SI 2 D)£;/£2 áz7 La 


Lo 
(6) En el sector circular mostrado halle [e Jo 
ña 


sabiendo que PQ//OB, OP=a, PA=b(0: centro) E B 

A A) 3/20, BlCgll; C)C//27 D)€¡/2€3 EJl;+£, 

(O) Del gráfico mostrado halle sena esc 9, siendo P y 
P Q T puntos de tangencia 
o án IB 
Ajarcsen( seno) BJaresen(asend) 
a+b 
C)2arcsen(a+b) Dj)arcos (¿Ez seno) 
a+b 

EJarctan(a*+b*) 


(8) Del gráfico , halle cotaxcot(*) considere 
AB=AC 

AN2+3 B)2 C)3 DJ4 EJ5 

EN) En el gráfico mostrado obtenga el valor de 
79cot0 +-151, siendo BC=7(AB) 


Y 


A(-9;1) 


AJ1 B)J1/2 CJ2 + D)J3 EJ1/3 
(En un triángulo ABC inscrito en una 
circunferencia se traza la bisectriz del ángulo B que 
corta a la circunferencia en el punto P De P se trazan C 

3 Ñndiculares a AB y la prolongación de BC, AJO B)20 C)-20 — DJ50 E)-50 
as intersecan en H y M. Si AC=b, halle HM en 
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ED Si 0 y £ pertenecen a <0360"> y, además, son 
ángulos cuadrantales que cumplen lo siguiente 


yJesce PB=1+VtanG=a, calcule 4 +sen9]uec( 22), 


AJL  BJ2  CNZ  DJO  Ej2a 

(E) En el gráfico mostrado, ¿cuál es el valor obtenido 
para tana? Considere m< PAT =m<PBM;Q,P y T 
puntos de tangencia. Y 


ANZ2-1 BWN2+1 CW2+2 D)2-/2 a 


(8) Si AC=7 y AB=5, calcule cot f. 


(EHEn el gráfico mostrado , calcule cotAsen8+cos9 


,en términos de 0, si A,B y C son puntos de 
tangencia(O,O,:centros) 


aen(0+5) B)/2sen0 Cros [0+2) 
D)J2sen E E ») E)2sen (o + ”) 


€E3) Determine la suma de todos los valores enteros 
negativos que puede tomar la expresión 


cos*((an+1)2+0)-2000(%% 40) 


Considere ne Z 


A)-8 B)-9 C)-10 D)-22 E)-24 
EN Calcule el valor de : 
[ sen300* A so] 
JT + sen600* + /1- sen600* 
A)2 B)J3 C)1/2 D)1 E)1/4 


(EDSabiendo que M+n mE , calcule el valor de 


cot(3m=+n+p)cot(m+3n+p)cot(m+n+3p) 
tan(-2m)+tan(-2n)+tan( - 2p) 


A)-2 BJO Cr D)-1 EJ2 
€3) Indique ¿cuál es el valor de : 
2tan[(4K+ Dr] +300t| (4K+3) 2] 
415 KeZz 
3sen(Kx)+2cos(Kx) 
A)2/3 B)3/2 C)+3/2 D)+2/83  EJ4 


ENSeca : 
41 


csc(0- 32x)c08(0- ==) =0en(-2%) 
5 


tam 999% -0)sec(157% +0) 


calcule 0, si pertenece al HHIC y es positivo menor que 
una vuelta. 


13x 6x 8x Tx Tx 

e pi SE ES 
A) 10 B) 5 C) 7 D) 6 5 
E0Si se verifica : 


sen (e = 0)eset 1037+0 Jtan(10017+0) 


sec 0- Y cos Dro cot(0-990x) 


además, 9e (1;2x), ¿cuál es el valor de 9 ? 


1x 


15x 
DIR 


Ta ba Sx 
A) de B) =$ C) E EJ=5 


MSCERINTIZA 


O) Simplifique la expresión 

d 2sec* A—sect A— 2esc*A+csc* A 
ÁjtantA+cot'A — Bjcot'A-tan'A  Cjtan'A-cot'A 
D)tan*A-cot*A EJtan*A-cof*A 


(2) Calcule el valor de : 


(1+secO+tanO)(1+csc8+cotO) 
(1+tanG +cot0+sÑsec0+csc 0) 


AJ1 B)1/2 Cjo D)1/4 EJ4 
(E) Halle el equivalente de : 
HHcosx _ secx—1 dcotix 
1-cosx  1+secx 
WE paa ge Dj)cosx  Ejsecx 
1+secx 1+secx 1+secx 


(E Elimine la variable angular (9)de las siguientes 


condiciones: 
x=cot0+tan0 


y=8secó - cos O 


Bj y idtdy?=1 
D)at iy +xityt9=1 


Ajatiyt+xtiyi=1 
Cjartiyt qye 
EJatiy ix t2y!3=1 : 
E tan?9—cot* 9+1 
(63) Halle el máximo valor de E 
A)1/2 B)1 C)2 D)2 E)5/3 
(09) Halle la variación de la siguiente expresión. 


sen?x cos” x 


Senx - 008 x 
AJ[114:5/4) B)[-1/4:5/4) CM1/4:6/41 D)[155/4] El[-151) 
(3 Señale el valor máximo de : 

senix+ cos? x Ms +cos? z) 
2 . 7 

AJ38/14 B)5/14 C)7/14 D)J1 E)1/7 
(63 Dado las condiciones ; 
acosa + bsena=acosf + bsenf=0 calcule cota+cotf 
a 


Si sena=5/13 y senf=4/5 calcule el valor 


B9JZ> , 1842, 1742 
Vo Ps Ps 


(Si: : 
tan(a+B+0)=3/5 y tanf=3 calcule cot(a-— B+0) 
AJ27/11 B)11/27  C)17/10 D)11/16 — EJ12/17 


(DSi: sen(a+P)=csc20"cosacosf 
senía- f)=cosacosfB 


calcule: tan? 20'tanatan B 
AJ1 B)2 C)1/2 Dj4 E)1/4 
(A En el gráfico, AB=4 y BD=DC. Entonces, ¿cuál 
es el valor de tana? Cc 
Ó 
Za! y 
A B 

/2 Y3 3 2 /3 

vz B) 5 Us D) ar Dd 


(3) Halle tand si AB=4BC, además, A y D son 
puntos de tangencia. 


ar yodo TE yo 
5 G 3 7 
(E) Si: cosx+c08y +co82=send 


senx + seny + senz=8en0 
calcule el valor de sen(0 + z)+cos(x— y) 


A)J-1 B)-1/2 Cjo DJ1/2 EJ1 

(Si: M=tanax+tandx(2+tan3xtan?x) 
N=3-tan4xtanT7xtanllx 

calcule: fan2x+tan9x+3tan2xtan9x 

cuando M=N de 

A) B)2 C)3 Dj4 EJ5 > 


(8) Si ay f£ son dos valores distintos de x que 
satisfacen la ecuación acosx+bsenx=e calcule 


95) 


By? 
a 


az a22  p2 get 
b a b e 


(1) Se cumple que £ y y son dos valores distintos de x 
que satisfacen a senacosx+cosasenx=cosasena 


Entonces: cosfcosy , senfseny 
cos? a senta 
será igual a 
AJ1 B)-1 C)2 D)-2 EJO 


(E3) Calcule el valor de la expresión : 
(1-tan*18")sen18"+(tan*54”-1)sen54* 

AM BJ4 ca DJS EJ2/5 

(1) De la siguiente ecuación cos2x+2c031+1=0 


calcule la suma de soluciones si x e (0;2x). 


Ajx  B)j2x C)8x DJ35 EJóx 
4 4 e 
ED Calcule el valor de Xx esc" (2K+1) 77 
AJ10 BJ165 C)20 D)25 EJ30 


E) Si sena y senf son las raíces de la ecuación 
asentx+bsenx+c=0 además, senta+sen*f=b 
calcule a*b-2ac-b* 

AJ1 B)-1 Cjo D)1/2 E)-1/2 
3) En el gráfico, T y M son puntos de tangencia de 
modo que TM=a y TA=b, Calcule el área de la región 
triangular OAT. A 


(0) 


y 
ara Bla oda? 
Dm bey a? Edo? 


E) Si cos(0-a)=a y sen(0—f)=b, entonces, el 


equivalente de a? - 2absen(a - B)+b* será 
Ajcos*(a+B)  Bjsen*(a-f)  Cjcos*(a-B) 
Djsen*(a+B)  EJ1 


€) De acuerdo el gráfico, calcule cos20. 


2a-b 


2a+b 2a-b 
E) 2 


b 


2a+b 
2b 


2b+a 
2a DA b 


A) B) Cc) 


¿2x 


2. 
€3) Calcule el valor de esc' eS 5 


AJ4 B)J3 C)J6 D)J8 EJ5 
€E8) Halle el equivalente de la siguiente expresión. 
era) eme) 
A)-3sec3a Bj3sec3a C)sec3a D)esc3a E)3esc3a 
cosacos P 


2) De la siguiente igualdad bl 


a B 0 
calcule tam 2 00l: > coto 
AJ1/4 B)1 Cjo D)J1/2 E)-1/2 


€) Encuentre el equivalente de la siguiente 
expresión. 
16sen* 10”- 20sen* 10*— sens0* 


AJsen10" B)-sen10" C)-5seni0? 
D)5sen10" E)-4sen10” 
€) De la ecuación : 


cos1”+c083"+c085"+... +c0sd5”=m 
halle la función de 2,/2fan2* en función de m. 


mm 2/2m-1 3y2/2m-1 yy 2m-1 
m(J2m-1) J2m-1 m-1 
D) 2/2m-1 py 2/2m-1 
m(J2m+1) J2m+1 
(Ed) Calcule el valor de : 
22 4 0012 2% y qop2 42 
cot o qn 3 
AJ6 B)8 C)9 D)J10 EJ12 


AMISCELANEA DE PROBLEMAS 2 [sax ] EDITORIAL RUDIVOS 


trigonométrica, mAPR = 0, Halle el área de la región 
triangular APQ. $ 


(9) Para que valores de la variable 9 la siguiente 
expresión está definida. 
z Vsen9—cos0 + tan? 0-3 


Considere que 9 e (0;27). 

2.35 _lal px, 2] (x z te] (x 
als: 7) E) als E Bl ol5: 5] Bl 
2 tal lxl px. 2%] [42 52 ]_ [x Sa. 
ol: 5) Bl als ls , 5) 3> >) 
(03) Del gráfico mostrado, halle tan O sisecumplequé y) 89 p, -e0s0 sen9coso 
AB=3BC A MR=RA qa 


2(1-c050) -sen0) 1-00) 
senGcosO senócosó 


py 2(1+c080) Ps (1=0080) 


(43) Si se cumple que sendx+cosdxcot2x>1 ¿qué 


valores admite cos2x7 
A)(-1:1]-10) — B)(-151] C)(-1:1) 
Dato a 2 (2 1) 
(8) Resuelva la inecuación cos3x+V3sen3x <-J2 
Considere que ke Z. 
Ta Ra ES 
aleros «atada altesan+z) 
Ñ J2 > J2Z é 3 iS Y3 e J5 3 36 3 36 3 3 
A AT Ma ote, 2 tn, 5n) ole e, 5) 
,: - ó 2 3 36" 3 36 3 36" 3 36 
(E) De la circunferencia trigonométrica, halle la PA 
ordenada del punto Pen términos de 9. ala ata e) 


() Halle el dominio de la función definida por 
f(x)=/tanz-1+ 008 2x;x 6 (0:25) 


aleteo) mfgto] ofi 
4" 43 (4 4 4 4 4 


Sx r 
mato) 
(3) Halle el rango de la función definida por : 
f(x) =3sen*x esc x - 8/3senx -1+ 
AJ[-J3;1) Bi; 42] Cl3-8/2;1] 
D)[3-8J2;2) EJ[-8/2;2) 


(9) Halle el dominio y rango de la función definida 
por: 


Di2c0t0-1 3 

D) E 2c0t0+1 1 

o gráfico mostrado, la circunferencia es la dl ( De ”e 
de o 


e 
Dira 


Alnx +(-1)" 527 B)2nx;9 Cin +(1)" 5581 


D)(2n+1)7 ;64 EJ2nx 5530 


(() Halle el dominio y rango de la función 


fíx)= z ¡neZ 
tandax +cot Jax 


ae" | PUES 3)- (0) — BIR-Ín?g) 1051/27 


+ xt. a 
C)R*- fa >), (o; 3) 
EJR-(3n*1):[2;+0) 
(Q) Sea la función definida por : 

f(x) =(2sec* x — 1)(2800*x — 2800? +1)+tan*x 


Halle su rango si Dom(f): (Ls A! 


A)(1:16) BJ[1;16) C)[1:16] D)[4;16] E)[0;16] 
(2) Halle el rango de la función, f(x)=/senx + /cos x 


AJ[1:/2] B[1:/2] O[1:48] DJ[1:45] EJ1:2) 
(6) Se definen las funciones f y g tales que : 

fíx)=tanx+cotx 

8(x%)=8secx 

Si fíx)-g(x)<0, entonces, respecto a x se afirma que 
A) pertenece al cuarto cuadrante. 
B) pertenece al segundo cuadrante. 
C) pertenece al tercer cuadrante. 


D) pertenece al cuarto ó al tercer cuadrante. 
E) pertenece al cuarto ó al segundo cuadrante, 


(9 Si el dominio de la función definida por : 
1 

q 1- cosx 1+cosx 

1-senx Vi+senx 


esas), halle su rango. 

AN(0s1) ao2) o(3:5) (2 :1) Eolo; 2) 

(O Dada la función : 
fíx)= 


DJR - (nx) ;(=03-2] 


1 
co08x — cos2x+cos3x 


indique su dominio en el intervalo l 3* ) 


alg] alg] ol 


ES ol 3x 
42 Es 


(49) Al graficar las funciones : 


x= 3x 5x 3x 
ia) 


az =8cos 
F(x)=4c08 3 A g(x) 8008 


¿en cuántos puntos se intersectan sus gráficas para 


xe[0;21]? 
AJ1 B)J2 C)3 D)J4 EJ5 
(1 Resuelva la inecuación : 

cos2xcoshxa<cos3x 


Si xe(0;x/2) 


ale) aloja) aloja 
ou) ag) 


(13) ¿En cuántos puntos interseca la gráfica de la 
función 
f(x)= cot[ + =)- cot[*e- =)- 2 tan 2x 


al eje de abscisas? six e (0; x) 

AJ2 B)J3 C)j4 DJ5 EJ6 
($) Determine en cuántos puntos interseca la gráfica 
de fal eje x si fíx)=e""* —|cox| Considere que 


x e (-200x; 2001) 


AJ400 B)299 C)399 D)J250 EJ199 
Ed Si: 
2senx 
eS senx-—1 


indique verdadero (V) o falso (F) para las siguientes 
proposiciones: 


D f(x) es creciente en ( :2) 


1) f(x) es decreciente en Es ) 


11) f(x) es creciente en (1; +00). 

AJVVV  B)VVF  C)FVF  D)FVV  EJVFF 
€)) Determine los valores de x que satifasen las 
siguientes igualdades. 


am -3)m() 


x+1 
AJ(1:2) BJ C)M-1:2) D)J(2)  E)[0;1) 


2/10 710 
Dz 50 


3) Grafique la región determinada por : 
: y21-4arccos52—3) 


(8) Halle el vaor de : 
Halle el valor de : 
Quarccos| 5 )+ 3xarctan 2x 
x x x Pr 
EG O A 
MU paña izango de pe : 
f(x) = (arctan 2)? +3x arctan 2x 


z ba? sa Ax za 
o) Mp) 


C)(1;0) 


EJ=050)-(=1) 


Da; 5) 
€3) Calcule x 
si : aresenx+arcsen(1-x)=areco8x, 


AJO  BJ/2  C) Dz) Eno: 3) 
(E3) Dada la siguiente gráfica , determine su ecuación. 


A)4arccos(3x—1/2)> y 

B)-1< ys 4arccos(3x-1/2)-1 
C)y> 4arccos(3x-1/2) 

D)y2> 4arccos(2x-1) 

E) ys 4arecos(2x-1) 


€) Halle el dominio y rango de la función : 


g(=)=2arocwn arcsenz) 


AJ0ssen5Ja (0;7%] B)[-sen5:senz|n(-5:5) 


A O 
col sen z:sen 5 |n(0:x) »]| senzssen]a10;2x] 


E)(-1;1) (0;2x] 


(43) Calcule el valor de : 


2 1 1 
io: + E PA 
x x x x bx 
az BG Cd DJS El 
(03) Si se cumple lo siguiente: 
tanx=coly;x € (o; 2 
x 
sen2x =col y; y € (0:5) 
calcule x-y. A - 
x x E 
AJO Br E D)5 Elx 


[ATRIGOSOMETRIA 5 >> >> ]887 (> >> IA ENCICLOPEDIA 3913) 


(3) Determine el valor de r se se verifica DIR (¿5 E) EI (33) 
a=cot49+itan30 32" 32 22183, 
b=-tan20-itan30 (03) Resuelva la inecuación : 

dende eee der arecos 2x -arcsen2x > 1 

4/30 246 /30 430 
AE BIZ CN6 Do ENS 
3 3 6 E B)-2,2 eN-;1 
(1) Grafique la siguiente relación definida por: 2" 4*2 22 
R=(ZeC/|Im(Z)+|Re(Z)|>2; Re(Z)Fm(Z)S0) 1- J2 :0] E 3 E 
4 2 
I B, 
ei 21m (09) Resuelva el sistema : 
xr 
Re a+0= E 
cos? 2a - sen? 29 = A q) 
ELE 
Aa Halle los valores que toma a sia e (0; 1). 
z x 2.1. 2r, 
ke ao) 0 men) qq) 
ax LA 
5) Ml 
Dj) Im Im a 
(0) Halle el número de soluciones al resolver la 
Re  '£cuación: 
Re senx — 1+2sen?x=0; x € [o; 2] 
+ A)J1 B)2 C)3 DJ4 EJ5 
(03) Calcule el valor aproximado de la expresión ; (O) Rosuaiva la scuación : 
arcsen(cos1)-arccot(cot4). 
22 sen8x+c08s8x+V/2sen16x=0; VkheZ 

Considere r=== kx, kx zx kx, 5x 

7 NS a Edo AA 
4 6 8 2 10 at + 5) az +3) E 2) 

A+ BIZ 0) DJS. po 
a 4 E z q or) 2) 

(9) Halle el rango de la función f definido por 2 8 32 4 4 32 

arecot?) (BResuelva la ecuación : 
x= 
F(x)= larctan x| [cos x]=lsenx|- 1; Vk e Z 

AJ(-o;-)u(y B)[1;+00) C)(-0;-1) atan Al az) -12kx)  C)(2kx) 

D) (13400) E)(-o;-1] Es á 
D)¡(2kR+D0= EJ): (4R +3) 5 

O Determine los valores de a de tal manera que la re 1) Jl 12) 

estación: (3) Determine el número de soluciones al resolver 

[arcsenítanx)]' -x%a-x* cos(2kx)=0;k eZ Ln (x|=|senxl. 


no posea soluciones. A)2 B)J3 C)4 DJ6 EJ8 
al) mr (5535) cre-| 33 | (1) Al resolver la ecuación trigonométrica : 
32 32 32 32 cos(x-y)-2senx+2seny=3, el valor obtenido para 


) a, b, e y d números positivos que están en 
progresión aritmética (en ese orden) al resolver la 
ecuación. 

ax bx 


A A AE 
cost (5 reos (5) 145 (cos (dx) +cos(cx)) 


Indique un conjunto solución, yk e Z- 


2kx kx áhx 2kx 
Va e ze a de) 
(3) Calcula las medidas de los ángulos de un triángulo 
ABC, si se sabe que : 
m<B-m<C=90" y b+e=ay2. 


A) 30”; 120; 30?  B) 100"; 10%; 70? C) 10%; 145"; 15% 
D) 50”; 110"; 20" E) 60"; 105%; 15" 


(2k+Dx 
a-d 


(O Enun cuadrilátero circunscriptible ABCD, de los 
lados 2 cm; 4 em; 10 cm y 8 cm, respectivamente, su 


Área es 4/10 em?. 
Entonces, uno de los valores de tan(A+C) es : 


/3 1 y3 
nz BN3 5 Dm E 
(3) En un triángulo ABC, simplifique : 

bsen2A+asenC+asen(A — B)- 2esenA 
2senA 
AJO Be Cjd Dja EJ1 


(O) En un triángulo ABC, si AB=c; BC=a y AB=b, 
simplifique. 


D)P/2 


EJ1 


Indique en qué triángulo se cumple que. 
b(a+b)(a-b) +bc*-o(b+c)(b-c)-a*e=0 
los rectángulos B)triángulos equilátero 


los obtusángulo D)triángulos isósceles 
os acutángulo 


al Oo /3 Dyda mE 


1 
7 NY 
(E2) Un triángulo ABC se inscribe una circunferencia 
de radio igual a 1 m. Si los arcos que determinan los 
lados en la circunferencia están en progresión 
geométrica de razón 2, determine . 
a b e 
cos A dE cos B es cosC 


ANT B)-27 q D)J=Í7  EJ)2J7 


€E3) Los lados de un cuadrilátero cireunscriptible 
miden a=12u,b=25u y c=52u. Si el área es 
650 u*, calcule m<(A+C) 


8 7 6 
AJx-arecos() B)x -arecos( 2) Crarecos(-) 


7 
D)arecos ES 


(2) Si Z=1+0enx= ico x;0<x<Z 


calcule el módulo de zcos(%+=) 


AJcosx B)cos= C)sen x Djsen= EJ1 


(É3) Halle la suma de los argumentos de los números 
complejos. 


1 
Z=c080+isen0;0 e (-x;x) de modo que [22 = jm 


x 3x 
AJO B)x C) 3 D) 5 E) 2x 


ÉNSean Z=e"";9 € (o; a! 


Halle la suma de argumentos de Z tal que 


A 


x 27 a 
A) 3 Br C) af 


E2Dado un triángulo isósceles ABC (AB=AC), 


mxA=36”, siendo M, P y Q los pies de las alturas 
trazadas de A, B y C respectivamente. Calcule el 
cociente entre las áreas de las regiones triangulares 


APQ y PMC respectivamente. 
44345 345 
A) ARS B)7+ E 


a £3) IS E 


3) Calcule los valores de M, si: 


1 1 
un 1-cosda 1+cos4a 
A) (V2;+=0) B)[2; +=) C) (1; +02) 
D) [v2: +2) E) (2; +:0) 


E9 Un estudiante observa que las agujas de su reloj 
forman un ángulo, cuyo número de grados 
sexagesimales y centesimales son iguales, luego la hora 
que indica el reloj podría ser: 

A) 3:15 a.m. B) 6:30 a.m. 
D)12 m. E)12:30 p.m. 


(ÉD Calcule los valores de tana si 


C) 6 a.m. 


9 
e e(s , E), semás Jeot8acosa < 0 
A) (0:1) C) (Va+2/2-42-1;42-1) 
D)(0;J2-1) E) (o: Va +22 - 2-1) 


(3) Cuando un rayo de luz choca contra la superficie 
de una superficie plana de un cristal, generalmente se 
desvía formando un ángulo. Si el rayo alcanza la 
superficie con una trayectoria que forma un ángulo A: 
con la superficie, continúa dentro del cristal formando 
un ángulo B, donde senB = (senA)/n 

n(“índice de refracción”) es una propiedad del cristal 
y es mayor que 1. 
SIA =60yn= 
aproximadamente. 


B) (0, J2) 


1,73 calcula el valor de B 


A) 25* C)45” D)J6 E) 37 
(BJUna goma elástica que sujeta, sin estirarla, a los 
puntos Á y B que distan 4m. La goma está situada en 
el segmento AB. La deformación de la goma es 
proporcional al peso que soporta. Del centro C de la 
goma se cuelga un peso y el centro pasa a ocupar la 
posición D. Si se aplica el doble del peso el centro, éste 
pasa a ocupar la posición E. Sabiendo que el ángulo 
a=60", halle el ángulo f ,sen14,5”=0,25. 


B) 30" 


A) 14,5” B) 15,5 
D)17P E) 25" 


(E)Halle el valor de: cos(A + B).sec(A — B) 
Si A, B y C son las medidas de los ángulos externos de 
un triángulo. Además se verifica: 

tanA = 2tanC - tanB 


B) 1/2 CJ 2 
E) -3 


C) 18* 


A) -1/2 
D) 2 

(£3Se tiene un lámina de aluminio en forma de región 
triangular cuyos 3 bordes tienen la misma longitud. 
Después, dicha lámina es puesta sobre una regla de 
tal forma que uno de sus bordes está en contacto con 
la regla. Si en el borde izquierdo se encuentra un punto 


D, el cual se halla a ($) m de la regla y a 3 m de aquel 


vértice que no toca la regla; si se hace girar la lámina 
hacia la derecha hasta que el vértice que no toca regla 
al inicio, esté en contacto con la regla por segunda vez. 
Halle la longitud de la trayectoria seguida por D. 


A) tam B) E J33-23m 


0) EcotiS'm D) 4xtan60'm EJE +2)m 


€3)Si alguien se encuentra en un punto B y se dirige 
en línea recta hasta llegar a un punto A. Seguidamente 
camina 4 m hasta un punto D (en una dirección 
perpendicular a la anterior) y siguiendo la dirección 
AD llega a un punto C, el cual dista 16 m de A. Si del 
punto medio M del tramo BC camina por una dirección 


perpendicular a EC, llegaría al punto D. Halle el valor 
de cosa , meMDA=a 


O 
€E0) Si se sabe que: 


02 E) -£ 


2 


Determine x para que los puntos P,, P, y Py estén en 
línea recta. 
A) 307 


P,(2; sens), (5; 24 quen): Pa(8; 5senx-1) 


B) 457 C)60"  D)75* E)90 


5 Aé 
(2 Halle los valores de x para los cuales la siguiente 
función no está definida, * 

Fx) =senxcos2xtandxcot8xseci6xcsc32x 


A) im+Dmez B) (2m+1)7:mez 


C) TA mez D) (m-3) 7; meZ 


E) (2m +5 meZ 


€3) Se construye un triángulo ABC (B=90") 
mx ACB =a ,BC = 1 seguidamente se construye 
otro triángulo DCB (B=90"), m< DCB=2a si 
a=2230' 


Reduzca (AC + BC)(DC + BO). 
A) 2co122"30* B) cot11"15* 
C) cot22*30* D) J2 E) J3 tanzo* 


(1) Si tuvieras un triángulo ABC(B=90") donde las 
longitudes de los segmentos AC y AB son 
(sen10"+cos10")u y (sen20”+cos20”)u no 
necesariamente en ese orden, ¿cuál de las alternativas 
escogerías como correcta? 


AJEl segmento BC mide J3sen10"p . 


B)La medida del «BAC es mayor que 45”. 

C)La longitud del cateto AB es mayor que la longi- 
tud del cateto BC. 

D)La hipotenusa mide (sen10”+cos10”)u. 


EJUno de los catetos mide J2sen40" . 


(DD) En una de las orillas de un río hay un edificio de 
42 m de altura, sobre el que se apoya una antena de 
transmisión de 14 m de altura. Halle la anchura del 
río sabiendo que desde ún punto A, situado en la orilla 
opuesta frente al edificio se ve a la antena de 
transmisión con el mismo ángulo que se vería otra 
antena de 6 m sitiada delante del edificio en mención. 
A4)42m  B) 40m CJ) 38m 

D)60m  EJ76m 


Msi: A+B+C=kx ; (k: par) calcule el valor de N. 
TENA RENE Ilan AlanC., 1=fanB+tanC 


m2. 01 
; 3. 


NsecÁ sec BuecC 


triángulo equilátero, probar que la suma de las áreas 
de las regiones triangulares ABA, y ADA, es igual al 
área de la región triangular A, CA). ; 


(8 Dado un triángulo ABC que ángulos internos 
cuyas medidas son a,f y 0. Si se verifica que: 
Ce 
cosfcos as Ea 3 
Demuestre que dicho triángulo es isósceles. 


(£3) Dado el cuadrilátero convexo ABCD, M y N son 
puntos medios de AB y CD respectivamente, P es 
punto de intersección de las diagonales, si los puntos 
M, N y P son colineales. Demuestre que AB//TD . 


ES Dado el cuadrilátero convexo ABCD, cuyas 
diagonales se intersecan en el punto E y forman un 
ángulo de medida constante, si C,,C,, Cy y C¿ son 
circuncentros delos triángulos ABE, BCE, CDEyDAE 
respectivamente. 


a) Demuestre que la relación entre las áreas de los 
cuadriláteros ABCD y C,C,C,C, es constante. 


b) Halle el ángulo entre las diagonales para que las 
regiones ABCD y C,C,C,C, sean equivalentes. 


OBJETIVOS: 
* Definir y aplicar el límite de una función. 


* Demostrar y conocer sus aplicaciones. 


senx | tanx 


Lim 3 Lim 
.20 x z>0 x 


UN LÍMITE EN GEOMETRÍA 


Se inscribe un polígono regular en un círculo, la 
diferencia entre el perímetro del polígono y la 
circunferencia del circulo puede hacerse tan pequeña 
como se quiera con sólo tomar un polígono de suficiente 
número de lados. La figura límite es el círculo, el área 
límite. El área del círculo. 


En estos ejemplos no hay 
dificultad alguna para 
determinar el límite; sin 
embargo, esto es la excepción 
y no la regla. Por lo general, 
se requieren formidables 
cm procedimientos matemáticos 


para determinar el límite de una cantidad variable. 


Consideremos esto: trácese un círculo de radio igual a 
la unidad; inscríbase en él un triángulo equilátero. 


En este triángulo inscríbase otro círculo; en el segundo 
círculo, un cuadrado. Continúese con un círculo en 
este cuadrado y sígase con un pentágono regular 
inscrito en el nuevo círculo. Repítase este 
procedimiento, aumentando cada vez, en uno más, el 
número de lados del polígonos regular. (Fig.1) 

A primera vista, uno podría suponer que los radios de 
los círculos, que van desminuyendo, se aproximan a 
cero como valor límite, Pero no es así; los radios 
convergen a un valor límite definido, distinto de cero. 


Como guía explicatoria, sólo 
debe recordarse que el proceso 
de reducción mismo, se 
aproxima a un límite a medida 
que los círculos, y los polígonos 
inscritos llegan a ser 
aproximadamente iguales, 


El valor límite de los radios está dado por el producto 
infinito al cuadrado («w ?)(Fig.2). 


io= Ecos E e E 
Radio= cos q 00E y 008 seais cosx/(n—2) 
Estrechamente vinculado con este problema, es el de 
circunscribir los polígonos regulares y los círculos en 

lugar de inseribirlos. 


Aquí parecería que los radios debieran crecer 
superando todo límite, hasta hacerse infinitos. Esto 
también es engañoso, puesto que los radios de los 
círculos resultantes se aproximan a un valor límite 


dado por el producto infinito: 
Radio = S 
cosE cosE cosE coco cos E 
3 4 5 (n—2) 


Y, lo que bastante interesante, los dos radios límites 
están relacionados entre sí de tal manera que uno es 
el recíproco del otro. 


CONCEPTO DEL LÍMITE 


Dada una función y F=(x), el límite de F(x) cuando x 
se aproxima o tiende a un valor h, es el valor hacia 
donde se aproxima la función. 


EJEMPLO 1: 


Sea Fíx)=x*+3 cuando x tiende a 2 (observa el 
cuadro adjunto) , F(x) tienda a 7. 


pd PD 
(e Jus [umi [io] > [300] se] 20] sol] 
Fís) tiende a 7 Flx) tiende a 7 


EJEMPLO 2: 
* En la figura se muestra el gráfico de: 


Y= fi 291 
* Note que: f(2) =7 


ahora tabulemos con algunos valores cercanos a 2; 


* Note cuando “x” se aproxima a 2; f,,, se aproxima a 
7, esto va a significar que el límite sea fla) cuando 
Mx” tiende a 2 es igual a 7; lo cual se va representar 
así: 

Lim fay=7 


* En una función trigonométrica , también podemos 


EDITORIAL RUBISOS 


*- Ahora bien, si tenemos en cuenta el gráfico siguiente; 
tenemos que cuando; 


x>x :fíx)>L . 
Aproximaciones 


(x<xp) 
x>x* :fí)>L laterales 
(x>xp) 


* Se define los límites laterales: 
Lim f=L ; Limf,=L 
xx) xo 
* Ahora bien, para que el Lim fix) exista, los límites 
laterales deben existir y ser iguales; 
+ Es decir: 


Lim fy= Lo Lia foo qa fx L 

IX 
OBSERVACIÓN : 
Si los límites laterales son diferentes, el Lera Fix NO 
existe ( Lim f(x):2)- 


x>x0 


POR EJEMPLO: 


Lim f,=3 Lim f,,,=2 
Y 17 
pero hi3 2 Íay2 
Li =3 Li =4 
Los Li fs 


Entendamos entonces el límite de una función; como 
aquel valor al que tiende una función, conforme su 
variable independiente se aproxima a otro. 


Recordemos algunas propiedades sobre límites de 


funciones : 
D) Lim (fayt Bl) = Pia fiy Ll 8) 
2) Li Vi? 8) = Lt foyo Lim 85) 


(12). Lim Fea 


3 Lim ci dy Y 
y x>x20|8,)] Lim glx) 
x>x0 
4) Lim=k ;k : cte 
xx 


5) Lim hf,.y=k Lim fi, 
5x0 1x0 
» [Lim f,,,V* 
02m M3 (Lo) 
7) TEOREMA DEL EMPAREDADO : 
Si: fix) Ex) < Mz) 
(en un intervalo abierto que contiene a “x”) 
(ele far La My) L> Ll 8) "L 


5x0 
Y; 
1 
1 
I 
1] 
10) h 
EJEMPLO : 
Calcular: ei "sen 1 ) 
x>0 x 
RESOLUCIÓN : 
* Sabemos que : -150em[L)<1 aoprenrn! (20) 
x 
* Entonces : 1 
as en) sx? 
Fl) ía) 7) 
* Observa ; 


Lim F(x)=Lim (-x*)=0 
o 0 

Lim H(x)=Lim(x*)=0 
0 0 


* Aplicando el teorema anterior se deduce: 


Lim x*sen (2)-0 
=>0 ES 


o] 


mm 


LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


Algunos límites de funciones trigonométricas, son un 
aporte valioso para el cálculo de funciones más 
complejas. Los principales límites trigonométricos a 
utilizar son: 


Lim cosx =1 Lim!" =1 Lim 9722 1 
=>0 20 x 0 x 


Lim(senz)=0. Limítanx)=0 Lim (12:02) -0 
:>0 0 0 x 


* Demostración de: 


* Observa que: MP = senx ; AQ = tanx 
* Además el arco AP =x 
Se deduce del gráfico que: 


MP< APS AQ 
Senx< xs tgx 


* Se divide a toda la expresión por senx, obteniendo: 


A do 
senx  Cosx 


> 12 ——2 cosx 
oa 10 
* Calculando el límite: 
Limi=1 ; Lim (cosx)= eos0 =1 


0 
* Entonces: Lam 2002) 
0 x 


* La gráfica de la función f, con regla de 
correspondencia, 


f (x)==2—, se muestra a continuación 


(LIMITES TRIGONOMETRICOS 6 J884[__ EDITORIAL RUBIXOS) 


5% 


* A partir de los límites anteriores se puede deducir 
los siguientes: 


Lim =a Lim Lim E =a 
=> Xx 0 0 x= 
tanax_ a 
A jaa 
EJEMPLOS 
* Lim 225% _ * LimÍ204%x _, * Lim 22n5x _5 
.0 x 20 :>0 Lx 2 


LÍMITES DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Lim(ArcCosx)=% 
x>0 2 


x 


(x-1) 


ai 


1 
a 


( 


13 
2)73 
FNA 


tg 3) > Observa que cuando x= 2' 


CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


ID) CONTINUIDAD EN UN PUNTO 
Se dice que una función f es continua en “a” si y sólo 
si se cumple las tres condiciones siguientes: 
Dita) existe ID)[ Lim f(+)] existe 
ni) Lim fíx)= fía) 
Si una o más de estas tres condiciones no se cumple en 


“a”, entonces se dice que la función f es discontínua 
en “a”. 


* Por ejemplo , en los Gráficos. 

* Fx) 7 L E 

* Lim fy=L  |'f” escontinua 

A A en Xq 
Eo 2 UA 


*Fixoj= La "f "noes L> 
* Li = 
aa Fey=La continua 


Fo) + Lim fi.) | en xo 
=>x0 


* También tenemos 
Si f y g son dos funciones continuas en el número 
“a”, entonces: 

* f + g es continua en “a”, 

* f- g es continua en “a”, 

* Fxg es continua en “a”. 

* fig es continua en “a”; g(a) +0 


II) CONTINUIDAD EN UN INTERVALO : 


Se dice que una función es continua en un intervalo 
abierto si sólo si es continua en cada número del 
intervalo abierto. 

*Una función f'es continúa en el intervalo cerrado [a 
;b], si es continua en el intervalo abierto <a ¿b> y 
además: 


Lim fíx)= fía) y Lim fíx=)=f ((b) 


La función f se dice que es continua por la derecha en 
“a” y continúa por la izquierda en “b”. 


SIRIGONOMETRIAS 8887 LA ENCICIOPEDIA 291% 


DEFIVICIONES ANÁLOGAS: 


Cubren el caso de intervalos semi-intervalos de la 
forma < a ;b] ó [a ; b> ó intervalos infinitos. 


EJEMPLOS : 
Sobre continuidad de funciones: 
D¿La función f(x) es continua en 5 2 


8senx 
Fx) 


a<E 
6 
-2/3cosx > 


RESOLUCIÓN : 
* Analizando las condiciones de continuidad en un 
punto. 


or(: )»e 11) Lim h(x)=4 y e h(x)=-3 


E 
* Dado que estos licalón a E condición 
no secumple, + f no es ESUBDAN en o , luego se 
dice fes discontinua en o, , luego Ménado también 
discontinua no removible o discontinua esencial. 


Calcular: E=LimiÉ% 
0 x 
A) BJO C)+w DG EJp 
RESOLUCIÓN : 
*De: ps 
E =Lim"%% Lim. 208% — E =Lim 222 
0. Y 0 x 230 XCOBX 
>E =Lim (tez, E )» E a E) 
0 x%  cosx FU x Jicosx 
> E= Lim x Ti 
sd x 230 008X 
Pe 07 07) 
Cia RPTA : “A” 


PROBLEMA 2: 


Calcular: A=Lim [| 
0 x 

AJ2 BJ5 , CJ10 D)7 EJ6 
RESOLUCIÓN : 
* En el límite: 

E) 

0 x 
>A Lim 942222) Lim 3+ Lim ss 
20 x ze 20 y x 
>2>A=3+2>A=5 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 3: 
Calcular: BL 2 
20 a? 

41 BO 0J0,5 D)2 DE 
RESOLUCIÓN : 


* De: Lim 1-cosx _ y ;,, (1 co9x) (1+cosx) 
:>0 x x>0 q? (1+co8x) 


2 
A > Bo Lim (sen E 
50 x*(14+c08x) 0 y 1+cosx 
sen*. _ Ze 
B =Li 
58 set A EL I4cosx 
e 1 
> B =Lim( ) E 
=0L x x=>0 l+co8x 
>8B= (Lim*=) A 
0 x 1+1 
1 1 
Bs (Ms 208 


PROBLEMA 4: 
Calcular: C=Lim 


:>0 


AJ1 B)2 
RESOLUCIÓN: 
* De: C=Lim 


:0 
* Desdoblando en fracciones homogéneas; 


ES sengx _ tar) 
x x x 


C)3 Dj4 


(enetsisenss - tr) 
x 


> C=Lim 
30 


. tanx 
Lim E 
x 0. x 
1 3 1 


>C=14+3-1=3 


> C=Lim cos2x +Lim pena 
0 0 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 5: 
Determina el valor aproximado 
muy próxima a Se 
49 B)-1 
RESOLUCIÓN : 


<0e% cuando x está 


az 
2 


D) Z 


3 EJ2 


C)JO 


0 
cn Evaluando, tendremos EE 


*Se pide :C=Lim 


RPTA : “B” 


AJ5 B)10 
RESOLUCIÓN : 
* En la expresión: 


D)20 


* Desdoblando el límite: 
D>(Lim 


senfx 
0 x 


)x(Lim ) > D=5 x2=10 
20 x 
plat A 


RPTA : “B” 


EJ2 


E asentr-x) 
s (a+xMr+x) 


sen(r—x) $ 
. 7 E 
pim SER(x — x, 
a CEA E 

a ; al E 
DET cd a] 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 8 : 
P=Lim ( senóx ) 


0 


Calcular: 


- DJ2,5 


AJ6 
RESOLUCIÓN : 


* En la expresión: 


.  [sentx 
5 Lam (sens) 


* Dando forma a la expresión para aplicar propiedad: 


B)J2 


sendx 
P =Lim| —— lu... dividimos entre "x" 
*>0 | sen2x. 


x 
* Desdoblando el límite: 


AJ1 
RESOLUCIÓN : 


B)2 


PROBLEMA 10: 
Calcular: 


4)12 BJ8 
RESOLUCIÓN : 
* En la expresión: 


(| cosx—cosT7x 
roo 


* Transformando a producto el numerador; 

2sen3xxsendx ¿, ([sendrxsendx | 

( a )- 21m pa ) 

sengz eS ass 
x 3 


D)10 


K=Lim 


0 


ES K=2Lim/ 
20 


* Desdoblando el límite: 
£=2( Lim A 


ad E 


»K = (2)(8)(4) = 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 


P=Lim 


x>0 


a — 2Zarccosx 


AJ1 B)2 C)3 DJ4 
RESOLUCIÓN : 


*De: 


>P=2(1) =2 


RPTA ; “B” 
PROBLEMA 12: 


Calcular: 4 [A 
A is a 


A)2 BJ4 
RESOLUCIÓN : 
* De la expresión: 

M=Lim (pet 
* Transformando a producto el numerador: 


A a DA Pena) 
20 senx 


D)J8 


senza) a. (Sen2x=28senx.C08) 
senx 


=4 Lim cosx= 4(1)=4 
+0 


1 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 13; 


El verdadero valor de a 


, para: x = 360", es: 


AJO B)1 C)2 DJ3 EJN.A. 


RESOLUCIÓN: 
* Evaluando la expresión para: » = 360” , tenemos: 
30 TE 7" (indeterminado) 


1- eo8x 1+ cosx _ E 
senx — I+cosx senx(1+cosx) 1+co8x 


* Ahora : 


senx 


* Evaluando una vez más tendremos: 7 57 =0 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 14: 
Si x se aproxima a Z entonces la expresión. 


3 
E= tan x+tan2x 
cos x+c082x 


8/3 2,13 
TAI 


se aproxima a: 


620 ae 


4/3 
DS pe E 


A) E)- 3 


RESOLUCIÓN : 


Considerando a E para sUBnoO ==5, se encuentra la 
indeterminación de la forma 2 y» luego reduciendo E. 


senx sen2x  sen(x+2x) 


2008 2007 coscosts cos $ cos x: cos2x 


* Luego tomando límite y evaluando : 
Bx 
sen 
Lim E=Lim HE | 
ES 5 o 00 x cos2x 


> LimB=- 32% >% 


3 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 15: 
Calcular: 
P= La = costs) 

x«>0X 1-co92x 
AJ9 B)10 C)25 D)625 E)100 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerde que : 20 


1-0090= 2s0n" 


de e fa) 
1-cos2x) +01 2en*x 


2 
ES P=Lim( 22” z). Lam (ens) 
E 
* Por propiedad : 
2 
Prim tentz) 
0 X senx 
2 
sen3x Lim 22n3x gy 
E Peli 25 l230—e — =(5) = 
>0|_senx FRI fui 1 
x 0 x 
RPTA : “4” 
PROBLEMA 16 : 
Calcular: P= Lim 12093 
0 sen*4x 
7 3 3 9 
D 
AJ1 B) 29 lr To E) 
RESOLUCIÓN : 
* De: 23% 
De: ren? 3% sen' 2 
1=co08x _ 7 RS 
x>0 senáx  :>0 sentádx =>0 sen dx 


RPTA : “E” 


D)J8 


D) 18 


RESOLUCIÓN : 
* En la expresión , factorizando “tanx” 


cres o | , 
20 x > 
2 
DR Lim [tenz 2een = 
=>0 a? 
2 2 
= An Lim 100 2een de) 214 [ten sen z) 
20 a? :>0L y a? 
2 
>A= 2( Lim tenz) ( E a 2x1x9 =18 
0 x :>0 a? 
1 9 
RPTA: “D” 


Calcular: la 
o E 
4 2 
A) B)-1 C)2 D)-2 E) 5 
RESOLUCIÓN : 


* Note que a diferencia de los ejercicios anteriores, 
“fx” no tiende a cero, sino a r/2;entonces la idea es 
hacer cambio de variable: 


* Como: 
E 
¿22-730 000:x-a=h >= 


* Luego: 


cos(x—*) A 
a E Jean celos Pa) 
7 x<- 2 a A 


h-0 
h 


Ed x 
E HE Jrre[ 9) 
4-0 % Al 


* Recuerde que: 
Cos E E n)> senh........(por reducción al IC) 


* Luego: 
cd N=Lim 200 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 20 : 
Calcular: ye tap +2) 


0 


4J2 m3 02 
RESOLUCIÓN: 
* Hacemos cambios de variable: 


EDAD (A-A)30;500: X= 75 = HH 


PROBLEMA 21 : 
Calcular: F=Lim (seen 2) 


xo x 
A) B)2 


RESOLUCIÓN : 
* Hacemos un cambio de variable: 


C)J4 


1 1 1 
comox=>w>—=>0;800: ==b=> x= 
x x b 


RPTA : “B” 


Calcular: 


AJ1 B)-1 Ejno existe 


RESOLUCIÓN : 
Cuando hay valor absoluto, lo mejor es trabajar con 
límites laterales. 


. [senz]_ ,. senx . 
DL 1] ) Da ¡ya que: x<0 


senx 
=- Lim —=-1 
Z20 Y 
y 


1) Lim (Er) = Lim (2222); 30 que: x>0 


0 0 


ES a) Lin en mo existe 
0 lx] =>0 |0| 
RPTA:: “E” 


PROBLEMA 23 : 
Calcular: A=Lim [(1+8sen2x)""] 
E 


Aje Bje* 


RESOLUCIÓN : 

* Para este tipo de problemas, debemos recordar que 
si: Lim (Mis 1*es dela forma: 17; entonces se hace el 
siguiente cambio : 


Lim [fi 19% = e 
oe 


C)e* Dje* Eje” 


Lim Ufizy 18651) 
za 


e: Base de los logaritmos neperianos. 
* En el problema: 
A= Lim [14+sen2x)" ]=1* 


rr 


Ez +sen2x 
7 


E td 


* Hacemos el cambio: 


Limi(1+wen2x-1)secx)] 
A 


Ase 2 
Lim [(1+sen2x-1)secx] 


> 
>A=e 2? 
* En el limite: 


Lim (sen2x . secx)= Lim (2sens cos ) 

pa peo cosx 
z 7 

= Lim (2senx)=2 Lim (senx)=2 


-. => 
2 2 


1 
* Reemplazando en (1): 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 23 : 
¿La siguiente función es continua en x=0? 
fiy= sen lx|;xx*0 
4;x=0 
RESOLUCIÓN : 
* Investigando las condiciones: 
DRO)=4 
1) Lim fíx)= 0= Lim f(x) 
1>0 0 
Lim fíx)=0 


x>0 


11) Lim Fix)= fí0 


(3 Calcular: 


A) B)2 C)3 D)4 
(E)Evaluar: Lim xclg3x 
EE AJSIZ BUS Cr4I3 D)3l5 
Si la siguiente función: 
dsenx—-1;0sx<E GHEvaluar: Lim¿2n 
6 0 x 
Y = fia Acos2x+ B; E sx << aJ1 B)-1 C)2 DJO 
S 
V2 sen 51; E grs (Hallar: Lim 3242 + sen2x 
o senx 
es continua en todo su dominio, calcular: J=A? +B? 
6 5 AJ6 BJ5 C)J3  D)-6 
A) 4 B) 3 C)5 D)10 
(63) Determinar: eS E 
RESOLUCIÓN : Lim HE 
* Como es continua en todo su dominio, lo es en cada 
punto de él, así que vamos analizar en _ y a a ed oR me 
D Ls fa=f, Tis 278 ae (9) Calcular: sen?x 
>- E ); donde peo (%) existe si sus límites IZ 
laterales son iguales A)J6 BJ5 C)J3 D)J2 
* Es decir: (Hallar: Lim 1-cosx 
Lim fc,)= Lim fo, 230 1-cosx 
Pa ¡EA 
A a AJ2/3 B)J4/3 C)1/2 D)2/1 
(63) Calcular: Lim F8% 
70 /2x 
1) Limf,,= 
ed lg; ANS/2 BWS/2 CNS DWZ 
Pd (09 Hallar: Lim 28nx—cosx 
A 
4)1/2 B)2/1 C)J3/2 DJ1/3 
2a z ns Ftsenaz 
PRA V2sen +1 > B- Alec (11) di 


EJ6 


E)5/3 


EJ3 


EJ7 


E)-2 


EJ7 


E)8/2 


E) J2/2 


EJN.A. 


s 


(E Calcular: cosax+1 
x>0 (1-1) 
2 2 
EE 2 mes E 
A) 3 B)r C) 4 D) 3 
(E) Calcular: s,. VÍ —cosx 
TES 
NE y2 NE 2 
ME] US 
(6) Calcular: tg4x 192% 
xr 1g3x—tgx 
AJO B)1 C)-1 D)2 
(A Calcular 
ta) 
Lim — -ctgx 
2>0 xl senx 
AJO B)1 C)1/2 D)-1/2 
(O Calcular: Li sen? 4x 
250 xsenSx 
AJd/3 BJ8/8 C)16/3 D)J1/3 
O A=Lim sengx + tan2x 3 
=>0 (senfx + tan3x +x 
2 2 3 
AJZ B)J2 == 
) n ) 3 C)1 D) y 
(5) L=Li sen7x -—sen3x—x 
=>0 [sen7xa+sengx + 2x 
1 1 
AJ2 B) 3 C)4 D) E 
-. |0083x — cos7x 
(9) A ) 
AJ5 BJ10 C)20 D)15 
¿, [cosfx -—cos7x 
Dom 
AJ2 BJ4 C)6 D)J8 


x 
EZ 
LS 


E)-2 


E)-1/4 


E)2/8 


1 
E) 3 
EJ40 


E)12 


AJ2 B)2" 02 
$ s= Lainez en) 
0 x-0 


Ajseng9 Bjeosg  C)sen20 


Ed T= Lim c02a corts) 


E)-8 


E)2s 


D)cos209 EJ Z0080 


Ajsen2a . B)2sen2a C)2cos82a D)2sena E)cosa 


'AJ1 B) 


SEG 


* Evaluar los siguientes límites: 


O c=Lim223% 
> zx 
AJ1 B)J2 C)J3 
.. tanlx 
Oi 
1 3 
A) 3 B)J6 C) z 
= Lim [802% + tandx 
a E 
AJ)2 B)4 C)J6 
pim) $en7x—tan3x 
O u-1o [amoo 
AJ1 B)2 C0)3 
(0 p=1i (eme) 
0 sendx 
5 3 5 
a B) 5 C) 6 


¡2 C)3 
DAYRRAGTICA: 


D)-3 


D)J4 


DJ8 


D)J4 


E)-1 


DIRIGIDA 


EJ5 


EJ10 


E)J6 


EJ15 


C)3 D)J4 EJ5 
esc2x — 2co0t4x 
a (U+cosx)(2cosx — 1) 
A-3  BJ8Já CI2J3 Dz a E)- ze 
Calcule: 
o Lim(secx) 0" += 
AJJe Be” C)e? De EJe 
(O) Sea _1-cos(sen3x) 
fe)s sen2(send4x) 
Determine Lim f(x) 
poe 
A $ 
A 32 BJ1 CJO D)J2 E)-1 
(O Calcule el siguiente límite 
ii Lim 2202: tanx+2tanx 
pea cos x +c0s 2x 
Y3 1 2/3 3 843 
MS B)-35 A D)-5 m7 
(ODetermine el valor del siguiente límite 
tan(2xx)+008(*3 >) tan(*>) 
io ONE) 
:>2 x*+4x-12 
5x 5x 3x Ix 3x 
pS > Y pl E. AD pl 
A) Z 33 C) 32 D) 33 EJ 
(Siendo  f(x)= colotr y 8(x)=3x-2x, 
A) or" Din EJ2 
Oiendo la fune 


E f(x)= 


(BSi a,b e R determine el límite siguiente si existe 


bsen2x+acos(x?) 
de 1+a? A 
AJA B)1 C)2 DJO E)-3 


((DEn la figura mostrada, calcule 


A)2 19H) 


(DCalcule el verdadero valor de la siguiente 
diferencia, cuando x se aproxima a cero. 


B)1 


D)-1 E) 4 


E 
sentx 1-cosx 
A) z B)J0 C) = D)1 E) 2 
4 2 e 
((3)Halle el valor del siguiente límite L, si 
E al 
Si 
A)2 B)J6 C) 10 D)J8 E) 2048 


(MSiendo f(x)=-12c085, halle el punto de 


intersección entre el eje de ordenadas y la recta 
tangente a la gráfica de f en el punto (x;b). 


A)J(0;-2/3x)  B)0;-2/31-6)  C)(0;-6x) 
D)(0;-/2x)  EJO:-J/3x-6) 


€D Una escalera de 8 m de largo está apoyada contra 
un muro vertical. Si su base es empujada 


horizontalmente lejos de la pared a > qm, ¿con qué 

rapidez resbalará la parte superior sde la escalera 

cuando 0=% rad? 
7 6 

A) + m/s 


3 
B) le 


Ema 


1 
D)- mis 
E) Im/s 


9 Calcule el valor aproximado de sen 3045". 


Considere 243 0,022. 


A) 0,501 o C)0,509 D)0,511  E)0,522 
(8 Calcule a+b, a partir de la siguiente función 


sen3x+ax+bx* 
5) —_——A—Á 


tal que sia está muy próximo a 0 entonces también f 
está muy próximo a 0. 


1 3 9 9 
a B)-5 Ci Elz 


£B)En la figura mostrada, S representa el área de la 
región sombreada; además AOB es un sector circular 


p Ss 
con centro en O; AB=b y PM=h. Calcule Lim (5) 


10) 
2 3 3 4 
e E DÉ E 
A) B) 3 Cc) 3 ) 4 Bl 
(Halle el valor aproximado de la siguiente suma 
M = sen 2 sen 23 sen, 
2002 2002 2002 
sen ES sen > + sen -E 
2002 2002 2002 
E 
25387 10478 4875 12774 5460 


(9 Silos catetos de un triángulo ABC (B=90") , miden 


2sen(60” —a) sen(60”-a) Y 5(2c0sa +1), siendo a 
la medida del menor ángulo de dicho triángulo, halle 
la medida del mayor ángulo agudo aproximadamente. 
A)81,27" B) 86,75" C)84,86"” D)85,25* E) 84,27" 


E Calcule el siguiente límite 
Lin tenen tooez-1)) 
oz sen(cos x) 
41 BA C)Z  DJ2  EJO 


(3 Grafique la curva definida por lesa ecuaciones 


paramétricas dadas 
x= pc 


Y =0en b- COB brmirimosrs (2) 


AJ 


1 SABIAS QUE 3 

La aparición del análisis infinitesimal fue la culminación de un 
largo proceso, cuya esencia matemática interna consistió en la 
acumulación y asimilación teórica de los elementos del cálculo 
diferencial e integral y la teoría de las series. Para el desarrollo de 
este proceso se contaba con: el álgebra; las técnicas de cálculo; 
introducción a las matemáticas variables; el método de coordenadas; 
ideas infinitesimales clásicas, especialmente de Arquímedes; 
problemas de cuadraturas; búsqueda de tangentes... Las causas 
que motivaron este proceso fueron, en primer término, las 
exigencias de la mecánica, la astronomía y la física. En la resolución 
de problemas de este género, en la búsqueda de problemas generales 
de resolución y en la creación del análisis infinitesimal tomaron 
parte muchos científicos: Kepler, Galileo, Cavalieri, Torricelli, 
Pascal, Walis, Roberval, Fermat, Descartes, Barrow, Newton, 
Leibniz, y Euler. 

El concepto de Cálculo y sus ramificaciones se introdujo en el siglo 
XVII, con el gran desarrollo que obtuvo el análisis matemático, 
creando ramas como el cálculo diferencial, integral y de variaciones. 
El cálculo diferencial fue desarrollado por los trabajos de Fermat, 
Barrow, Wallis y Newton entre otros. 


Así en 1711 Newton introdujo la fórmula de interpolación de 
diferencias finitas de una función Ax); fórmula extendida por Taylor 
al caso de infinitos términos bajo ciertas restricciones, utilizando 
de forma paralela el cálculo diferencial y el cálculo en diferencias 
finitas. El aparato fundamental del cálculo diferencial era el 
desarrollo de funciones en series de potencias, especialmente a 
partir del teorema de Taylor, desarrollándose casi todas las 
funciones conocidas por los matemáticos de la época. Pero pronto 
surgió el problema de la convergencia de la serie, que se resolvió 
en parte con la introducción de términos residuales, así como con 
la transformación de series en otras que fuesen convergentes. 


GON( 


DEFINICIÓN DE DERIVADA: : 


* Definir e interpretar geométricamente la derivada 
como pendiente de la recta tangente a la gráfica de 
una función. 

* Discutir el comportamiento de las funciones y de 
sus gráficas. 

INTRODUCCION : 

Enel análisis matemático , el concepto de derivada de 
una función ha sido de distintas formas. Vamos a 
revisar el concepto, empezado desde el manejo de las 
rectas secantes y tangentes a una curva; y que mejor 
con una función conocida: 


Y=fa=r? 
Y L * Tenemos la recta Lg 
2 secante a; y=x*; que 
Q pase Por Pos 0) yQ, 
definido por un 


fiar" fs) incremento “h” en “a 
,como: (a+h;f,,, 5) 
.x * La pendiente de esta 
recta es: m = tana que 
se calcularía así: 


f (x+h)- f(x) 

h 
Si hacemos variar “h” sin dejar de pasar el punto “P”, 
de modo que h > 0; la recta Lg a en recta 
tangente a la curva: y = md 
* Calculándose ahora, de > esta y manera: 


m= tana = 


Fech) fé 
h 


in x42xh+h? a? Y 
40 h 


3 Jun (2x+h) > m= 2x 
h0 


¡Q>m=2(2)=4 
1)>m=2()=2 


Sea “f” una función definida en un intervalo I, se dice 
que “f” es derivable en un punto x, e J respecto de 
la variable “x”, si la función de “A”: 


Fesprh) 7 Luo 
h 
* Es bien definida y tiene un límite determinado 
(finito) cuando: h > 0. si es así, escribiremos: 


: y Flo +90 £tx0) 
==, IAB 
Fi Lim h 


* Otra notaciones: 


si: y=f(x)son: Lila y' v 1) v D'(y) 


dx 
y f'(x¿)sellama derivada de la función “f”en el punto 
ET 
* Por ejemplo ; si tuviésemos ; 
A pe Lamy (Ane 
rta is pare “DAR 
* Simplificando el numerador: 
2 2 
> Fay im ps +(x+h) x+x 2) 
0 h 
> > Lim(x* +2xh+h xa +xh+x?) 
=Lim(3x* +3xh+h*)=> f 23: 
> 
PROPIEDADES : 
DSi: foy=x">f y =nn0"* 
2) Sis fiaj5 Brajt Ps) > E (937 Eloy ER is) 
3) Sis f,= k> f (ay> 0; k : constante 
4) Sis fi.)= RBra) > F (53 RE ts) 
5) Si: fi,,= 73 Bo > Par Ea Mart BM) 
6) Sis fy= 20 > py,2 EM) Ea 2 
so lx) 3 2] 


* Así como también, algunas derivadas de ciertas 
funciones: - 


Y Sit Faz 


DA 


5 1 
DSi fy=r> fy= en 


9) Sk fi = 0x3 f 1y= 0% «Ina 4) Shi fo =>T : 


(STRIGONOMETRIAS 86 2 TA ENCICIOFEDIA EO13) 


DERIVADAS TRIGONOMÉTRICAS 


A partir de la definición de la derivada de una función 
se puede hallar las derivadas de la funciones 
trigonométricas , y partirdeellas deducir 
propiedades adicionales , por ejemplo : 
DERIVADAS DE LA F.T . 3 senx 

* Sabemos que dada: 


, O A 
9= fis Foie) 
* Para: 
sen(x+h)-— senx 


hd Tu= senx > f (.=Lim h 


* Transformando a producto el numerador: 


h 
h h 2sen 
a O 


h 0  h 2 
h 
eS sen IAN e 
318 ys 13 gapom(=++) =2%3 cosx 
3 cos 
> f .¡=008x 
DERIVACIÓN DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


TEOREMA: Las funciones trigonométricas son 
derivadas en todo su dominio 


* (cotx)'=-csc*x 
* (secx)' = secxtanx 


* (senx)'= cosx 
* (cosx)'= -senx 


*(tanx)=secix  *(cscx)' = esexcotx 
EJEMPLOS: 
Función Derivada 
LD) y= 3senx > y = 3cosx 
H) y =x + cosx > y'= Lsenx 
UD) y= x-tanx > y=1-8e0*x 


IV) y= x secx > y'= secx (1 +x tanx) 
V) y = 2x cosx-2senx > y'=- 2x senx 


PROPIEDADES ADICIONALES 
DE DERIVACIÓN 
FUNCIÓN COMPUESTA : 
Sii9= figiey > 9 '= Bio (glp 
EJEMPLOS: 
I) y= sen(x*+2x) y = (1 +2x)'x[sen(x* + 2x)] 


1L_ > y = (2% + 2) cos(x* + 2x) 
Focas) 


HI) y= sen a, y' = (senx)'x[sen(senx)]' 


> y = cosx.cos(senx) 
1001) 


un Ine y = (dx)'xísendx)' 
> y = deosdx 


IV) y=tanBx > y = (64) xítanbx) 
Y E, Y 
Fey) 1300. % 
V) y=c08 (senx)—, y' = (senx)'x[cos(senx)]' 
Sw _> y' = cosx[ — sen(senx)] 
For) => y' =-cosx.sen(senx) 


CASOS PARTICULARES : 
A) Siy = [fal > Y Enf 1"? Pi 
EJEMPLOS : 
1) y=sen*x > y' 2(senx)x(senx)' 
cose 
2 y = 2senx x cosx > y '= sen2x 
1) y = 4sen*x > y'=4x3 (senx)* x(senx)' 
——— 
cos 
> y =12sen*xcosx 
III) y=2tan*x > y' = 2xb6(tanx)*x(tanx)' 


sect 
> y = 10 tantx x sec*x 


IV) y=Vsenx 
Sy = (ena? > y => (senxJ "2 (senx)' 
3 y=< (ocn xcosx=HloenaJ? xco8x 


CO8x 


2 


»y === 
3WYsen“x 


B) Si: y=En(f,)> y Fi 
(a) 


EJEMPLOS : 


LD) y=Ln(senx) > y'= l AA EA cosx 
senx senx 
> y = cotx 


1) y=Ln(tanx) => y = 


tanx 


0)Si: y=e > y= ex fr 


queremos 


E A ee hallar la ecuación de L,, aplicamos: y -y,= My (Xp), 
DEnercqy e x(senx)' > y'= e ""x cosx donde: (%, ; ya).es un punto de paso de la recta, que 
IM) y=e "" = y =e'""x(tanx)' > y'= e'""*x sec*x puede ser el punto de tangencia mismo, por Ejemplo: 


* Luego, la pendiente de L,. es: m,=12. Si 


11) y=e% > y = e x(c082x)' Y; Er 
» y = e x2(-sen2x)> y! = 20 sen2x 8---- (2:8) 
TEOREMA : 


Derivadas de la funciones trigonométricas inversas. 
Sea 4 una función derivable : 


» A » IS 
(arecseny)'= rap (arecot y) Er? X 
*(arccosu)'=- Y * (aresecu)'= qe 
1-4 ll y?-2 
1. E > 17 
* (arctany)'= > = 
( 14) A (arcescu) mari 
EJEMPLO : + ba el punto es (2; 8), luego la ecuación es: 
“arta 8. pre => Ly: y=12x-16 
1307 14007 VEAMOS AHORA OTRO EJEMPLO : 


z con la función: y = f,,, = 4sen2x ; y la recta tangente 


en el punto x= x /6 (hallaremos su ecuación). 
D fix y= deen2x > f ¡> 1(2c082x) = Bcos2x 


Dz 
(x) G S 1 1 

*(arcsen/xJ= = = = 
e Vida ME NA ls? 


(e) 2e** 1 

*larcsen(e”)y= = _— 

ERE Al lA 10 mp =P y Sos 5= 3(7)>mp=4 
6 


RECTA TANGENTE A UNA CURVA 
* Dada la recta L, tangente a la curva y = f,, en “x,”; 
su pendiente my se calcula como: m =f"(x,) ; es decir, 
es el valor de la derivada de f(x) evaluada en “x,”. 


111) Tomando como punto de paso He 


sería: e 243) 


| le 
POR EJEMPLO : 
E 2x E 2 
En la figura tenemos la curva: y = f,,=x” y la recta > y -NI=dx 7 Les y 4137 
tangente Ly a ella en el punto de abscisas 2. EJEMPLO: 
RESOLUCIÓN: Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de 
nos: f'=3x* , F(x) = 2x*+4x*-5x-3, en un punto de la curva cuya 


6 fia =3(2)*=12 abecisa es 1. ALE cn 


RESOLUCIÓN : 

* Calculamos el punto de la tangente para x=1 

F() = 2(1)* + 4(1)*-5(1)-3>F(1) =2 ; el punto 

de la tangencia es (1; --2). 

* Calculamos la pendiente de la recta tangente 
F(x)=2x"+4x*-5x-3>F(x)= 6x*+8x-5 


para x=1> F(1)=6(1* 8(1)- 5=9uwuanm. 
. pendiente 

* Ecuación de la recta tangente: 
Y-Yo=MÍ(x—xp)> y -(-2)= Dx-1) > 9x-y-11=0 

REGLAS DE L' HOSPITAL 
La regla de L'Hospital reduce la determinación de 
límite de una función de la forma: £(% en los casos de 
indeterminación de los tipos : 8(=) 


f: 
2 5.2 cálculo del límite de => 
0... Bí=) 
si este es también indeterminado de una de esas dos 


formas, sus límite a su vez se reduce al de Fo y así 


sucesivamente, es decir: E (5) 
5 fa Fi _ f” fx) 
Lim" =Lim"2L=Lim £L= naa 
180 Bla) 550 B 5) 50 Ea) 
0,2. 
* Siempre que los límites sean del tipo :; ó = 


* Por ejemplo , calcular: 


senx 
D A (que ya sabemos que es 5) 


* Note que es de la forma : ó 
* Luego: 
A=Lim! y im =5Lim cosóx 
20 (x) 0 0 
1 
>A=5 
1) B= Lim? A) 
* Al tomar el límite resulta : - 
as => Bs LÍA (1-00sx)' _ im 2enx 
o (ar) 
* Al tomar el límite resulta : > 
* Luego: 
de > Br Lim 2272). y joy 295%. 
x30 (2%) 0 TE 
=> Tomando el límite: B=5 


11D) C= Lim 9% a 


o ia 


yA 


=0=3 Lim (cosx?)2x q3 = 3 Limcosx* =C=2 = 
Bío 2 


EJEMPLO 4 : , 


Calcule el valor de: 
e-e*-2x 
0  Xx—8eNnx 
RESOLUCIÓN: 
* Evaluando tenemos: 
. e -e*-2r e0-e%-20)_0 
y LAI o y A 
pa x-senx 0-sen0 0 


* Por el teorema anterior: 


Lim E 2% _ pop (EE 28) _ py He 2 


x 0 x-senx 0 (x-senx)  x-0 1-cosx0 2 
* Aplicando lo anterior: 
oa (e*+e* - 2) e-e*_0 
£0 (1-cosx) x0 senx 0 
Bl e e ete? _ er 
x>0 (senx) x-0 cosx cos0 
* Por lo tanto: 2 
-* 
7 A 
x>0  x-8eNX 
NOTA: 


Para la formas indeterminadas 0”; 17; wo”, buscamos 
tener la formas indeterminadas anteriormente 
señaladas. 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 


En ésta sección se exponen las aplicaciones de la 
derivación a problemas del análisis matemático; 
estudio de la variación de las funciones, máximos, 
mínimos, concavidad y convexidad de las curvas, 
puntos -de inflexión. Comenzamos con el estudio de 
números críticos: 


DEFINICIÓN DE NÚMEROS CRÍTICO 


Si una función f esta definida en x,, se dice que x, es 
un número crítico de f, si flx)=0 ó si f no esta definida 
en Xp. 


Blocs máximos o mínimos de una función en un 
intervalo. 

TEOREMA : 

Siuna función “f” tiene un extremo relativo en+=x,, 
entonces x, es un número crítico de la función f 


FUNCIONES CKECIENTES Y DECRECIENTES : 
EL CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 


La derivada va ha determinar cuando una función es 
creciente, pues una derivada positiva implica que la 
pendiente de la gráfica asciende. Analógamente una 
derivada negativa implica que la gráfica de la función 
desciende y una derivada nula en todo un intervalo 
implica que la función es constante en él. 


Sea f una función derivable en el intervalo (a ; b) 


* Si f'(x)>0, Vx e (a;b), entonces f es creciente en 
dicho intervalo. 


* Si f'(x)<0, Vx e (asb),entonces f es decreciente en 
dicho intervalo. 


* Si f'(x)=0, Y x e (a;b), entonces f es constante en 
dicho intervalo. 
EJEMPLO: 


Determine el conjunto de valores en los que es 
creciente 0. Leda, . 


RESOLUCI 
* Si fíx)=sen 2x > f '(x)= 2c082x 

* Para calcular los números críticos de f, hacemos: 
f'(+)=0 

* Es decir: 

e 2c092x =0> cos2x =0 


* Como no hay puntos en los que f no este definida 


concluimos que rt y ae, 
4 4 


son los únicos números críticos, 


La tabla siguiente resumen los ensayos para el signo 
de f en los tres intervalos determinados por esos 
números críticos; es decir: 


Criterio de la primera derivada: 

Sea x, un número crítico de una función “f” continua 
en un intervalo abierto I que contiene a x,,. Si f'es 
derivable en el intervalo, excepto quizá en x, se tiene: 
* Si f' cambia de negativa a positiva en x,, fx,) es un 
mínimo relativo de f. 

*Sif' cambia de positivo a negativa en x., fíx,) es un 
máximo relativo de f. 

*8if' no cambia de signo en xy, f(x), no es un mínimo 
ni máximo relativo . 


CONCAVIDAD Y EL CRITERIO DE LA 
SEGUNDA DERIVADA 


DEFINICIÓN DEL CONCAVIDAD : 


Sea una función derivable en un intervalo abierto, 
diremos que la gráfica de f'' es cóncava hacia arriba si 
f' es creciente en ese intervalo y cóncava hacia abajo 
sif' es decreciente en el intervalo. 


Cóncava hacia 
arriba 
f creciente Cóncaca hacia 
abajo 
f decreciente 


syunetad er rea ica 
intervalo abierto I. 


* Si f"(x) > O, para todo x en l, lo gráfica de Ps 


cóncava hacia arriba. 
* Sif "(x) < 0 para todo x en 1, la gráfica de f es 
cóncava hacia abajo. 

, PUNTO DE INFLEXIÓN 
Sea f una función cuyas gráfica tiene recta tangente 
en (x, ; f(x ,)), se dice que el punto (x, ; f(x/)), es un 


punto de inflexión si la concavidad de f cambia , de 
arriba hacia abajo o viceversa en este punto. 


* La gráfica siguiente muestra tres tipos de puntos de 
inflexión. 


Si(x, ; f(x,)) es un punto de inflexión de la gráfica de 
f, entonces 0 es f"(x0) =0 6f", no está definida en xy. 
EJEMPLO : 


Determine los puntos de inflexión y el conjunto de 
valores para el cual la curva y=1 +senx;0< x< 2 ges 
cóncava. 


RESOLUCIÓN : 
* Calculemos la primera y segunda derivada 
y =1+senx > y' =c08x 
> y" =-senx 

* La segunda derivada existe en todos los puntos, 
calculemos los valores de x para los cuales y"=0 

-senx=0>x=kx,kheZ 

rx 

* Analicemos los valores obtenidos: 

Para x<x , tenemos y” < 0 

Para x>x , tenemos y” > 0 
* Entonces para +=x, en la curva también existe un 


punto de inflexión cuyas coordenadas son (x;1). 


* Basándose en el estudio realizado es fácil construir 
la gráfica de la curva. 


TEOREMA : 

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 
Sea funa función tal que f '(x,)=0, tal que la segunda 
derivada de f existe en un intervalo abierto que 
contiene a xp. 

*Sif"(x,) > O, entonces fNíx,) es un mínimo relativo. 


* Sif (xp) < 0, entonces fx) es un máximo relativo. 


* Si f "(x,) = 0, se recurre al criterio de la primera 
derivada. 


APROXDIACIONES 


Cuando un número “x” tiende a O, se puede confundir 
(su valor) con su seno o su tangente; es decir: 
senx=x 
x>0ítanx=x 
cosx=1 
Por ejemplo: Si quisiéramos calcular : eos60*30* 
cos60"30'=c08(60"+30)=c0560".c0830-sen60.sen30” 
Pero ; 30'=0,5” = 0,0087 rad. 
> cos6030'=c0860” cos0,0087 —- sen60” sen0,0087 
O A RO 


2 a 
> cos60'30' = 0,5 -—0,865(0,0087) > cos60"30'=0,4924 
Otro Ejemplo : calcular: tan45*45” 


tan4745 = tan(15'+45)= a 
% Pero: 

» 45' = 0,75" = 0,01309 rad 

» tan45'= tan0,01309 = 0,01909 
* Luego: 


tanssas = 1+0,01309 _1,01309 


1-0,01309 —0,98691 
> tan45'45' = 1,0265 
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| ROBUENMAS [RES 
PROBLEMA 1 : 
Si: f(x) = tgx, Calcular: f' (45%) 
AJ1 B)J2 cj2 
RESOLUCIÓN : 
* Por teoría: 

Si: fy= tgx > f' = secxtgx 


DJ4 E) J3 


* Ahora evaluamos para «=45": 
F (45) =seca5tg(45)=/2x(1)=/2 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 2: E 
Derive; y=f(,)= senx + cosx 
AJcosx +senx  B)senx-cosx  C)jcosx- senx 
D)- senx-cosx  Ejsenx +1 
RESOLUCIÓN : 
* En la función : 

fay= senx +c08x 

> f (4)= (senx)' + (cosx)'> f /.,= cosx — senx 

RPTA : “C” 

PROBLEMA 3: 
Derive; y = f,,, = secx + tanx 
Ajtanzx. f,, Bjsenx.f,, Cjsecxf,,, D)cot.f,,, E)-tanxf,,, 
RESOLUCIÓN: 
En la función: 

fisy= secx + tanx 

2 (4 (secx)'+(tanx)' 

> fía) sectx + secx x tanx 

> f (47 sec (secx + tanx)> f (.,= secx x fx) 


7 RPTA : “C” 
PROBLEMA 4; 
Siendo: y=f,.,=sénx-cosx, hallar: A=f "¿y + "gy + " 
AJjsenx + cosx “Bjsenx cosx Cjcosx — senx 


D)2senx-—cosx  EJsenx-— 2co8x 
RESOLUCIÓN : 

*Como: 

Fuy= senx— cosx 

)= (senz)'- (c0s)' > f (.)= cosx + senx 

E -(c0sx)' + (senx)' > f "/=—senx + cosx 

jenz)' + (cosx)'> f ",.=- cosx — senx 
A corr ERA 

2 RPTA: “0” 


PROBLEMA 5: 


23 ri 
Denye: A e pr 
y Psenx senx q) cosx 
(1-senxP* (1—senx)? (1- senx, 
D) Lcosx 2co9*x 
(1-senx)* (1- senx)? 
RESOLUCIÓN : 
* En la función: y= han PONES, 
—senx 


_ (+senx)'(1- senx) -(1+senx)(1—senx)' 

q (1—senx)? 

, _ cos(1—senx)+(1+senx)cosx 

Af (U=senxP 

CO8X — COSXSCNA + COSA + SEnxcos 
(1=senxP? 


Sy Fay 


y =f > 


, 2cosx 
> 


PROBLEMA 6: 


Dada: y = fx) = 2senx-cosx; halle un valor de “e 
que verifique: f',, =2f",, 


RPTA: “D” 


” 


xr x x x 
€ 
AJO B) 7 13 DI E) 6 
RESOLUCIÓN : 
* Como: 
fxy> 2aenx —cosx > f .y= 2c08x + senx 
> f')7-2senx + cosx 
* Luego: si 
Par 2f' 
> 2eosx + senx= 2( - 2senx + cosx) 
> 2eosx + senx=-—dsenx + 2cosx 
> 6senx = 0 > senx =0> x=0" 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 7: 


Derive: 
Eo Y= fia” Ln(sen*x) 


Ajtanx Bjeotx  C)2ctgx  D)2tanx Ej2tan2x 
RESOLUCIÓN: 

* Como: 

fay= Ln(sen*x) 


DÍ s x(sen*x)' 


sentx 


5 1 0 
fi A sent 


y _2c08x 7 
rd F ts 2cotx 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 8 : ' 
Derive: y = f;,,= senx x tanx 


Ajsenx + tanx B)sec + tanx 
Djsenx + tanx x secx 


RESOLUCIÓN : 
* Como: 
fiyy= Senxxtanx = senx x 


Cjsenx + secx 


TL IS 
cosx cosx  cosx  cosx 
> fi4)= $e0x — cosx 
* Luego: 


f > (secx)'- (cosx)' 
> f')= secx x tanx + senx 
* También: 
fj= senx x tanx 
> f 1. j=(senx)'x tans +sens(tans):w un producto) 


> f ¡.y= cosx xtanx + senxxsec*x 


> f (qj= 008x x 


+ penx xsecx secx 
tanx 
> f (> senx + tanx x secx 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 9: 
Derive: y = f,,, = sen(tanx) 


B) costx x cos(tanx) 
D) -secix x cosítanx) 


A) sen?x X cos(tanx) 

C) sec*xcos(tgx) 

E) cse*x x cosítanx) 

RESOLUCIÓN : 

* Por función compuesta: 
fy= senítanx)> f (5 (tanx)' [sen(tanx)] 
> f .y=8ec*x x cos(tanx) 

4 RPTA : “C” 

PROBLEMA 10: 

Derive: y= fíx)= punt 


A)costxxe""”" B)cos2xx ems C)-sentrxert”s 


D)sen2xxe""* 
RESOLUCIÓN : 
* Como: 
fi e > fis (sentx)' x e” 


> f rs) 2s8enx x (senx)' x ens 
> f 1) =2senx x cosxx ema > f's)= sen2x ems 
senza 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 1: 
Halle la ecuación de la recta tangente a la curva de la 
función: 


y = f,,,= tan2x en el punto de abscisa x = 1/8 
A) y=4x +1-5 B)y=4x+1+x 
x A 

C)y= 4x+1 +2 D) y= 4x-1-5 


RESOLUCIÓN : 
Y y=tan2x 


* Luego el punto de tangente sería : (Ex) 
* Ahora bien, la pendiente de la recta m.,, se calcula 
así: 
D fiy= tan2x > f '¡,y= 20ec* 2x 
>fy,= 20 E>f, =mp=2(J2)* 
Ele da] 
>m=4 
* Luego la ecuación sería: y - Yy = My(x - Xp) 


x 
-1=4(x-£ 
=3-1=4(=-5) 
xr 
=1= dx E 
>y 3 


> Lr iy=te+ 1-5 
RPTA : “A” 
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PROBLEMA 12: PROBLEMA 14; 
Calcular: A=Lim 1-0982x%x Calcular: 4Tgx 
E > Ia? + LI + secx 
AJL B)x* CHI D)-a* EJO ay B)2 0)3 D)J4 EJ112 


RESOLUCIÓN : 


* Al tomar el límite: RESOLUCIÓN : 


* Observa que cuando : 


A=Lim -coslax _0 
z0 I-x 0 >>> y! + secx => o 
* Aplicamos L'Hospital: * Entonces tenemos la forma indeterminada «w/«o, 
z y * Aplicando la de L'Hospital. 
a Lim (1 a p regla p 
q», -x 2. 
A E dtgx )- deectx |_,. ( e) 
Li =Lim =Li 
a A el (5 Lim Zeec=) E tgx 
1 -2x +1 x= 2 2 2 
* Tomando límite: dx 1 7, 4 4 
ne > Lim| —£08x%. |- im dG =4=4 
A=-x > A=0 «| senx 2+LNaenx) ¿op 1 
cosx 3 2 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 13: RPTA : “D” 
Calcular: O PROBLEMA 15 : 
El Calcular: 
«20 N senx - x 3 Lim [184% 
AJ1 B)-1 Cj2 D)-2 EJA4 0 ( Py ) 
Al AJ1 B)2 0)3 D, Z EJ8 
* Tomando el límite: X , Y s 
RESOLUCIÓN : 


* Observamos que cuando: 

x>0:tg-x>0 y x>0 
entonces tenemos la forma indeterminada 0/0 
* Aplicando la regla de L'Hospital. 


* Observamos que cuando x => 0; sec*x—10yx*>0 
nuevamente tenemos la forma 2 , volvemos a aplicar 
la regla de L'Hospita!. 


O EC E 05 


PROBLEMA 16: 
Dada: y=f,=8enx x cos*x 
Halle “x” tal que: f",, =0 


A) arctan2 Bjarctan E 


C)x D) arctan 2/2 mí 


RESOLUCIÓN: 

* En la función: 
fuj= senx xcos*x 
> f ¡> cosx x cos?x + senx(2cosx)( — senx) 
> f í.j= cos*x - 28en?x x cosx=0 


11) cos*x — 2sen*x=0 > cos*x = 28en*x 
2 


e =2 > cot?x=2 > cotx=/2 


y2 v2 


a tó E 


> 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 17: R 
Dada: y = f,,, = senx + cos2x; halle “e” que maximice 
for ll 


e A Ds 
RESOLUCIÓN : 


Una de las aplicaciones de la deriyada permite calcular 
máximo o mínimo valor de las funciones, para ello se 
procede hallando la primera derivada e igualando a 
cero para hallar los puntos críticos y luego se verifica 
con la segunda derivada. 
* En la función: 

y =8enx + cos2x 

> y = cosx 2sen2x=0 > cosx= 2x(29enxxcosx) 

> cosx(1-4senx)=0 


xa 3 
I) cosx =0>x ig 


1D1-Asenx = 0=> venx =3 
> x= arcsen 
* También : 
y" =-senx - 4cos2x 


*Con: 
ay =-1-4(-1)= 3 >0 > exite un mínimo 


* Con: 
Eo y=(-D-A(-1> 5>0 > existe un mínimo 


* Como: 


x= arcsenZ > y= —senx — 4(1-— 2sen?x) 


ay=-¿-4(1-2x E)=-L<o > existe un máximo 
* Luego, el valor de “x” que maximize f,,, es: 
<= AR 
4 
) RPTA: “B” 
PROBLEMA 18: 
Hallar “g ” de modo que se minimize la longitud de 
PQ: 
AJaretan 2 
B)arctanY2 


1 
C)arctan 3 


D)arctan > 


RESOLUCIÓN : 


* Del gráfico tenemos: a 
PQ = L¡p)= secO + 20909 
* Para minimizar: 
ray= secOxtanB+2( —escóxcotO)=0 
> secóxtanó - 2csc9xcot0=0 
> secóxtanO= 2escóxcotO 


sen?9 
> tan*0= 2> tan9=Y2 > O=arctan Y2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 19 : 
Si: f,.y=008x, halle la enésima derivada de f. 
nk ni ní 
AJeen (5-2) Bjeos(nx —x) ES) Djcos E +2) 


RESOLUCIÓN : 
* Derivando sucesivamente: 


f =-senx= cos E+ ) 

f"(.=-cosx= cos (2£+») 
f"()= senx = cos ($2 +.) 
f í.= cosx = cos (42+ +) 


fej=-senx = cos(sE+ =) 


fo =cós(n5+x) vVneZ* A 


RESOLUCIÓN: 
* Derivando sucesivamente: 


RPTA: “E” 


[esse EDrromrar ROBISos) 


y = f,, = Senx - Cosx 
A)senx +cosx Bjsenx C)2cosx D)tgx  EJsecx 


((3)Derive: 


y = fi, = Cscx- Cotx 
Ajtgxf,, OP. DA, 
(3) Si: y = f,,,=Senx+Cosx ; hallar: 
IP atari") 
Ajtgx Bjeosx C)jsenx +ecosx D)cos3x-3senx  EJO 


B) - ctgx f,,, Bf. 


(ONSI: y = f,,, = Senx + Cosx; halle un valor de “w” 
que verifique: f",., =f "y, 


Ax 25 C)-x DA E)2 
(03) Si: 

y =f,,, = Ln(Cos*x) 
Ajtgx Bjetgx  C)-2tgx  Djigx  Ejsen2x 
(9 Derive : 


2 
PLE 


AJsenx Bj-e""tgx C)-sen2xe” D)- sen2xenrs 


Calcular: 
o A Lim (12225) 
=>0 senx 
A)1 B)2 C)3 Do E)-1 
Calcular PE Lam en + =) 
=>0ltanx +x 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ5 


(Dada : y = f,,,= SenxxCos”x ; halle un valoragudo 
de “x” tal que: f",,, = 0 


x z x LA 
y Bh5 C)2x DG DE 
(7) Calcular: Lim 22 0,5% 

s>*  COBx 
z o 
AJ1 B)-1 20 D)-2 EJ2 


([ATHIGONOMETE/AS > J8sÍÑ[ LA ENCICLOPEDIA $013) 


(O) Si: H(x)=-Cosx ¿Cosa Cos"x+1 
Calcular: H'(x) 

A)2sentx Bj2sen'x C)2sen"x D)2sen*x Ej2sentx 
(MO) Si G(x)=1-2 Sen*xCos*x, Calcular: G'(x) 
A)sendx B)-sen4x Cjcosdx D)-cosdx E)-sen2x 
(5) Si: F(x) = Asen2x + Beos3x . calcular : A+B 
sabiendo que r(£)-10 A F2x)=18: 


AJ--10 B)-12 C)J8 D10) EJo 


(MSi: H(x) =x* senx + 3x*cosx - Gcosx - Gxsenx 
calcular: H'(x) 
Ajxcosx Bja"senx C)a*cosx D)x'senx EJx*cosx 


(3) Calcular: Lim 224, ppp 

x 0 X£ X308eNnx 
A)J8 BJ6 C)J4,25 DJ4,5 E)J4,8 
(Calcular: ebria 

as 1-J2eo09x 

AJ1 B)-1 Ccjo DJ) J2 E)-J2 
(Calcular: cosx — cosa 

Lim > 

99 senZ—sen= 


a a a a 
A)- 4sen 3 Bl4sen Cicos= D)=Aco8 E)- en, 


(8) Calcular: Lim <98% — cosa 

za Senx —- sena 
A)-Aga  Bjetga  Cjtga Djetga  EJ1 

Calcular: 

o 1- cos2x 

Lim—3— 

20 dx 

A)-1/2 B)1/2 C)1/4 D)-1/4 E)1 


EN Si: G(x)=senx(Asenx+Beosx) 


Calcular la suma del mínimo valor de G(x) y la mitad 
del máximo valor de G(x). 


AJA/2 B)-A/2 C)B/2 D)-B/2 EJO 


TAREANDOMICIE 
(Cd Marca lo incorrecto: 
A)y = ctgx—tgx > y' =- desc? 2x 
B) y = 3senx — dsen*x => y' = 3cos3x 


1 gx 
pg 
D) y= tg2xtgx > y'= 2sec2xtg2x 


4 


C) y= escx - ctgx > y'= 


E) y = cosíx-—sentx > y' = 2sen2x 


(0ASIi: F,,, =1 + senx + cosx 
calcular: F ¿, + F y.) +F"¡¿, + PF", 


AJ1 B)2senx  C)2cogsx  D)-2senx E)-2c08x 


(A F(x) = senxsen2xsen3x, calcular: F(7/2) 


AJ1 B)-1 C)2 D)-2 EJo 
x?_ cosdx 

(ONSi: Gíx) St , calcular: G"(x) 

A) 2sen*3x B) 2sen*x C) 2sen*2x 

D) 2sen*6x E) 2sen*4x 

(3) Si: F,,= 16sen*x- 20sen*x. 

Calcular: A+B 

Sabiendo que: F',,, = Acosx + Bcosóx 

AJO B)J10 C)-10 DJ12  E)-12 


(€9) Si los catetos de un triángulo ABC (B=90") , 


miden 2sen(60” —a) sen(60”—a) y 5(2cosa+1), 
siendo a la medida del menor ángulo de dicho 


triángulo, halle la medida del mayor ángulo agudo 
aproximadamente. 
A) 81,27” B) 86,75” C)84,86” D)85,25” E) 84,27" 


(02 Calcule el siguiente límite : 


sen(senx +cosx-1) 
tte sen(cos x) ) 
AL BA CF D)2  EJO 


EDITORIAL RUDISOS 


OBJETIVO : 
Conocer nociones básicas del cálculo integral 
relacionado con las funciones trigonométricas. 


INTRODUCCIÓN : 


Si consideramos las funciones y =f(x) y su derivada 
y =f'(x), se pueden establecer las siguientes 
relaciones entre estas dos funciones: 


y' es la derivada de y 
y es una antiderivada de y 


Por ejemplo, la función y=2x es la derivada de la 
función y==*. Pero también es la derivada de las 
funciones: 


A A 
* En efecto: 
Siy=x? entonces y'=2x 
Si y ="-3 entonces y'= 2x-0 
- Si y =* +5 2entonces y'= 2x + 0 
Si y =x* + C entonces y'= 2x +0 
* Podemos concluir que y'=2x es la derivada de 
y =x* +C; donde C es cualquier número real. 
*Las funciones: y=a", y=x"-3, y = 2745/2,y="+0 
son funciones antiderivadas de y =2x. 
* F(x)=sen(2x) es una antiderivada de 
f(x)=2c08(2x) en p 
Pues F(x)=[cos(2x)12=F(x); Ver 


IVIEGRAL ISDEFÍNIDA (ANTIDERIVADA) 
EJEMPLO LUSTRATIVO: 


Calcula la función Fx) tal que F'(x)=cosx 
"RESOLUCIÓN : 
E a análoga a cuyo dicho recordando las 


ntramos que F(x)=senx+e, donde ¿e R (yaque 

(senx+c)” =cosx). Debido a este proceso 
s E la función F(x) tal que F'(x)=f(x) 
un nombre especial: antiderivada general o 


a (devido a la aparición de la 
ec). Pasemos POUR de qnedecivade 


DEFIVICIÓN : 
Antiderivada general, La función F(x) para la cual 
se cumple que F'(x)=f(x), para todo xedom f, se 
denomina la antiderivada general de la función f(x). 
La derivada general o integral indefinida de f(x) se 
indica simbólicamente por: 

SftxJax 
* Donde: 


+ Elsímbolo f (unas alargada) se llama signo integral. 
* La función (4) se llama integrando. 
+ El símbolo dx nos indica que “x” es la variable de 
integración. 
CONCLUSIÓN : 
De acuerdo a la definición, podemos decir lo siguiente: 
"F(x) es la antiderivada general de f(x) 
> Fxj=fíx) > [Alx)de=F(x) +0" 

* En general: 

Si: díFíx)+0c) 

dx 

y se lee: 
“La integral de fíx), diferencial de x es: F(x)+e”. 
Fíx)+e, se llama la integral de f(x); donde e es una 
constante de integración. 


EJEMPLOS : 
> Jeosxdx=senx+e 


= fíx) denotamos S fiúx)Jdx=Flx)+e 


Porque: Asenzte) 


dx 


* Así, F (x)=c08sx > F(x)=| cosx dx=senx+c 
*Si F(x) = 2 encontramos que F(x)= fLactnere 


*Sif (x)=2x, encontramos que FlaJ=f 2xdx=x* +0 
*edi=e +0 


Porque: ler tej=e 


4 
> [*a== + 


. [uen(7x)dx=-Z cos(7a)+e 
*je“dx= qe +e 
* [2xsen(x* Jdx=-cos(x*)+e 
OBSERVACIÓN : 
d 
“ql fax i=1(x) 


.f - F)=f(x)+e 
e: constante arbitraria 
PROPIEDADES DE LA INTEGHAL INDEFINIDA 
1) Integral de una suma o diferencia de funciones. 
Sir) gt)Idx=) fx)dexf g(x)dx 


11) Integral de una función multiplicada por una 
constante real. 


[hf=)d=k $ ftxjdx, Re R 
INTEGRALES ELEMENTALES : 
A continuación te presentamos una lista de integrales 
sencillas, que te permitirán hallar otras más 
complicadas. 
s fhds=kx+c; donde keRyeceR 
dx 
a at 
S =Inix|+e 
* [senxdx=-cosx+c 
. Jsec*xax=tgx+e 
€ Jtgxds=tn |[secx | +e 
* Jetgxdx=in|secx|+e 
+1 

* f="ax =E +e; (n+-1), ce R 

n+1 
x f edx =e*+e 
* f cosxdx =senx+e 
* [escóxdi=- ctgr 
> JS secxtgxdx=secx+ e 
* Jescxetgxdx= —cscx+e 


Nota que la verdad de estas afirmaciones se comprueba 
derivando la parte derecha de cada igualdad y nos debe 
dar como resultado la función integrado en cada caso. 


EJEMPLOS: 
* [Odx=c, donde e es una constante 
* [ldx =x+c, ce R 


. Soft +00 atra] or onto - [don 0 10 ande -(202) 


aso(qea)e[z soiaro) 0190 -Sx+(0,+809-09) 
> 30 Seto 


+ P=|(%dx+23+3)de=/x*dx +2) xdx+3f dx = 


Pat aero 

“EL)e- (oque 

+ fude+ [Lar E +imero 

ha [2xxe*dr= [25d + [e*dx = (x* +0,)(e+c3) 

Donde, e, y e, son constantes arbitrarias, 
=x*+e*+c, donde e=c,+0, 

* fídx? — cosx)dx = [4x*dx — feosxdx 

=(x3%+0,)-(senx+ez) 
=x%—senx+e 

Donde =e=e,- Cy 

L $(x + cos2xdx =(x + 1) cos2xdx 


a se, 
=(x+1) 5 


n2x ] 
+e, 


sen2x +0 


¿(A+D 
2 
Donde: c=(x+1)e, 
Nota que las constantes han sido agrupadas en una 
sola, lo cual no sugiere que la constante debe 
considerarse al final del proceso de integración. 


+ (53-60? +ude=|3x'd:-[5éde- fte 


as 
ma 


TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN 


Podemos decir que el cálculo de derivadas, por sus 
procedimientos mecánicos y el empleo de fórmulas, es 
algo sencillo; sin embargo no resulta así el caso de su 
proceso inverso, la integración. Las estrategias para 


s [Urde= fa %do= 


conseguir, cuando se puede, las antiderivadas de 
funciones conocidas vienen a ser las técnicas de 
integración. Aunque ya se han visto algunos casos 

entales, yamos a repasar esos mismos casos, luego 
profundizaremos en ellos y aprenderemos algunas 


fesnicas nuevas. 
derivada de — antiderivación Rca 
una función — "integración 


Una vez que se haya encontrado lo que se cree que es 
¡a antiderivada de una función, el resultado puede 
comprobarse mediante la derivación. 


I) INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN : 


El papel de la sustitución es análoga al de la regla de 
la cadena en derivación. Recordemos que: 
D.[Fíglx)1=F(glx))g'(x) 
* La integración del lado derecho debe dar la función 
F(g(x)) del izquierdo así: 
| F(e(=))x8'(x)dx=F(g(x))+0 
* Y para simplificar la expresión hacemos que F” sea f, 
entonces obtenemos la siguiente fórmula para integrar 
una función compuesta: 


| Fle(=))g'(xJdx =fg(x))+e 
* Aquí se puede usar un cambio de variable del tipo 


u=g(x), entonces de- E (x) o du=g'(x)dx 


y tendremos : S fu)Jdu=F(u)+c, u=8g(x) 


Nótese que esta formula nos da una “idea” acerca de 
cómo reconocer la función de sustitución “u”: es la 
que figura “dentro de otra función”. Con. un poco de 


práctica nos daremos cuenta de esto, como veremos 
en los siguientes ejemplos. E 

EJEMPLO 1: 

Calcular : f[3cosárde 1 0 

RESOLUCIÓN: [0 

Reconociendo, dos que 3 Es derivada de 3x 
luego, do , se tiene: > 


de donde du=3dx, luego: 
o [O leas ted +e 
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EJEMPLO 3 : 


Calcular: fsen*xcosxdx 


RESOLUCIÓN: 
* Hacemos: y=senx => du=cosxdx 
* Reemplazando: 


3 3 
fiddu= L+0> | sen?xcosrdx -—= Ez 


EJEMPLO 4: 


* Calcular : E=f(J Trsenxcosx+alx?+1)dx 
RESOLUCIÓN: 
E=f(y T+senxcosxdz + | xVx*+1)dx 
la) O OS 
5) 
a) Hacemos: 
1+senx=p* > cosxdx=2 ud y 
* Reemplazando: 
[ata te pot Vi +sena?* +0, 
3 
b) Hacemos: 
xa? + 1=1% > 2xdx=2tdt 


* Reemplazando: : 
3 [2 
f Pdt= 5 +e3= a 


* Luego reponiendo (a) y (b): 
SW I+senxcosxdx+xVdx*+1)dx 


3 NIT 
3 


-z I+senx + 


+e 


EJEMPLO 5: 


Encontrar: 
E [(=*+3x)(2x+3)dx 


RESOLUCIÓN: 


Reconociendo términos, tenemos que (2x+3)es la 
derivada de (x*+3x)(al contrario no es posible) 


ae 2x+3,de 


* Luego, haciendo: u=x* +3x, se tiene: E 


donde du=(2x+3)dx. Luego: 
área uédu=l porosa 
d E 


EJEMPLO 6: 
Calcular: e“dx 
RESOLUCIÓN: 
Reconociendo, tnenod que ia 
luego: multiplicando y dividiendo por 2: z 


3Je*2ax, de donde «=2xw 


* Luego: 
1 as Es Es 
JeFds=3e*".(2dx)= 3 ferdu= qote= 3 +o 


EJEMPLO 7: 
Calcular: 


RESOLUCIÓN: 
Hacemos u=x*+1; luego derivamos u, usando la 


[e +1txaz 


notación de leibnitz u'= = y despejamos du; 
u=x*+1; de 2% => du =2xdx 


Entonces,como (x*+1)?=u* y sde=“% escribimos 
de nuevo la integral, y efectuamos: 
2 ¿dul 
ES +1ixdx=|u 5 
Regresando a x, hacemos el cambio de u por x*+1; 
nos queda: 
u7 


A 2 losa 


EJEMPLO 8 : 


Calcular : f h ¿1d 


RESOLUCIÓN: 


*Ahora, hacemos u=3x+41 ¡o mas, entonces, 


cambiamos: A 
241 pe 
fe as =[0" 52 => fe*du 
Por fórmula directa, sabemos que ferdu=e", 
entonces: [Fta=ze" 


* Luego: 
PL ESZ 1 Ta 
fe” e e i=gle* -el 
EJEMPLO 9: 
Calcular ; f z 
RESOLUCIÓN: 


* Se multiplica y se divide por secx+tanx : 
” sec(secx+tanx)dx_p(sec*x+secrtanx)dx 
f j secx+tanx j secx + lanx 
* Se hace: u=secx+fanx 
* De donde se obtiene que: 
du=(secxtanx + sec*x)dx 
* Al reemplazar en la integral: 
J sec*x+secxtanx 


du 
secx + tanx = u ES 


* Se regresa a la variable original: 
2 
sec*x+secxtanx 
(ci rro =En jul +C 


> fsecxdx=Ln|secxtanx|+C 
EJEMPLO 10: 
Calcular: [ cotxdx 
RESOLUCIÓN : 


c08x 
Se reemplaza cofx por 


¡entonces 
feotrdx=¡ Las - 
senx 
* Se hace u=senx , entonces du=cosxdx 
* Se sustituye en la integral: 


[eotxdw YE dj ju] +0 


Se regresa a la variable original: 
Jeotxdx =Ln |senx|+C 

IM) INTEGRACIÓN POR PARTES : 

Sino se tiene éxito al aplicar la integración por 
sustitución, puede intentarse una doble sustitución, 
más conocida como integración por partes. Se 
recomienda cuando el integrado tiene la forma del 
producto, El procedimiento justamente se basa en la 
fórmula de la derivada del producto de dos funciones. 
Así, sean las funciones u=f(x) y v=8(x), sabemos que: 

Dxí[flx)glx)I=f (x<)glx)+8 (x)f(x) 


y antiderivando ambos miembros de esta ecuación, se 
obtiene; 


fla(<)=Íf'(5)g(x)dx+| g'(x)f(xJde 
Esta igualdad nos permite hallar una de las integrales 
conociendo la otra; es decir, si despejamos la primera: 

[tg (Jd=F()8 (0) 5 g(x)f(=Jdx 
Y para expresar esto con menos símbolos, sustituimos: 
dv=g (x)dx nu=f(x)dx, luego: 

fudo=uv - S udu 

Ésta fórmula permite trasladar el problema de integrar 
udo, a integrar vdu, y apreciar que la segunda integral 
es más sencilla que la anterior. El éxito depende de la _ 
elección apropiada de u y dv, lo cual se consigue 
practicando. 


EJEMPLO 1: 
Resolver: [xe*dx 
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RESOLUCIÓN : 


Observamos que eligiendo 1 =x, obtendremos du=dx 
y que la antiderivada de du =e*dx es v=e". 


Por tanto, según la fórmula de integración por partes: 

Ja [es Sede 

de 

Nótese que la integral S e*dx es directa e igual a e*, 
entonces, finalmente: 

fxe*di=xe* -e*+o 
Tómese en cuenta que nos aseguramos de hacer 
general el resultado, colocando la constante de 
integración al final. 
EJEMPLO 2: 
Calcular: 
RESOLUCIÓN: 


Puesto que xdx es udv, debemos elegir u y du. 
Intentemos: 


Sxcosrdx 


u=x, do=cosxdx 
De aquí debemos conseguir du y v, es decir, una 
derivación y una antiderivación: 

du=dx ; v=senx 

Ahora ya podemos aplicar la integración por partes: 

S udv=uv— fodu 

S xcosxdx=xsenx — Jsenzdx 
Hasta aquí, todo va bien, pero nuestro intento sólo 
será exitoso si la segunda integral se puede hallar: 
Y así ocurre, puesto que Jsenxdx= —cosxdx, entonces, 
reemplazamos: l; xcosxdx=xsenx+cosx+e 


* Reemplazando (a): 
[e*senxdr=e"senx - (e*cosx+ | e*senxdx) 
> 2/e*senxdx=e*senx —e*cosx 


. 
> [etsenzax=" sens Úcoox 


EJEMPLO 4: 
Calcular: f Enxdx 
RESOLUCIÓN: 
dee 
S : e =Lnx > du= al 


du=dx => v=x 


* Luego: 
" f Laz =(Inx).x- E 


=> TA =x.Ínx-x+e 
EJEMPLO 5: 
Calcular: f «Lnxd+ 


RESOLUCIÓN: 
Aquí la elección u=x; dv=Lnxdx no es recomendable. 
¿por qué?, porque tendríamos du =dx y v=| Lnxdx 


que no resulta familiar. Pero podemos hacer otra 
elección: 


* Sea u=Lnx; dv=xdx, entonces: 
1 e 
du==dx ¡0 =/xde=5 


* Aplicamos la fórmula: fudu=uv - fudu, y tenemos: 


da CN Ed | 1 1 
A=fxLnxde=lnx [Ex de=3*.Lnx fas 
> 4 ns 


1 1 
>A= 3 Late 


Este ejemplo muestra cómo puede hacerse la elección 
adecuada de u y dv, pero después de haberlo intentado 
sin éxito la primera vez. Esto sugiere que, sin 
frustrarse, se debe intentar otras elecciones hasta 
encontrar la adecuada; desde luego, si ésta existe. 


II) INTEGRACÍON POR DESCOMPOSICIÓN 
EN FRACCIONES PARCIALES : 
EJEMPLO 1: 
Calcular las siguientes integrales: 
aja 
a+2x 


RESOLUCIÓN : También: 
* Como la fracción: 7 es una fracción propia _ BH _ A, B 
x*+2% (+D(-D x+1' x-1 


(grado(numerador) < grado(denominado) 


* Entonces: 
lx _A, B 


+2  x x+2 


* Así; 
1+x=A(1x4+2)+Bx 
* x=0;1=2A > A=1/2 
* x=-2;-1=-2B>B=1/2 
* Luego : 


x7+2x 2 2(x+2) 
(1+x) (LL 1 
ar je 


x+2x 
= A= 5 Lnx+Ln(s+2)40 


l+x 1 1 
+ 


* Otra forma: 


(L+xjde__ e] (24+2x)de _1 po 
2 


a 4+2x 742% 


> A=ZLn(x +2x) +0 


+2x 


EJEMPLO 2: 
Calcular: 


RESOLUCIÓN: 
Observación: 


SENT 


>) (2? +8e+2) a (=+6+ e 


= e D+e 


EJEMPLO 3: 


Calcular : 
=> Ca (s*+2u+3)dz y, 
=-1 


RESOLUCIÓN: 
Transformando: 
(-2+21+3) de _x*-1 7 244 
=1 *A-1 a*- 
2x+4 
=D 


hs 


> 2x+4=A(x- 1)+B(x+1) 


*x=1;6=2B > B=3 
*x=-1;2=-2A>A=-1 


(242043) EE 
MS mui 
>| (Argeles dise La(2+1)+3Ln(x—D)+e 


EL ÁREA DE UNA REGIÓN y LA SUMATORIA 
DE LAS ÁREAS DE LOS RECTÁNGULOS 


Usualmente la palabra integraciones es aceptada desde 
dos puntos de vista: primero, como una antiderivada, 
y segundo, como una suma de partes, porque es de ahí 


de donde precisamente deriva su símbolo f (una Ss 
alargada). 

1) EL ÁREA COMO UNA SUMATORIA : 

¿Has calculado antes áreas de regiones como las que 
se muestran en las figuras adjuntas? Si no has 

* Hecho, ¿cómo podrías encontrarlas? 


Para responder estas interrogantes partimos de un 
problema histórico: ¿cuál es el área de un semicírculo 
de radio 3? 


* Resolveremos el problema sin aplicar la fórmula que 
corresponde al área del círculo. 


* Para esto trazamos un sistema de coordenadas y 
ubicamos una circunferencia con centro en el origen 
de radio 3, tal como se muestra en la figura. 


Y, Y; 
e ho b, 
36 XxX 
a 
b YA a 


É Aa 


Sabemos que la ecuación de la circunferencia es 
x*+y*=9, donde: y=/9-2? ,y=-49-x* son las 


es de las semicircunferencias superior e 
respectivamente. 
resolver este problema, elegimos la región que 
¡ sobre el eje de las x, y calcularemos el área de la 
zión situada debajo de la curva y=- V9-=x*, y 
del eje “x”. Nos aproximaremos alárea pedida 
A construyendo rectángulos que estén inscritos y otros 
que estén circunscritos. Para esto necesitamos calcular 
pel medida de la base de cada rectángulo, para lo cual 
necesitamos “particionar” el intervalo [-3;3] en 
intervalos más pequeños. Estos intervalos pueden ser 
de igual o diferente longitud. 
CASO Y: 
Nos aproximamos al área pedida, considerando las 
áreas de los rectángulos. dividimos el intervalo f-2 ;8] 


en 6 subintervalos de igual longitud. 
E <P. _.€QQuOÓz»BYDoo € ÁS 
3 2 1 0 1 2 3 


¿cómo se calcula dicha longitud? 


EN GENERAL : 


si el intervalo [a ,b] se divide en n subintervalos 
. iguales, la longitud de cada uno de ellos está dada por 
b-a 


n 
Para calcular la altura de cada rectángulo, 
determinamos un punto a, en cada intervalo, de modo 
que f(x;) sea la altura del rectángulo inscrito, y en otros 
casos, f(x,) sea la altura del rectángulo circunscrito. 
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... 


de cada rectángulo 
inscrito ; 


Cada rectángulo 
tiene una base de 
una unidad, sus altu- | una unidad, sus altu - 
ras(de izquierda a de» |ras(deizquierda a de- 
recha) son 0, /5,/8, /5 | techa) son V5, /8,3, 

y 0. Luego la suma de 3,/8 y/5. Luego la suma 
las áreas de los 6 rectán | de las áreas de los 6 rectán 
gulos es : gulos es : 


SR A A 
AjoR (JR 10.13 [AP (E /Er3)=16,13 


tiene una base de 


Intuitivamente, concluimos que el área A de la región 


+ pedida se encuentra entre estos dos valores, es decir; 


10,13 <A < 16,13 


CASO2 : 

Ahora nos aproximamos al área pedida, considerando 
las áreas de 12 rectángulos. Trabajando de manera 
similar, en este caso, se hace la “partición” [-3;3] en 


12 subintervalos de longitud 1/2 cada uno. 
Ú 


* Tabulamos las alturas de cada rectángulo inscrito: 


La base de cada rectángulo mide 1/2 y sus alturas (de 
izquierda a derecha) están indicadas en la tabla. El 
área total de los doce rectángulos es: 


lp, V27 | 5435 135 Y27 JH 
AO +/5+ AS a+ Er l5+ 240) 
> A=1(/11+2/5+/27+2/84,135 )=12,28 


* Tabulamos las alturas de cada rectángulo 
circunscrito: 


5 3 1 1 3 5 
x | AE A E 
435 Ja 


1 E qa E 8 y E 


2 2 


* Al igual que el caso anterior, el área total de los 12 
rectángulos es: 


a o 7 y 85 


yY27 ya 
1934 84 A 5 ani 
>4= ET+2 (54/27 +2/8+/35+0)=16,28 


* Otra vez tenemos que el área pedida A se encuentra 
entre estos dos valores, es decir: 12,28 <A < 15,28 


CASO 3: 


Nos aproximamos al área pedida, considerando las 
áreas de 24 rectángulos. Trabajando de manera 
similar a los casos anteriores. 

Rectángulo inscritos 


3 


12 rectángulos 12 rectángulos 


* Al sumar las áreas de los rectángulos inscritos se 


tiene: A,=13,31 
Rectángulo inscritos 
Y 


% Al sumar las áreas de los rectángulos circunscritos 
se tiene: Ás=14,81 


* Nuevamente, se tiene que el área del semicírculo se 
encuentra entre estos dos valores; es decir: 


13,31 <A < 14,81 
* Podemos observar que a medida que las longitudes 
de los subintervalos (bases de los rectángulos) se hacen 
cada vez más pequeñas (se aproximan a cero), estas 
dos sumatorias (área inferior A, y área superior A,) se= 
aproximan entre si, acercándose por lo tanto a un valor 
único. Este valor único será el área A de la región 
pedida. 
2) GEYERALIZACIÓN : 


El proceso general que se deduce para encontrar el 
área bajo una curva y por encima del eje x, es: 
“particionamos” el intervalo de integración /asb] en 
subintervalos de la forma: 


a b 
pa . ls 


Es decir: [xp XD, [2,7 gl, eos [%p,.17 %,1, los cuales 

pueden tener igual o diferente longitud Ax,=x,-— x,., 

(longitud de cada base). 

A la mayor de las longitudes Ax;,, la llamaremos 

norma de la participación y la simbolización por 

11P]| y se lee “norma de P”). 

Por ejemplo, en el caso (1) se tiene ||P|=1, en el (2): 

|[P]|=1/2 , en el caso (3), | |P|=1/4. 

* Dentro de cada intervalo [x, ,, x,] elegimos un m,, 

de modo que fín) nos dé el valor mínimo de la función 

(altura de los rectángulos inscritos). 

* La suma (inferior) de las áreas de los rectángulos 

inscritos es: A 

£(m,JAx +f(my)Bx3+...+f (Mm, JAx,=)> £ (M¡JAx;» 
i=l 


a la cual llamaremos suma inferior y simbolizamos 
por Eff, p). 

Por otro lado, si elegimos un M, en cada intervalo, de 
modo que f(M,) sea el valor máximo de la función 
(altura del rectángulo circunscrito), tendremos que la 
suma(superior) de las áreas de los rectángulos 
circunscritos es: A 

F(M,Jx +f(M2)B%3 +» +f (Mi, JAx, =D> F(M¡JA%;, 

i=1 


a la cual llamaremos suma superior y simbolizamos 
por U(f, p). 


superior de f, correspondientes a la 
nP. Se observa que conforme crece n, los 
valores de estas sumas se aproximan a un único valor, 
si éste existe. 

» Área exacta bajo la curva. El área bajo la gráfica de 
la función continua y =f(x), y por encima del eje “x” 
en el intervalo /a; 5), se calcula mediante: 


. 
BL; EE E z = 

Ac Lim (fia, si el límite existe donde 

x= [x;15%1] 


* Nótese que x; es un punto cualquiera de intervalo 


[x¡ , %¡]. Esto se debe a que conforme crece el número 
n de subintervalos, se tiene que los valores m, y M,, 
donde ocurre el mínimo y el máximo, se Aproximan 
entre si, ya que la longitud Ax, se acerca a 0 (y en 
consecuencia ||P|| se aproxima a cero). 


EJEMPLO 1: 


Calcular el área limitada por la gráfica de la función 
y =x, el eje “x” y las rectas verticales. 


y a=1,x=3 


y= 


Ai, tenemos que x; car asin 


Para i= 1, en (1) se tiene E Pero xa=1, nos 
2 
queda: alt= 


Para i =2, en (1) se tiene: 
Xx + ij +2. E 
n n) n n 
Para i =3, en (1) tenemos: 
a 
n n) n n 
* Generalizando: 2 
x=1+ix => 
Paso 2: - 
Procedemos a calcular f(x;) 


Eligiendo x, como x,, se tiene 1,=1-+i z 
Luego: siendo flx)=x, tenemos: 
15J)== tE 
n 
* Usando la fórmula dada para el área: 
A=Lim Lim $ 16165=Lim Elm Dicta 


>A=. msn ob Lim- Hr 28d 
2 


>A=LimT, nn 
nn 


E am toneri=2. Lim 2+ 2 D=zxomd 
Nótese que en este caso era mucho mejor aplicar la 
geometría elemental que este método de las 


sumatorias. 

En el siguiente ejemplo, veremos claramente la utilidad 
del cálculo de áreas mediante integración. 
EJEMPLO 2: 

Calcular el área de la región limitada por la gráfica de 
la función y =x*, por el eje “x” y las rectas verticales 
x=1,x=4 Y=r : 


Y 


RESOLUCIÓN : 


* Para calcular las bases de los rectángulos, dividimos 
el intervalo de integración (1; 4] en n subintervalos 
de igual longitud : 

Ax= A E 


* Para calcular las alturas de cada rectángulo, 
necesitamos, necesitamos calcular ax; por ello 
participamos de (1): 


a => x, 1, ¡2 dedondex,=x,.,+2.....(2) 
n n n 
. : 3 3 
* Haciendo ¿=1, en (2): a Mi 


* Haciendo ¡=2, en (2): x¿=x,+ ul 


* Haciendo ¿=3, en (2): 
3 


3 
X¿=X¿+ H3 > 
* Generalizando, se obtiene : 
q =HHixa 
== » = 3 
* elegimos xi como x, y nos queda ali, la 
altura será: 
2 
*% Como f(x) = x*, entonces £(0)=(1ix2) 
* El área pedida es: 
_ a sa 3 
AL E, Ll $ 1409 7) 
A A o a a 
>4=Lim TD mtm) 3e Lcm+0t2n+2)] 


3 


RO O 
E AS E 


* Obsérvese que en este ejemplo no se puede aplicar la 
geometría elemental para hallar el área pedida, pero 
aún así los cálculos siguen siendo complicados para 
hallar el área. 

EJEMPLO 3: 

Calcular el área limitada por la curva: y=x* y el eje 
“zx” en el intervalo: /0 ;1] 

RESOLUCIÓN : Y. 


31 
A=1/, foJdx=f, rar / SS a= UE _ Prol se 


* A continuación vamos a comprobar el resultado 
mediante límites utilizando la suma de Rimman. 


* Dividimos el intervalo: /0;1] en “n” subintervalos 
de igual amplitud, por lo tanto, la longitud de cada 
subintervalo. es 1/n. Los valores mínimos en cada 
subintervalo son: 


Lo Cj=f(0)=0 


* Ahora sumamos las áreas de todos los rectángulos 
sombreados: 


rl) 
> 5,=0(L)+ > (3)* - (2)... -£ (1 
> Si (atte (40* ) 


1 = - - =1 
>. Lx Diz D_ q ) 


* Si hacemos que: 
n= «w obtenemos el área exacta. 


2n* —3n 
Área= lim S,=lim 22—3n+1 
no 6n' 


> incl Área==1é 


no 6 


A continuación estudiaremos la integral definida de 
tna función f, donde está permitido el considerar que 
f pueda ser negativa en parte o en todo el intervalo 


la sb]. esta integral nos ayudará a simplificar los 
laboriosos al hallar áreas. 


1) LA INTEGRAL DEFIVIDA < 

DEFINICIÓN : 

La integral definida de f, desde x=a hasta x=b, se 
escribe iS fíx)dx, y se define como: 


[e ftajae=tim $1 (as, 


* Dondef es una función continua en /a;b] y X1 es un 
punto cualquiera de [a;b]. 

* Nótese que el cálculo de esta integral $ f(x) sigue 
siendo tan complicado como el cálculo de un área. 


* Pero felizmente existe un teorema que nos aligera 
estos cálculos, ya que relaciona la integral definida 
con la antiderivada. Este teorema es; 


2) REGLA DE BARROW : 


Sea f una función continua en un intervalo cerrado 
[a;b] y sea F(x) = f(x), entonces se cumple: 


[o 16)x=F(5)-Fía) 


OBSERVACIÓN : 

¿Cómo calculamos la integral definida [* ft=)dx?. 

* Primero calculamos una antiderivada de f(x), esto 
es, calculamos S fíx)dx=F(x). 


*A continuación evaluátnos-la función F(x) en x=b 
(calculamos F(b) y en'z=a (calculamos F(a)), 
la diferencia F(b)-F(a). 


-cosa['=- [cos -coso|=110- N=1 


[see EDrroriár ROÚos) 


* Antes de continuar con los ejemplos, damos algunos 
teoremas para operar las integrales definidas. o 


3) REGLAS DE OPERACIÓN : 

Tenemos las siguientes propiedades: 
bd 

A 

3) [¿0dx=0 

e) [¿dr=5-a 

2) [f(xJdx=|, f(xJax 

e) [| hf(xJds=R/) f(x)dx donde ke R 


1) [/Ir(=)+g(2)]as=| df (x)ax +). g(xJax 
8) [ f(=)dx=0 

h) Si a<c<b, entonces : 

So rtras=f] fCeJdx +) f(xjdx 
EJEMPLOS : 

1) Encontrar: [(4(3x—1)dx 


RESOLUCIÓN : 
¿(3% 11d=[¿3xdx =$, as=[5 x 2-1) 


b 


[Sur - 4)- [Ser -2)=20-4=16 


2) Encontrar : [+3 Pax 
RESOLUCIÓN: 
[sPaj (4 +6x+9)d=|* xtdx+6[xdc+9/7 de 
2 a rs 8 
> a A | =(5u1200)- (52-19) 


> [(2+9as=[30+5)- <S-5)- a 


3 
12 


3) Calcular: [7 (x* -50x+senx+2c08x)dx 


RESOLUCIÓN : 


[37 62 -omeraenzr2cossida=| Ex? 255? -const2sens | ES 
12) 5 ss(:) — cos +2sen z] -10-0-cos0+2sen0] 
A? 26%? 


24 
4) Demostrar que Ze +4)P=6: (+4) joa 
el resultado para encontrar: [7 y 0rtis"+4jaz p: El 
Observa que x* es la derivada de x”, excepto el facto; 


+3 


([STRIGONOMETRIAS > ]867] 


RESOLUCIÓN: 

* Aplicando la regla de la cadena, se tiene: 

DAA) HA )=6 (+4) 

* Como la derivada y la antiderivada son procesos 

inversos, se tiene que: y 
[6090 /[0*+4)*] de=(:* +4) |= 
=(574+4)? - (37+4)=129* - 31%=15680 

ati 


5) Demostrar que : Ll Fr20= - 
de x+2x 


y 


4 4x+l 
A 


Observa que (x+1) es la derivada (*+2x), excepto el 
factor. 


RESOLUCIÓN: 
d (3 12_1 wa - _ sil 
¿”qt * a 7 


4 x+l pa =) [- 
Ds da dl +2s | = 


=/4+8=/17+2 = JU -Ji= HAZ 1) 
6) Como E (sen2x)=(c08s 2x)x 2, entonces 
lia (cos2a)2ds=senz|'sen(2n J-sen(0)=0 


d 
7) Como 2 +2)" =11(42+9) x2x entonces: 


“s 
[Gros 20 (El! Lasa) reia -21] 
8) Como leos (3x*+x)]=[=sen(3x*+x)](6x+1), 
entonces : 
1 
[¡sen(3x*+xX6x+1)dx=- cos(3*+x)| = 
o 
=- [cos(4)- cos(0)]=- [cos 4 - 1]=1-cos 4 
£) INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE 
LA INTEGRAL DEFIVIDA : 


Los cálculos laboriosos usando sumatorias, para 
calcular el área de una región plana, pueden ser 
reducidos en forma asombrosa al cálculo de una 
integral definida, como veremos a continuación: 


DEFEVICIÓN : 


Sea funa función no negativa (fíx)> 0) e integrable 
sobre el intervalo [a;b]. La integral defenida 
É F(x)dx se interpreta como el valor numérico debajo 
de la gráfica de f desde x=a hasta x=b 


obsérvese que si f(x) es no positiva para todo 

x e [a;b](f(x) < 0), entonces la interpretación queda: 
A=área=- |" fíxjdw 

EJEMPLO 1: 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica de 
la función y=x* por el eje x y las rectas verticales 
xa=1,x=4, 
RESOLUCIÓN : 

Y IN 
* Este problema fue resuelto 
anteriormente usando sumatorias y 
se simplifica enormemente al aplicar 
la interpretación anterior. 


* Como fíx)=x* > 0, se tiene: 


3 
a TS -E] 


=3(63)=21u* 


EJEMPLO 2: 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica de 
la función y =-x”, por el eje “x” y las rectas verticales 
x=-2, x=0 

RESOLUCIÓN: 

* Como f(x)=-x* > 0, para x e [-2;0], se tiene: 


=-¿[o*- 2) ]=0u 


=-2%+1, por el ejex y las rectas verticales : 


ae el 'aioa de la región limitada por la gráfica de 
, vd. 


És ; ae 
RESOLUCIÓN: 


ys 
* Como f()=-x%+1<0 para xe[1;4], tenemos, 
según la observación, que: 


* Área=A=- | fíajde=- |((-a*+1)dx 


4 


-—. A=/x*de - a E =- =) p 
rie Go e 


ÁREAS DE REGIONES PLANAS 


A continuación desarrollamos el cálculo de áreas 
usando la integral definida, la cual como ya sabemos, 
simplifica enormemente el cálculo, Estudiaremos el 
cago del área bajo la curva y el área de la región limitada 
por dos curvas. 

EJEMPLOS : AS 


(0) Calcular cada úiha de las siguientes áreas 

empleando el ay, si es posible, comprueba el 

resultado 15 ndo alguna fórmula de la 
tal 


2) En esta figura, la función 
es y fíx)=4; el área está 
comprendida entre *=1; 
x=3, por tanto: 


» 3 
A=|*¿du=4(x) | =4(3 -1)=8u* 
ñ nda 1 


región es un rectángulo de base 2 y altu 3 
área=2X4=8 PERO RA 
b) Aquí, los límites de 
integración son 1=0;1=3 
la f(x) =x +1, entonces: 


fíx)= 4 


3 e 0Y_9 15 
Así, (ena [ 4) =3+3-0==7u 


* Por geometría elemental se trata de un trapecio, 
cuyas bases miden 1 y 4 y su altura 3. 


-(114)9.15 ,2 
a- (53 qe 


€) en la figura f(x) =4x-x* está 
comprendida entre O y 4: 


X 


A=f/ (4 — ar 3 el -2-Lo- E, 2 
Este último resultado ya no se puede comprobar por 
geometría elemental. 

* Ya hemos dicho que cada área debe ser un número 
positivo; así estos primeros ejemplos muestran 
regiones por encima del eje de las + para que las 
integrales definidas sean positivas. Cuando la gráfica 
de y=f(x) está por debajo del eje “x”, entonces a 
fe f(«)dx es un número negativo y por tanto no podrá 
ser un área; sin embargo, es el inverso aditivo del área 
de la región limitada por y=f (x); w=a ; x=b. 
EJEMPLOS : 


(() Encontrar el área de la región limitada por y=x*- 
2x-3; por el eje de las w: por 1; porx=3. Sy 
RESOLUCIÓN: 


En la figura se encuentra un esbozo de as ¡se 
observa que la región está por debajo del eje delas 
x; a partir de ello entonces hallamos el área, 
expresando la integral definida y anteponiéndoie un 
signo negativo, justamente para hacerla positiva, 


A 
a 
(9) Calcular el área de la región limitada por el eje 


“tx” las rectas verticales x=1; x=8 y la gráfica de la 
función f, donde: 


n6)=| 


») 


x-1 ¡xs6 
-P+12x-31 ;x>6 
RESOLUCIÓN : 


Vile)= 614 126%81> 


* Se observa que el área total es : A=A, +A, 
* Pero: 
Aj=f; £,(xJdx=|, (x - dx 


O 
* También: 
As=|; Falx)dx=f E (-1%+12x - 31)dx 


(100464? - E 
> Ay ( ral +6x* - 3lx 3 
* Finalmente: 
25, 22_119 
ASA +A) = + Dd 
* El caso más general se presenta cuando el área está 


definida entre dos curvas, que representan a dos 
funciones f y g, una de ellas ubicadas por encima de la 
otra. El cálculo se realiza aplicando este teorema: 
TEOREMA : 

Si f y g£ son continuas en [a; b], tales que 
Vx e [a; b] ; f(x) = g(x), entonces el área de la región 
limitada por las gráficas de f y g y las líneas verticales 
x=a y x=b está dada por: 


la figura muestra la región comprendida entre las 
curvas f y, gen el intervalo fa; b]. 

(75) Calcular el área de la región limitada por y==* , 
y =x%. > 

RESOLUCIÓN : : 


* * Encontramos el punto de intersección de ambas 
2," curvas: (1;1) y (0;0). 


* Aplicamos el teorema anterior: 


(63 Calcular el área de la región limitada por las curvas 
y=%, y= lx. 
RESOLUCIÓN : 


* Encontramos el punto de intersección de ambas 
curvas: (0; 0) y (1; 1). 


EDITORIAL RUBIVOS 


* Donde: 
V,=r(f(x))Pdx; representa el volumen: a cilindro 
de radio f(x) y altura dx. F 
TAS 
f(x) 
A=|¿[/0)-8(2)]dx=[¿(/z a? Jas EJEMPLO 1: 
> an he 3/2 _1 a) z A Halle el volumen del sólido que se genera por la 
3 3), 3 3 3 rotación de la región limitada por la curva: y=/x y el 


VOLUMEN DE UN SÓLIDO DE REVOLUCIÓN eje “x” en el intervalo: /2;4] 


Sea f una función continua en /a; b], “S” el sólido de 
revolución obtenido por la revolución alrededor del eje 
“zx” de la región limitada por la gráfica de “f” y el eje 
“x” en el intervalo:/a;b] entonces el volumen es: 


EJEMPLO 2: 


Hallar el volumen del sólido generado por la rotación 
respecto al eje “e”, de la región plana limitada por la 


gráfica de la función y =x* y por la sección del plano 
al que pertenece la recta 1=2. 


RESOLUCIÓN : 
* El sólido se forma por un conjunto infinito de 


cilindros cuyos radios es “y” , el espesor Ar. apor 
consiguiente cada cilindro me Por volumen xy*Ax 


* El volumen total del sólido es: 
Var |; (e? Pax > Va/¿ ate? Pax=r |, =tdx 
* La integral de una constante por una función es la 
constante por la integral de la función. 
2 
> V=x |; xde=x ES y e 
LONGITUD DE ARCO 


La longitud de un arco utilizando el cálculo integral. 
La longitud del arco de la figura de y=f(x), entre x=a 
y x=b, se calcula por la fórmula. 


EJEMPLO: E 


Hallar la longitud del arco de la curva 8y=x* Sr 
desde x=1 hasta x=2. 


RESOLUCIÓN: 


* Como; 

Laf; [mej ej: + 2) def: 1+l q( + -2+2ojas 
1 (03) A 

o e O E 
(PROBUEMASARESUELTOS 
PROBLEMA 1: 


Calcular; A = Sos *xdx 
RESOLUCIÓN: 


A=f eos*xdx=| cos? x.cosxdx 
> A=f(1-sen*x).d(senx) 


3 
sentx 
> Á=senx-— 


+e 
PROBLEMA 2: 
Calcular: B=| sen*cosxdx 
RESOLUCIÓN: 

B= S sen*cosx.dw=f sen*xd(senx) 


3 
sen?x 
>B= 


+e 


PROBLEMA 3: 
Calcular: C=[cos*xdx 


RESOLUCIÓN: 

C= feos*ada= pez de 

y c=3[ fasx+ feos2nas ]=5[»+ ez], 
PROBLEMA 4: 
Calcular : 


D=| cos* x.sen*xdx 


PROBLEMA 8; ó 


(SINTEGRALES TRIGONOMETRICOS 2 |873| "> > EDITORIAL RUBIÑOS) 


=D> c0s*x.(1—cos*x)*.(-d(cosx)) 
y >D=|c08*(1- — 208" x+c08x)d(cosx) 
> Da (cos*x—cos*x-+c08"x)d(cosx) 


PS pez a 2cos"x | a 
3 5 7 
PROBLEMA 5: 
cosx 
e 
RESOLUCIÓN: 
_f cosedx _ e d(senx) _ 
8-/ 2+senx J 2L+senx 
> a AA cn (2 +0enx)+e 
+senx 
PROBLEMA 6: 
Calcular: F=5 cos xsenxdx 
RESOLUCIÓN: 


Hacemos u=cosx con lo cual du=-senxdx. Si 
sustituimos estos valores en la integral, tenemos: 


4 
3 5, _—% 
= = == HC 
F: cos xsenxdx: Ju du: Z + 
Al volver a la variable original: 
A 
cos" xsenxdr= = 2 

PROBLEMA 7: 
Calcular las siguientes integrales 


+0 


A) paa c) Les mon 
B) [a +tgx) - algo D) E 
RESOLUCIÓN: ; | 
ae Z '=secr+e 
*B=j(gts: Jar (1+tg*xJdx 


a 
e —cos* yx 


ATAR le 


Detamina el ars bj a curva de yosenz ¡yl j 
“x” en el intervalo /0;2x). 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando: y=senx ; x e [027] 


y = senx 


* El área pedida es la suma de las áreas de A y B. 


” 
> A=- 1-(-1)=2 
0 


El área de B está totalmente por debajo del eje “e”, 
por lo tanto al evaluar la integral definida en [1;2x] 
se obtendrá un número negativo, entonces el área para 
B se tomará con valor absoluto, 


A=|/ senxdx=-cosx 


2x 


B= o 2rsenxdx|= (Ecos x) 


> B=|-1-(1)|=|-21=2 
* El área pedida es: 
(2+2)u*=4u* 
PROBLEMA 9: 


Expresar el área de la región rayada con la integral 
correspondiente: 


di 


RESOLUCIÓN : 


El área correspondiente está limitada por la función 
y=c0s x con valores positivos en el intervalo 5 =] 


y con valores negativos en el intervalo ls 3* pa ), por 

consiguiente tiene como expresión la integral. 
af sonas [7 conse 

PROBLEMA 9: 

Calcular : f arcsenxdx 

RESOLUCIÓN: 

* Hacemos 


u=arcsenx ; do=dx 


dx 


du= : 
AS 


Jarcsenxdx=fudv=uv - fudu 


=xarcsenx — a A E Y) 


vu=x 


= -u+e=- ES +e 
* Reemplazamos en (1): 
Jarcsenxdx=xaresenx+ Via? +e 
PROBLEMA 10: 
Calcular: E=| sen* 4xdx 
RESOLUCIÓN: 


Observemos que el exponente de la función es impar, 
entonces a la integral escribiremos así: 


Es=| sen* 4xdx=/ sen? dx.senáxdx=' ( 1-cos? 4x)sendxdx 


cosáx cos 4x 
ES 12 


=> E=| senáxdx - | sen* 4x.sendxdx=- +e 
PROBLEMA 11: 

Calcular: F=j tg? dxdx 

RESOLUCIÓN: 


Observamos que el exponente de la función es par, 
entonces de acuerdo al criterio establecido expresamos: 


a 


PROBLEMA 12 : 
Calcular: G=[cos* x.sentxdx 


RESOLUCIÓN : 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la 
integral dada escribiremos así: 


[eos* xusen“ab; cos” x.senÚx.cos ab] (1 send x)Jsen*xcos dx 
7" 3 1 1 

> sen*avosulr Joer acosb=serx ¡pio 

PROBLEMA 13: 

Calcular: H=| sen” x.cos* xdx 

RESOLUCIÓN: 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la 
integral dada escribiremos así: 


frfcodab=fsataco? esebf 1d) 0d usevade 
Ef 12008 xicos) cof aser 
> H= |cos*xsenxdx—2 [005 xsenxdx+ [cos*xsenxdx 


PROBLEMA 14: 
Calcular: 1: =/ sen*x.cos* xdx 


RESOLUCIÓN : 
* Como los dos exponentes son pares, entonces se usan 
las identidades: 


1-cos2x | cos? =1+0002x 

2 ó 2 

[rentz.costad A 
2 2 


> 1=5J(U-cos" 22) (1-cos2x)ds=5 | sen? 2x(1-cos2x)de 


senta 


Es I=¿[[ sen? 2xdx -|sen* 25.cos2was] 


1 ¿1-cos4: > 2 
=1-3j A 


PROBLEMA 15: 

Calcular: e): =| cos 2xdx 

RESOLUCIÓN: 

Observamos que el exponente de la función es par, 
entonces usaremos la identidad : cos? Ad 5 
por lo tanto: E 


Calcular: K=fcos” x.sen* xdx 
RESOLUCIÓN : 


Observamos que los exponentes son impares, entonces 
ala integral dada expresamos así: 


Joa? xs act cor sen semad=| cos" 21, con”) serca 


PROBLEMA 17: 

Calcular: M=f sen2x.sen9dx 

RESOLUCIÓN : 

Como: senBr.cent== (0087: - cos 11x), reemplazando en 
la integral: 


=> Ma] senzxeentads= (0097: 000 1l5Jdom (72 Ent) y 
PROBLEMA 18 : 

Calcular: N=|senx.sen2x.senSrdx 
RESOLUCIÓN : 

* Como: 

m2 (costeo), etonees 


conto a (senx cos x+eenxvoshx) 


(od senticieemts senáx) 
Aa y 
ii 
== PE cos bx 
Ha 
dada escribiremos así: 
_sectodo 


poliza 


sena= "E. camarones (0 : 
tg0=2sena 100 TR a 
5d 
cora EHE%O lg tg?0=2c0s0 


2 
> 4-tg?0=4c08*2 


* Ahora hacemos la sustitución en la integral: 


2oosada 
rar 120) cos a2cona o Da 


PROBLEMA 20: 


Una particula que parte del reposo se mueve a lo largo 
de una recta de manera que su velocidad en el instante 
t es 2sen £ +38. Determinar su posición en el instante 
t=x. 

RESOLUCIÓN : 


Sea x(£)=posición de la partícula en el instante É, 
medida a partir del punto inicial; entonces 
x(t) =velocidad en el instante £. 


2 Por lo tanto, como la partícula parte del reposo 
x(0)=0 
x'(t)=2sent+3é 
> [+'(t)dt=|(2sent+31* at 
> fax=[d(1 —2c00t) ; 
> a=t - 2cost4+c> x(t)=8 - Zcost+o 


x=x(t) 


* Con la condición inicial hallamos el valor de e 
O=x(0)=-2+C => C=2 
* La posición de la partícula en cualquier instante £ 
ES x(t)=4? - 2c08t+2 
y en el instante ¿=x: 
alr)j=+d 
PROBLEMA 21: 


Para una campaña publicitaria se desea hacer la 
cisterna de un camión para transportar yogurt de una 
forma muy especial. Un ingeniero acepta el reto de 
resolverles el problema, el se da cuenta que las paredes 
de la cisterna, están generadas por un sólido de 
revolución obtenido al girar un arco de y=semx 
alrededor del eje “x” ¿qué volumen deyogurEposis 
transportar el camión?. 


RESOLUCIÓN : 


V=f/ sen”. ” iS 
'a o 2 de 
s 2 
y=% ee] A 
> :[. 2, 3lr 0] ge 


PROBLEMA 22: 

Hallar el área “A” de la región encerrada por las curvas 
y=senx , y =c08x entre x=0 y x= 7 
RESOLUCIÓN : 


Sobre /0; 7], senx=c08x >x= x/4 que corresponde a 
la abscisa del punto de intersección de ambas curvas, 


* Aquí es necesario dividir la región involucrada en 
dos partes de áreas A, y A, respectivamente, donde 


Aj=f“Icosx —senxkdx pues c,(x)=c08x — senx > 0 


sobre[0;x/4], 


> A,=(senx+cos x) 


id 
=/2-1 
0 


Az=|;, Isenx - cos xklx ,pues ep(x)=senx-—cosx > 0 
sobre[x /4;x], 


” 


Me 
=14+4/2 


o 
*Porlo tanto; A=A,+A,=2/2 


> Az=( - cos x-— senx) 


PROBLEMA 23 : 

A un ingeniero se le encarga construir en un terreno 

que tiene la forma de la siguiente región en el plano, 

el cual esta limitado por las curvas y: ey=x+1, 

medido en decámetros ¿Cuál será el área techada por 

el primer piso si se quiere dejar un tercio del total del 

terreno para jardines?. 

RESOLUCIÓN : 

* Para graficar la parábola, hallamos el vértice. 
y-3=-* > V(0;3) 

* Ahora calculamos los puntos de intersección. 


el área techada es: 


el 2 2,1 
S ¿[(e--5) 3] 
* Luego transformando en metros tenemos: 

A, = 3(10)? = 300m* 
PROBLEMA 24: 
La región que queda debajo de y=1+senx, sobre el 

q y y 

eje “x” entre x=0 y x=2 y rota alrededor del eje “y” 
(x=0). Calcualr el volumen del sólido generado. 


RESOLUCIÓN : 


f 
pa V=2sf, x(l+senx )Jdx 


É vea sn cos] 


2 
> V=da*(x-1) 
0 


PROBLEMA 25: 


Hallar el área, “A” de la figura limitada por la curva 
y=sentx+cos*x y por el segmento del eje “x”que une 
dos puntos sucesivos de la intersección de la curva con 
el eje “e”. 

RESOLUCIÓN: 


* Sumando gráficamente y=senx y  y=c08'x 
obtenemos la gráfica de la curva. 


y=sen?x+cos*x 
* Puntos de intersección con el eje “a”: 
sentx+cos*x=0 
D senx=- c08x 
> x=3x/4 ,=7x/4 


A C)y'=2x E) y'=secxtanx 
B) y=e" D) y'=sectx  F)y'=3x*-2x 
n ¡pleta el siguiente cuadro con las derivadas de 
siones trigonométricas estudiadas en la 


(3) Completa el siguiente cuadro con la antiderivada 
delas siguientes funciones trigonométricas. Recuerda 
que las antiderivadas se escriben agregando la función 
constante, cuya derivada es cero. 


ANTIDERIVADA 


8(x)=sen x+C 


(642 Calcula la antiderivada de las siguientes funciones: 


A) fíx)=3senx B) f(x)=- Gaecta 


D) f(x)=- 2secxtanx 
F) f(x)=28enxco3x 


C) f(x)=csc*x 
E) f(x)=- 4eosx 
(3) Analiza las siguientes afirmaciones y determina 
si son correctas o incorrectas. En caso de ser 
incorrectas, explica el por qué y escríbela 
correctamente: 

A) La integral de la función f(x) =sen x, respecto a x, - 
se nota senf xdx. 


B) La notación S E EE corresponde a la integral de 
la función y=x7. 

C) La integral de la función y=e* se simboliza por S er. 
D) La integral de f(x) =tanx se simboliza por 
ftanxdx. 

E) La notación f==c corresponde a la integral de la 
función f(x)=dx. La expresión | f(x)d+=F(2)+C 


significa que la derivada de la función F(x)+C'es f(x) 
o que la antiderivada de f(x) es F(x)+C. 


([STRIGONOMETRIAA> [877] LA ENCICLOPEDIA 3015 


(()) Calcula las siguientes integrales: 
A)f(2corx+3wenx)dx  B)/(senx+x)dx C)f| (cosx+ Far 


cos ER 


li 
E) ¡(Ecce 6) 20"dx 
14) J(senx+3sec* xJdx Dj (esexcotx+esc? x)dx 


dt E)| (secxtanx+sec*x)dx 


(2 Transforma la integral dada en una integral 
inmediata. Para lograrlo debes hacer un cambio de 
variable tal como se te indica en cada caso: 


A) [2% tanxsecxdx llama u=secx 


B) dx llama u=1+senx 


C) f9cos(9x+4)dx lama u=9x+4 
D) S(sen3x)' 3cos3xdx llama u=sen3x 
E) [tanxdx 
Escribe tane= 2 y llama u=co8x 

Ccosx 
F) ftan*(2x)?sec* (2x)dx llama u=tan2x 
G) pee llama u=x2 


B) 1% 7 dx llama u=1-2x* 


(3 En cada una de las expresiones a integrar: 


* Identifica las funciones que intervienen. 


* Determina en cada caso, la función primitiva y 
aquella que pueden cumplir el papel de derivada. 


* Derivada la función compuesta. 

* Compara esta derivada con la otra función. 

* Escribe el cambio de variable apropiado. 

* Expresa la función a integrar en términos de la nueva 
variable. 

* Encuentra el valor de la integral si la consideras 
inmediata. 

4) [(2+ne”**"lax B) [2a%Lnadx 0) f3csc* 3rds 


ua: rr A as sl 


jul jo ¡E E dex 1) f3sen3xtaniede 


s [+ 


(€3) Calcula por el método de sustitución: 
4) ftan2uds Ba az Cc) focos 
x 
D) fate” de E) [8**tanxscexde 
a 
7 od. 
E) Stan" Zxseo*Zudx G) [2x0 dx) JS de 
D fauna) jaras 
(O) Aplica la integración por partes en cada uno de 
estos ejercicios: 
A) | xsenxdx F)/ JxLnxdx B)|xe*dx G) [a%e*dx 
€) [Lnxde  H)fe*senx1dx D) | xsen3xdx 
1) [x“senxdx E) | Ln3xdx 1) fx(x+1*dx 


(0) Indica las verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 


A) fi f=jdx=0 B) | xJdx=f, flaJdx 


C) $, fejdx= bf] fix)dx- |, Pocjdx 


(63) Indica la verdad o falsedad de las siguientes 
afirmaciones: 


A)fíde=b=a  B)jexdw=c(b-a)  C)f/0dx=e 


(D Si fíx) > 0, entonces Jo royax 20 para x e [ab]. 
¿Es verdadero o falso lo afirmado?. 
O fíx)2 g(x)20 para xe/ajb], 
fte) - g(x)]dx > 0. ¿es verdadero o falso? 
(5) Calcula las integrales: 
2 q 
A) f, (x*+4Jdx — B) [,6dx 
61 
D) |, ¿de 
(13) Calcula el área de la región limitada por las curvas 
y=x*, y=4x, 
(O) Calcula el área de la región limitada por las curvas 
y =*,y= ix. 
(3) Calcula el área de la región limitada por las 
parábolas y=x* ,r=-y?. 
(O)Halla el área de la región limitada por las curvas 


y=senx , y =co8x , donde xe[-£:0] 


entonces 


0) [¿(x*+2x+3)dx 
E) f¿e*de 


MAINTEGHALES TRIGONOMETRICOS % 


€) Hala el área de la región limitada por las curvas 
y=xi+dx, y=0 


O Sia área de la región limitada por x=0, x=a, 

ly]=1x] es 81 cm; halla “a”. 

(2) Encuentra el área cerrada por 1*+y*=4 y la recta 
=/3x 

€3) Halla el área limitada por y=2*, y=3* y la recta 

que une los puntos (3;27) y (532). 

€) Halla el volumen de cada sólido, con las 

características indicadas: 

A)Limitado por la gráfica de y=/x y al plano elque 

pertenece la recta x=5. 

B)Limitada por la gráfica de y=4-x7, gira respecto a x 

C) Limitada por la gráfica de y=x*-4, gira respecto a x 


D) Limitada por la gráfica de y =2x, gira respecto a 
“x” lo limita el plano al cual pertenece la recta 1=4. 


8) Evalúe la integral ¡3 V885_ q, 
E Vsec x + ese z 
x A 2x x 2x 
y BJ o Dr E 


a y 
e Halle la longitud de la elipse E + Fa =1 
siendo e=4a ; e : excentricidad; -=«a senf . 
C)45;/* JT+esenódo 
4aj:* J1-Asentodo EJ4bj7'*/1-e* cos? 0d0 
0 


xab xab 
lg 


€) Dada la función' f definida con regla de 

correspondencia f(x] =sen'2x , determine el valor 
E Bio 

dejá flajde. 0 


8 1 
Mg 


16 


8 


Cc E 
2 15 


1 4 
B)5 D) E 


(5) Siendo y el volumen del sólido R limitada 


superiormente por z = 1- y? — y? e inferiormente por 
el plano z=1-y , calcule seny. 


: lola daa olaa 
14 2 
42 EN GN ZN 2d 2 42 


y 
jes —+C, (141) 
El 


, a 
[au dx — +0 
d la 


t 17 
[cosu-u'-dx= senu+C 


Josxdx= senx+C 
| 


senxóx= =cosx +0 [seur «dez cos O 


|— dro tgx+l es 140 
g 
2 osx costu 
[era edes tgu+C 
A o 
a > 0gx+L —. y «dx =cotgu+L 


(Lo orraegual 
l4u 
l 
: 


[ll+gud=tax+0 


OBJETIVOS : 


* El tema busca fundamentalmente introducir al 
estudiante en una nueva visión de la Geometría a 
través del manejo del concepto de vector libre y de las 
operaciones que se definen en torno a él, con el fin de 
capacitarlo para enfrentar problemas de la física, el 
cálculo y otras disciplinas en una forma más sencilla 
que la aportada por la Geometría Euclidiana. 


* Identificar y establecer la relación existente entre el 
Algebra y la Geometría como consecuencia de la 
asociación de ecuaciones y figuras geométricas. 


* En el mismo sentido; se refuerza en forma 
permanente la determinación de diferentes lugares 
geométricos; no reduciendo su planteamiento 
únicamente al aspecto vectorial sino haciendo énfasis 
en el desarrollo cartesiano y su correspondiente estudio 
analítico. 


* Finalmente se presenta un estudio detallado de las 
cónicas en forma cartesiana. 


INTRODUCCIÓN : 


Vector, en matemáticas, cantidad que tiene magnitud, 
dirección y sentido al mismo tiempo. Por ejemplo, si 
una cantidad ordinaria, o escalar, puede ser una 
distancia de 6 km, una cantidad vectorial sería decir 6 
km norte. Los vectores se representan normalmente 
como segmentos rectilíneos orientados, como B en el 
diagrama que se muestra a continuación; el punto O 
es el origen o punto de aplicación del vector y B su 
extremo. La longitud del segmento es la medida o 
módulo de la cantidad vectorial, y su dirección es la 
misma que la del vector. 


El vector, se usa desde hace bastante. La idea analítica del 
vector surgió con la geometría analítica (naturalmente). Es 
decir, una vez establecido el asunto cartesiano (Descartes 
combinó la geometría y el álgebra), se empezaron a usar los 
vectores como representaciones, Pero desde el punto de vista 
físico existía una necesidad (también dentro de la geometría 
pura). Un vector es una simple n-upla? . 

En las matemáticas de nuestros días, un vector es considerado 
como un conjunto ordenado de cantidades con determinadas 
reglas para su utilización. El análisis vectorial (es decir, el 
álgebra, la geometría y el cálculo de cantidades vectoriales) 
aparece en las matemáticas aplicadas en todos los campos de 
o ide 


El sistema de ejes coordenadas está definido como el 
producto cartesiano de Rx R , mediante el cual se 
identifica a el conjunto de pares ordenados de números 
reales o puntos así: 


RxR=((x;y)/x e R ny e R) 
Donde la igualdad de pares ordenados está dado por: 
(25% )(Xg5%4) > X, Y Xg=X4 

Entonces a los elementos de ¡2 x 7 sedenomina puntos 
que se denotan por : a=(a,; ay). 
Las operaciones a realizar son: 
Suma: Dados los puntos a=(a,; ay) y b=(b,; ba); se 
define la suma a+b como el par ordenado de 
componentes a,+b, y az+ b, así: 

a= (a,; az) 

B=(b,; by) 

> 


MULTIPLICACIÓN DE UN PUNTO POR UN 
ESCALAR 


Dadoel punto a=(a,; a) y r e R,se define el producto 
de ra como el par ordenado cuyas componentes son 
ra, yTa,. 

Así: a=(a,; a) yreR 


Luego : ra=r(a,; a) 


> 
ESPACIO VECTORIAL BIDIMIENSIONAL 
REAL (2*) 
Un conjunto g de elementos a ; b; 0;...sedenomina 
espacio vectorial bidimensional real (72), si para 
cualquier par de elementos a y b está definido la suma 
a +5 y la multiplicación de ra donde r es un escalar. 


Entonces a los elementos del espacio vectorial se 
denominan vectores. Sean los vectores: 
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a(a,; a), b=(b,; b3), c=(c,;€3) y r, k números 
reales, luego se cumple los siguientes axiomas. . 
1) +5 er? (ley de clausura) 


2) a+b=b+a (ley conmutativa) 
3) (a+b)+c=a+(6+c) (ley asociativa) 
4) Existe un único elemento Q=(0;0) e R? denominado 


origen o elemento cero tal que a+0=a,a dicho 
elemento se denomina vector nulo. 


5) Para cada vector a=(a,; az) existe un único vector 
denotado por (-a) en 2 tal que : a+(-aj=0 
Luego : -a=(—a,;=ay)se denomina el opuesto de 
o el inverso aditivo del vector a. 
6) kxa er? ley de clausura) 
7) (r+k)Ja=ra+ka 
8) k(a+b)=ka+kb 
9) r(ka)=(rk)a 
Para la resta de dos vectores a a y ber”, sedefine la 
siguiente operación: 
a=(a,; az) 
b=(b,; bz) 


> 
VECTOR: 


La representación geométrica del vector a es mediante 
una flecha o segmento dirigido, el siguiente gráfico 
nos ilustra dicha representación. 

Y 


B_A, Línea de acción 
A Es 
x 


El segmento dirigido AB o flecha representa al vector 
a, donde Á es el punto inicial o extremo inicial y B es 
el punto final o extremo final, su notación 
correspondiente es: 
AB: se lee vector AB o segmento dirigido que va de A 
hacia B. 
Luego : 

AB=a> operación lineal con vectores. 


¡ RECUERDE! 
* Sea : a=(a, ¡az)se lee vector a cuyas componentes 
son 4, y Ay. 


* Sea : P(xg: yo): se lee punto P de coordenadas x, y Y,, 
Es frecuente asociar la palabra vector en el campo de 
las matemáticas, física. mecánica y otras ciencias. Esto 
es cuando se refiere a las magnitudes vectoriales, así 
tenemos por ejemplo la velocidad, la aceleración, la 
intensidad del campo electromagnético, ete. además 
de sus valores numéricos estos tienen una dirección y 
un módulo, se representan mediante un vector o 
segmento dirigido. 


REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE UN 
VECTOR EN R? 


Geométricamente un vector 4=(a, ;a3)en p?3es 
representado mediante un segmento dirigido o une 
flecha. Cada vector a=(a, ;az) tiene un número 
infinito de representaciones geométricas en p?,todos 
ellos son paralelos entre si, tienen igual módulo y 
dirección. 


Notación: 
P,P, : vector P¿P, 


a: vector a 
¡a=P,P, > a=P, - P, 
donde: 


P,: punto inicial o extremo inicial 

P, : punto final o extremo final 
a=(a, ;a3) se lec vector a cuyas componentes son a, 
yA), 
donde: 
a,: se denomina primera componente y es desplazado 
paralelamente al eje X. 


4): se denomina segunda componente y es desplazado 
paralelamente al eje Y. 


RADIO VECTOR : 


Es aquel vector cuyo punto inicial es el origen de 
coordenadas. 


En la figura A 
OP: radio vector (vector posición) 
MÓDULO O MAGNITUD DE UN VECTOR 


Para cada vector a=(a, ;a,)e R*existe un escalar 
número real denominado módulo, magnitud, norma o 
longitud de dicho vector. 


a dénotado por lal 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
Analizando las componentes del vector a, se observa 
dos elementos muy importantes los cuales son el 


módulo lal y 4. Donde « es medido en sentido 
antihorario a partir del eje el cual indica la dirección 
del vector. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA SUMA 
DE VECTORES 


Sean: a=(a, ;2,) y 5=(b, ;b7), luego el vactor suma 
a+b=(a,:b7)+(b,5b7) 


>|a+b=(a,+b,; a,+b,) 


es: 


En la figura: 
Es. P,MP, : aplicando el teorema de Pitágoras 


(la) =0?+03 > ai=/af+az 
DIRECCIÓN DE UN VECTOR : 


A cada vector no nulo a= (a, 542), le corresponde una 
dirección. dada por la medida del ángulo que forma el 
vector con el eje X. 


Así: 


Dado el vector: a=(a; 397) 
Del gráfico: 
a,=[g|cosa, az=|a|sena 
Luego: 2 
a=(la|cosa;la|sena) 


[al(cosa; sena) 


En el gráfico : 
la+b=(a,+03); (b,+by)! 
a+b: se denomina resultante 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA 
MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAR CON 
UN VECTOR 


Dado un número real r (escalar) y un vector 


a: (a; a7),se tiene: 


donde ra : se lee r veces el vector a y ra: tienen igual 
dirección que a. 


vr<b 
p JE ay 
En el 
ñ 
las 


todo vector a=(a, ;az) tiene su Inverso aditivo 


Y 


denotado por -a=(- a, ;- az), denominado también 


el opuesto del vector q y ambos tienen igual módulo y 
dirección. 
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x 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA 
RESTA DE VECTOR 


Sean los vectores a=(a, 392) y b=(b, ¿b7), se define 
la resta a -b=a+(-b) 


es decir ; a—b=(a,507)+ —b,5-bp) 


Luego : [a —5=(a, —b,; ay — ba) 


Y 


En la figura : a=(a, ;az) y b=(b, 3b3), luego: 


la—b=(a, —b,;ay-b,) 


MÉTODOS PARA SUMAR DOS , TRES 
O MÁS VECIORES MÉTODO DEL 
TRIÁNGULO 


Sean los vectores: a y 5 


7 y 


Para obtener la suma de a y 5 se realiza una traslación 
respecto a su posición inicial, es decir se realiza un 
desplazamiento paralelo a su posición Inicial. 
PROCEDIMIENTO : 

Se traslada el vector a; luego por su extremo final se 
traslada al vector 5, entonces el vector cuyo extremo 
inicial es el extremo inicial del valor a y su extremo 


final es el extremo final del vector 5 es otro vector € 


[ss  EDrrorrar ROBIos) 


que representa al vector a+b, así tenemos en la 
siguiente figura: 


En la figura : [¿=a+5] 
MÉTODO DEL POLÍGONO : 


Este método consiste en la aplicación sucesiva del 
método del triángulo. 


Sean los vectores a, 5, e, d. 


En la figura: 


MÉTODO DEL PARALELOGRAMO : 
Sean los vectores a y 5 


VECTORES PARALELOS : 


Dos vectores a yb no nulos, son paralelos o 
proporcionales si y solo si uno de los vectores es k veces 
el otro vector, donde k es un escalar. 


Así: albo a=kbob=ra,reR 

Enla figura: ¿Bo a=kb,h>0 

eb c=sh, a<0 

* El vector nulo es paralelo a todo vector 
0//5>0=0.b,(0€R) 


([STRIGONOMETRIA2 > > > 883] 


* Todo vector es paralelo a sí mismo. 
Bllb «e b=1xb 
VECTOR UNITARIO 2 


Dado un vector A=(4,543), se denomina vector 
unitario, aquel vector cuyo módulo es uno, se denota: 


[ñl=1. Así 4=(4,5 M2) : vector unitario 


Luego: 
lal= lei +uó=1 


VECTOR UNITARIO QUE TIENE LA 
DIRECCIÓN DE UN VECTOR 


Dado el vector a=(a,;a2), a+0 yel vector unitario 
A que tiene la dirección del vector acomo a y y tiene 
igual dirección entonces dichos vectores son paralelos. 


Y 
= 
Hlla <> a=[a|x 4 


22 


En la figura 


$ 


VECTORES UNITARIOS QUE TIENE IGUAL 
DIRECCIÓN QUE LOS SEMIJEES 


POSITIVOS X - Y 
Los vectores unitarios que tienen igual dirección que 
los semiejes positivos X e Y se representan por i y j- 


Del gráfico : 


1=(1;0), j=(0:1) 
Sea OP un radio vector de componentes a, y a), luego: 


HOLA 


P= (21:82) 


T a 


Del gráfico : a 1 

OP=a,i+ayi 
PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 
Dados los vectores a=(a, ;az) y b=(b, ¡by), el 


producto escalar o interno de a y b se denota por axb 
y se define por : 


axb=(a,; a3)x(b,; b3) 


VECTORES ORTOGONALES : 
En el espacio vectorial dos vectores son ortogonales si 
sus respectivas líneas de acción son perpendiculares. 


Linea de —: 
acción R 


En la figura se muestran dos vectores a yb cuyas 
líneas de acción son perpendiculares, mediante una 


traslación los vectores a y 5 son ortogonales en P y se 
denota por a 15, Así: 


mi 


5 
Siendo: a=(a,;a,) y b=(b,5b,) 
Luego : 


Suma:  a+b=(a,+ b,;a3+by) 


> la+5]= (a+ b,)P+(a3+b9)* 


Resta : a—-b=(a,- b,;a7-by) 
> la -5)=/(a, -b,P+(a, -b,)* 


En el rectángulo sus diagonales tienen igual longitud 
entonces: 


la+8l=13-8l>|6+81* [4-5 =0 
Luego : 


(a,+b,'+(a3+b,)* -(a,-b,)? -(a3—b3)4=0 
> 4ab,+4a,b, = 0 


> [ab +aby= O)..(1) y En el APQM: Por Ley de Cosenos 
Por definición del producto escalar. laa =lal* +5 -2lallólcoso 
axb=ajb,+4)bo....(2) Despejando Cos 9: 


Luego: de (1) y (2): o 
¡a 


¿RECUERDE ? 
== 'ARALELOGRÁMICA. 
¡Si dos vectores a y b son ortogonales, entonces ÁREA DE UNA REGIÓN P. 


el producto escalar es cero, así: a 1 5=0 El área de una región peralelográmica cuyos lados 
tienen por longitud el módulo de los vectores a y 5 
ORTOGONAL DE UN VECTOR 3 está dado por: 


Para cada vector a=(a,;a7) se define su 


correspondiente vector ortogonal denotado por a 
cuyas componentes son (-az;a,), es decir: 


a =(-aj; ay): 


Gráficamente el vector z ' se obtiene haciendo girar el 


vector a sobre su punto inicial un ángulo cuya medida Arlaxbl 

es 90” en sentido antihorario. 

PROPIEDADES : ej YI 
1) Dados los vectores: a=(a,; 42) y b=(b,; b¿):axb=bxa 


2) Va=(a,; ay):axa=|g| 

3)Si: a=b=>axc=bx0c, Va e R* 

4) va,b,ceR* :ax(5+2)=axbraxe 
Xx 3 RECUERDE QUE 3 


Dado el vector, no nulo a=(a,; az); su ortogonal 
denotado por a”, se obtiene haciendo girar a, 90” en 
sentido antihorario, alrededor de su punto de partida; 
cumpliéndose que : 


a=(a,; a,)> a =(-ay; aj) 


ANGULO ENTRE DOS VECTORES OBSERVACIONES : 
Sean los vectores a y Bque tienen el mismo origen y 1) [a|=[¿*| 2) (a) =-3 3)axa =0 
forman un ángulo de medida f, luego el Cos 4 sedefine 
por: 


En la figura: 


4) á =(m;n)>G=(n; -m) 


ÁNGULO ENTRE DOS VECTORES 
Dados los vectores no nulos: 


a=(a,; az) 
B=(b,; b,) 


PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UN VECTOR 
SOBRE OTKO 


Dados los vectores no nulos a y b; el vector x% (ver 
gráfico adjunto), se denomina la proyección ortogonal 
de a sobre 5, denotándose y calculándose de la 
siguiente forma: 


Denotándose : 


cantidad, cuyo valor indicará la longitud o módulo del 
vector Pr; a 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO FORMADO POR 
DOS VECTORES 


Aprovechando el gráfico de lo anterior, tenemos: 


o también : 


COMBINACIÓN LINEAL DE VECTORES 
Dados los vectores a, 5 y e e R?, no nulos; se dice que 
2; es una combinación lineal de a y b si existen “m>” 
y n”e r, tales que: [¿=ma+nb]. 
CONSIDERACIONES : 

1) Se dice que: aybeR? - (5); son linealmente 
independientes, si : ma+nb=0 > m=n=0 

2) Se dice que aybe.R”- (5); son linealmente 
dependientes, si: ma+nb=0>m=+*06nx*0 


LA RECTA EN EL PLANO CARTESIANO 
ELEMENTOS : 
Dada la recta “L”: 


D (a; 0) 
1) (0; b) 


+ intersección con el eje X 

+ intersección con el eje Y 
anb  sinterceptos 

uN a + ángulo de inclinación 

IV) (xo5 yo) :punto de paso le:0) 


PENDIENTE DE UNA RECTA : (MD) 


Dada la recta “L” con su ángulo de inclinación “q ”; 
se denomina pendiente de “L” al número “m>” 
m=tana L Y 

Obs: 

Si"a"esagudo >m: (+) 

Si"a"esobtuso >m :(-) 

Si a=0>m:0 

Si a=90" => m : no definida 


Xx 


OBTENCIÓN DE LA PENDIENTE CON DOS 
PUNTOS DE PASO 


Dada la recta “L” que pasa por los puntos P(x,;y,) y 
Q(x3; y2), su pendiente “m>” se calcula, así: 


Por ejemplo en el gráfico 

6-1 _4_2 
o 
4-(2) 6 3 


2-4 2 
a =x —Aretan= (4 Porquét) 


POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS 


OBLICUAS 
1, Dadas las rectas L, y Ly; L,//L¿ + m,=m3 
Y h Note que: 
L¡//L¿ > a¡=az 
tana, =tanaz 
Es ma 


> 7 > [mon] 


2) Dadas las rectas L, y Ly 
L, 1 L¿ > m,xm3=-1 
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Note que : y 

la 
Ly E Ly a 
a3=90"+a, 
tanaz=tan(90”+a,) 


tana¿=-cota¡=- 
= : tana; 
tana, xtana,=-1 
pt 


=> 
my led 


> |m,xmy3=-1 
ECUACIÓN DE LA RECTA 


Es la relación algebraica que deben verificar tanto la 
abscisa como la ordenada de todo punto perteneciente 
a una recta. Para hallar esta relación, se requiere de: 
m=Tana: pendiente de la recta 
Paf wo; Yo): punto de peso he 
Luego VP € L, se debe amplir : 
a POR, 8 > 
a Y -yy=mix ES 


POSICIONES PARTICULARES DE UNA 
RECTA 


1) RECTA VERCTICAL 2) RECTA HORIZONTAL 


Y L 


L, :x=a 


CONSIDERACIONES : 


1) GRÁFICA DE UNA RECTA : 

Para graficar una recta, se sugiere ubicar dos puntos 
de paso de ella, de preferencia las intersecciones con 
los ejes. Así por ejemplo: 


L:2x-3y-12=0 
Hacemos : 

x=0> y=-4 
y=0> x=6 


2) INTERSECCIONES DE RECTAS : 
Para hallar el punto de intersección de dos rectas, se 
resuelven las ecuaciones como sistema de dos 
incógnitas. Así por ejemplo: 


L,:3x+y=6  L2:x-y=6 


Resolvemos : 
3x+y=6 
x-y=6 

Sumando 

4x=12> x=3 > y=-3 


>|L,  L2=(3;-3) 


3) ECUACIÓN SIMÉTRICA : 


Dada la recta oblícua “L” cuyos interceptos son “a” 
y “b”; su ecuación es de la forma: 


ÁNGULO ENTRE RECTAS 


Dadas las rectas “L,” y “Ly”, “$” es el no 


formado por “L,” y “L, z 


ay+H=ag 

$=a7-a, 

Tang=Tan(a; - aj) 
Tanaz -Tona, 

me an Tana¿Tana 


Pero: Tana¿=m, aTana,=m, 


En ei? 
e [amp [amp 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 


Dada la recta L: ax+by+ec=0 y el punto del 
plano: P(xp; yo) 


La distancia “d” de “P” a “L” se determina así: 
y 1 
d=a(r,1)= Cto tbY + 3 
la? +5? 
POLiva) 


DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS 
Dada las rectas paralelas : 
L,: ax+by+c,=0 
L,; ax+by+c,=0 


ATRIGONOMETRIA A 


La distancia “d” entre ellas se calcula así: 


Pena leelo 
Aa da)= 


ECUACIÓN VECTORIAL 


DE UNA RECTA 


Dada la recta “L” cuya ecuación cartesiana es fácil de 
obtener, bajo las condiciones ya mencionadas en el 
punto anterior, buscaremos representarla de forma 
vectorial, para ello vamos a necesitar: 


a=(a,;a,): vector paralelo a “L””; el cual se 
denominará “vector direccional” (a +0) 

Pa(x; yo): punto de paso de la recta “L” 

Ahora bien, note que: VP e L:P,P//a , ya que a//L 


Luego: P¿P=ta, te R 


Es decir: P— Py=ta => P=P,+ta 


lalprnsiiea]] 


Ec. vectorial de la recta "L" 


CONSIDERACIONES : 


1) Siel vector direccional es a=(a,; ay), la pendiente 


2) Si el ángulo de inclinación de una recta es “a”; su 
vector direccional puede elegirse como; 


8) De la ecuación vectorial: 

L: P=P,+ta; te R 

(x;y)=(xp; Yo Ha); 02 )=(xp; yo) +(ta,;taz) 
Tenemos: 


+ta, 
1 Ecuaciones Paramétricas 
y=Yo+ as 


CÓNICAS / CIRCUNFERENCIA 
PARÁBOLA - ELIPSE - HIPÉRBOLA 
DEFINICIÓN : 


Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que se conserva siempre a 
una distancia constante de un punto fijo de ese plano. 
El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y a 
la distancia constante se llama radio. 


En el gráfico: 
Y * Centro: C (kh; k) 


* Radio: R 
Plxy) (EA * Punto genérico: P(x; y) 
R Por definición : 


d(P;C)=R 


xXx 


lx H yk A=ZR? 

(x—H y RPR?.....(1) 

(Ecuación ordinaria dela Y) 
Caso particular: 
Si:C (h ; k)=(0;0) 


200: 


(Ecuación canónica de la C) 


ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA 
Desarrollando la forma ordinaria: 

€. (ah) +(y-)"=R? 
Obtenemos: 

E:xt+y? -2h x-2k y+h?+h? - RÍ=0 
Haciendo que: 

A=-2h ; B=-2k ; C=h*+R*-R* 
La ecuación de la circunferencia sería: 


Si llevamos e a su forma inicial obtenemos: 


AN" BY_ SN 
IOIDIEE 
De donde la ecuación P representa a una 
cireunferencia de radio diferente de cero, solamente 
si: 


EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIA S 


Es el lugar geométrico de los puntos equipotenciales 
respecto a esas dos circunferencias; es decir, que desde 
cualquier punto del eje radical pueden trazarse 
tangentes iguales a las dos circunferencias. El eje 
radical siempre es perpendicualr a la línea de los 
centros. Si las dos circunferencias son tangentes entre 
sí( exterior o interiormente), el eje radical es la 
tangente común. Si ambas circunferencias se cortan, 
el eje radical es la cuerda común; si son concéntricas, 
no hay eje radical, o se dice que está en el infinito. 
Eje radical Eje radical 


> % de 
E. 
2 L 

La ecuación del eje radical de dos circunferencias, se 


obtiene fácilmente  restanto las ecuaciones de 
estas. 


Así: 


E Py? +A +B y+ C,=0 

Ll, : ay? +A + Byy+ C)=0 
Entonces: 
[2 : (A, -Ay)x+(B, - By) y+(C, -C¿)=0|Eje radical) 

PARÁBOLA 

DEFINICIÓN : 
Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que su distancia a una recta 
fija, situada en el plano, es siempre igual a su distancia 
de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta. 


El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la 
parábola. 


Según definición: [4(P,F)=d(P, 2) 


ELEMENTOS : Y m 

Directriz: £ 
Foco: F Hen) 

Eje Focal: £, 

Vértice: V(h;k) 


Lado recto: MN (Lx R > |4 pl) 
Parámetro: P(QV=VF=p) 
Cuerda focal: AB 

Cuerda: TS Xx 


FORJLAS DE LA ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA 


I) Ecuación de la parábola de vértice en el origen y eje 
focal el eje “a”. 


EA Sesabe: d(P;F)=d(P; L ) 
Va p Ay =x+p 
Flpi0) y Reduciendo: 
P : y?=4px' 
x=p 


Así tenemos: 


xp *p 


11) Ecuación de la parábola de vértice en el origen y 
eje focal el eje “y”. 


111) Ecuación de la parábola de vértice V(h;k) 


P:(y-k=4pix-h) |P:(x—h)*=4p(y kJ] 


DEFINICIÓN : 


Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una 
constante, mayor que la distancia entre dos puntos. 


Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. 


Por definición : 


+= ¡d(P;F, )+d(P;F,)=2a=cte. 


PF, y PF, : Radios vectores de P 


Nota : Los ejes focal y normal de toda elipse son sus 
respectivos ejes de simetría. 


FORMAS DE LA ECUACIÓN DE UNA ELIPSE 


1) FORMA CANÓNICA : 
* La ecuación de la elipse de centro en el origen de 
coordenadas y eje focal en el eje “xr” esta dado por: 


2 
x= 
T:G+ 
a? 


Donde: 
Longitud de eje mayor: 2a 
Longitud del eje menor: 2b 


ac Y 
al=b*4o!: 


a>b 


DEMOSTRACIÓN: 
Por definición : d(P;F,)+d(P;F,)=2a 


l+c ey? + lts cry? =2a 


Elevando al cuadrado y efectuando operaciones y 
teniendo en cuenta que: 


ar-e?>0 y ai=bire? 


* Luego: 


* La ecuación de la elipse de centro en el origen y eje 
focal en el eje “y” está dado por: 


1D FORMA ORDINARIA : 
* Ecuación de la elipse de centro en el punto M(h ; k) 


y eje focal paralelo al eje “a” 
(eh (y-kP 
€: a? + m3 =1| 


FE IM) 


0 A A O A 


* Ecuación de la elipse de centro en el punto M(h; k) 
y eje focal paralelo al eje “y”. 


te-1* 9-5* y 


Cc: 


bp? a 


II) RECTAS DIRECTRIOES : 


Se denominan rectas directrices Lp, y Lp, de la elipse 
correspondiente a los focos F, y F, respectivamente, 
aquel par de rectas perpendiculares al eje focal y no 
interseca a la elipse, y si existe una constante “e” 
denominado excentricidad de la elipse tal que para todo 
punto P (x ; y) que pertenece a la elipse, se cumple: 


([AGEOMETRIA ANALFTICA VECTORIAL 2 | 890 | 


d(P,;F,) d(P,;Fy) e 
eS AS Ll LA e 
A(P,; Lp) SP; Lp,) :dondee="<1 


HIPÉRBOLA 


DEFINICIÓN : 


En el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que el valor absoluto de la 
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, 
ilamados focos, es siempre igual a una cantidad 
constante, positiva y menor que la distancia entre los 
focos. 


Por definición: 


d(P:E)-d(PoR, 


Nota : Los ejes focal y normal son sus respectivos ejes 
de simetría de la hipérbola. 


FORMAS DE LA ECUACIÓN DE UNA 
DIPÉRBOLA 
D PORMA CANÓNICA : 


De eje focal coincidente con el eje “x” y centro en el 
origen de coordenadas. 


Donde : 
* Longitud del eje transverso: 2a 
* Longitud del eje conjugado: 2b 


* DEMOSTRACIÓN : 
Por definición: |d(P; F,)- d(P; F, )=2a 


VtereX +y? lote y? |= 2a 
lí+cr +y? =20+(x — cy? 


Elevando al cuadrado y efectuando operaciones y 


teniendo en cuenta que; c*=a*+b* 
* Luego: 
* De eje focal 


coincidente con el eje 
“y” y centro en el 
origen de coordenadas 


11) Forma ordinaria : 
El eje focal paralelo al eje “x” y centro el punto M(h;k) 


Su ecuación es : 


PACTA 


a b? 33 


O| ¿ ih 
* El eje focal paralelo al eje “Y”, y centro el punto 
M(h;k). 


Su ecuación es : 


(yA (x-kYP 
car a 3 =1 


HIPÉRBOLA EQUILÁTERA 


Se caracteriza por tener sus ejes transversal y 
conjugado de igual longitud. 


2 ¿2 
Esdecir: a=b=> Eye sI 
ar b 


5? yiza? 


1) RECTAS DIRECTRICES : 


Se denominan rectas directrices Lp, y Lp, de la 
hipérbola correspondiente a los locos F, y F,, aquel 
par de rectas perpendiculares al eje local, si existe una 
constante ““e”” denominada excentricidad de la 
hipérbola, tal que para todo punto P(x ; y) que 
pertenece a dicha cónica, se cumple : 


APR), d(P; ES) 
d(P;Lp,) 


donde:e=2>1 
a 


d(P;Lp,) 


TRANSFORMACIÓN 
DE COORDENADAS 


Vamos a denominar transformación de coordenadas a 
la TRASLACIÓN y a la ROTACIÓN de los ejes 
coordenados originales xy, para los cuales el plano R* 
permanece inmóvil, es decir que los puntos, rectas y 
gráficas en general, no se mueven mediante una 
traslación y/o rotación de los ejes coordenados sino lo 
que cambiaran serán sus representaciones (como pares 
ordenados, ecuaciones) con respecto, a los nuevos ejes 
coordenados. 


Una transformación es una operación por la cual una 
relación, expresión o figura se cambia en otra siguiendo 
una ley dada. 

Analíticamente, la ley que se expresa por una o más 
ecuaciones llamadas ecuaciones de transformación. 


TRASLACIÓN DE LOS EJES COORDENADOS 


Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen 
P,(h ; k) y si las coordenadas de cualquier punto “P” 
antes y después de la traslación son (x; y) y (4"; y”), 
respectivamente, las ecuaciones de transformación del 
sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas son: 


o] 
EJEMPLO: 


Transformar la ecuación: * -34*-y? +3x+4y-5=0 
Trasladando los ejes coordenados al nuevo origen 


x 


(1 ; 2). Trazar el lugar geométrico y los dos sistemas. 
RESOLUCIÓN : 
Agrupando la ecuación dada: 

(1? —(y-2)=0 coccccanon (a) 


Donde: x=1+x'>x-1=xw"  y=24+y>y-2=y' 


En (a) tenemos : *+y?=0 => 


Graficamos : 


ROTACIÓN DE EJES COORDEYADOS 


Si los ejes coordenados giran un ángulo "4" en torno 
de su origen como centro de rotación y las coordenadas 
de un punto cualquiera “P” antes y después de la 
rotación son (x ; y) y (x” ; y”), respectivamente, la 
ecuación de transformación del sistema original al 
nuevo sistema de coordenadas está dada por : 


OP=xu+yu 


(x=; y) =v uy u 


Donde : 
u=(cosp;senp) 


Píxsy)=P (e 5y) 
yá 


EJEMPLO 2: 


Transformar la ecuación: 2x?+/3xy+y?*=4. Girando 
los ejes coordenados un ángulo de 30”. Trazar el lugar 
geométrico y ambos sistemas de ejes coordenadas. 


RESOLUCIÓN: 


La ecuación de transformación es: 
le 
Sustituimos en la ecuación original: 
ae Mez 


Desarrollando y simplicando esta última ecuación, 
abtenemos la ecuación transformada. 


TRASLACIÓN Y ROTACIÓN DE LOS EJES 
COOEDENADOS 

Considerando primero el caso en que una traslación 
de los ejes coordenados a un nuevo origen P,(h; k) es 
seguida por una rotación de los ejes trasladados en 
torno de P, de un ángulo 4.SiP es un punto cualquiera 
del plano coordenado, sean (x;y) y (xy?) sus 
coordenadas referido respectivamente, a los ejes 
originales x e y, a los ejes a* e y” trasladados y girados. 
Se tiene: y 

(5; y) =P +x UA ya 
Donde: 

Po=(h;k) 
u=(cosp;seng) 


ECUACIÓN COMPLETA DE 2D0. GRADO EN 
LAS Vi ” e yo 


Con respecto a la ecuación general de segundo grado. 
[Ar?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0+.....( 8) 


Donde los coeficientes A, B y C no pueden ser igual a 
cero a la vez. Usando una rotación de ejes, se prueba 


que una ecuación de segundo grado con B +0 puede 
reducirse a otra en donde B =0, en cuyo caso sería 
fácil identificar el tipo de cónica que representa, y su 
gráfico obtenerlo de manera inmediata, 
Haciendo el cambio : 

(x=; y)=xu+yu ; u=(Cosp;Seng) 

(x; y)=x"(Cosp; Seng)+y'( - Senp; Cosp) 

'Cosó— y'Seng 

y=wSenp+y Cosó 
En la ecuación (8) eigualando a cero el coficiente del 
término rectangular x”y” obtenemos que "4" debe ser 
tal que: 
Tan24= 


De esta manera, encontraremos la rotación "$" 
necesaria para eliminar el término rectangular xy. 
EJEMPLO 3: 
Encontrar la rotación "4" que elimine el término xy 
de la ecuación : 3x? +2xy+3y? -16 =0 
RESOLUCIÓN : 
A=3 
2 _2_ 24-90" 
(es = Tan > pa 
C=3 
* También es posible determinar el tipo de cónica que 
representa, tan sólo analizando los coeficientes de la 
ecuación general de segundo grado. 
Ax! + Bxy+Cy* +Dx+Ey+F=0 


[Relación entre coef. ] Tipos de Cónicas | Caso excepcionales 
z Dos rectas paralelas, 
B?-sAC=0 Parábola je ET 
> Un punto, ningún luagr 
B?-4AC<0 | Eli . 
. geométrico 
BY-4AC>0 | Hipérbola rasta) 


PROBUEMASIRESUELTOS 


PROBLEMA 1 

Si:0=(3;-2); B=3x ;c=(-3;8)y se sabe que 
x=(5;4)- 

Hallar el vector unitario del vector: 2a —b+e 
RESOLUCIÓN 

Dato: 2a=(6;-4).5=(15;-12) y 0=( -3;8) 

Se pide: 27 —5+c=(6;-4)-(16;-12)+0(-3;8) 
2a —b+o=(—12;16) 


Da ie 2640 _, 7, (12,16) 
l2a-brel ” /144+266 
> ji ss) 
PROBLEMA 2 : 


Hallar la suma de las coordenadas del punto de 
intersección de las rectas L, y Ly. 
Ly ((7; 9)+t(2; 4),t e R) 
Ly: ((9; 3) +h(3; —3),k e R) 
RESOLUCIÓN: 
* Si: L,N Ly =[P) > P=(x;y) 
* Es decir: 
(7; 9) +t(2; 4) =(9; 3) +K(3;-3) 
7+21=9+38k a 9+4t=3 - 3k 
* Resolviendo estas ecuaciones obtenemos: 


2: 
RES 


t=-£ 


* Reemplazando ahora f= 5 ó k=- - cualquiera 
de ellos en las ecuaciones de la recta respectivamente. 
P=(7; 9+(-3)e: 4), teR 

17 19 
rg) 
> 
PROBLEMA 3: 
Sean las rectas L, y L, definidos por: 
L,: 2x-5y+3=0 
Ly: 3x+4y+5=0 
Hallar la suma de los vectores direccionales de L, y L, 
RESOLUCIÓN : 
Sean ayb los vectores direccionales de L, y L, 
respectivamente, 
Donde: L,:2x- 5y+3=0 
L,: 3x+4y+5=0 
Sus pendientes son: 


3 
dal bs EP TO 


* Luego: a =(5;2) y b=(4;- 3) 


Sumando: 


a+b=(5;2)+(4;-3)> la +b=(9;- 1)! 


Dados los vértices de un triángulo ABC: A=(0; 4), 
B=(6;7) y C=(8;-2), se traza la altura BH, Hallar el 
módulo de HC. 


RESOLUCIÓN : 
ó 1-16; 7) 
A=(0; 4) 
x 
C-(8; 2) 


Sea: “m'” y “kh” pendiente de la recta L y L, que 
pasa por AC y BH respectivamente. Del gráfico. 


3 4 
SR k=z 


Luego: L: 3x + 4y-16=0 
Ly dx- 3y -3=0 
Entonces: Ln L,=(H) 


Resolviendo el sistema obtenemos: 


z 

Por lo tanto: HC= (2-5) qee =>HC=7 
PROBLEMA 45; 
Sea el triángulo con vértices: A=(2>1) ,B=(-1;2), 

=(3;3) y baricentro G Además, 0=m-<GAB calcule 
tan(0). 
AJ9S B)J5/9 
RESOLUCIÓN: 


 A+B+O 
3 


C)3/5 D)5/3 


C(3;3) 


E)J4/9 


G 


B(-1:2) 


Recordemos que: 
< Formado por 2 vectores: f . 


Se cumple que: Cos9= en 
tenemos: 


a=AB=B-A>a=(-152)-(2;-1) [a=(-3;3)] 


5b=AB=G-A> 55) 0250 6-(-3,7) 


(-353)x e L) 
>C0s0= Z > as a 
hi 32 8 
3 
nio cel 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 5: 
Hallar el área de la región paralelográmica del gráfico 
mostrado si : 

L, + P=44(9; 12)/f e R) 

La :((4; 10)+S(3; 4)/S e Ry 
Ly : ((a; by+k(m; n)/k e Ry ye 


Dato: Ly : P=(4; 10)+S(3; 4)/S e R 
lo cual también es: 


Ly : 4: - 8y+14=0 
Pero: L, n L¿=(6; 8) 


> 1, 12(6)-3(8)+14| 
A 


al 


También: q(0;Q)=/6*+8* > d(0;Q)=10 
L E = 
IO O) ES > 


PROBLEMA 6: 


Hallar la distancia del punto P=(1;1) a la recta L, 
definida por L : ((0;4)+t(3;2), t e R) 


EDITORIAL RUBLÍOS 
ala py 13 183 A 


12/11 


4 HE y HE y al TE 


RESOLUCIÓN : 


Dato: L : ((0;4)+t(3;2), te R)su ecuación general 
será: L: 2x-3y+12=0 


* e 
Luego: d(P,L)=d= 2/1) a 
11/18 
> 
PROBLEMA 7: 


Se tiene un triángulo ABC donde A=(3; -4), B=(10; 
20) y “C” se encuentra en el origen de coordenadas, 


luego se ubica un punto “P” sobre el segmento AB 
tal que AP == PB. Hallar el producto del punto P. 


RESOLUCIÓN : 


* Por dato: pa a 
* Luego : 
3+2 (10) ADO 
=$ 2 0261 y — E 2 y 
125 15 + 


Porlo tanto: Pp -(5; 2 
7 


> |rx y 


PROBLEMA 8: 

Dados los vértices de un triángulo ABC: A=(0;0), 
B=(18;24) se traza la mediana BM tal que AM=BM 
y la medida del ángulo formado por AB y AC es 30”. 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por “M” y sea 
paralelo al lado BC. 


RESOLUCIÓN : 
Pendiente de la recta “L”; 


Luego su ecuación será: 
L: y - 12=1g143 (x - 9) 


L :y-12=-20-9) 


> 
PROBLEMA 9: 
Dadas las ecuaciones: 
L,: x+y-4=0 
Ly: x-y-2=0 
Calcular la distancia del origen de coordenadas a la 
recta que pasa por las intersecciones de dichas rectas 


con el eje de las ordenadas y el eje de las abscisas 
respectivamente. 


RESOLUCIÓN : 


La pendiente de la recta L es m=-2 
Entonces : L: 2x+y-4=0 


Luego: 
qu!2(0)+0-4| 
241 $5 


PROBLEMA 10 : 

El vector unitario A=(x; y) tiene el mismo sentido 
que el vector no nulo B, donde B*=(m; n), Hallar 
“-y”en términos de m y n. 


RESOLUCIÓN : 
E Ñ 


Dato: A=(x;y) y B =(m; n) > B=(n; — 


Luego: 5 


z_B m) 
A== >=(x;y)= 
lBl á 


(nm; 


PROBLEMA 11 : 
Hallar las coordenadas del punto R sobre el segmento 


PQ tal que PR=-2PG 


Si: P=(3; 5) y Q=(9;-7) 
RESOLUCIÓN: 


A 


: Q= (9-7) 
Del o 


= 20057111856) 
27 2M,(6. HEN 
mE: 52) Es El 


PROBLEMA 12: 
Hallar las coordenadas del punto de intersección de 
las rectas L, y y 
Si: L, :((6;8)+t(1:2)/t e R] 
La :((4;3W+k(1;—1)/k e R] 


RESOLUCIÓN: 


Dato: L, n L¿=P > P=(x;y) 
Entonces: 
(25 y)=(5+18+21) a(x; y)=(4+k; 3—k) 
5+t 8+2t 
ae 2 (5 =k 


dedonde: 5++=4+Rk «««.(1) 
8+2t=3—R ..(2) 


Resolviendo el sistema: x=3 a» y=4 
> [P=03:4] 

PROBLEMA 13 : 
Sean las rectas L; y E definidas por: 

L; = (24+1;-31+3/t e R) 

L, =13-—4h; 8h/k e R) 
Hallar la suma de los vectores direccionales de L, y Lg 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 


Ly: P=(1; 3) +t(2;-3),t e R 
Ly : P=(3; 0) +k(—4;8),k e R 
Luego los vectores directores son: 

a=(2; -8) y b=(-4; 8) 


Por lo tanto: a+b=(2; —3)+(-4; 8) 


a+b=(2-4; -3+8) > [a+b=(-2;5)] 
PROBLEMA 14: 
Los lados de un triángulo ABC están representados 
por los vectores AB=(-—1; 11) y BC=(17; -4). 


Si: B=(-3; 6). Hallar la ecuación de la recta que pasa 
por las coordenadas del baricentro de la región 


triangular y sea paralela al lado AC. 
RESOLUCIÓN: 


po 
2 6) 


AS: 5) 
Sea “G” baricentro del ABC 


Por propiedad: (2-24, 4.2). G=(3:1) 


Sea “m>” y “R” las pendientes de las rectas L y L, (Ly 


pasa por AC). 
Por dato: L// AC => m=k 


7 


7 
Pero: > Pág 


Luego: Li y 12 Í2(2-8) 


>[L:16y-7x+5=0 
PROBLEMA 15 


Calcular el área de la superficie triangular OAR 
sabiendo que la ecuación vectorial de la recta “L” es 


L:P=(21/4;0)+t(6:8), t e R 
Y R 


=(3:4) 


0 


" RESOLUCIÓN : 


Dado: L: P=(21/4;0)+t(6;8), te R. Su ecuación 
general es: L: 4x-3y-21=0 
Además, por una simple inspección L//L, 


Luego: 
de (0)-3(0)- 21 E d+ 
4443? 5 
En consecuencia: 


2, 


o 3) 
ME 


PROBLEMA 16 

En la figura mostrada la medida del ángulo BCA es 
30", el punto D es punto medio de AC, ED// AB 
AE// DF y el módulo [AB|=6. Hallar el módulo de 
AB+AE+ED+DF . 


B A 
RESOLUCIÓN : 


AS iS A 


Del gráfico; crapg=t 8 y EB=3/3 


> pom 


Además se construye el romboide BPFA. 
AB=PF=6 > AQ=6+6 > AQ=12 
Se pide: [R|=[x+y] 
Pero: ==k+m+2>|R|=[R+m+n+9] 
2 
Enel Moa: m-(2) +122 > [51-251 


PROBLEMA 17: 

Dados los vértices de un paralelogramo ABCD : 
A=(3; 5) , B=(5; -3) , C=(-1; 8). 

Hallar la ecuación vectorial de la recta que pasa por el 

vértice “D” y es perpendicular a la diagonal DB. 

RESOLUCIÓN : 


Aid: 5) 
Hallando las coordenadas de “M”, de inmediato se 
halla las coordenadas del punto “D”. 


Sd DB i-(-3,0-18;3) 
> a=(-3-5;143)>a=(-8;4) 
>ñ=a > 1=(-8;4)! >n=(-4;-8) 
Luego : 

L=((-3;1)+t(2;4),t e R) 


PROBLEMA 18 : 

Los lados de un triángulo son vectores a; b y a-b. 
Si: [5l=3;4xb=4 y [a+5|=9. 

Hallar [a] 
RESOLUCIÓN : 


Datos: [5|=3,axb=4 y [a+5|=9. 
(axb=4>0> 0 es agudo) 

Se pide: ja] 

Del gráfico: a+ a? +57 +21allóleoso 


81=[g" +9+6|g|eos0....(1) 


También: 
axb 
cos 0=_—— > 008 0=-—— ... 2) 
lalxl5l 3x Sr 
Reemplazando (2) en (1): 
ella? roof > [Es 


(1) Sabiendo que: 
a=(1:2) 
Halle el módulo de: 7=2a — 3b+e 


B=(3;-1) c=(-253) 

A) 171 B)WJ137 C)WV191 D)V181 E)V91 

(3) ¿Cuál es el módulo del vector? 
a=(sen17"+c0813'; cos17"+sen13") 

A)1 B)y2 C)J3 D)2 


(E) Dado los vectores paralelos; 
a=(2;x-1) y b=(x+1;4) 


E] 


E) 


¿Cuál es el módulo del vector? 
e=( a+lixa-1) 
A)2/10  BJJIO0  C)4  D)5 
(9) Sabiendo que el módulo del vector: 
a=(4senx+3c08x; 3senx+4co8x) 
Es máximo, además: x e (0% 90%) 


E) 2/5 


Calcule: [zz] 

A) /37 B)5 C)3 D)7 E) 1 

(63) Dados los vectores: 

a=(1; 8) ; b=(-2; 1) y e=(3; -1) 
Hallar el vector unitario, en la dirección de: 
x=30-b+20 

a (7 a) a (aja) ori) 
J167' J157 /85 ' /85, V221' J221 
2.5 8.15 

A) ai) 


(MD Si los vectores a=(x-2;3) y b=(2;x) son 
ortogonales, calcule “w”” 


A)0,2 B)0,4  C)0,6  DJ0,8  E)1 
(O Si: a=(3;5) — B=(1; -1) 

Además: a=mbinb”, calcule “m” 

AJA Ba ONE DET BZ 
(9) Si los vectores: 


a=r(cos0; sen0) 
b=n (sen20; cos 20) 
0 e (0*;90*) son ortogonales, calcular el valor de: 
H=tan GHanzo 


2/3 


AL BJ2  C)3 D-=7 E) 2(1-J3) 


(9) Halle la medida del ángulo formado por los 
vectores: a=(1; —1)Ab=(3; 4) 

A) 82 B)74* C) 16 D) 98” E) 172% 

(O) Calcule el área de la región triangular mostrada. 


A)2u?  B)3u?  C)6u?  D)6u*  E)7u* 
(O) Señale la ecuación de la recta que pasa por los 
puntos: A(-1; 2) y B(3; 5) 
A) 3x+4y-5=0 B) dx+3y-2=0  C)4x-3y+11=0 
D)3x-4y+11=0 E) 2x-3y+8=0 
(BSi los vértices de un triángulo son: 

A(-3; 1), B(-157) y C(3;5) 
halle la ecuación de la recta que pasando por *C” sea 
paralela al lado AB. 
A)3x-y-4=0  B)3w-2y+I=0  C)xw-3y+12=0 
D) 2x-y-1=0 E) 4x-3y+3=0 
(E) Si los vértices de un triángulo son: 

AC; -3), B(-5;1) y C(1;3) 
halle la ecuación de la recta que pasa por “B” y es 
perpendicular de AC. 
A) 3x+y+14=0 B) x+2y+3=0 
D) x+3y+2=0 E) 2x+y+9=0 
(Y) Halle la ecuación de la recta mediatríz del 
segmento cuyos extremos son; A(-1; 7) y B(3; -1) 
A)x-3y+8=0  B)2w-y+1=0  C)x+2y-7=0 
D) x+3y-10=0 E)x-2y+5=0 
(6) Si en el gráfico AB=2BC, calcualr la pendiente 
de L,. 


C) x+4y+1=0 


2 1 
DA 


(E) Determinar el ángulo formado por las rectas: 


1 1 1 
03 B) 7 €) Sn 


L,: 3x-2y+7=0 
Ly: 2x+3y-3=0 


A)75”  B)60 C)35 D)53  EJ90” 


* Identificar las transformaciones de coordenadas: 
rotación y traslación de ejes coordenados; y aplicarlas 
para simplificar ecuaciones de las curvas en la 
resolución de problemas. 

* Analizar la ecuación general de segundo grado para 
determinar el género de la cónica que representa. 


INTRODUCCIÓN : 


En todos los temas tratados en relación con la línea 
recta, y los que veremos con respecto a la 
circunferencia, parábola, elipse e hipérbola, se 
considerada el sistema de coordenadas rectangulares. 
Sin embargo, con tendencia a simplificar las 
ecuaciones, particularmente las curvas cónicas, se 
opta por trazar un nuevo sistema rectangular 
determinado, si cambiamos los ejes de las coordenadas 
que nos permita trabajar con las ecuaciones mas 
simples. 

Este cambio es la traslación paralela de los ejes, 
el cual es el desplazamiento de uno o ambos ejes de un 
sistema de coordenadas rectangulares, de tal manera 
que el origen quede en una nueva posición pero 
permaneciendo cada eje paralelo a los ejes originales 


ROTACIÓN Y TRASLACIÓN 
DE EJES 


Puesto que una sección cónica está contenida en un 

plano, a dicha curva se le asociará una determinada 

ecuación de dos variables x e y respecto del sistema 

XY ,la mencionada ecuación tiene como forma general: 
Ax*+ Bxy + Cy? + Dx+Ey +F=0 

(ecuación de segundo grado) 

donde A, B, C, D, E, F, son constantes reales. 

Pero la forma que más se utiliza por su facilidad para 

ser analizada es cuando el termino Bxy no está 

presente, y se obtiene una ecuación de la forma: 


Ax? + Cy +Dx+Ey+F=0 
Para esta ecuación sus ejes principales (eje focal, eje 
mayor ) serán paralelos a los ejes XY. 
Antes de explicar en qué consiste la traslación y 
rotación de ejes debemos recordar que una posición 


referencial es la ubicación o lugar desde el cual se van 
a considerar eventos, características, situaciones 


gráficas, etc., de algunos elementos. 


Para nuestro caso en la traslación y rotación de ejes, 
algunos puntos geométricos del plano XY los 
expresamos de una forma en dicho plano, pero de otra 
diferente manera para otro plano distinto del XY, 
aunque los mencionados puntos siempre estén 
estáticos. 


HJEMPLO ; 


* En la figura 


* La circunferencia (su ecuación) puede escribirse en 
el sistema xy como : (2-4)*+(y-4)? =r? 

* La misma circunferencia ¡para el sistema x'y* tendrá 
como ecuación (2)? +(y")? =r? 

* Las dos son correctas respecto a su sistema de 
coordenadas también se nota que la circunferencia 
siempre está ahí, y lo único que ha cambiado es su 
forma de representarla como ecuación. 


TRASLACIÓN DE EJES 


Dado el sistema de coordenadas xy, consideramos 
además el sistema x”y” con origen de coordenadas en 
el punto (R;k) y con los ejes paralelos a los ejes x'e y”, 
respectivamente. 
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sde corso pena, enonas 


pe: den 
oen forma equivalente 
=x+h 
As Je 5 as (TE) 
y=y+Rk 


A las ecuaciones (1) y (11) se les denomina ecuaciones 
de traslación. 


ECUACIONES DE TRASLACIÓN DE EJES 
Si dos sistemas de coordenadas xy xy” satisfacen la 
relación (1) diremos que el sistema xy ha sido 
trasladado paralelamente al punto (h;k). 
EJEMPLO 1: 

Sea la ecuación y=5x-8 al sistema x'y” obtenido al 
trasladar paralelamente al punto (2; 2) 
RESOLUCIÓN : 
* Como (h;k)=(2;2); las ecuaciones de traslación son 
obtenidas a partir de la ecuación (11): 

ax=x +2 

y=y+2 
* Reemplazando en la ecuación dada, se obtendrá: 

y +2=5(1'+2)-8> y'=6x' 

* Que corresponde a una recta que pasa por el origen 
del nuevo sistema x'y”: 


ui -veces el origen del sistema trasladado no se 
y debe ser determinado convenientemente de 


una Sución ld segundo grado sin el 


término xy, el método más simple para encontrar el 
nuevo centro del sistema consiste en completar 
cuadrados. 


* La ecuación anterior puede expresarse como: , 
Dx+2)* +4(y-1)* =36 


Si trasladamos el sistema al punto (- 2D, las 
ecuaciones de traslación de ejes son: 


x'=x4+2 ; y'=y-1 
La ecuación dada se transforma en: 


a? 
9x*+4y?=36 6 A 


9 


ROTACIÓN DE EJES COORDENADOS 


Hemos visto que una traslación de ejes simplifica 
muchas veces las expresiones de ciertas ecuaciones 
permitiendo efectuar el dibujo de la gráfica con mayor 
facilidad. Sin embargo en otros casos la traslación es 
insuficiente o inaplicable para conseguir la 
simplificación deseada y necesitamos recurrir a una 
rotación de ejes. Esta última transformación nos 
permitirá también completar el estudio de la ecuación 
de segundo grado en las variables “x” e “y”. Para 
simplificar las ecuaciones por rotación de los ejes, 
consideraremos lo siguiente: 


o 


ÑS 
NAT 


Lt 


l Ho 


* Del gráfico: 

x=rcos(a+0) => x=rc080.c080 — rsena.send... (1) 
y=rsen(a+0)= y=rsen0.cosa+rsena.cosó ..... (11) 
* Pero: 

Y =rsena a x=rcosq 

* Reemplazando convenientemente este ultimo en (1) 
y (11) obtenemos: 
x=x'eo80 - y'send 
y=xsen9+ycosO * 
PROPIEDAD I: 

Si (x ; y) son las coordenadas de un punto antes de 
girar los ejes un ángulo “6”, y si (x” y”), son las 
coordenadas después de la rotación, las ecuaciones de 
transformación del sistema original al nuevo sistema 
de coordenadas estan dadas por: 

x=x'c08 0 - ysena 
y = x'sena + y'cosa 

EJEMPLO 1: 

Determinar las nuevas coordenadas del punto (2;-3), 
cuando los ejes coordenados giran un ángulo de 45”. 
RESOLUCIÓN : 

* Por propiedad: 


.... Ecuación de transformación" 


x=x'co80 — y'sen9 
y=xsen0+y'cosó 
* Datos : 


P(x;y)=P(2;-3) y 0=45" 
* Reemplazando: 


O 


2 2 
* De donde se obtiene: 
xy =2 2 comio (1) 
DAA 
>2x'=-2 
a LINA 
2 2 
* Luego: 
uy! J2._ 6/2 
id 
PROPIEDAD H 7 


De la propiedad anterior, resolviendo el sistema, se 
deduce que éste tiene solución única para x” y y”, dada 
POr: «'=xcosa+y sena "ecuaciones, recíprocas 

de las originales 


y'=ycosa-xsena  detransformación" 


EJEMPLO 2: 
Por medio de una rotación de los ejes coordenados, 
transforman la ecuación 4x+3y=12 en otra que no 
tenga término en y”. 
RESOLUCIÓN: 
* Reemplazando en la ecuación dada las expresiones, 

x=x'cosa — y'sena 

y=x'wsena+ycosa, se tiene: 

4(x'cosa — y'sena)+3(x'sena+y'cosa)=12 

> (4cosa+3sena)x'+(3c0sa - 4cosa)y'=12 
* Si se desea eliminar el término en y entonces a debe 
ser tal que: 3 

3cosa — 4sena=0 ; Ó tana=7 

Como este valor de a la ecuación se reduce a 
(4cosa+3sena)x'=12, y reemplazando los valores 


ES AR 
5? 57 


* Se obtiene finalmente : eh 


EJEMPLO 3: 

Exprese la ecuación xy =1/2 en el sistema x”y"obtenido 
al rotar los ejes xy un ángulo de 45”. 
RESOLUCIÓN: 


En este caso conocemos el ángulo de rotación , q = 45"; 
y bastará aplicar directamente las relaciones; 
reemplazando “x” e “y” en la ecuación ry=1/2. 


(eE) 
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oefectuando : 2" y"*=1 
La gráfica corresponde a una hipérbola equilátera. 


SIMPLIFICACIÓN DE ECUACIONES POR 
TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


Es verdad que, por una traslación o una rotación de 
los ejes coordenados, es posible transformar muchas 
ecuaciones en formas más simples. Entonces es lógico 
inferir que se puede efectuar una simplificación mayor 
aún aplicando ambas operaciones a la vez. Si una 
ecuación es transformada en una forma más simple 
por una rotación de los ejes coordenados, o por ambas, 
el proceso se llama simplificación por transformación 
de coordenadas. 


* Si P es un punto cualquiera del plano coordenado, 

sean (xy), (xy) y (x”;y”) sus coordenadas referido, 

respectivamente, a los ejes originales x.y, a los-ejes 

trasladados x*A y”, y a los ejes girados xa y”. 

* Por la propiedad I : 
x='+h ) 


* Por la propiedad 1: 
x'=x"co0s0 — y"senód | 


* Si reemplazamos (2)/.en (1) tenemos: 

x=x"c080 = - y'seng+h ? (8) 

sas "senb+y'cos0+ A 
PROPIEDAD HI : 
Si efectuamos un cambio de ejes coordenados mediante 
una traslación y una rotación, tomadas en cualquier 
orden, es decir, cuando una rotación vaya seguida de 
una traslación, y las coordenadas de cualquier punto 
Preferido. a los sistemas original y final son (3;y) y 
(x="'¡y”), respectivamente las ecuaciones de 
transformación del sistema de coordenadas son: 
ix=x"c080 — y"sen0+h 
y=x"senG+y"cos0+k 


En donde g es el ángulo de rotación y (h;k) son las 
coordenadas del nuevo origen referido a los ejes 


coordenados originales. 
De la propiedad HT resolviendo el sistema tenemos; 


NOTA : 
* El grado de una ecuación no se altera por 
transformación de coordenadas. 


* Aunque las ecuaciones de transformación de la 
propiedad HI pueden emplearse cuando se van a 
efectuar simultáneamente una translación y una 
rotación, es generalmente mas sencillo efectuar estas 
operaciones separadamente en dos pasos diferentes. 
Sin embargo, en el caso de una ecuación de segundo 
grado en la cual los términos en x*, y? y xy forman un 
cuadrado perfecto, los ejes deben girarse primero y 
trasladarse después. 

ECUACIÓN COMPLETA DE 23” GRADO 
EN LAS VARIABLES “x” e “y” 
Una ecuación completa de segundo grado en las 

variables x e y es de la forma: 


Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 
Donde los coeficientes A, B y C no pueden ser iguales 
acero a la yez. 


Cuando B=0 siempre representa una cónica (o casos 
especiales), en la que sus ejes son paralelos a los ejes 
de abscisas y ordenadas, de ahí su importancia, ya que 
al carecer del término xy pueden representarse de 
forma más sencilla. 


Usando rotación de ejes probaremos que una ecuación 
de segundo grado con B+0 puede reducirse a otra en 
donde B=0, es decir, a la siguiente forma: 

AP + Ol RDA E y + FF =0 
Sin termino en xy”, haciendo girar los ejes coordenados 
un ángulo positivo agudo 9 tal que: 


tazo=E 


Si: A=C > 0=45" 

* Efectuando el desarrollo y simplificando se tiene: 
(Acos*0+Bsen0cos0+Csen*0)x*+ 
(Asen*0-— BsenGcos0+Ccos*0)y*+ 
Bícos*9 — Asen20 +Csen20)xy'+ 
(Dcos0+Ecos0)x'+(Ecos9— Dsen0)y'+F=0 


* Como el coeficiente de x*y” debe ser cero, entonces 
se tiene: A 


sLAFC 


A-C 


[ATRIGONOMETRIAS >>> ]903| 


Bcos20 - Asen20+Csen20=0 ,dedonde: 
Bcos20=Asen20 — Csen20=(A-C)sen20 
> Beos20=(A - C)sen20 

> Beos20=(A - Cjsen20 


cos28 _A-C 
e t 
= B > etgao=? 2 520= 5 


Quees la relación para obtener el ángulo 9 de rotación. 
* Se puede verificar también que (uso del 
discriminante): 

B'-44' C'=B*-4AC 
* Es decir, que esta relación entre los coeficientes A,B 
y Ces “invariante” por una rotación. 


*Si a es escogido de manera que verifique entonces la 
ecuación: 
Ax*+Bxy +Cy*+Dx+Ey +F=0 
* Se transforma en: 
A%RP4 OY 4D +E'y'+F =0 
* Cumpliéndose además la relación : 
4A'C'=B'-4A4C 
Por otro lado esta penúltima ecuación representa: 
1) Una parábola (o casos excepcionales) 
Si A'=0 ó C'=0 es decir si -44'C'=0. 
11) Una elipse (o casos excepcionales) si A” y C* tienen 
los mismos signos, es decir -44*C”< 0. 


111) Una hipérbola (o casos excepcionales ) si A* y C* 
tienen signos diferentes, es decir si 4A*C*>0. 

* Luego usando la igualdad -4A'C'=B*-4AC podemos 
conocer, dada una ecuación general completa de 
segundo grado, cuál es el tipo de cónica que representa. 


* En los casos en que una ecuación cuadrática 
representa un punto, una pareja de rectas paralelas, 
una pareja de rectas que se intersecan o no tiene 
gráfica; se dice que la ecuación representa una sección 
cónica degenerada. 


INCITA El 


EJEMPLO 1: 


El origen de coordenadas se traslada al punto (3;2) y 
luego se hace una rotación de45”. Determine en este 
nuevo sistema las coordenadas de (10;5) dado en el 


sistema original. 


RESOLUCIÓN: 
* Según las condiciones : 
(h;k)=(3;2) 
0=45" A (x;y)=(10;5) 
ES . 
noes Y=10-3>x'=7 
y=5-2 > 8] 
* Reemplazando en : 
x"=x'cos0+y'sen0 
y"=- xsenO+y'coso 
* Entonces: 


Y "=700945'+Suend5'= + Ei 


y "=> TaendO'+3cos46== + F=-22 


* En consecuencia las coordenadas en el sistema nuevo 
Ay” es: (a"yy")=(6/2;- 2/2) 
EJEMPLO 2: 
Dada la ecuación: 7x*-4xy+4y*=240, al eliminar el 
término mixto “y” mediante un giro “g” (9 es un 
ángulo aproximado) se obtiene en el nuevo sistema 
*y” la ecuación: 
RESOLUCIÓN : 
* Ecuación dada : 
Ta? — Axy+4y? - 240=Docccnannon 

io Jy/y 

A BAG 
* Si “0”es el ángulo de giro, entonces se cumple: 


tg20=B => 180% =-L> 20=180"- 53" 


53" 
> 0-5 


(1) 


* Luego en la ecuación de rotación: 
1 2 


smscos E) sen (5) 7g)=-(7)» 
rm on(e) (ze 
* Reemplazando (2) en (1), se obtiene: 


E6r,0_y 
80 * 30 


ss. (2) 
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EJEMPLO 3: 
Dada la ecuación de segundo grado: 


8x*-12xy+13y*=20 
D) Determinar el tipo de cónica que representa. 


11) Simplificar la ecuación usando una rotación de los 
ejes. 

RESOLUCIÓN: 

* Primero hallemos el ángulo 9 de rotación 


D) B*-4AC=144-416=-272<0, luego la ecuación 
corresponde a una elipse ó a un caso especial. 
11) El ángulo a que reduce la ecuación es tal que: 
ES 

B 12 


* Escogiendo 9 entre 0” y 90” ; 29 estará entre 0” y 
180”, de este modo: 


cot20= 


5 
cos 20= zm * y 
13, roba 1+co820 _ 3 
2 13 
== 1-cos20_ 2 
senf= = 
2 1 3 
x=x'c080 — y'send 
y=x'wsen0+y'cos0 
* Reemplazando obtenemos 
sr 2", y 2 +3 y" 
J1S. Y13 


* Sustituyendo estos valores en las ecuaciones de 
rotación de ejes para luego reemplazarlas en la 
ecuación dada, se tiene: 


A 


Y13 13 V13 J13 
* Simplificando; 
2 92 
104*+18y2=20 > 49% 7 


2 10 


Esta expresión en comparación con la ecuación inicial 
es más sencilla de analizar ya que representa una 
forma análoga a la ecuación de una elipse, la cual no 
es tan evidente al inicio. 


CRUaAs RESUE 


PROBLEMA 1: 
Mediante una traslación de ejes eliminar los términos 
de primer grado . 

dx + y-9y* + 27y = 24 
AY By =1 CJ (7 (y) =1 
DI P+(yP=2 E) (Y? (y =2 
RESOLUCIÓN: 

* La ecuación equivale a : 
xl d+ d+ y? -3y?x3+3yx3?- 3*=1 
T.C.P. ——— binomio aleubo 
> (x-2)%+(y -3)'=1 
*Sea: a=x +2, y=y "+3 
* Reemplazando se obtiene ; (x)%+(y')'=1 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 2: 
Por una traslación de ejes reduzca la ecuación : 
xy -8x*+8xy - 64x+16y-129=0 

A)x'y=1 B)x*y*=1 C) e D)x*y=1 
RESOLUCIÓN : E 
*Agrupando convenientemente se obtiene : 

y(x*+ 8x+16)- B(x?+8x+16)=1 

> (a+ 8x+16)(y -8)=1> (3+4) (y - 8)=1 
*Sea: r=x-4 ,y=y"+8 
*Reemplazando tenemos : x'?2y'=1 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 3: 


Dada la curva €: Ax*+Bxy+0y*+x+y=0 ; donde A, 
B y C son los lados de un triángulo rectángulo de 
perímetro (3/3+3)u y de hipotenusa A. 


Si ac-% , entonces la ecuación al eliminar el 
término xy es : 

A) 5/3x'? -J3y*+/3x'+y'=0 

B)4/3x"* -J3y2+(J3+D)a'+(/3 -1)y'=0 

0) 5/3x'*+/3y'2+(/3+1)x'+(/3 - 1)y'=0 

D) 3/3x"* -J3y? -J3x'- y'=0 

E) 4/3x*4+/3y*+/3x'4y'=0 

RESOLUCIÓN : 


Ax?+Bxy+Cy "+2 4y=0ccocoruirsomessranoes (1) 


* Dato : aca Ba iS 2. (11) 
A-C_V3 
B 3 
* Como el ángulo de rotación $ para eliminar el término 
ay es tal que: 
corzo 1 2S > corzo A > 


> 


* Ahora calculemos los coeficientes A, By C.. 
* Por dato: A?=B*4+0? > A? -C?*=B? 
=(A+CHA—-O)=B  cocccccacarrononnons (=) 
dato 


* Otro dato es el perímetro : 
A+B+C=3/3+3 > A+B=3/3+3 — B..... (1H) 
* Reemplazando (HH) en (*) : 


(8/3+3-Bx y3 B.=B* > 3/3+3- B=/3B 


as 

1)=B. D=> 

*En (II): A+C=3/8 

*En (11) : A-C=/3 

* De donde se obtiene: [A=2/3 ; C=/3 

* Reemplazando en (1) : 
2/3x*+3xy+/3y+x+y= 0 

Aplicando las fórmulas para rotación : 

at y sen30” 


>3 


y=x'sen30"+y'cos30” 
pS Va - y 
2 
yal seaX 
” Al reemplazar se obtiene : 
2 

xa y3-y' 3 - y x'+/3y' 
e e 


2 
* Efectuando operaciones se logra : 


5/33 +/3y9+(/3+1)x'+(/3 - 1)y'=0 
RPTA : “C” 


Y , 2 U , ,. > 
ae) MEREERA ee =0 


PROBLEMA 4: 


Por una traslación de ejes coordenados la ecuación : 
Yx*-4y*+54x-16y+29=0, se transformó en 


AP +B(y Y =1. 
Determinar : 2(4A+9B) 


AJ4  B)2 
RESOLUCIÓN : 
* Formemos trinomios cuadrados perfectos : 
9x*+54x — 4y? - 16y+29 = 0 
>Mx 7 +6x+9 -9)-4(y*+4y+4-4)+29 =0 
> Mx +3)" -81-4(y+2)*+16+29=0 
> 9x+3)? - 4(y+2)%= 36 


C)0 D)-2  E)-4 


L rs? -L (y+2)t= 
=> 36 +9 360 +2 1 


*Sea :1=x-Bay=y'-2> Ger 
* Comparando con : A(w)?+B(y)?=1 
* Tenemos que ¡A=7 ; B=: 
* Nos piden: 2(44+9B)=2(1-1)=0 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 5: 
Dela figura mostrada, determine la ecuación de la real 
L en el nuevo sistema x”y” al trasladar el origen al 
punto O'=(3 ; 7), MN=5u. 
A) 6y +23 x' - 4+10/3=0 
B) 6y' +43 x'+37 - 2/3=0 

C) 6y - 2/3x'+27 -6/3=0 . 
D) 6y+10 J3x'+17+3J/3=0 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando : y=mx+b 
(donde m=tan0 ) 


* La ecuación de la recta L es : 

y=tans0s+ o z 
¿8 

SL: emos (1) 8 


* Al trasladar el origen al punto 0'(3 ;7) se tiene que 
las ecuaciones de traslación son : 

a=x+3 ; y=y +7 
* Reemplazando en (1) se obtiene la ecuación de L en 
el nuevo sistema : 


Ja 
: 3 
=> 6y+42=2/3x'+6/3+15 


> 6y' -2/3x'+27 -6/3 =0 
RPTA : “C” 


Li y+7= (+9)+3 


PROBLEMA 6: 


Se tiene la ecuación 4x+3y=10 , la cual después de 
realizar una rotación de ejes se elimina el término y”; 
entonces su nueva ecuación tendrá la forma : 


A)Jx'=1 B)=2 C) x'=2 D)x=5 E) x'=3 


RESOLUCIÓN : 
* Sean las ecuaciones de rotación : 


y=x'sen0+y'cosó 
* Reemplazando en: 4x+3y=10 
> 4(x'c080 - y'sen0)+3(x'sen0+y'cos0)=10 
> (4c0s0+3sen0 Jx'+(3c080 - 4sen0) y'=10 


0 
* Por condición , el término y” se elimina : 


> 3cos0=48en0 > coto== > 0=37 
* Reemplazando se tiene: 
(4cos37+3sen37)x'=10 => (e x Les x 7]a=10 > x1'=2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 7: 


Mediante una rotación de 9=7r/4, la ecuación 
y +4y-4=0, se transforma en el par de ecuaciones 
xA4=A A y=B. Determinar : AXB. 


AJO B)1 C).=1 D)2 
RESOLUCIÓN: £ 

* Como las ecuaciones de rotación son : 
] +=x'cos0 - y'senó 
iia 


E)- 2 


*yademás: Y SE 
4 


RARA AN 
=> a HA 
> -2y +2 /2(x'+y')- 4=0> ay - V2x' - V2y'+2=0 
> (y -J2)-J2(y' -/2)=0> (y'-/2)(x'-/2)= 0 


* De donde : =y/2 v y =J2 > AB=2 

se si RPTA : “D” 
PROBLEMA 8: 
Las coordenadas del punto A(5;10) en un nuevo 
sistema cuyos ejes se trasladan a un nuevo origen 
B(h ;k) es A*(-7 ; 5). Sin embargo las nuevas 
coordenadas de Á en un sistema cuyos ejes XY se rotan 
un ángulo "Y' son (11;2). 
h+1g0 


Luego al calcular E= % se obtiene: 

160 160 320 320 160 
NI BR TE DG Da 
RESOLUCIÓN : 


* Dato : A(5;10) => A'(-7;5) 
* Reemplacemos en las ecuaciones : 
pa 
y=y+k 
5=-74+h> 
ee 5+k => [E=5 
* Luego de una rotación las nuevas coordenadas de A 
son: A'(11;2) 
* Siendo g el ángulo de rotación y A(6;10) las 
coordenadas originales de A, reemplacemos en: 
x=x'co80 - y'senO 
¡ple as 
5=11c080 - 2sen0 
is 
* Dividiendo miembro a miembro resulta : 
1_11c080- 2sen0 


2 11sen0+2cos0 
> 11sen0+2c080=22 cos O — ¿send 


=> I5sen0=20c080 > 


* Reemplacemos en : 


h+tanó 
'= 


TRATE 
5 


PROBLEMA 9: 


Determine el ángulo de giro de los ejes coordenados 
de modo que la ecuación Gx*+4xy+3y*+8x= 0 no 
contenga el término X” Y”, 

37" 


es" 5S% . 372 
y BS C)45 DJS E) 30* 
RESOLUCIÓN : 
gts pr 3 y +8x=0 
A B Cc 


* Se sabe que el ángulo de giro y para eliminar el 
término xy cumple : 


A-C 6-3 
dE ii 


— coto=Í > 20=53 => E 
RPTA : “B” 
ROBLEMA 10: 
Transforme la ecuación: 


y +x*-6y+2x+6=0, trasladando los ejes coordenados 
al nuevo origen (-1 ; 3). 
A) (2) - (y'P = 2 
O) (x')* + (y)! =8 
E) (x')* + (y')* = 16 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos la ecuación: y* + a*- 6y + 2x +6 =0 
Completamos cuadrados: 
€:(1*+2x+1)+(y*-6y+9)=-6+10 
€:(x+1)+(y-3)=4 
Por condición: 
Coordenadas del nuevo origen (1; 3) 
> (139) =(-153)4+(xy') 


B) (x"* + (y) =4 
D) (x'?- (y'* = 12 


asii x=x-1 A y=y+3 
(x+D)=x' (y-3)=y' 
Luego la ecuación de la circunferencia en coordenadas 
wy sera: e: (2)? + (y) =4 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 11: 
Transforme la ecuación: 4x*- y? - 8x- 10y-25 =0a 
un nuevo sistema X”Y” trasladando al origen de 
coordenadas al punto O'(1 ;-5) 
A)x'*+4y* =4 B)4x"+4y"=4 Cjx?-y*=1 
D)4x*-y?*=4 E)x"-4y*=1 
RESOLUCIÓN: 
Completamos cuadrados: 


4(x?-2x+1)-(y?* +10y+25)=4 


A(x-1P-(y+5)* =4 
Por condición: 
Coordenadas del nuevo origen: O'(1 ;-5) 
> (159) =(1;-5)+(x 9) 
Luego: x=x"+1 
Pay 36 
Reemplazando: H =4(x')* -(y')*=4 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 12: 
Por una traslación de ejes la ecuación 
y -6y-8x+17=0 ; se transformó en (y” )?=4 p(x, 
halle: p , 


1 1 
uy BJ5 C)1 D)2 E)3 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: y* — 6y-8x + 17 =0 
Completamos cuadrados: y?- 6y+ 9 =8x-8 
así: P:(y-3) =8(x-1) 
Hacemos el cambio de: y=y-3 a x'=x-1 
Luego: P :(y'Y* =8(x') 
esta es idÉntica a : (y')* = 4p(x) 
por condición; 
asi: 4p=8 => p=2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 13 : 
Mediante una rotación de ejes, con ángulo de giro 
O=x/4, se obtuvo la ecuación x” y” = 1. Halle la 
ecuación original en el sistema XY. 
A)x?*-y?*=1 B)y*-x*=1 
D)y?-x?*=2 E)y*-2x*=1 
RESOLUCIÓN : 
* Siendo las fórmulas inversas de rotación : 
x'=xc080+ysend 
Y =- 48€n00490080... donde 07) 


* Tenemos : 


C)x*-y*=2 


, z E 
*'=x5008-7 +ysen q 


xr r 
Z+ycos— 
4 


yen 


pH 4y 


* Es decir: 2 y 


* Reemplacemos en :x'y'=1 


(SROTACION Y TRASLACION DE EJES 4 908” EDITORIAL RUBISOS) 


Era 


RPTA : 

PROBLEMA 14 : 

Sea un punto P=(3 ; 4) en el sistema XY . Si el sistema 
XY rota 63" se origina el sistema X”Y”, si el sistema 
X'Y” se traslada al punto (x” ; y')=(0 ; 5) se origina 
x” y”. Finalmente el sistema X”Y” rota 37” y se 
origina el sistema x””y””, Determinar las coordenadas 
del punto P en el sistema ax”*y””, 


A)(6;6) B)(-5;8) C)(-1:6) D)(1;8) E) (1; -7) 
RESOLUCIÓN : 


* Para hallar las nuevas coordenadas de P=(3; 4) se 
aplica las fórmulas inversas : 


77) x"=(x — x, )cos0+(y — y, )senO 
“| y"=- (xx, )sen0+(y — yo )cosó 


“p” 


* Donde Y es el ángulo de rotación de los ejes XY y 
(245 Yo), el nuevo origen. 
* De los datos observaremos que el ángulo de rotación 
total está dado por : 

0=53+37 > [0=90P)..coaancoormoseos (1) 
* Las coordenadas del nuevo origen (x, ; yy) en el 
sistema X'Y” es (x*;y')=(0; 5) . 
* Como el sistema X'Y” se ha generado por una 
rotación de 53” entonces apliquemos : 


4 
fs =x'c0855 - y'senb3 x,=0cos53” An 
y =4'sen53”+y'cos53" E =0sen5g+6 
(57 Y) =(—4 5:83) eccormesiocie rooreesinórorecaneses! fa) 

* Además :[P=(x ; y)=(3.; Llocicacnncon (8) 


* Reemplacemos (12), (a) y (b) en (1D): 
¿cea e ao En 
¡9 )=(1; 
y"= —Teen90*+ 1cos 
RPTA; “E” 
PROBLEMA 15 : 
Medianteuna rotación la ecuación : 1*-ay+y*-4=0,5e 
transforma en , Ar*+By"*=1. 
Determinar : A+B . 
A) 1/2 B)1 
RESOLUCIÓN : 


C) 3213 D)3/32  E)1/4 


xa? —xy+y? -4=0 


> 1x*+(- ay+ly? -4=0 


4 Y 1 
A B Cc 
* El ángulo de rotación Y para eliminar el término 


xy es tal que: 
A-C 1-1 
cot20=— > tallo a > cot20=0 > 
* Luego , aplicando las ecuaciones de rotación : 
x=x'c080 — y'senO 
a 


Y - 
/2 


* Reeplazando en (1) tenemos : 


EA 
2) CABE 

>1*4y? -y*)-4=0 
A E Y 
> 73 +3) 3 


* Comparando con : Ax ?+By*=1 
* Resulta : 


a 
158 


3 
14% 23 
x ¿Y 


1 3 1 
_s A B => AE 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 16 : 
Si P(1;2) es un punto que pertenece al sistema XY 
, determine sus coordenadas en un sistema X”Y” cuyos 
ejes han sido rotados 30". 


ala (3 


2 
._ 143 /3+2 2/31 
Cc) (s == Dia 
RESOLUCIÓN : 


* Conocemos que : 


y = v'senó + y'cosó 


8 : 4 de rotación 
* Para el problema: 


¡aio 2=/3x — Y 'soao(1) 
2=x'sen30"+y'cos30" * |4=x'+J3y'..... (11) 


* Resolviendo el sistema formado por (1) a (11): 


id iaa 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 17 : 


Los ejes xy al rotar un ángulo Y, se transforma la 
ecuación : dr+3y=12 . 

12 E 
En ISE determinar : cot 9 


A) 1/2 B) 7/5 C) 3/4 
RESOLUCIÓN : 


D)2/3  E)-3/4 


* En el sistema X'"Y” la recta L .. se ve como una 
función constante , o recta paralela al eje X”. 


* Del gráfico : > Cotó=-2 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 18 : 
Determine el ángulo de giro de los ejes coordenados 
de modo que no contengan el término xy . 

del +4xy+y +2x+y=0 

A) 4512 B) 531/12 C)45" D) 37/12 
RESOLUCIÓN : 
* Para eliminar el termino rectangular xy de la 
ecuación de segundo grado, se aplica un giro "y" al 
sistema xy. 


E)30* 


xa 
4-1 
53 


200 205 


* Donde: fan 20= 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 19 : 


La gráfica de la ecuación x*+y*- 3xy+1=0 luego de 
una rotación de los ejes para eliminar el término xy 
corresponde a : 

A) dos rectas que se cortan B) una elipse 

C) una D) una hipérbola 

E) dos rectas paralelas 

RESOLUCIÓN : 


* Recordemos que la ecuación : 


AX*+BXY+CY*+QX+EY+F=0 
* Nos representa : 
1) una PARÁBOLA si, B*-4AC=0 
TI) una ELIPSE: si B*-4AC<0 
Hi)una HIPÉRBOLA si: B*-4AC>0 


o, si la ecuación de 2% grado es factorizable , se 
presenta uno de los casos degenerados. 


* Para el problema: 
[A=1 ; ; [e=1 


+ B'-4AC=(-3)*-4(1)(1)<0 
= la ecuación nos representa una elipse 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 20 : 
Indique la gráfica de x*+y*-2x+6y+6=0 así como 
las ecuaciones de traslación. 


Y =x'+/2 


A) Yy=yY+242 conrraradl una circunferencia 

B) z 3 SE cion tna elipse 
e =xt2 » 5 

C) A una circunferencia 

D) 5 = 7 Ss e Una cireunferencia 
x=x-2 

E) y=y+1 sssmrsss OS rectas que se cortan 

RESOLUCIÓN : 

* Completamos cuadrados : 

(2041) +(9+6y+9)=4 > (3+1)"+(y+3)' =2* 

ecuacion de una circunferencia 


* Para abreviar esta ecuación hacemos que : 


* Luego la ecuación será : *+y*=2* 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 21 : 

Halle la nueva ecuación de x*-y*-4x+2y+3=0 luego 
de trasladar el origen al punto A(2 ;1) 
A) x"-2y'=2  B)x*-y"=4 
D)x*-y”?=3 E) x”-y”=6 
RESOLUCIÓN : 

* Completamos cuadrados : 

Aa? 414) [y -2y+1)=3+3 2-2) Ly =Gonis (1) 


curia de sea hipirtolo. 


C)x"*-y?=4 


*Por condición trasladamos al origen de coordenadas 
al punto : A(2;1) 


> ar [23.1 


* La ecuación (1): a? -y?=6 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 22 : 
Trasforme la ecuación : 
3x*+2y*+12x+4y+8=0 

luego de trasladar los ejes al nuevo origen (-2 ;1) 
A) x%4y"=6 B) 3x”?-2y?=6 C)2x"-3y?=6 
D) 3x”+2y”=6 E) 2x"4+3y*=6 
RESOLUCIÓN : 
* Agrupamos términos ; 

3[2*+4x ]+2[9* -2y]=-8+14 

> 3[=* +4x2+4)+2[ y* - 2y+1]= -8+14 

>3[1+2] +2[y 1] Goocccaranaionasoos (E) 


scuacion de una elipse, 


* Por condición trasladamos al origen de coordenadas 
al punto: (-2;1) 

> A 
* Reemplazamos en la ecuación (1): 

3 *4+2y?=6 

? RPTA : “D” 
PROBLEMA 23 : 
Por una rotación de 45” de los ejes cartesianos XY , 


EDITORIAL RUBIVOS 
una cierta ecuación se trasforma en o EL; 
Halle la ecuación original . 

A)x?-ay+y'=3 B)xtxyyt=3  C) PP: 
Djatxy+y*=3  Eja*-bxy+y*=3 
RESOLUCIÓN : 

* Para una rotación “9” se conoce: 


y = x'senQ + y'cosO 


E 


* Para: O=45*> x= Ez 


dE 2 
* Reemplazamos en la ecuación ini 


el x+y 


E] al =12> [x+y] +3[y-x]' =12 


” Desarrollando : x* — xy + y*=3 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 24 : 
Indique la ecuación de x*-xy+y*=3 
luego de una ES de ejes. 
2 2 
uE. - UE 5 ro ia náL. 
y 


* Para eliminar el termino mixto xy, rotamos los ejes 
un ángulo 9 : 
B A 
EAS ga 
ii G > tan yan 
> tan 20=w > 20=90" > 0=46" 
* Luego , aplicando las ecuaciones de rotación : 
x=x'co80 — y'send 
puig > 


+ 


a xy 
As 

* Reemplazando en la ecuación ada , resulta : 

Es: Ela Va ai Y 


a 


ES 
>2x" - 6y*=12> + ESA 


* Para 9=45" tenemos : ed 


=1 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 25: 
Por una traslación de ejes al eliminar los términos 
lineales de la ecuación xy + ax + by +e =0, se obtiene 
Ajxwy =c-ab B)x'y =ab-c C)jx'y =a + be 
D)wy =ac-b Ejwy=ab+c 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: xy +ax+by+c=0, 
Factorizamos: x(y + a) +by+c=0 
a(y+a)+by+ab+c-ab=0 
b(y+a) 
(y+a)(x+b)=ab-e 
Hacemos el cambio de: (y+a)=y' a (x+b)=x" 
Luego, obtenemos: (x')(y”) =ab-—e 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 26: 
Las nuevas coordenadas del punto (3 ;-4) cuando los 
ejes coordenados giran un ángulo cuya medida es 30", 
son (x*; y”), halle; -2(x* + y”). 
AJI+/3  BJ3+/3  CJ5+J/3  D)J7+/8  EJ9+43 
RESOLUCIÓN: 
Coord. originales: (3;-4) 
Ángulo derotación: 0=30" 
Coord. nuevas en xy: (x'; y) 
Para una rotación de ejes conocemos que: 
x =x"Cos0 - y' Seno 
y =x'SenO + y'Cos0 
Ó (x;y)= x.u+ y 
Donde: =(Cos0 ;Sen9) 
ZU =(-SenG;Cos0) 
De: (x;y)= E UAY 


multiplicamos por mm 
- == = —l 
Ulxjy)=x' MUAY 
Zz 1 Po 
así: x'=(x;y).p 


Analogamente: y'=(x; y Já 
Sustituimos los valores: 
Y3 :3) ES (26) 


ns 0900 3 


* y'=(8;4). Eo (22) 


Finalmente: 
2x4 y)= (37) > -Ax'+y)=V3+7 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 27: 


Determine las nuevas coordenadas del punto 
(a ; b) cuando los ejes coordenados giran un ángulo 
cuya medida es 45” además: b = 3a. 


A)J(2/2a;4/2a) BASA Ral Cia lda;-2/2a) 
D)(242a;-J2a) EM-J2a;4/2a) 


RESOLUCIÓN: 
Coord. originales: (a ;b) 
Coord. en el sistema x'y: (x'; y') 
Ángulo de rotación: 0 =45* 
Del problema anterior: 
lay) A Y (25) 
asi: 
d 1 [42 .42)_ J2 
x =(a; les a pie40) 
* y'=(a; Es 7) Joe a) 


Ahora, por condición; b = 3a 

>"'=2/24 , y'= Za > (x;y')=(2/2a;/2a) 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 28: 

Sea la ecuación: 

16x? - 24xy + 9y* + 85x + 30y +175=0 

¿Qué medida del ángulo debe girar al sistema XY en 

sentido antihorario para que elimine el término en xy? 

A) 16 B) 37 C) 32" D)53" E) 106* 

RESOLUCIÓN: 

Tenemos: 16x* - 24xy + 9y* + 85x + 30y +175 =0 

Para eliminar el término mixto xy hacemos girar el 

sistema xy un ángulo 6. 


B 
Dond: =— 
mde: Tan20= AC 


Ademas, tenemos: 


A=16 B=-24 C=9 
-24 24 
Asi: Tan209= TESTA 
> 20=180"-74 > 0=53* 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 209: 
Después de una rotación de ejes la ecuación: 
5x*+dxy+2y*=3 se transforma en: m(x")*+n(y)*=p 
Halle: (m + n+ p). 
A) 15 B) 14 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos : 5x7 + 4xy+2y* = 3 

Calculo del ángulo de rotación para eliminar el término 
mixto xy. 

De: Tan20=%_=4 > 20-53 > 0% 


C) 13 D) 12 E) 10 


5-2 3 2 


Por una rotación el cambio es: 
x = x'Cos0 - y'Sen9 
y=x'Send - y'Cosó 


a+2y' 
asi: A ; 
x RE 


Reemplazamos en la ecuación original: 


(22) A 7) 25 2) E 
5. A ES 
Luego, obtenemos: 6x”? + y”? =3 
Ahora, por condición esta ecuación es: 

mxeny) =p >m=6;n=1;p=3 
asi finalmente: m+n+p=10 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 30: 
Al hacer una rotación y traslación de ejes convenientes 
de la ecuación: 
8x? -2xy+3y? +2/2x -6/2y +2 =0 

se obtiene una ecuación simplificada que solo contiene 
términos cuadráticos en x e y. Determine dicha 
ecuación. 
A) 2(x")* + (y”) =2 
C) 2(x") + (y? =1 
E) (x”)* + (y”Y =2 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 3x* — 2xy+ 3y? +2/2%> 6/2y +2=0 


Calculo del ángulo de rotación 9, que nos permite 
eliminar el término mixto xy. 


B) (x")? + 2(y") =1 
D) (xP + 2(y") =2 


De: ZA E 
“Tan20 AE EA 30 


20 90" > 0=45* 
L Me cofccenios: 
x=x'Cos0 - y'Seng 
y =x'SenG + y'Cosó 


Para una rotaci 


Para 9 =45* obtenemos: 
oe) 
Reemplazamos: 

AREA) a). 
[ds oidos 


Completamos cuadrados: 
(e 2x+ 1)+2(y*- 2y'+1)= 2 
(-D +2 y=1 =2 
Ahora, cambiamos: (x'-1)=x" A (y -1)=y" 
Finalmente obtenemos; (+")? + 2(y")*= 2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 31: 


Simplifique realizando transformaciones de eje y 
exprese en un sistema X — Y, la curva descrita por la 
ecuación: 41? — 24xy + 11y* + 56x-—58y + 95 =0. 


A) 4(x”) - (y"? =1 B) 4(x”)*- (y"Y =4 
C) (x”)*- 4(y"Y = 1 D) (x")? -4(y"Y =4 
E) (x”)? -2(y”Y =4 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos asi: 4x* - 24xy +11y* +56x - 58y +95=0 
Calculo del ángulo de rotación que permita eliminar 
el término mixto (xy) por medio de una rotación de 
ejes 9. 

Tenemos así: Tan20 = qe 

24 24 


>= 


> 20=74 > 0=837" 
Para una rotación de ejes 9 conocemos; 

x= x'Cos0 - y' Seno 

y = x'Sen9 + y'Cosó 


.,_[4x'-3y' _(3x'4+4y' 
ahora: y (EY E ye (E ) 


4x'-3y' 1 dx'- 7) mr) per E 
a 5 ) -24[ 5 5 +11 EDS 


EA 1) E 
+50 37 ) sa PEI +95=0 


Reduciendo: 
5x4 20y + 10x'-80y'+95=0 
1 *+4y*%+2x'-16y'+19=0 


Completamos cuadrados 
Ay *-4y'+4)-(x"*-2x'41)=4 
4y'-2)? -(x'-1) =-4 pr 
> H=:(x'-15-4y-2) =4 > S 
Finalmente, cambiamos: (x'-1)=x*" A (y=2)=9" 
Luego: H :(x")? -4(y")* =4 o 


RPTA Do 
PROBLEMA 32 : - 


Por una rotación de un ángulo de medida . de de los 
ejes coordenados, una cierta ecuación se transformó 


en; 4(x")* -9(y")* = 36. Determine la ecuación 


A) 6x* + 5y*- 25xy + 70=0 
B) 5x* + 5y*— 25xy + 50 =0 
C) 5x* + 5y*- 26xy +72=0 
D) 5x* + 5y* - 26xy +90=0 
E) 5x* + 5y*- 52xy + 72=0 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 4(x”)* -9(y”)* = 36. 
Conocemos: x'=(x;y).4 ; y =(x5y)a 
pS » x'=(x;3)(Co80;Seno) 
x'= xCos0 + ySeno 
» y '=(x;y)x(-Sen9;Cos0) 
y'=-xSen8 + yCosO 


a+y y-x% 


57) 7-27) 
de) ol) 


> 5x*+5y? -26xy+72=0 , 
RPTA :*C” 
PROBLEMA 33 : + 

Por medio de una rotación de ejes coordenados, 
transforme la ecuación: x+y/3y=6en otra que no 


tenga término en y”. 

A)x'=1 B) x'=2 C)x=3 —D)y'=2 E)y'=3 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: L : x+/3y=6 

Graficamos: 


En el sistema x'y” la recta debe de ser vertical, es 
decir de la forma: x” = cte. 


Luego, en el sistema x'y* la recta es vertical de 
ecuación: *= 3 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 34: 
Halle la medida del ángulo de rotación necesaria para 
transformar la ecuación x+V3y=2 en otra cuyo 
ángulo de inclinación en el nuevo sistema mide 


> rad. 

x x x x Tx 
17 BJG dr] D)J5 Di 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: L : x + /3y=2 


< deinclinación en xy: 150* 
< deinclinación en xy: 1385 


>20=16 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 35: 
Halle la medida del ángulo de rotación necesario para 
transformar la ecuación x-—/3y=4 , en otra cuya 
pendiente es 1 en el nuevo sistema. 


A) 15" B) 75 C)105" D)135 E) 165 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: L : x-— J/3y =4 

Graficamos: 


> que para que la pendiente de la recta sea 
¡gulo de rotación debe de ser: 9=15" 
RPTA : “A” 
. 36: 

1e las nuevas coordenadas del punto (2; 2) 
»os ejes coordenados son trasladados al nuevo 
origen (-1 ; 1) y luego se les gira un ángulo de medida 
igual a 46”. 


AMNJZ;-JZ)  BM2JZ;-/2)  C)3/2;-V2) 
D)(4J2;-J2)  EM2/2;J2) 
RESOLUCIÓN: 

Se tiene: (Coordenadas en xy: (x';y) 
Coordenadas originales: (2;2) 
Coord. del nuevo origen: (—1;1) 
ángulo de rotación: O = 45” 

CONOCEMOS: (y; y)=(xp;Y0) +3" HEY" 

(x-%03Y=Y0)=x'U+Y' 

Multiplicamos por y 

== i 


(2-%05Y—Y0)-M=x'. Et 
0 


>.0. '=(x—%95Y—Y0):M 


— 
Analogamente: y'=(x-—Xpo;Y- Yo).4 


2 l =(C0s0;Seno) 


H” =(-Sen0;Cos0) 
Luego, sustituimos los valores; á 
* x!'=(2+1;2-1).(Cos45";Sen45*). 


* y =(2+1; 2-1).(Senád5*;Cos45") 


J2 AY, 
>, oe E de ES y!=-/2 
Finalmente: (2; AE a/E;- v2) 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 37: 
¿Cuál debe ser la medida del ángulo de giro para que 
efectuarse una rotación de ejes la ecuación 
de —-2y +6 = 0, en el nuevo sistema X”Y* no 
ga el término y? ñ 
a la) o) pe so 


A 


Tenemos: y"-4x -2y +5=0 
Al aplicarle una rotación de ejes de € los cambios son: 
x= x'Cos0 - y'Seng ca 
y=x'Senf - y'Cosó > 
Reemplazamos: 


+ (x'SenQ +y'Cos0)* — 4(x'Cos0 — y'SenB) 
- 2(x'Sen0 + y'Cos0)+5 =0 
« x* Sen?9+ y"? Cos*9 + 2Sen0Cos0(x'y') 
-4C080(x') + 4Sen0( y') - 2Sen0(x') 
-2Co80( y')+5=0 
Agrupamos términos semejantes; 
(Sen*9)(x'P +(2Sen6Cos0)x'y'+(Cos*0 My)? 
- 2(Sen9 + 2Co80 )(x')+ 2(28en9— Cos9y')+5=0 


Por condición el término y” debe eliminarse mediante 
esta rotación de ejes. 


asi que: 
2(2Sen9-Cos0) =0 > 2Sen9 = Coso 
Seno _1 1 
_— => Tan0=2=> 0= arcTan 
6 también: 0= (5) 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 38 : 
Dada la ecuación : x*-2ry+y?+2x-4y+3=0 


se obtiene una gráfica de la forma : 
ES 

4d y dl 

lx 


RESOLUCIÓN : 
* Para eliminar el termino mixto xy, rotamos los ejes 
un ángulo 9 : 
tanO= A 2 => tanó=% mE > 
> tan 20=0=> 20=90" > 0=45" 
* Luego, aplicando las ecuaciones de rotación : 
x=x'c080 — y'sen0 a 
pared 


* Para 9=45* tenemos ; ya 7 


* reemplazando en la ecuación original , resulta : 


2d de 


E 


v+2=0 


* Completando cuadrados , resulta la ecuación de una 
parábola : 

my y 12 

2/2) J2 24 


A 1WN2_ 1 
» Cuyo vértice es: | 24: 
Sa - ( 24 2) 


PRIM 


ANPRACTMECANDIRIGIDA 


(()) Halle la nueva ecuación de la circunfecencia: ' 
€: y +6x+dy=0 Sr, 
En caso en que el nuevo origen sea el punto: 


P,=(-3;-2) 
AJjx?+y=138 — BJ *+y?=3 > C)x*+y?=1 
D)jx*y=é  EJx*+y"=12 


(2) Transforme la ecuación dada trasladando los ejes 
coordenados a un nuevo origen ubicado en (2;3) 


y -4x-6y+17=0 
A)y*=4x' B)y*=2x' C)y?=x 
D)x"=4y' E)x*=2y' 


Determine la ecuación de la curva representada 
por: da*+4y* +16x-24y+27=0 
si el origen es trasladado a O '(-2;3) 
A) 4 E B)x*+y?=25 C)x*+y*=4 
D)x*? 1995 Ejatyi E 


(M)En el gráfico mostrado, se pide hallar la ecuación 
de dicha circunferencia en el sistema xy, si realizó una 
traslación de ejes. 


A)x?+y? -2x+6y-12=0 B)x?+y?*+4x -6y+8=0 
C)x*+y? -4x+6y-6=0 D)x*+y?*+4x-6y+2=0 
E) x*+y? - 2x3+4y -4=0 . 
(> Hallar la ecuación de la recta: L:x-/3y-4=0 
Después de una rotación según un ángulo de 30”. 
A)y-2=0 B)x'+2=0 C)x'-3=0 
D) y'+2=0 E)x'+3=0 


(09 Si al efectuar una rotación de ejes según un ángulo 
sudo ”g",la pendiente de la recta: L: 3x— y -4/2=0, 
ss Hallar el ángulo de rotación"g”. 


yo B)30* C)90* D) AreTan= E) ArcTanz 


¿(€2 Por una rotación de ejes tr Le transformar 


la ecuación: 
A AT 


en otra que carezca de término en “x”. 

A) y'+4=0 B)y'"-5=0 C)y'+3=0 
D) y'-6=0 E) y'+8=0 

(3) Determine las coordenadas del punto P(-1:-2) en 


sistema x*y* que resulta de girar el sistema xy un 
ánguloe 30” en sentido antihorario. 


27 11 Ej 1 
A) 55) B) (21) C) (E. Y5-3) 


54) E) (2-/3;1+/3) 
(7) Si las nuevas coordenadas de un punto P(a;b) 
del sistema xy, en el nuevo sistema xy” son (5;-3) luego 
de que este último se generó por una traslación del 
origen al punto (1;2). Además los ejes giraron en un 
ángulo de 37”. 

Calcule: a+b 

50 23 
PL 
(O Hallarla transformada de la ecuación dada, al girar 
los ejes coordenados de un ángulo igual a: AreTan2,6 


27 47 46 
A) 5 B) TE C) E) 5 


(SROTACION Y TRASLACION DE_ESES 2) 918 | 


L:23+5y3=0, 

A)*'-2y'=/29  B)x'=/29  C)y'=2V29 
D) J29x'=3 E) J29y'=2 

(O) La ecuación de una curva es: 


7y*-13x'y'-2x*=5 
después de una rotación según un ángulo: 


e=ArcTan(0,5) 
Hallar la ecuación original de la curva. 
A) y* -3xy=1 B)x*-3xy=1  C)x*-8y=1 
D)y*-6xy=1  E)y*-6x=1 


(A)Por rotación de los ejes coordenadas, transformar 
la ecuación: L: 2x-y=2 En otra que carezca del término 
enx”. 

A)y-2/5=0  B)y/5y-2=0 
D)V5y+2=0  E)2y'-J5=0 
(3) Por una rotación de los ejes coordenados, 
transfórmese la ecuación dada en otra que carezca el 
término xy”. 9x? +3xy+9y* =5 

A) 4ix*-9y*=10 B)21x"+16y"=10 C)9*+13y*=10 
DRety=>  EJ8*-6y=< 

(O) En un sistema rotado 465” la ecuación de una cónica 
es: (x"y')(x"+y')=1. Halle la ecuación en el sistema 
xy. 

Ajay=3 B)xy=-1 C)xy=4 D)xy=-2 EJry=2 


0) y'+/5=0 


(5) Determine la rotación "g" en sentido antihorario, 
necesario para eliminar el término rectangular de las 
ecuaciones: 

1) 8x*+4xy+5y*+/5x=1 
11)16x*+24xy+9y*+25x=0 

sy 
2 
(UM) Enel pe anterior, indique E tipo de cónica 
que representa cada ecuación, en el orden dado. 

A) Parábola: Hipérbola  B) Elipse; Parábola 

C) Hipérbola : Elipse D) Elipse: Hipérbola 

E) Hipérbola :Parábola 

(E) Por una rotación de 465” de los ejes coordenados, 
una cierta ecuación se trasformó en: 4x*-9y*=36 
Hállese la ecuación original. 

'AJ6x* —26xy+5y*4+72=0 B) 5x* - 21xy+5y*+18=0 
C)4x? -Sxytáy?—-5=0. DJ 6x* -13xy+2y"+17=0 
E) 4x%4+3xy-2y*+13=0 


A) 7:16 B) Ta C)53; 74 DSZ 


E sr mesr 


EDITORIAL RUBISOS. 
(3) Hallar la transformada de la ecuación dada,al girar 
los ejes coordenados el ángulo 4 indicado: 

5x* +3x0y+y*=4 


A) 9x? +4y?=36+3xy 
C)27x"+3y?=204+7xy 
E) 2x*+3y?=6 - 4xy 
(O) Hallar las coordenadas del punto P(2;-44/3). Si 


se rotan los ejes coordenados alrededor del origen, un 
ángulo de 120". 


A) (-/3;4) B) (-753) 
D) (-V3;-5) E) (=8;243) 


Ed Hallar las nuevas coordenadas del punto (2;2), 


cuando los ejes coordenados son girados primero un 
ángulo de 46” y después son trasladados al nuevo 


B) 4x*+9y*=36 
D)x*+3y?=4 


C) (-6;/3) 


origen (-1;1). 
A)(-2V25/2) B)(-V2:5/2)  C)(242;-J2) 
D)(J2:3 42)  E)(2/2;W42) 


0)B 


0» 


[90 


dela Tiema 


Sentido 
de la rotación 
de) planeta 


El movimiento 
de rotación de 
la Tierra. 


OBJETIVO : 
* Conocer la estructura analítica y algebraica de los 
números complejos y sus principales 


elementos(operaciones algebraicas y vectores en un 
plano) 

* Representación de los complejos como puntos en un 
plano. Representación polar, 

* Conjugado de un complejo. Módulo, distancia, raíces 
de un complejo. 

*Operar con números complejos en sus formas 
binómica y polar. 

* Resolver gráfica y analíticamente las operaciones 
con números complejos. 


INTRODUCCIÓN : 


Alo largo de la Historia , el hombre ha ido ampliando 
los tipos de números que utilizaba, según lo 
demandaban sus necesidades. Así, para contar objetos 
descubrió los números naturales. Más tarde los chinos 
comenzaron a usar números negativos y positivos. 
Cuando se tuvo que contar las partes de un todo 
aparecieron los números racionales. Ya los griegos se 
encontraron con cosas que no se podían medir con 
fracciones. Por eso crearon los números irracionales. 
No fue hasta el siglo XVI cuando la comunidad 
matemática observó la necesidad de unos números 
muy especiales, Tan especiales eran que les llamaron 


imaginarios, como indicadores de que la realidad no 
los necesitaba. El tiempo vino a darles el lugar que se 
merecen. 


La ecuación x?=-49 no tiene solución real, porque no 
hay un número real que elevado al cuadrado dé -49, 
pues el cuadrado de todo número real es un número 
no negativo. 

De manera similar se sigue que no hay raíces 
cuadradas reales de números negativos. 


Se ve entonces que para considerar raíces cuadradas 
de números negativos se debe tratar con números 
reales. Luego se procede ahora a desarrollar un 
conjunto de números que contenga el conjunto de los 
números reales z como subconjunto y también las 
raíces cuadradas de números negativos. Se denota tal 
conjunto de números por £ y se llama el conjunto de 


los números completos. 


Se desea definir operaciones de adición + y 
multiplicación . en ( tal que las propiedades de la 
adición y multiplicación en z se cumplan. 


En primer lugar, el conjunto ces tal que el número 
real -1 tiene una raíz cuadrada. Sea i el símbolo para 
un número en ( cuyo cuadrado es -1, esto es, se define 
i como un número tal que: 


Como todo número real es un elemento de (*, se sigue 
que si beC, entonces la multiplicación en c debe 
ser cerrada (o debe cumplir la propiedad clausurativa), 
entonces bi debe ser un elemento de c'. Ademas, si 
a e R,entonces el número a +bi debe ser un elemento 
dec. Ahora entonces se tiene el conjunto £ que se 
define formalmente así: 


El conjunto de todos los números de la 
forma a + bi, donde a,be Z,i? =-1se 
llama el conjunto de números complejos 

y se denota por C. 


N- Naturales 
Z. Enteros] — Enterosnegativos 
nenes) Y Racionales 


€ Comprejos: a E 
Irracionales 
Imaginarios. 
NÚMERO COMPLEJO 


Un número complejo Z es la pareja ordenada (a;b) de 
números reales a y b,es decir: Z=(a;b) sujeto a 
ciertas reglas y leyes donde: 


a : parte real del número complejo Z (a = Re(z)) 
b:parte imaginativa del número complejo Z (b=Im(=)) 


* La pareja (x;0) se identifica con el número realx, 
mientras que una pareja del tipo (0;y) es un número 
imaginario puro. 


* La pareja (0;1) se llama la unidad imaginaria ¿. 


Sea l conjunto € =4(«3y)/Z= (x;y)donde x, y e R] 
cuyos elementos satisfacen las operaciones 

DZ +2 Sl y) +0 y) = (0 +0 9,494) 

ID) Z,Z=(% ¿y Mx xy) = (2 07D Y 8 EY + Y 49) 


A cada elemento (x;y) del conjunto C se denomina 
número complejo y se denota por: 
Z=(x%; 
parte real 


* Es decir: 


E imaginaria 


x= Relz); y = Imíz) 
EJEMPLO : 
Sean: Z,=(3;8) y Z,=(2;0) 
Entonces: 
Z +Z,=(3+2 ;5+0)=(6; 5) 
Z,Z,=(3x2 5x0; 3x0-0Xx5)=(6;0) 
OBSERVACIÓN : 
* Como: 
(0;b)=b(0;1) 
— 
=(b;0)x(0;1) 
* Entonces: 
la; b)=(a ; 0)+(0; b) 
(a; 0)+(b; 0)x(0;1) 
1 y g 
a+ bx, 
> (a; b)=a+bi 


* Vemos ahora que si Z=(a;b), entonces Z=a +bi 
EJEMPLOS: 
* (2:7)=-2+7i 


ba ad 42 ¿ 
e(onsj Ls 


* (c0+3 ;senE)- E 


3 po 


REPRESENTACIÓN 
GEOMÉTRICA DE LOS 


NÚMEROS COMPLEJOS 


Los números complejos pueden representarse por 
puntos de un plano. Un número complejo se representa 
gráficamente en un plano de números complejos 
(llamado también plano de Gauss o diagrama de 


argand), el cual usa el eje horizontalleje real) para 
ubicar la parte real; y el eje vertical para ubicar la parte 
imaginaria (eje imaginario), de los números complejos. 
Entonces, el número complejo Z=(x;y), puede 
representarse por un punto de abscisa x y ordenada y. 


complejos 


FORMA POLAR O TRIGONOMÉTRICA DE 
UN NÚMERO COMPLEJO 


Hemos ya tratado los números complejos en la forma: 
a+bi, ahora, debes tener presente que cuando los 
números complejos están en correspondencia uno a 
uno con los puntos del plano cartesiano, (plano de 
Gauss). 
*Sea: Z=a+bi 

Eje imaginario 

(Im(z)) 

Z(a;b)=(a+bi) 


VectorW__H 


Eje real 
(Re(2)) 
* Del gráfico anterior: 
* Como: 
a=rc080 y b=rsen0 
a+bi=rcos0+rseni 
=r(c080+ isenó Jam smo(1) 
* Donde: 


r=|a+bi]=Va7+8? y tang=? 
* El número real no negativo r=/a*+* se denomina 
valor absoluto(o módulo)del número complejo y. se 


| 


/ 


escribe |a+bi| 


*El ángulo y asociado al número z=a+bi se 
denomina argumento de z (arg(z)). 


Como consecuencia de la ecuación (1), tenemos 
la qe )=r(cosO+isenó) 


Z=r(cosO+isenó) 


A la expresión anterior se denomina: forma polar o 


; /frigonométrica del complejo z. 


OBSERVACIONES : 
* La notación: r(cosO+iseng) es frecuente expresar 
la por reis0, es decir: 
r=(cosO+isen9)=rcis0 
* Elángulo y asociado al númeroznoesúnico, 
porque al sumarle 2kx(ke Z), el ángulo 0+2kx 
también será argumento dez. 
Ante dicha eventualidad consideramos argumento 
principal de z(arg(z)) como 
Os arg(z)<2x 
* En general: 
arglz)=arg(2)+2kx,keZ 
EJEMPLO 1: 


Determinar la forma trigonométrica de: 


1,43, 
2-7 


RESOLUCIÓN: 


tan0=-2_=-/3 = 0=120" 


* Luego : 


2-1 is1ícos120*+isen120)> Z=cis120" 


OBSERVACIÓN : 


Para calcular el argumento de “Z” se debe observar 
en qué cuadrante se encuentra el afijo de “Z” y luego 
calculamos a partir de: 


tan pela 
a 
EJEMPLO 2: 
Determine la forma polar del siguiente número 
complejo: ¿=-2/3 —2i 
RESOLUCIÓN: 


* De: 
2=-2/32i=(- 2/3 +(-2% =4 


* Graficando: Im(z) 


* En general: 


arglz3= 7 +2x »heZ 


* Finalmente: 2=-2/3 -2i 


* Es equivalente a: 


6x Tx Tx 
a4c00-+ Hen => Z: dcis- 7 


OPERACIONES CON NÚMEROS 
COMPLEJOS 
* Dados los números complejos: 
Z=|Z|(cosO+senO) 
W=|W]|(cosa+sena) 


ANUMEROS COMPLEJOS % [930 | EDITORIAL RUBIVOS 


D ZW: AS )+een(0ta)] (cos0 +isen0)”"=cos( - n0)tisení -n6) 
a s(Ota : 
0 AS IV) RADICACIÓN : 
ES za 12|[Wieis(0+a) La raíz de un complejo es en forma general, otro 
LO: complejo y tiene tantas soluciones como lo indique el 
=3( S » índice de la raíz. 
W=2(cos20" + isen20") yZ=/Zi ¡[eos ES | 212x)] 
* Luego: 
=6[cos(25"+20") +isen(25”+20")] Para: 
>ZW=6[cos45”+isen45] R=0;1;2;....s(n-1), se obtienen las “n” raíces. 
DD) DIVISIÓN : EJEMPLO : 
costo - a)+isen(0-a)] * Hallar las tres raíces de: Y/7 
RESOLUCIÓN: 
ZA c2(9-a) 
LEMA z=1=1500 252 
EJEMPLO : ES 
A 2 Parr) (=3)] 
Sean 7 [8 (cos65*+isen65) 4 2600 A 
W=/2(cos35" +isen35") > YI=co0s120"k +isen120% 
* Luego: * Si: 
z 5 R=0 > primera raíz: cos0”+isen0”=1 
an = E leos(os”-35)+isen(60*-35)] *- Si 
W 7 ¿8 
> E =2(cos30" +isen30") Rk=1= segunda raíz : 
cos120”+isen12 =—coró0+isenar=— 1443; 
III) POTENCIACIÓN (TEOREMA DE * Si 
MOIVRE) ns , 
Z”=|Z|"(cosn0+isenn9) A: a 
ES cos240”+isen240"=- 00960" —isenc0r=— 2-24 
ES 
EJEMPLO : * Finalmente: 1 
* Dado: — Z=2(cos20*fisen20") e LN 
* Calcular: 2? 1322 
1 43 52 
RESOLUCIÓN: . e 
Z*=[2(cos20"+isen209)]" 
>2*=2* [c0s 180 +isen180"] 


> 2*=512(c08180"+isen180)=- 512 


EN GENERAL : 

Para un ángulo garbitrario y cualquier número entero 
A se cumple: 7 
0 [cos9 xiseng)"=cos(n0)+iseníno) 


* En particular si n es un entero positivo, entonces: 


Sn APÉ y e DA > 


1 
D Uw donde :[W2=W] ; W: conjugado de W 
w2 


1) La suma de las tres raíces cúbicas de la unidad es 


igual a cero. 
221-1448, _1_y8 
14+W+W*=1 7, 3 ión 
> [14 w+1%=0] 


ID) Yi=WowW=1 


IV) En general “W” elevado a una potencia múltiplo 
de tres es igual a la unidad. 


FORMA EXPONENCIAL 
DE UN NÚMERO COMPLEJO 
* Sea z=a +bi, para z se define: 


a+bi_,a ¿bi 


er=er*"ze*.e 


> e*=e"(cosb+isenb) 


* Si: 
a=0;e*=e (cosb+isenb) 
> e*=cosb+isenb 

* Luego al número complejo: 


e*=cosO+isenó 


* Donde g es un número real medido en radianes, se 
denomina exponencial compleja. 
% “e” : es el número de Euler: e » 2,718281... 


* En términos de la exponencial compleja, la forma 
polar de un número complejo: 


z=r(cosO+isen0) 


* Se puede expresar como: 


A dicha expresión se conoce como forma exponencial 
del complejo z. 


EJEMPLO : 

Expresar: Z=1 +1; en la forma exponencial, 
RESOLUCIÓN: 

* Calculamos el módulo de Z: 


121/14 1 > |Z|=/2 


* Calculamos el argum: 


eel] 


principal: 


(E)saretant1)=3 => 2a/3ei 


OBSERVACIÓN : 
* Se define del cálculo que para todo número real 
“x” se tiene la serie infinita, 

ER E 

A O o A 

21 8! 4! 
* La igualdad anterior significa que la suma de los 
n primeros términos del segundo miembro es un 
valor aproximado para e" y que esa aproximación se 
puede hacer como se desee, al tomar n suficientemente 
grande. 
* Desde mucho antes de EULER se conocían los 
desarrollos en serie de senx y cosx: 

3 5 Es 


x x 
Senr=x -— —+ == ——Fosenes 
atar 
2 4 6 
x x x 
A 


* El desarrollo en serie de e" pera x real sugiere de 
modo evidente la definición de la exponencial e*, donde 
Z=x+i y es un número complejo, basta escribir. 
E 
e dr Tr lo Ti TOS 
* En el caso particular en que z=¿y esun número 
imaginario puro, tomando en cuenta los valores de las 


potencias sucesivas de ¿=/-1, reemplazando y 


agrupando los términos se tiene. 
Pascal dde PERA 
ee CNA lado COMETA 
cosy seny 


> |eÍY =cos y +iseno] 


NÚMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS 
Dado el número complejo Z e € /Z=x+iy se define el 
conjugando del número complejo Z como (x-iy) y se 
denota Z tal que Z=x - iy. 


Nótese que | Re(Z) = Re(Z)|n|Im(Z)=—Im(Z)| ¡es 


decir dos números complejos son conjugados entre si 
cuando sus partes reales son iguales y sus partes 


imaginarias solo se diferencian en signo. Interpretando 


HA 


Z=x-iy 


y los argumentos se diferencian en el signo, es decir: 


Arg(Z)=-Arg(Z) 


PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS 
DE NÚMEROS COMPLEJOS : 
1)Z=Z 
...(El conjugado del conjugado de Z es igual 
al mismo número Z). 
2) Z +Z¿=Z,+Z, 
8) 2,2 ¿=2,Z, 


NA EZ. 
0 (Ear 


Re(Z)= pz AlIm a 


6) A Pa 
... (Es detir Z=x;xeR) 
DAZI"=(2") ; me Z* 


ente los puntos que representa los SES 


Near simétricos con respecto al eje 
real. Los módulos de los números complejos conjugados 


son iguales, es decir: 1z|=Iz| 
Im(Z) 


5) |Z|=|-2Z|=[2] 

6) |ZP=ZxZ 

7) Re(Z)S|Z|n1m(Z)<|Z| 

8) |Z,+Z,|</Z,]+1Z2) 
RELACIÓN ENTRE LA FORMULA DE 
MOIVRE Y EL BINOMIO DE NEWTON 


* Sabemos que: 
(cosO+isenO )'=cosnO+isennd 
* También: 


(cosgrisena”= Y, Ci (cosa)"*seno)* 
h=0 


* De estas dos expresiones, se deduce que: 


cosnx +isennx =(cos x+ isenx)* = Y Chicos x)"*isenxP* 
h=0 


cosn0+isennó= $ Ck(coso)"*(seno)*;nez* 
k=0 


Donde (cosx+isenx)" es el binomio de Newton 


además se conoce 


binomio 


1 


(cos x+isenx)” =cos” x+Cj cos”? x(isenx)+ 


C3 cos"? x(isenx)? + Ci (cos xP" (isenx)" 


he. +Ch_¡(cos x)(isenx)"*+Ch(isenx)” 


cos nx + isenx =cos" x +10] cos"! xsenx 


3 


Ci cos” * xsentx—iCj cos"? xsenta +... 


has + Ch_¿(cos x)(isenx)""* + Ch (isenx)” 


Por igualdad de números complejos : 


cos(nx)=cow" x=-Cj com" xsen?x + Ci cos" xoemtx— Oj con oe + 


senx(ns)=C cos”! xeenx- Chxeen" men? x + C5 0007 aan 


_ PROPIEDADES DEL MÓDULO DE UN E e E A LS 
cor x Ci cos” * een? 5 + Cl cos oem x= CG cor Ren Rd 


NÚMERO COMPLEJO 
1) [Z|> 0;si Zx0 
2) [rZ]|=|r]]Z];wreR 
3) 12,Zo]=1Z,11Z2 


y Plzizl 
olas AS 


Adicionalmente Dividiendo entre cos” x al numerador 
y denominador: 


Cjtanx- e tan*x+Cf tan! x-...| 


taní. = 
lbn 1-Cj tan x+Citantx 


EAS Y 


EJEMPLO : 
Exprese en términos de send y cos0,el sen50 y cos50 
RESOLUCIÓN : 

Por lo anterior, tenemos: 
cos50+isen50=(cos0+iseno)" 
cos50+isen50=C¿cos*0+C*cos*0(iseno)+ 
Cjcos30(isen0)*+C5cos*Oliseno)” 
+C¿cos0(iseno)*+C¿(iseno)" 


> cos+isen50=(cos*0 — 10cos*Osen*0+5cosOsen*0) 
+i(5cos“0senó - 10cos*0sen*O+sen*0) 
* Luego: 
cosb0=co8*9 - 10cos*Osen*0+5cosOsen*O 
senbO=sen*0 — 10cos*0sen*0+5c0s 0senó 


OBSERVACIÓN : 


* Así mismo de la forma exponencial (forma de 
EULER), tenemos: 


e cos +iSeNB comocorinns (1) 
e =c080 —iSenO.omcmmoos (1) 
* Luego (1) +(11): 


e+e""=20080 => [cosó= 


* Tambien (D)-(11): 


cs S as S 


* Ahora si reemplazamos en las relaciones anteriores 
0 por Z, en general tenemos: 


* Las otras cuatro funciones trigonométricas, 
definidas en términos de las funciones seno y coseno 


sal senZ cosZ 
tanZ= vosZ »  cotZ= 2.5 
ES cosZ E 2 senZ 


* También se puede demostrar que: 


sen2Z 
cos2Z 
* sen(Z,+Z¿)=senZ,cosZ¿+c08Z senZ, 


* tan2Z= 


* sen2Z=2senZcosZ 

E senz+senz=2sen( 2022) 000[ 2122) 

* I4cot*Z=csc*Z 

* cos(Z, - Zy)=c08Z,cosZ,+senZ senZo 

* cos2Z=c08"Z — sen*Z 

* sen3Z=3senZ - dsen*Z 

Vemos pues que todas las relaciones conocidas de la 
trigonometría entre las funciones trigonometrícas de 
argumento real se conservan tambien en el campo 
complejo. 

No obstante, de la fórmula anterior no podemos 
concluir que: |cosz |< 1 y |senz|< 1. 
Puesto que por lo general cos*z y sen*z no son números 
reales. 


* Vemos a continuación la relación entre las funciones 
trigonométricas senz y cosz y las funciones 
hiperbólicas senhz y coshz, definidas como: 


benpie= 30 pa 


2 
* Donde: 
senhz: se lee seno hiperbólico de z. 
coshz: se lee coseno hiperbólico de z. 


* Cuando z=x es real éstas funciones toman valores 
reales. 


* Ahora bien si comparamos las fórmulas para 
coshz y senhz con las fórmulas para cosz y senz 
notaremos que entre las funciones trigonométricas 
e hiperbólicas existen las siguientes relaciones: 


* De aquí, deducimos: 


cosh*z-— senh*2=/[cos(iz)]? — [ —isen(iz)]? 
=cos" (iz) +sen* (iz) 
Í 


> lcosh*z- senhz=1] 


"GRÁFICO DE REGIONES 


La parte real Re(Z), parte imaginaria /m(Z), módulo 
[Z] y argumento Arg(Z) son números reales, donde 
Z=x+iy; entonces se pueden relacionar mediante una 
igualdad o desigualdad con otras cantidades reales 
representarlos en el plano complejo como lugares 
geométricos o regiones donde se ubican los números 


complejos. 

EJEMPLOS : 

((DUbique todos los números complejos cuya parte 
real es igual a 2, 

RESOLUCIÓN: 

* Los puntos pertenecientes a la recta vertical x=2 
es el lugar geométrico donde se ubican todos los 
números complejos cuya parte real es igual a 2. 


Re(Z) 


has En esta recta, se ubican 
todos los números com- 
plejos Z=x+yi, que satis. 
facen Re(Z)=2 yx =2 


(63 Gráfica: |Z|=4 

RESOLUCIÓN: 

En esta circunferencia, se, ubican todos los números 
complejos z cuyo módulo es [Z| =4 


* Todos los núm equ )implejos que se ubiquen en la 
región interna nd nferencia de radio r tienen el 


módulo menor quer. 


AD E 
Obsorwmación : ENE 
* Todos los números complejos que se ubiquen en la 


región interna de la circunferencia de radio r cal 
el módulo menor que r. 


Im(Z) 


* En la región sombreada se ubican todos los números 
complejos Z que cumplen. 

[Z|<r 6 x*yi<r? 
* Todos los números complejos Z, ubicados en la 
parte externa de una circunferencia de radio r, 


incluyendo la misma, tienen el módulo mayor o igual 
ar. 


* En la región sombreada se ubica todos los números 
complejos Z que verifican 


[Zjar 6 x?+y?2r? 


(3) Represente todos los números complejos, tal que 
su parte real sea mayor que 1. A 
RESOLUCIÓN: SA 
* La región sombreada vista de la figura cin 
conjunto de todos los números e ica za 
parte real es mayor quel. , 


VARIABLE COMPLEJA 


O ANÁLISIS COMPLEJO 


Al estudio de las funciones de variable compleja se lo conoce 
como el Análisis complejo. Tiene una gran cantidad de usos 
como herramienta de matemáticas aplicadas así como en otras 
ramas de las matemáticas. El análisis complejo provee algunas 
importantes herramientas para la demostración de teoremas 
incluso en teoría de números; mientras que las funciones reales 
de variable real, necesitan de un plano cartesiano para ser 
representadas; las funciones de variable compleja necesitan 
un espacio de cuatro dimensiones, lo que las hace 
especialmente difíciles de representar. Se suelen utilizar 
ilustraciones coloreadas en un espacio de tres dimensiones 
para sugerir la cuarta coordenada o animaciones en 3D para 
representar las cuatro dimensiones. 


ESBOZO HISTÓRICO : 
La primera referencia conocida a raíces cuadradas de números 
negativos proviene del trabajo de los matemáticos griegos, 
como Herón de Alejandría en el siglo 1 antes de Cristo, como 
resultado de una imposible sección de una pirámide. Los 
se hicieron más patentes en el Siglo XVI, cuando la 
búsqueda de fórmulas que dieran las raíces exactas de los 
polinomios de grados 2 y 3 fueron encontradas por 
mal como Aunque sólo 
estaban interesados en las raíces reales de este tipo de 
ecuaciones, se encontraban con la necesidad de lidiar con raíces 
de números negativos. El término imaginario para estas 
cantidades fue acuñado por Descartes en el Siglo XVII y está 
en desuso. La existencia de números complejos no fue 
completamente aceptada hasta la más abajo mencionada 
interpretación geométrica que fue descrita por Wessel en 1799, 
redescubierta algunos años después y popularizada por Gauss. 
La implementación más formal, con pares de números reales 
fue dada en el Siglo XIX. 


APLICACIONES 3 

Los números complejos se usan en ingeniería electrónica y en 
otros campos para una ipción adecuada de las señales 
periódicas variables (ver Análisis de Fourier). En una expresión 


del tipo z = re*” podemos pensar en r como la amplitud y en 
4 como la fase de una onda sinusoidal de una frecuencia dada. 
Cuando representamos una corriente o un voltaje de corriente 
alterna (y por tanto con comportamiento sinusoidal) como la 
parte real de una función de variable compleja de la 
forma: f(t)= ze** donde w representa la frecuencia 
angular y el número complejo z nos da la fase y la amplitud, el 
tratamiento de todas las fórmulas que rigen las resistencias, 
capacidades e inductores pueden ser unificadas introduciendo 
resistencias imaginarias para las dos últimas (ver redes 
eléctricas). Ingenieros eléctricos y físicos usan la letra ¡ para 
la unidad imaginaria en vez de i que está típicamente destinada 
a la intensidad de corriente. 

El campo complejo es igualmente importante en mecánica 
cuántica cuya matemática subyacente utiliza Espacios de 
Hilbert de dimensión infinita sobre C . 

En la relatividad especial y la relatividad general, algunas 
fórmulas para la métrica del espacio-tiempo son mucho más 
simples si tomamos el tiempo como una variable imaginaria. 
En ecuaciones diferenciales, es habitual encontrar primero 
las raíces complejas r de la ecuación característica de la 
ecuación diferencial de primer grado y luego intentar resolver 
el sistema en términos de las funciones base de la forma : 
f=e”. 

Los fractales son diseños artísticos de infinita complejidad. 
En su versión original, se los define a través de cálculos con 
números complejos en el plano. 


amsentey) 


zrsent)+senty) 


(Syemenos comPreJos 2 [986 EDFrroRIarK RUBISOS) 


PROBYUEMASIRESUELTOS: 


PROBLEMA 1: 
Calcular: Z=(cos10”—isen10)? 
RESOLUCIÓN: 

Z=[cos( — 10%) +isen( - 10%]? 

=> Z=c0812( -10")+ isen12([ —10*) 

> Z=c08( - 120”) + isen( - 120%) 

> Z=co8120" -—isen1210" > Z =-=- 
PROBLEMA 2: 

6 

Calcular el equivalente de: 2-(Y84) ,siendo:¿=/=1 
RESOLUCIÓN: 


1 4 
2 


* Expresando a su forma trigonométrica. 
2%, 1) > Z=(cos30”+isen30")" 


> Z=c08(30")(6) +isen(30”)(6) 


>2Z “era enfe > Z=-1 


PROBLEMA 3: 
Hallar: Im 3,7) 
RESOLUCIÓN: 

/2e a ci 


1 JZe T=JBlcos 45% isen45") 
Es AA Ta 
>yv2e t=1=i> Im 34)=- 1 
PROBLEMA 4. 
Calcular a su forma exponencial: 


Z=(14+/3i)(1 +1)(osF —isen E) 
RESOLUCIÓN: 
T Si 
+ 14/3i=2( cos 7-+isen'.)=2e3'5) 


e cos —isen==008 2) wisen[ Eze 3 


O E aa 


PROBLEMA 5: 
Reducir: 
y Bl3(cos31"+isens19)1* [9/5 (cos12"+isen129)]% 
[S/15(cos11"+isen119)]* 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando a la forma exponencial: 
e" =c0s0+iseno 
(13) [(coss1"+isens10)l (95) [(cos12*+isen12)Y' 
(UT5)' (cos11*+isen11P" 


ae Prey 163% 120 
5 15 Es 15% 3% 


1,43 


> Z=e'*"=c08120"+isen120" > Z=- OS 


2 
PROBLEMA 6: 


Reducir: E= [4(cos7+isen7)1' [2(c0s8*+isens)]” 
[4(cos9 +isen9)]” [2(c0s2"+isen2")]" 
RESOLUCIÓN: 
_£ (cos56”+isen56")2* (cos72"+isen722) 
4 (cos90”+isen90")2*(cos8”+isen8”) 
a 42 [cos(56"+72) +isen(56*+72%)] 
412 [cos(90"+8") +isen(90”+8*)] 
_ (22) x2*[cos128 +isen1281 
(y x2*[cos98"+isen98"] 


>E 


> ET foos(128- 98") +isen(128” - 98] 
> IA 
> 2-2[%,:(1)] > E=3+i 

2 N2 


PROBLEMA 7: 
Hallar las tres raíces cúbicas de: Z=8i 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando: W aa oe (2+2%x) E isen(H2o)] 


*Si:Z=81> IZi=8 n0=arg(Z)=3 


* Para k=0: 


A x 
Wee 320%) in 520] 
3 3 


> W,=Y8 [eos =-risen Jae ho(2)]=/545 
* Parak =1: 


”, | 5120) sin 51200+] 
3 3 


=> w,-15[ 008 2 +isenóz |] 2 (-2)m(3 )- -V3+i 


6 
* Parak =2: 
A zx 
vote Pd | pue] 
3 3 
5 W,=Y8 8|c0s% +isen .l 
6 6 
3x 3x 
W,=2| — =- 21 
> Wa [cos 3 +igen 3 =)- 
* Finalmente: /3+¿; —J3+i; —24 
PROBLEMA 8: 
Hallar las 6 raices Y27 
RESOLUCIÓN: 
Z=-1 


Z=1[cosr+isenx] 
lr) 


* Como: x=180"/Z=c0830" (2k+1)+isen30"(2k+1) 


* Para: h=0c0sd0*+isensorn Li 


* Para: h=1 cos90*+isen90*=1 
* Para: k=2 

cos150”+isen150"=- cos30”+isen30”=- 8,1, 
* Para: h=3 


cos210”+isen210"=- cos30”+isen30"=--2-=i 


* Para: k=4 cos270”+isen270" =-i 
* Para: h=5 To 

cos330" +isenS30'=cos30" —isens0r= "3 = Fi 
* Ordenando: 

Yi= EE CAR Las as ze EL) 
2 2 
PROBLEMA 9: 
El cociente de dos números complejos conjugados entre 
si, tiene argumento 60” y el conjugado del cuadrado 
de su producto tiene módulo 16. Hallar ambos número 
complejos. 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: Z=r(cosO+isenO) > Z=r(cos0 -isenO) 
> Z= r[cos( - 0)+isen(—0)] 


* Calculando: 


Z__ r(cosO+iseno) 


AAA TEN rajas 


* Dato: argumento=60" = 29=60" => 0=30" 
* Además: lzzrl=kizrl=1z1 =r*=16> r=|Z|=2 


* Luego: Z,=Z=2(cos30"+isen80)=/3+1 
Zo=Z=4/3 —1 

PROBLEMA 10: 

Calcular: W4yP py yoa pr s pes 


Siendo: 1;W y W?, las tres raíces de la unidad. 
RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que: W*"=1 

* También todo número es múltiplo de 3 si la suma de 
sus cifras es múltiplo de 3. 


* Luego: yy M2 432 y py 3 y yy 37092 4 py 8 y 341 
SEMA AAA A + WA W 
w*=1 


H=W*+24+W*%+W+W 
> H=2(W*+W+1) => H=0 
o 


* Reemplazando: 


ANUMEROS COMPLEJOS 4 
PROBLEMA 11: 
Si; 1, W, W' son las tres raíces cúbicas de la unidad. 
Calcular el valor de: 
REA W-W)(14+W-W*)(1+WW*) 
(1+W' -W**)...6n factores 
RESOLUCIÓN : 


Reduciendo las potencias, considerando que:W*=1, 
tendremos: 
R=(14W-W?*)0+W? —-W)(1+W-W2).... 
6n factores 


Observamos que los factores se repiten en forma 
alternada, ordenando: 


R=(14W-W?)......(14W* Wu... 
3n factores 3n factores 
> R=(14W -W?)"(14+W? -w)" 
* Recordando: 
1+W=-W? 


HW+W*=0 
14+W*=-W 


* Reemplazando valores: 
(WWE) (—-W WI" =(- 2? )% (297% 
>[(-2W2)1(-2W)]”" =(4W*)" = R=4” 
PROBLEMA 12: 


SiA=(Z e C /Z*+Z*=1) > B=(ZeC / |Z|=1) 


Determinar: "An B" 
RESOLUCIÓN: 
* En B, si: 


|Z|=1, asumimos > Z=c0s0+isen9 > Z=c080 —isenó 
*DeA: 22421 
* Reemplazando: Z y Z 


(cos0+isenO +([cos0 —isen0)?=1 
> cos20+isen20+c0820 —isen20=1 


PROBLEMA 13: z 
Graficar:R=(y E €/|Rez|+lImz|<1505Arg<5) 
RESOLUCIÓN: 

* Dado el complejo: Z=a+bi= ArgiZ)=Aretan >) 
*Como: Os Argz as 

* “b” y “a” son positivos. Piden graficar: la|+Ib|< 1 


* Resultando: 


Parte imaginaria 


Parte real 


PROBLEMA 14: 
Utilizando la formula de DeMoivre, calcule: 


40 
D (2/2+2./25)% m2 z a) 


-I+i 


RESOLUCIÓN: 
D (2/2+2/25)* 
* La representación polar de 2/24+2//21, es: 
O o) 
2 2 4 el 
* Utilizando la fórmula de DeMoivre, tenemos: 


(2/2+2/24)* —(a(con-isen 2) Ea ) 


100) ao) 
Í0 
E Z aL 


-14+i 
Las representaciones polares son: 


HT 12* 


* Utilizando la formula de DeMoivre, tenemos: 


p- ES uz, 
3 


inem 15) - 3 cos ise 1) 


A EEE 
PROBLEMA 15 
Calcule q = (22-43 -3i) 


( 
RESOLUCIÓN: 


Expresamos cada número complejo en forma polar y 
luego en exponencial. Es 


* -/3- -25=2/2(000% visen 3 Te) =2 20 + 


2+/6i) 


lá 


»-3- V3i=23 cos 2 riaen 3 2)=23e 7 = 


ilz 


* (24 J6i=22 cos 5 isen 22 )=2./20 3 3 
* Reemplazando en M tenemos: 
Mza z «2alzeS. 3e 


Ti2z 
2 He a 


PS A A o) 


12 
M= 2,3005 Erice a) 


=> M=46(4V3 - rindo 
PROBLEMA 16: 
Determine la parte real e imaginarja así como también 
el módulo de cosZ. 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: Z=x + iy, entonces: cos Z = 08 (x + iy) 
> cosZ = cos x cos iy-sen x seniy 
Ri alta 
fehy) fishy) 
> cosZ = cosx chy -iseny shy 
*De donde: Re(cosZ) = cosx chy => Im(cosZ) = sen shy 
* Para el módulo de cosz, tenemos: 


|cosZ| =/ícosx chy)?+(-senx shy)? 

> |eosZ|=/cos*xch*y + sen?xsh* y 

> |cosZ| =/(1- senx)J*ch* y + sen*xsh? y 
>|cosZ|= Jen?y-sen?x 

> [002] =eh*y=aentx 


Tr de 2) 
E A 3 


* En forma análoga, para senZ se tiene: 
Re(senz) = senx chy 
Im(senz) = cosx shy 
> |senZ|=/[sh?y+sen”. 
PROBLEMA 17: 


Graficar cada una de las siguientes curvas en el plano 
completo. 


D |Z+1+i|=2 
1) |Z|<2 


In Es arg(Z+ 20 
IV) 1s|Z|<2 

V)  |Re(Z)|+|Im(Z)|<1 
VD AS argiz) sE 
VID E<arg(Z+2-1) <«z 
VIII) |senRe(Z)|+ Im(Z)< 1 
RESOLUCIÓN: 


D-12G1-91=2 
Tallinn COMÍTO A 12 


mM |z|<1 


|<arglZ) <8x VIDal6 <arg(2+2-3) <Sx 
4 A 


lm(Z) 


PROBLEMA 18: 
Sean los números complejos Z,=3+i y Z¿=i+2 
exprese Z,- Z, en su forma polar. 


AJ5 VZcis (5) B)ócia (5) 
D)/Zcis (55) 0 eo(7) 
RESOLUCIÓN: 


* Se pide: 
Z,-Z, =(3 +1 +2)>2,Z,=5 + 6 


2 gp) 5/2 re 
>ZZ=5/2 xciaz 


CNTocio ($) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 1 9: 
Calcular: M= (1+1/3)% 
A) BJ2  C) EJi.2% 


RESOLUCIÓN: A 
M= (14/39 
1 Y o 
oo) 
2. 2 
=> M= [2(c0860" + isen60")]% 
xi 
=> M=[2xepi? ]% 
=M=2% x eto! 
> M= 2% x(cos20x + isen20x) 
=M=2%( + 20 
SM 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 20: 
Hallar la parte real de: k = (dar ps 
Es) 2 
1 1 /3 3 Y 
M= B)5 > D- ET 
RESOLUCIÓN: 


+ ¿Bsi=2(Ye +1.1)=2(cos% +isen£) 


a 
> V3+i=e0 
Ms +12)=2(co0% Sr +isen SE) 
SM , 
«(+= z(2 15)+v2(000 +isen) 
(1+i) (q J2 008 +isen= 
rai 
> Hi=/2,e% 
TA LA A 
* Reemplazamos: guleer) (oe) 


(v5e2)" 


6x 36% ) 
—+—-65 ji 
A: es 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 21: 


o (8) 8 


AJ2s  Bj2glé Cj-20 > Dy2t Ej 2 
* Escribimos casa complejo en forma exponencial 
i+/3i= 22. e). 2( cas +isen*) 
> H3i= 2.0" 


E 1-Vñ=2(1-43) - 2/008(-2)visen[ 5) 


> 1-V3i=20 "0 
* Reemplazamos; 


ATRIGONOMETRIA 6 Jas LEA ENCICLOPEDIA 2013) 


2 ye Eye e 16, RESOLUCIÓN: 
pe 2 ] +(1e 3 ] > E * Transformando a la forma polar: 
4 4 O 
cos3x+isen3x+1 
0001 rise) cop 19% - PS cose +isende+] 
3 3 3 3 TS 
E gls 
2005 167 20081 E +5 20en % cos) 
Ei E AAN LAA Ds Y 
> E= qa 77 2 2cos*x+i(20enxcosx) 
3x 
RPTA: “D” 2008 % (008 2 +isen >) 

PROBLEMAS 22: E 

cos 3x 3xi 

Si e**1B=¡4+/3 ; halle el valor de p=% ¿8 e a Ze 

Ln2 x Exe E cos— xi 
És xl 
AJ2  Bj4  CJ6 DJ8  EJ10 2 AGO Ge 
RESOLUCIÓN: Se 
> cos — 
* De: eii 3 Sy A) 
> exe =i4+/3 
0 3x x 
> e" (cosb+isenb)=/3 +i 008 7 X 008 
( : ) . * Luego: Re(Z)=_—2 2 
=> e”cosb+ie” x senb=/3+i 7 cos: 
24 ¿ RPTA: “B” 

* Igualando partes reales e imaginarias: Es - PROBLEMA 24: 

* Tenemos: a Halle la parte imaginaria del número complejo 
a 7 y -2+c093x +isen8x 
Gs T+cosx+isen3x 

* Dividimos (1) y (1): A) sen2x-cos2x  B)sen2x-cosx  C)cos2x-cosx+1 

a J D) senx-sen2x E) sen2x-senx 
e“senb _ 1 ba Y3 -* 
EA A. > SAN RESOLUCIÓN: 
* Reemplazamos en (1): W= 14+c083 x+isen3x 
e xcos 5=/3 = a=Ln2 L+cosx +isenSx 
* Luego, se pide la expresión: 
Zo aa) ir) 
p= 2,6 p_Ln2,6(m)_, Sw=——2 E ia 
y —En2 xN6) 2] nc Ed PE x= 
3 Zoe 008 Ls cos tien a 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 23: pr E an an 
$ > — Le W=—2 (oosotisen) 
¡dx E E E 
Hallar la parte real de: y =-4— +1 Aa 0 
+1 lx 
cos E cos E cos E * Luego: Im(w)= As o 
—2 cos2x B) — 000% 0) —L cos? NS z 
cosx 2 senx 2 ec Ty 3 
Se cos —.senx 
sendx XA IZ Im(w)= = 
D) —— cos 3 E) senz cos = 


PA 94 [2 cos — een 
> Im(w)= o 
5 pS 
> Im(W)=sen2x — senx 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 25: 
Determine la parte real del complejo: 
Itictgo y”. 
1 nr) jsi: O= 
A) /5+1 BN5-1 CIN2+1 
RESOLUCIÓN: 
12 
q 2% 
ao 1-5 2090 
send 
2 
x xr 
ro -0 Jun (5-0) 


xr La 
c08| 30 isen (5-0) 


z 12 
cio(5 -0) 
=>Z=4 z 


cisl-E 49 
2 


pe 
15 
D) J2-1 


z 4 


E) J3+2 


>Z=4 AN 


send — ¡cos 9 


>Z= 


2Z = 4[cis(x-29)]* > Z=4cis(12x - 240) 
>2Z = 4[(cos(12x-— 240) +isen(12x -— 240)] 
>2Z = 4(c08240 -isen240 ) 
* Reemplazamos: 
x 
== 
15 


ar. 


2 con de 


disen 22 
* Luego: “S e 
Re(Z)=4008 E =4000 2. > Re(Z)=4 [E2]us- 1 


RPTA: “B” 


Prantamiado 


Si Z=cis0 ; 5 <0<-2x , calcule meol-2l? 
; af 
A) 180 B)-1g0 C)ctgo D)-ctgo EJ- te(3) 


RESOLUCIÓN: 


yy 1 (c099 — iseno)* 

- I+(cosQ+isenoJ? 
1-(cos20—isen20) _ y _ (1-cos20)+isen20 
) (1+c0828)+isen20 


[933 > EDTrORIAr RUBISOS) 


0+(2sen0cos0 Ji 2005 0(c08 0 +isen9) 
sn (senG+icos0) 
>W: pit - y 
* Finalmente 
n0+icosO ltan 01. ÍsenO+; 
Iwi=bano( sen ticoso) yo an Ol. icos0] 
1 
> |W|=ltanó| ; peroen 0 e IVC => |W|=-tanó 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 27 : 


Si: 20000+i2o0n0+1)=|Soorp+i(3oemp+1][cos7 +isen?) 
Entonces , el valor de col a+ E] es. 


A)-1 ye (E NN NA 
RESOLUCIÓN: 


* Al ordenar la expresión dada se tiene: 
le 
3 | 2(c0s 0+isen8 ) +1 

e? [ A |acospritaseng+1) 


ae de 


> AA cosp+i(3seng+1) 


> 2co[o-7)0 si 2ren(o-5)+ | =ocompricnenp+1) 
* Igualando: 
+ la parte real, 2c00(0- 2) =scomp- st 
* con la parte imaginaria. 
2s0n/0- 7] 


* Las igualdades (1) y (11) elevando al cuadrado , 


sumamos miembro a miembro: 
35 2 1 a 
904 7) +(s0enp+3) 
* Finalmente al efectuar , tenemos resulta: 
VBcorp=senp=2=2000[4+5)=2 


> co0(4+5)=1 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 28 : 


430 
Para la siguiente expresión W = a , 5e pide 


hallar Re(W) 


1 


([STRIGONOMETRIAS:> >>> 22983] 


RESOLUCIÓN: 


ma. a 
e 1 =D (e*i+1) 


1 1 


5 PTE 1” cosS0+isenso +1 
% A A 


Sa HA EAS 
30 2 y 30 
2co8 3 +: 2uen eos 7) 


_ cos30 /2 — isen30 /2 


30 
2 a 
cos 2 


>W: 


E 30 1 
W=a=-|£ pa W)J=-= 
>W=>3 (Fan E) i= Rel +3 


PROBLEMA 29: 


Determine la parte real del número complejo Wa: 


maes(s =) 
e"-1] 
A) pomor B) 1, eos(na) C) 1, cos(na) 
sena 2 cos( 5 2 sen(£ 
2 2 
1_sen(na) 1 cos(2a) 
D) =x E) =x 
2 sen[ £ 2 cos(a) 
RESOLUCIÓN: 


e” -i=cosa+isen(na)-1 
>e" -]=-(1-cosna)+isen(na) 


0% -1=-2en* E7)uam(17)c00(5) 


r _— o o —_ error XxrE—oo—— 


RPTA: “E” 


LA ENCICLOPEDIA 


al 
* Análogamente: gal _ 1=2isenZxe? 


* Reemplazamos en W: 
5 na 1 na 
2x 0 — 
q atte?) (o) o 
Asno sen[S 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 30 : 

Si (JA -/B)xcis(0)=2-J3 +1 Calcule: AxBx0 
Ajx.' B)2x  C)3x  D)4x E)6x 
RESOLUCIÓN: 


Condición :(JA — /B )cis0 =(2— 3) +iRecordemos: 


(A - ¡Biano=CoTO (Co vien ¿zac 


Finalmente: (VA- VE cia LS ES 42) xelo( 55) 


Asi:A=6 B=2 0 > AxBx0=5x% 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 31 : 
Simplifique : 
E Y [1- cos(0) + isen( 0)]cos +) 


E= eno) +icos(8)|[1+ cos(0)+isento) 


pag) ol) 03) 2 


Dotación 


((1-Cos0)+iSen0)x Cos? 


ES Seno + 1Cos0)((1+ Coso, ra) 


(2sen* 2 +i(25en 3 cos? 2))«co*s 
(+4'Seno +iCos0)|2 2008* ? + 125en 2 300.7) 


0 
Cos 
ES 


o. 
2Sen 2[Sen $-+1Cos 2) 
i(Cos0 - ¡Sen0)x2Cos Con +iSen 7) 
2 2 2 


E= 


CL TAS 2 
Sen qx E Sen ¿+1Cos-5 


E= 


i(cia(-8))x cioz 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 32 : 


A 


Ahora, por condición ; 3r<0<4x => de 
Como: [4)e nc > Cot4<0 S |2|=-CorS 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 33 : 
Si: 
cos(4a + B)-isen(da+ P) , cos(4a + B)+isen(da+ B) 
cos(2a)-—isen(2a) cos(2a)+isen(2x) 
Calcule: A + B. con Bao Ala 
4)2 BJ3 CJ4 D)6 E)8 
RESOLUCIÓN: 
W= Cos( da + B)-iSen(ta+ PB) , Cos(4a + B)+iSen(4a+ PB) 
Cos2a-iSen2a Cos2a + ¡iSenla 
e Nta+p) e ta+B) 
W=H= +31 
e e 


W= ¿1 H4a-P+2a) y e ta+p-2a) 
W= e M2a+B) +6 20+B) 


W=(O0s(2-+ B)-¡Sen(2a+ 8)) +(Cos(2-+ P) +¿Sení2a+ 8)) 
> W=200(2a+B) 
Por condición : ACos(Ba+ P)= 2Cos(2a + PB)Asi: 
A=2 1 B=2>A+B=4 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 34 : 


Si: (1+1/8(1+i)[cos(0)+isen(0)] =2/2e'*" Halle 


la medida 9. 
x x 
ET B)5 cr DJS 


RESOLUCIÓN: 

Condición: 

(1+ V3i)(1+1)(Cos0 +1Sen9)= 2/2 x0% suman (2) 
3 


* (14/31) = -a(z 5) acne isenz) 


xr x 


bx 
BIS 
13 


> (14/31) = 2ci8 2 


100-o lomo) 


>(1+1)=2cia 7 2 


Ahora en (a): 
(2cia3)[ Sci e cto $ +5)scis0=cion 


cio +0)=cita) 0-2 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 35 : 
SiZ=Sen(8) +¡Cos(8”),calcule:1 = Z15 + 75 +cot 16% 
A)2 B)2+J/3 cjo D)4 EJ4/3 
RESOLUCIÓN: 

Z = Sen8* +iCos0" = Cos82" + ¿Seng2s También: 

Z7! =Cos82 -¡Sen82* Asi: 


15 = (Cos82* +iSen82")* 
Z** = Cos1230* +iSen1230" cosmos 179) 
Analogamente: 
Z* - Cos1230*-¡Sen1230" couuarooood 1) 


Sumamos (1) a (11) 
ZP + ZU 2Cos1230" >Z "477" =-/3 
2Cos150* 
2(-Cos30") 
Finalmente: y =Z!% 4+Z% + Cot15* 


W=-/3 +(24+ J3)>W =2 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 36 : 
Si se cumple que : 
1-icot(0) _ 1-itan(0) vel :2) 
I+icot(0) 1+itan(0)” Y 
entonces el valor de: E=sec(9)+esc(0), es: 


AJ-2/2 B)-J2 C)J/2" DJ2/2  E)3J2 

RESOLUCIÓN: 

Condiciones: 

A] s oe(0;7) 

1+iCot0 I+iTanó 2 

AE Tan0-i 
Tang |_ 1-iTano _ 4 -iTano 

q i I+iTano — Tan0+i "E iTano 
Tano Tano 

A > (Tano-iY =-(i+Tanoy 


Tan*09-2iTan0+i* =-i* -Tan*9-2iTan0=> 2Tan*0=2 


Como:0.e (0,5) > Tan0=1 > 0-7 


Asi: E = Sec 7 +Cs0 7 > E=2J2 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 37 : 

Hallar el complejo equivalente a: 1= z 
14Z* 

A)-itg0 B)2ictgO C)ictgO D)isen9 E) icos0 

RESOLUCIÓN: 

» Z=e*=cos0+isend 

Z=e "=c080 —isenó 
* Reemplazamos en W: W= 


¡ si Z=e 


1- (co0s0 —iseno)? 


1+(c080 —iseng)? 
>w 1- (cos29 -isen20) >w (1—cos20 +isen20 
1+(c0820—isen20) (1+c0820)—isen20 
> 2er 0ti(2sen20c080) _ yy 2senf(senóti cos 0) 
2c0s*9—i(2sen0cos 0) 2cos0(cosó —isenb) 
* Multiplicamos por (-i): 


'tanó . (—isen0+cos0) 


coso il) 


=-itgo 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 38 : 

o (14i)'Y para n y m e y puede representarse 


42" aten tm) A 
3 6 
Sa, D2* (un! +l tw) 
2 nm 2 L 
EJ2* (o. + —— 
z 3 
RESOLUCIÓN : 
nm 
E d 0 TE 
Piden: representar(1 +1) en su forma 
trigonométrica. 
*Luego poa 


Z=(1+1) 3 =Z= lvat) =Z=(/2) 3 IZ Lz ==) 


*Entonces: Z=2 4. [oo 33) ioen(222)e] 


12 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 39 : 
Sea el número complejo : 
yy [sos(12) +isen(13")]'[VZ (cos(8")+isent8”) E 
[cos(6* )+isen(6)]” [sen(80*)+icos(80*)] 
La forma polar de w es : 


arslzes m10/38 4 016/30 DIsplzet ers Nzes 


RESOLUCIÓN s 
"Recordar que [cocine] 
¡ *Luegodelo dado, se obtiene : 
yy (cos 48" + isend8*) xJT2”" (cos 88" +isen88*) 
[cos 66” + isen66"] x (cos 10" +isen10") 
3 w- 2x2 [cos 136" + isen186"1 


[cos 76*] 
> W = 2 /2 (008 60" + isen60”) 
13 
E A 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 40 : 


* Si: B=((argZ ;Z)eC? /i2=5) Luego el elemento 
que no pertenece al conjunto B será 

2. (210; x ,¡2Ln5 _3x .¡2Ln5 
a sl x )) az: 3x ) o( 2* 7% ) 


a (22) (sx 2210) 


RESOLUCIÓN: 


* Tenemos que: 2 


i=e? >i=e 
[en forma general] 


ai 
(dh+13 


x 
E Hoz a 
P 
*Aplicamos natural: Le 2 =Emb5 (dh B=loo 


* 3 L [Z=- a . z 
Despejando: |Z: 62 i¡keZ 

* Le damos valores a “R”: Ñ 

* Si: ho 2325 li argz E 


A 6% 
Ey 


* Si a ES argZ => 


* Si: k=0> a 


Ji= argz Es también; 
_ 2 

ES 

* Luego, el único par ordenado que no tiene la forma: 


(arg; 2) será: [Se ¡22010] 


2 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 41: F 
Si: Alze C/0002= +1) Loro 20 
AJO BJ C)2 DJS EJ4a 
RESOLUCIÓN: 
* Recordemos que: 

> cos Z= 


* Obtenemos que: Z¿=1y Zi=-1> Z=+i>|Z|=1 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 42 : 
Determinar la gráfica de 


H=(Z e C/|Re(Z)+Im(Z)[< 2 0< arg(Z)s x/2) 


a hY a o AY DAY 2 Y 

¡Es E-0 SH 
Eo? 2 Xx x P- 2 x 

RESOLUCIÓN; 

* Sea: Z=x+yi= ja+y|S 2 .... 

* De aquí: -2<x +y<2 

* Pero como: gs arg(Z)s 1/2 >"x"e "y" son negativos 

* Es decir: x>0A y>0 

* Entonces: )<x+y<2 


s.«(Dato) 


* Dedonde: y<2-x 


* La gráfica de H será la región (incluido el contorno) 
determina por las rectas: x=0, y=0, y=2-x. 


y= Lx 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 43 : 
Si A esun conjunto definido por A=(Z+24/1Z 2152), 
entonces la figura que mejor representa la gráfica del 
conjunto B=(W/W e A), es: » a 


ado 


RESOLUCIÓN: _ 
A=(Z+2i/|Z - 2|< 2) 
B=(W/W e A) 

» Como: 


We A>W=Z+2i > W=Z+2i=Z+2i=Z - 2i 
> B=(Z - 2i/lZ - 2]< 2) 
* Para: 
=(xjy)eC; xy eR: 
B=1(x;y-2) /|(-25y)|< 2) 
6 B=[(x; y +2-2)/|(x-2; y +2)|<2) 
> B=((xi9)l(x—2)+(y+2)* s 2%) 


* Y su gráfica será: 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 44 : 
Calcule: pa [14 438]", fi VaT" 
> 16 
AJ2%  BJ2% C)-2% D)-2" E)2* 
RESOLUCIÓN : 
* transformando así : 


E 7 
2 0 


co hs 


*Aplicando la fórmula de Moivre : 
+ ¡sen Es 49% (cos 


* Observemos que : 
) 
3, 


a 
3 


PROBLEMA 45 : 
Determinar el número complejo : ww=c08(0)-+isen(0) , 


0-08 


. . 113 - 
AJe:  Bjei  Cje*  Dje*  EJje' 
RESOLUCIÓN : 
w=c080 +isenó ...... (1) 


tal que: <arg(W) <a w* 


* Elevemos a la cuarta y luego apliquemos la fórmula 
de De Moivre : 


1w* =(c0s9 +isen9)' =w* =c0940 +isen40 ...... (1) 


* De (1): 
 = (c0s0 +isen9)* = w* =cos( 40) + isen(40) 


E 7 cosdo- isend0 ...... (1H) 


* Reemplacemós (11) y (11D) en: 
ho EN — plemdo]= 45 = 24] = 5 
* Por dato : 
E<arg(w*)<r=>E<40<x1> sent0>0 
¡cad Ad 
40<=ver( 1) 
* Luego, queda : 
20en40= 3 > sento= 495022 
2 3 6 
> ADS 
1 = cos ¿+ Ísen ¿me 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 46: 
Si arg(Z)==, además: y = *er(40)-icos(40) yan 


la medida 9. sen(40)+icos(40)' 

x xr x x 
N-3 BG ca D)=5 BG 
RESOLUCIÓN: 

z = Sen40-¡Cos40 
Sen40+iCos40 
>, _A Sen40 = Cosa 
Sea: 40+0=> > Pana 
Ahora tendremos que : 
_Cosa— iSena _ Es 


-i2a os 
Cor ribiaa —7>2=e"" =Cos2a-iSen2a 


Ahora, como: 894+2a=x 
> Z=(-Cos8a)-iSenBa= e". > z=e 000 


-(Cos89+iSen80) 


Donde: argz=x +89 2 


Pero por condición : 
pS E E, 
E erez 3 Exeo >0= 16 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 47 : 
Si: z - 227(30)-¿cos(30) calcule arg(-Z*) 


sen(30)+icos(30)” 
A)5+120 B)x+120 C)x2+60 D)5+60 EJx-120 
RESOLUCIÓN: 


z Sen30-—iCos30 


— Sen30 +iCos30 
Multiplicamos por: (Sen39-—¿Cos30) 
(Sen30—iCos30)? 
(Sen30+iCos30)(Sen30 -iCos30) 
Sen*30-¡?Cos?30 
Sen?30+Cos?*30 
1 
> Z=(Sen30-iCos30) 
Z =Sen* 30- 2iSen30Cos30+i*Cos* 39 
-Cos* 39 
-Z =(Cos* 39 Sen* 39) +i(2Sen30 xCos30) 
-Z =Cos60+¡Sen60 >-—Z =cis60 > Z? = cis120 
Multiplicamos por: (-1) 
(-D)x(Z?)= (-1) x cis120 
ná 
cisx 
> -Z?*=cis(x+120) > arg(-Z*)=x+120 


Z= 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 48: 
Siz=i 1270, entonces áng(z) es: 
AJ2kr+ Es heZo B)2hkx +7 ;keZ 
PO 
Cl; D)2ha +; hez 


EJ2kx+ = ¡heZ 
RESOLUCIÓN: 


[938 ] 


EDITORIAL RUBISOS 


Analogamente: (1— /3i) = 2cis E E] 
También: ¡= cisZ Luego: 


Asi el argumento de Z sera: argz- 1% 42h 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 49: 
120 
si: (L+eTÍ _ 4 + Boos(29)+ Ccos(40) Calcule: 
B-C 
A 
AJI B)2 C)3 D)4 EJ 6 
RESOLUCIÓN: 
NOTA: 2Cos8=e%+e  2iSenO=e +e% 
Tenemos: (eee) = A+ BCos20+C.Cos 
: 2 + +€C.Cos40 
(Pete) _ e. (2C0s0)* _ 
eel á e y 


2*Cos*9= A+ BCos20+C.Cos40 

4(2Cos?9)* =4(1+Cos20)? = 4+8Cos20 +4Cos? 29 = 
4+8Cos29 + 2(2Co9* 29) = 1+ Cos40 
>6+8Co820 + 2C0840 = A + BCos28 + C.Cos49 
Asi: A=6 B=8 0-22 (52)=1 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 50: 


14 e 35) 


Calcule la parte real del complejo Z = Je 


1 1 1 
Bra Y 4 
RESOLUCIÓN: 


1 
45 E)-1 


3x 1 
MRE 


e 
Z=; ziCo = 


asi: Re(Z)= 5 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 51: 
Halle el número complejo Z=e” , tal que: 


Fsarg(2")<x nz" -2"|=/2 


Aje ió  Bjeéé  cjeéi Djéó EJei 


RESOLUCIÓN: 
Se pide: Z=e*" Condiciones: 
D A <arg(Z*)<x 


x x x 
3 dargZ<x > ¿0825 


u) [z*-z5|=./2 => [edo ¿300 Ja 


2iSen30 
asi: |2:]|Sen30| = /2 > 2|Sen30| = 


Ahora, como: LAA 
¿03 37>3s30sx 


x EL] 
> SenS0>0 = Senso =P lago:30=< y A 


E XA E E A 
ty = Como: 0e[5;5| = 027 
Finalmente: Z =e%' 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 52: 


d0 
siza 0 -x <0<0, halle |Z|. 


RESOLUCIÓN: 
(e - Di. 
be E) 0 


2 0 0 0 
Luego: |Z|= e 
me open ¿[Ports 
1 
ahora:-x<0<0 = [5|=-2 También: 


E<i<o > [Sen $)-- sen $ 
con) mio 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 53: 


Eo 120 
Simplifique: E = |1 e] ,0e (5 ») 
-e 


A) sen(0) B)sen(20) C)oos(0) D) csc(0) E)csc(26) 
RESOLUCIÓN: 


el1+0e?) eye 20080 
>Z= ARA IA 31 A => 2 =2CotO 


Reemplazamos en E: 
E= 1-8] =/14 Cot? = /Csc*o > E =|Cscó 


Ahora como: 90€ (+=) > Csc0>0 >E=Cscó 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 54 : 
Simplificar : yy - e A A 
*+y=1;x>0;y>0 


A) x*-y* B)xyC) i(x*- y") D) 2xy E) 2xy + i(y*-x*) 
RESOLUCIÓN : 


* Sea: 1 
O=aretan(2) => tano =l> Es y 


x 
* Luego , N equivale: N = ye!” — ixe'” = e'(y-ix) 


> N =(c080 + isen0)J(y-ix)=> N (51 7)0-i 


P=xy it +iy ye > N=2ay+i y 27) 
: z RPTA : “E” 
PROBLEMA 55 : 


Determinar la parte real de todos los números 
complejos Z=x+yi que satisfacen la ecuación : 

e* -(2+i)e* +1+i=0;keZ 
A)0;Ln/2 


B) 0;Ln2 C) 2hx; A 


RESOLUCIÓN : 
e* -(2+i)e* +(1+i)=0 
> (e -1)(e*-1-1)=0=> e =1ve* =1+i 
* Tenemos dos números complejos : 
D) e =1+i>|e"|=|1+i] 
[er*9] =/2 >[e*e?|=/2 
rlle?]=u2>.* =/2 > x=Ln/2 


1 
1)e* =1> le*|=|1] > [e*+1|=1 
> le* lle |=1> e*=1> 1=0 
Í 
> 1=LnJ2 y x=0 


RPTA ; “A” 
PROBLEMA 56 : 
-icos0 —seng - 11” E 
Sea : ans) EZ Indique : 
Re(Z). 
A)cos(nx—2n9)  B)cos(2n0)  C)sen(nx—n0) 
D)sen(n0) E) cos(n8) 
RESOLUCIÓN: o 
* Z equivale: 4. 5 
ds NE 
[pamsricd a 100 5-0) rise 5-0) 
Foie L+c0s| 5-0) -isen| =-0 
*Sen: 7 -0=2a 
* Luego: 
a > z =| 20052 +i2senacosa 
1+cosZa —isenla 2008? a —¡2oenacosa: 


EDITORIAL, RUBESOS 


17 -oj2n 


>z=[ A" cam 220 2 : 
>2Z=e "9% >Z =cos(nx— 2n0)+isen(nx—2n0) 
*Como: Re|Z|= Re(Z) 


* Entonces: Re|Z|=cos(nz -2n0) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 57 : 


Sila +jej=6.Z<0<% y z=2co8(0)+isen(30), 
entonces la forma polar del número complejo Z, VkeZ, 
es: 
e (Sí (27 (Sr 

A)2cia[ “5 +2) B) acia +24) lo) 2cio[ +2) 
RESOLUCIÓN : 4 

* De la? +2] = 6 'se obtiene: 

> |2/? +|2)>6=0> (|2|+ 3)(|2|-2)=0 

> l2| =- 3 y [2] =2 

* Sólo se cumple : lz|= 2 

=)|20080 +isen3d =2 20089 +isengg” =2* 

(20807 +(sen30? =4= ser? 30=4(1-cos*0) 

(send 2082041) =4cert0= srt | 20082041) =4sató 


* Tenemos dos posibilidades: 


Dsento=0.7<0< > seng=0 


> No hay 0 que cumpla con I. 


319) [200820+11 =47<os E 


> 20820 +1=-2 y 2c0820+1= 2 
= cos20 == v cos20 => 
Tr Sx 


ET 
* Sólo es posible; NES S 


= 20=% => 0-5] cumple con HF. 


* Luego : 
2=2cos0+isens0 > 22000 o +inen 


V3).. 43. 1 
sm +tixlioz=2 RES] 


> 2200957 +isenta) = a-2cio 42m) 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 58 : 
Dado el número complejo: 1w=(243%, he eZ. 
Determinar |u . 
444  BJ9 C) 13* D)J5* E) 25* 
RESOLUCIÓN : 
* El número complejo w equivale a : 


[al 


* Luego : 10 =[V13 (cos 0 +iseno)]”" 
* Aplicamos la fórmula de De Moivre tenemos: 
w=/13* [cos(2k0)+isen(2h0)] 
> |wo|=13* [cos(2k0)+isen(2k0)| > ju] = 13* 
. RPTA : “C” 
PROBLEMA 59 : : 
e =1 
Si n9 =2xk ,keZ evaluar: E==— 
em+] 
AJ-1  B)1 C)-i D)i EJ0 
RESOLUCIÓN : 


* Se sabe que: e*=cos a+isena 


* Luego, siendo n0=21k, tenemos : 


0 
e 
em04] 


ez cos( 27h) + isen(21k)= e"=1 
Í 


* Reemplazando en : E= > E=0 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 60 : 
Determinar todos los números complejos Z=x+iy que 
satisfacen : e" =1, 0<|Z|<3 y grafíquelos en el plano 
complejo . 


Ailaidm Bj+/x/[2:/2/2 O) +N27+V/2n 
Di/2+/% E +1+i 


RESOLUCIÓN : 
* Siendo Z=x+iy se obtiene : Z=x*.y* +12xy 


* Por otra parte se sabe que : J=82*" 
* Reemplazando en el dato : e” =1;0<|Z|<3 


+ Besoblianos e? y? ri2ay 20 +i2hr 
* De donde se logra un sistema de ecuaciones: 
E - y?=0 E V x=-y 
2xy=2kx  |xy=kx 


* Teniendo en cuenta la condición : 0 <|Z| < 3 
0<lx?*+y? <3 


* Hacemos k=1 pr 
AYER conanaioocoo (1) 


* Analicemos dos casos: 
DD Six=y, en (1): 


yi=x2 > y=Vx v y=-Vx 


* Luego , hay dos soluciones : 
A a EA y 1 $) 
*Si x=y,en (1): 
-y => 3 solución 
* En conclusión, hay dos números complejos . 


* De (11): 
Z=la+lari , Z=-Ji—Vri 


RPTA : “A” 
* Representemos estos SS en el plano complejo: 


[SYUMEROS COMPLEJOS 5 943] 


ROBMA 61; 
Determinar un número complejo , en forma 
exponencial, que al multiplicarle a (Vai +1), de otro 


número complejo tal su módulo sea 8 y su argumento 
270". 


18 a SAS 1 
ES Brle "1 0) le Lo4 12 
A) as ) ri ) qe D) Es E)e 
RESOLUCIÓN : 
* Sea z el número pedido . 


* Por dato: z( Sia) =8 (cos 270"+isen270").....(1) 


* Observemos que : V3i+1=2 (3 +i $) 


Ss 
> /3i+1: 008 ise) bardo? A 11] 


14 
>32z=-e 
8 


¡az 20.25) 
> 2 e 2 222001? 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 62 : 


Sea z un número complejo . Determine el argumento 


. E > . E= im(iz): 
del número complejo definido por: ¡Re2) 
A)=x BS c)0 D3 E) x 
RESOLUCIÓN : 

%Sca: zX+IEY cescnonos (1) 


*Luego: ¿iz(aiy)iaH? y => i=-yHx nomoosos (E) 
* De (D) y (11) : Rel2)=x, Im(iz)=x 
Im(iz)_x_1 i 


TEA 


PA Reemplacemos en $ pa 


* El cual equivale a : 
x Ed 2 
Ecos(-5)visen(-5) > arg(E)= 3 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 63: 
Calcule el área de la región limitada por el polígono 
triángular cuyos vértices son las raíces cúbicas del 


húmero complejo : Z=7+iJ6 


EDITORIAL RUBIÑOS 


A)J2/3  B)4J3  C)8/3  D)6Y3  E)6JS 
RESOLUCIÓN : : 
* Se sabe que las raices cúbicas de un número complejo 
Z forman un triángulo equilátero inscrito en una 


circunferencia cuyo radio es igual al módulo de Yz: 


* Donde: R= |Vz|=+3/[2] 


* Además Como: Z=7+i/15 


> Izj=/72+J15* >|Z|=8 > 
* Luego : |[L=2/3| 
* Finalmente : 
Aaz,Z,Z, > aa E + Aaz,2,Z, =3/3 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 64 : 


Si [zi]=8, arg(z(1+i))=5 Z., Determinar el número 


complejo z, dar en su ES ici 


ix dx le de 
A) dell  B)8e 5  C)8e x D)4e 2 E) 8el2 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando |z,2,|=|,||z,| tenemos en el dato: 
2 |=8 > [z ¡|| ¿ |=8 > [2]=8 
Edo 

* Dado que z=|2|e"=8e" ...... (1) 


* Además siendo: 1+i=/2 (Gu %) : ze 


1412 co a siem) 102/36 mc 


LA 


(STHICONOMETAIAS BI ESCICIOPEDIA 2013) 


£ 
10) 


* Haciendo (1)x (11) : 2(1+i)=8/2e 


> arg (2(1+i))= 0. > > 9-3 


a 


A 
*En(p; 2=8e * 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 65 : 
Si: z==sena —icosa ,si ae (0; 1/2), Determinar: 
arg(z+1). 


x a. 7 a a x 
Aa Bje+ C) 3 D) 3 E) 354 
RESOLUCIÓN : 


* Se deduce que : z+1=1+sena —icos a 


=S zti=t+000| 5 a)-isen[5- a) 


* Tenemos : 


se=2cor (2-2) izo )o00( 7-9) 


2 La 2 4 2 
nn a nn a a 
= dd E-TEN 
>2+h 20007 5) [coa 5) E 2 
este factores el incdulo, pues se 
prat que pai ya que Oca 5 


* Además , observaremos que : 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 66 ; 
Determinar la parte imaginaria del número complejo: 
_1+cos15x+isenlóx 
—I+cosbx+isenbx 


B) sen5x+cos5x 
D) sen10x-senbx 


A) senl0x+senbx 
C) sen10x-sendx 


RESOLUCIÓN : 
_1+cos15x+ isenlóx 


w= 1 a s.(1) 


? Sea: z=1c080+isen9 
q 6 ..0 0 CE 
> 22008" ¿+ 2sen¿cos > =2=20082 [con sisen2) 


e 
>2=20002 € 2 
2 


0 
NS 
* Hs decir: L+cos0+iseng=2008 e 2 


* Aplicando al numerador y denominador de (1): 


15% E 16x 
2008 e ? =— 
w= 2 > w= 2_ pix 
2 bx ES eos 2% 
cose 2 
lox 
>w= re (cos 5x+isen5x) 
EA 
* Notemos que : 
0 15x cos 4% 
Im(W)=—2sen5x => Im(W)=——2, 20en 2 
5x z 2 
: e 
a lx  5x 
Im(W)= 2. 79 “en > Im(W= senl0x—senóz 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 67 : 
Dado el número complejo : 


Z=c080+ isenó, € (o; 2) , Determinar el módulo de; 


_dz+1_,iz-1 


iz-1 iz+l 


A)tg09 B)etgQ C)2180 D)2ctgg E)-tg0 
RESOLUCIÓN : 


(izr1)?+(i2-1)? 


* Se deduce que : 1w= (iz-Dlizr1) 


rr] ata]. 112 
AA EE jo20 


* Aplicamos la fórmula de Moivre tenemos : 
Y cosOtisen0)” >22=008 20+isen20 vaa. (1) 
* (ID) en(D: 


NUMEROS COMPLEJOS 4 


po e | 


A a > leoj=j-210n6] 222 [sen0—icoso| Y Su gráfica es como sigue: 


[cosO+iseno | 


* COMO: 0e (05) >tan9 >0>|w|=2tan0 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 68 : 


Resolver : senZ=3;si Z e C 


4) -ilnf3+2/2); Bj -itmf3+/2)i O -iln[s-2/2)i 


RESOLUCIÓN : 


ES a eno E 


> 2senG=e" —e* =2x 


> 6=e* E > eXi - Gio” -1=0 
e 
* Completando cuadrados : 
aer Hs (30) (e -3i)'=-8 
ed: 3i12/% >Lne"=Lm3i+2/2) 
>=(3i10/2i) >=-In(3+2/2)i 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 69: 
Si A es un conjunto definido por; 


a-(z EC ¡AS djarez]s = 


OS la tea que lor representa la gráfica de 


[ose ] 


RESOLUCIÓN: 
2<|Z|<4AZHx;y)JeC=> 2 << 


* La intersección (a) de éstas regiones genera la 
región definida por A. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 70: 
Si A un conjunto definido por 

A=(ZeC/|Z+1|<s 4-1Z -1]), 

entonces la figura que mejor representa la gráfica del 
conjunto Á es: 


A) im b: E) tm ho é bsf - dp» L- 
RESOLUCIÓN: 
*Si:Z=(xiy)eC ,xiyeR 
* Reemplazando en la condición: 
|(=+1; y)|54-|(=-1; y)| 
> (lay? s 4 ly? 
> (2+1)?<16-8 lí -Di+y? +(x-Diy? 
> 8-14 16-40 > 2 Hy? sx 
> 4(x—1)+4y? s (4-x)? 
> di? -8x+4+4y? Ss 16-Bx+x? 


e 
> 3 4+4y* <12> E + Gl 


* Por otro lado, nótese que:4-|Z - 1120 >|Z-1]<4 


* Graficando 


* Observe que la región limitada por la Elipse cae 
dentro del disco de radio 4 y centro (10), por lo que 
la intersección es la primera región. 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 71: 
La siguiente expresión : 
== su parte real es igual a : 


Esp4 ey e e 


sennxcos(n+1)x 


A) py soenzsen(n+1)s q, serinx sen(n+1)z 
senx cosx senx 


pyeteicceiad E)sennx cos(n+1)x 
cosx 


RESOLUCIÓN : 


Como e*=cos0+iseng la parte real de 


ES en 
está expresada por la suma de las partes reales de c/u 
de sus sumandos , es decir ; 


Re(E)=c082x+c084x+c086x+... + cos2nx 


Aplicando la fórmula para la suma de cosenos cuyos 
ángulos estan en progresión aritmética (teniendo en 
cuenta que + de términos = n, razón = 2x) resulta : 


Re(E)= RAE)j= 7" cos(a+nx) 
senx 


2 


n2x 
EA (22) 
008 | =>. 


2 
sermocos(n+1)x 
senx 


Re(E) 
RPTA;: “A” 
PROBLEMA 72: 


Se tiene los números complejos 2, ,Z¿ y 2, , mostrados 
en la figura adjunta . Si se sabe que |»,|=|=,] y que el 


> a 122 
módulo de z, es mínimo .Determine : E==55 


RESOLUCIÓN : 
Para que el módulo de z, sea mínimo : Q = 45" 
Luego Por dato: |z,|=|z,| 


Observamos que: |=,| =rwen“5 Además se ve que : 


arglz,)=45" ; argía,)= 22 
arg(z,)= 180" 
Apliquemos : ¿=|2]e" =|2]0'“* 
E . 
2 =lqje >z, A y 


+ 5. 
2, =lagje letal > 2, =remíh es cenas (1) 


E za =|zp[e “él = 2, = re" e 10011) 
AS 
Reemplacemos (1) , (1) y (II) E 
tt E le 
Es 2 SEL mae 
2-/2 2/2 2 
2 
e (fala de 1,8 
ia .e >E=qre 
Como r/3=3 => r=3/V2 = 2 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 73: 
Dado el complejo : z=(1+senGricos9)* y su módulo 


jl=m cos 2+0en 2)" , determinar m. 


ES 
AJJ2 pEa e DI2/2  EJ4/2 
RESOLUCIÓN : 
1 1 
“E bricao a  ml E p1 
$ bs 1008[ 5-0) visen[ 5-0) 


Aplicando : 1+cosx=2c08* E A senx=2sen* cos E 
2 Y—3 
sa 1 
aaa 0 0 0 
20 vio -ajon[-2) 
1 RN E 
2) 200 0dia 
4 2, 


42 


Observemos que : 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 74 : 
: Re(z) 
Si 2=(1+cowó+iseno)” » nen Calcule he 
AJcignó  B)tgno oretao Dita o 230192) 


RESOLUCIÓN : 
En el problema 68 hemos demostrado que : 


, eos 
ci 


Luego : E 
z=(1+c080+isen9)" >2-(20oze .) 


no 
22 Poze? > 2=1[00017 +isen*) 


2 2 
r 
Observemos que : 
rc Olla) roer 20 > Reta) 
Re(z)=r008. 7 ¡1 m(z)=reen. S 0 
RPTA : 


La 
2 
e 


PROBLEMA 75: 


Si: 2c08* E =Acos"0+Bcos"0+Ccos0+D shalle : 
A+B+C+D 

A)-2  B)-1 C)-3  D)3 E) 2 

RESOLUCIÓN : 

Del dato se obtiene : 1+c0150=Acos*0+Bcos*0+Ccos0+D 


c0s56=Acos0+Bcos*0+Ceon0+D - Lumen (1) 


[96 >> EDFFORIAL RUBISOS) 


Aplicando la fórmula de De Moivri: 
cos50+isensO=(c0s O+isend=001"0+co0 Diseno) +cos*0(iseno)* 
+cos*0(isen0)*+cos0(isen0)*+(iseno)* 
cos50+isenb0=c0s* Ori cos'9eenó- cos*9(1- cos*0)- icos*0sen*o 
+cos0(1- cos*0)*+isen*o 
cos50+iseng0=cos* 0- cos*0+cos*0+cos0(1- 2c08*0+c08 10) +iN 


cos50+isen50=+3c0s0-3cos*0+cos0tiN 
Identificando las partes reales ; 
cos 59=3008*9 - 3c08*0+0080 (II) 
Haciendo la comprovación de (1) con (1) se obtiene : 
A=3,B=3,C=1 y D-1=0-,D=1 
Nos piden: A+B+C+4+D=2 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 76 : 


Simplificar : a z» indicando la parte 
real de E entre la parte imaginaria de E , 
at 
RESOLUCIÓN : 
e e ets 
ga 0 ¿O g 
e [140 01% ette] 


E= - 
Per e +00] 
dx ¡2x 
11 [e7"-1 
>E=0e+ E z 
El e*-1 ) 


157) +10 T) 
ES Pa ÍÍ 


Sx 123 3 Sx 
q 2 ye 2% 
B) 6 €) elg=z D)- tg Ey ue 


E 


>E=e* 


Eze ts (1+e%) _ p_ ¿is (LI +cosx+isenx) 
(re) (1+cosdx+isendx) 


2 
*Hemos demostrado que : 1+cos0+isenó=2000 Le 2 


Luego : x 


200202 coste pe 
E 2 só cos 2x 
2c08 3% ez P 
== E=r| 000 sisen(-2)] 


RPTA : “D” 


NOTA : 


Otra forma de resolver es aplicar e“=cos0+isenó a c/u 
de los sumandos en (1) y luego agrupar las partes reales 
e imaginarias en el numerador y denominador para 
aplicar las fórmulas de suma de senos y cosenos cuyos 
ángulos están en progresión aritmética . Como ejercicio 
, continue siguiente este procedimiento . 
PROBLEMA 78 : 


120 140 ¡60 
e pararlo 7 + 
A)sen(40).tan(0) B)sen(40).cot(0) C)sen(30).tan(20) 


D)cos(30).cot(20) E)sen(40).csc(0) 
RESOLUCIÓN: 
14020 
2- == 
e as 
Factorizamos el numerador: 


Ze Axe en) 
3 MAZA) 
mE e AER) e e) 
e"-e 
Ze y e Peorpo acosa), | Prince) 
2iSeng ¡Seno 


2-7 Cos20xCot0(Cos20 +¡Sen20) 


2-2 Cos" 20xCot0 + 2Sen20Cos20xCot0 


Z=2iCos* 20xCot0 + Sen40xCot0 
asi: Re(Z)= Sen40 x Cot 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 79 : 


Para el número complejo Z=re'”, r =|Z|, 0 =arg(Z) 


2 
se cumple; +2 =10<arg(-12)<Z. 


ZP (Z2Y e E 
Además: (2) (2) =1 A O <arg(-4z)<G 


(UP (et 1 


2% y 4% - 1>Cos40= Af 3) 
2Cos40 
De: O<arg(-iZ)< S 


A xr 
O<arE Ava 2 <= 
3 


x 3x z 3Sx 
O > 30 


De (3): Costo== 


Eo oe LE, 11 
40= ES 3? A , 


($5 bx 7. Liz, ) 


srncorconsaseecind 4) 


AR ASF ARFADE 
x 0) a: 
24 
PROBLEMA 80 : 

Dado el número complejo Z=r[cos(0)+isen(0)] y 


Dado que: 0 E 


RPTA : “B” 


z 
06€ (0;2). Dar como respuesta la diferencia de las 
medidas del mayor y el menor ángulo. 


2 2 
además: E «(2) =i. Halle todos los valores de 


x ñ x xr x 
NV B) 12 o D) Z E) 3 
RESOLUCIÓN: 


Condición : Z=r(Cos0 + iSen0) 
> Z=r(Cos9-iSen0) 
así 2 r(Cos0+iSeno)_e*. _ Z_ 


Halle el valor de 6 que pertenece al intervalo dado. Además: 
lx Tx 2x 23x 5x 
a E (203 (Ri 
RESOLUCIÓN: : 1 
Condiciones: |Z|=r a argZ=0 2iSen49=i => Sens0 => 
a E E A 


así: 2 .5x 18% 17% 
e 


da la: bx. 13%, 17% ) 
AA 


Como: 0 € (0; 2) 20 =; 5) 
Luego AA Omis=E 
RPTA : “E” 
GU/AWDENEYEREICIOS 


(E) Cuántos complejos están puestos en forma polar 
o trigonométrica: 


1D) Z,=43 [cos80"+isen60"] 
1) Z,=-3[c0830"+isen30"] 
11) Zy=/2 [cosx+isenx] 
IV) Z,=J3 E bisenE ] 
) Z¿ 5 | os E +isen * 
AMU,DI BjlyllI  C)yIV D) Sólo IV EJN.A. 
(BExpresar: Z =1+,/31 en forma polar. 


x xr x x 
—+isen—= B)4 =T+isent 
4) 2c08| cos visen”. | ) [vos +isen =| 
2l 008 * +4 z) p 4/ ca z] 
C) [cos +isen* ) cos; +Hisen= 
E) 4[cos120”+isen120"] 
(03) Expresar: Z =3+V31, en forma polar. 


A) 2/8|cos%% rien ee] B) 43 [cosx+isenx] 


Sx Sx Sx 
0) 208% +isen “| D) V5[cos 5% sisen | 


(03 Sean los complejos; 
Z,=3 Z bis | 2-4 E 2] 
1 [cos +isen |, o pd 
Hallar: (Z,Z,) 
4[cos= +i Al [ z -5) 
A) [eos +isen B) 12 cos; +isen 7 
C) 3[cosx+isenx] E) N.A, 
(03) Sean los complejos: 


= Etisent = E +isenZ 
Zee ¡y Hisen 7) =>Z,=3| cos -isen -] 


D) 12[cosx+isenx] 


[SVUMEROS COMPLEJOS 6 "J9o8[”_ __ — EDFTORIAL RUBIOS) 


Hallar: Z,/Z, 
4 iO E E r 
A) $ eos Erisen E] B) eos +isen 2] 
> E AA E 
C) q|[cosr+isena] D) [eos y +isen :] 


(9) Sea el complejo: Z=(1+./34) 
Hallar “Z7” en forma polar, 
128| cos -] 2 Ei -s] 
A) [cos +isen= B) cos <+isen— 
Tx Tx 5x 5x 

C) 128 == —| D)64 —. pt: 

) [sos 3 +isen | ) [cos 3 +isen dl 
E) N.A. : 
(2 Hallar e indicar una de las tres raíces cúbicas de 
la unidad: 

1,41 1,43 1,46 


E mazo 1D)- FA 


1 +2 


(63) Hallar la forma polar del complejo: z, y= E +i 


A 2 2] [ ca =] 
y 2[ 0087 +isen* B)3 cos ¿+lsen 

- AQ e 
C) 6|cos7riven*| D) 4[ cos +isen*| 


E) N.A. 
(9) Hallar la forma polar del complejo: Z=- 22/34 


dx 4 Ar 
A) 2cis— B) 2cis — C) 6cis — 
) 2cis 3 ) 2cis 3 ) 3 
DE cos 5 E) NA. 
(OD) Hallar la forma polar de: Z,=-1-i 
A) l2cis7 — B) =V2cisZ 0) J2cis 
D) cio te E) cisZ 
(O) Expresar en forma exponencial el complejo: 
Z=14+4/3i 
s => z Ei 
A)2e3' B)3es  C)/2eí  D)/3e%  EJNA. 
(O) Señale una raíz o de la unidad: 
2% x x 
A)-1 AE C) cis hn D) ARG B)cis¿ 
A] 
(A) Reducir: párr 
==... 
eel 
A)1 B)-1 C)i D)-i Eje 


dE 
(D Calcular “a” en la igualdad: 2> pri 


A)3e  B)2e C)e D)Ji E) i-2 
(B) Reducir: WS 4y27 4 y0sS py y yy 118 4 py 39 
siendo: 1, W, W? las tres raíces cúbicas de la unidad. 
A)J1 B)2 C)4 D)2 EJO 
(E) Calcular el área que genera el complejo “Z” si se 
cumple: 2<|Z|s 5 


A)22xu? B)21r C)i9r D)i8x  EJ3x 


O Calcular: 2-27 [2,1221] 


Siendo “W” una raíz cúbica de la unidad. 
AJO B)1 C)2 D)3 E) 4 


Si: 1, W, W? son las raíces cúbicas de la unidad, 


calcular:R=(14+W-W*)(1+WW*)(14+W*-W*)..“18n” 
factores 


AJ4* B)2>  C)J4* D)4*  EJ4” 
(0) Hallar: Z=i 

E; X; z qe L 
AJe? Be? C)je? De?  EJe!* 
€DExpresar el complejo: Z,= 1+i  enforma 

2 

exponencial. 

Es =l EN E 23 
AJe? Bet  C)e? D)Je * E) ef 


ED Si: Z+7=2c080,donde:Z.eC . Hallar: mz 


A) 2sen9 B)2sen(m0) C)2cos9 D)2cos(m0) EJ4” 


(8 Hallar una raíz de la ecuación: Z*=2i 


A) Li B)-1-5 C)-1+i D)1+2i EJi 
8) Reducir: Z=(14+31)%+(1- 3i)% 
A) 230 B) 231 C) 232 D)233  E)240 


CMEANIDIRIGIDA 


(DSiendo Z,,Z¿€C, además x es el ángulo 
comprendido entre los módulos de z, y z¿. grafique 


¡Re(Z,Z,)+ 1 m(Z,Z2) 
[z,Z.| 


fíx)= 


+1, 0cr<2e 


A) B) 
Y Y 
a dad 
C) D) 
Y Y 
hos EA 
E) 


Y 


Xx 
((9)SiendoZ e C ,halle el equivalente de f(z) =arccosz 


arm 24) Bitn( 12) CjEn (24/2241) 


1-iz 


D)En(z+ Va —1) E)tiLn(z +V24+1) 


(3) Halle la parte real del número complejo 


C) 


ANUMEROS COMPLEJOS 2% 950 2 romo RUBROS) 


(GAL resolver la siguiente ecuación trigonométrica, 
indique un conjunto solución 

(cos x +isenx)(cos 2x +isen2x) 

(cos 3x + isen3x)...(cos nx +isennx)=1 
siendo k=. . . 1; 0;1;2 


dh dhar 1 nín+1) nín+1) 
WimiD Da+D aw D) 2k E) 2k 
(3) Mediante la ecuación x?+ x”+1=0 , reduzca 

E ME UR (3n-—2)x 
as O 

1 Y/3 1 Y3 NE 
Nor BT O Di rt 
((3Sabiendo que : 

z,= a =x+iy;23 =i 

Señale la proposición correcta 
Dsenz,=1  H)cosz,=0  IM)Im(e* )=e""-Y sen2xy 


IV) [zs[=e? V)Relz¿)=e*seny 

AJIyH B) 1,11 y 1 CMHALIV y V 
DJ) LU y V E) todas son correctas 

(3 Grafique el conjunto de números complejos que 
verifican el conjuntin R si; 


R=lz=x+yijargle"""")>0) 
Cc) 


(2) Determine: los valores de Lnz si z=w+iy ; que 


A)- iz EA) aim EA) Cjitn(2 -1)60 


a) 


(Ojdentifique la gráfica de la siguiente expresión 


R= =5ClImia)-Re'(2)20:11u 7 slargíz+1)s5) 
Además ke R* 


(O)Determine los valores que toma la expresión : 


=2 sen (cos (xi)) - cos? (cos (xi), si 
xe(-1:In10) y i=/=1 
A)[0;2]  B)E-2;2]  C)-131 


(2) Sean los números complejos z A w/z=e% y 
wel+zz a ze 2". 


D)[-454]  E)[0;4] 


LA pa 
Halle el equivalente de M= >” (10+10) 


n=] 


Ajcsc*0((n + 1Joen0— sennd B) sen 0cscnO-(n+1)c008) 


C)Fcsct(send meno) D)2csc0(nsenó —senn0) 


EJcsc? Don eemin+2300m 
(BResuelva la siguiente ecuación si 2 e € 

1%*=2e : 
siendo e base de los logaritmos neperianos ; m;keZ 
AJ= pe taz 122) B)- Epa 2) yA ne +Ln21), 


hxe 2kx 2kxe 
(2nx-1) 1-Ln2- 2nx 
A O 
(Y Grafique: 
E (e ecire( 72) SOAFm(2)> Reíz)) 


pk 
L-% 


(M)Sabiendo que z e C, halle el equivalente de : 
f(2)=Lnz;k=(...—130;1...)52+ 0 


A)Ln|zl+i(argz+kx) B)Lnlzj+i ES 
D)Lnje|+i(2argz)  E)Ln|zl+i(argz+2kx) 
(7) Calcule el valor de ; 


F=sen* (iLnJ-i)+ sen? (iLnxfi)+cos* (3iLnvi) 


3 7 5 1 9 
dr Bl O D)-¿ E)5 


77 
(O El valor de la expresión: (cos 7-+isen =) es: 


A)1 B) -1 C) -i D)i E) 1+i 


(3) Hallar el módulo del complejo; yy ="2+1 241 d2-1 
iz- EIA iz+1 


Donde: z=c08s 0+isen0 y 0 € (e 5z) 
A)Tan9 B)Cot0  C)2Tan9 D)2CotG 
OSi: lai=4, Arg[=(1+i]=5 


E) 4Tan0 
Entonces el número complejo Z en su forma polar es: 
A) 400sF +isen?) B) 2(Cos F-+isen 2) 
A Tx me T 
C) (cos Z+isenZ.) D)- (e 08 Z+isen”) 


E)- 2(c os G+iSen 2) 


(Ed) Hallar la parte imaginaria del número complejo: 
_J1+Cos(nx)+iSen(nx) 
—— 1+Cosx+iSenx 
pl) laa t) 
coe(5) 005) 
no sm-1) 
o Co e ) D) 0o0( 54) Son 200) 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


PA =Cis7 
Halle la parte imaginaria de w, si: 
e 
wez? 1 Z 
zZ 2% 1 
A) J2 B)J/2+1 C)-J2-1 D)-JZ E) E 
€2) Hallar: Cosi 
-1 1 -I 
e-e ete e -e 
A) 3 B) 2 C) 3 
e a] 
-8 == e -e 
D) E) zi 


€3) Halle el número complejo: z=e"*; Arg(z)=0, tal 
que: Fara? sxaje"- (23|=/2 


A) Cos G+HSen E = 


AN x 
1 B) Cos Pe m5 


7% 


D) Cos LEA PALA sl 


Ed 
C) Cos de ¡Sent sd 


6 
ES E 
E) Cos —+iSen—= 

E ad 
3) Dados los números complejos: 

11 5: 
z=Cia( > 2,=0i0( 57) 

En el cual z,, Zy» Zyp «e» SON vértices de un polígono de 
“n” lados. Halle “n” 
A 1 B) 14 C) 16 D) 18 E) 24 
E3)A partir del desarrollo de (1+4)"; i=/ZIn e Z* 
Señale el equivalente de: S=CF —C7+C3 Cito 


A) 2"C09 MF B) J2Cos "7 C) 2*senti 
D) /2"Cos tE E) y2senE 


EB Sea la ecuación: ax? +bx+x=0Si:x¡=e" naj=e"" 

son raíces de la ecuación halle: Cos20 
e 2 - 

A) b-2ac B) b*-2ac 


2ac 2ac 


OBJETIVOS : 


* Identificar los elementos la representación en 
coordanadas polares: polo, eje polar, ángulo, radio 
vector. 

* Representar puntos con coordenadas polares. 


* Determinar la gráfica y la ecuación de la cardioide 
en coordenadas polares. 


*Representar curvas usando coordendas polares. 


INTRODUCCIÓN : 


Los conceptos de ángulo y radio ya se usaban en el primer 
milenio antes de Cristo. El astrónomo Hiparco (190-120 aC) 
creó una tabla trigonométrica que daba la longitud de una 
cuerda en función del ángulo, y existen referencias del uso de 
coordenadas polares para establecer la posición de las estrellas. 
En Sobre las espirales, Arquímedes describe la espiral de 
Arquímedes, una función cuyo radio depende del ángulo. Sin 
embargo, el trabajo del griego no fue extendido a un sistema 
de coordenadas completo. 


Existen varias versiones sobre la introducción de las 
coordenadas polares como sistema de coordenadas formal. 
Grégoire de Saint-Vincent y Bonaventura Cavalieri 
introdujeron de forma independiente el concepto a mediados 
del siglo XVII. Saint-Vincent escribió sobre este tema en 1625 
y publicó sus trabajos en 1647, mientras que Cavalieri publicó 
sus escritos en 1635 y una versión corregida en 1653. Cavalieri 
utilizó en primer lugar las coordenadas polares para resolver 
un problema relacionado con el área dentro de una espiral de 
Arquímedes. Blaise Pascal utilizó posteriormente las 
coordenadas polares para calcular la longitud de arcos 
parabólicos. 

En el Método de las fluxiones, escrito en 1671 y publicado en 
1786, Sir Isaac Newton estudió la conversión entre el sistema 
de coordenadas polares y otros nueve sistemas de coordenadas. 
En el periódico Acta Eruditorum (1691), Jacob Bernoulli 
utilizó un sistema con un punto en una línea, llamándolos 
polo y eje polar respectivamente. Las coordenadas se 
determinaban mediante la distancia al polo y el ángulo 
respecto al eje polar. El trabajo de Bernoulli sirvió de base 
para encontrar el radio de curvatura de curvas expresadas en 
este sistema de coordenadas, 


El término actual de coordenadas polares se atribuye a 
Gregorio Fontana, y fue utilizado por los escritores italianos 
del siglo XVIII. El término aparece por primera vez en inglés 
en la traducción de 1816 efectuada por George Peacock del 
Tratado del cálculo diferencial y del cálculo integral de 
Sylvestre Francois Lacroix, Alexis Clairault fue el primero 
que pensó en ampliar las coordenadas polares a tres 


dimensiones, y Leonhard Euler fue el primero en desarrollarlas 
realmente 


COORDENADAS POLARES 


Hasta ahora hemos estudiado el sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares para localizar 
un punto en el plano. En este capítulo estudiaremos 
otro sistema denominado sistema de coordenadas 
polares el cual ofrece otras ventajas con respectos a la 
coordenadas cartesianas. En un sistema de 
coordenadas polares un punto P del plano se le 
representa por un par de números (r;0) donde “r”es 
la distancia del polo al punto dado y donde y es el 
ángulo de inclinación del radio vector OP con respecto 
al semi-eje positivo llamado eje polar. 


polo 0 
* Pep) > coordenadas polares de P. 
* (r;0) >coordenadas polares de “P”; para cada punto 
P del plano existe un conjunto de coordenadas polares. 
* Siel «roP=9  sedesplaza en sentido antihorario a 
partir del eje polar, es positivo y negativo en sentido 
contrario, 
* La semirrecta OP que forma con el eje polar un 
ángulo Q se llama eje 0. 
* Al polo le corresponde (0;0) donde 9 es cualquier 
real. 
* Si r>20y0s0s2r, la correspondencia entre 
puntos del plano y las coordenadas polares es biunívoco. 
Es decir uno a uno. 
* Si P(r;9) entonces r>0 si P está en el eje 9 y r<0 
si está en la prolongación del ejeó . 


POSICIK ÓN DE UN PUNTO EN 
COORDENADAS POLARES 


En un sistema de coordenadas polares un punto P del 
plano se representa por un par de números (r;9 ), donde 
res la distancia del origen (llamado polo) al punto 
dado: 


P(r;0) 


8 Eje polar 

0 Xx 
y donde g es el ángulo de inclinación del radio vector 
OP con respecto al eje “x” (parte positiva) llamado el 
eje polar. La medida de 9 se expresará en radianes. 
EJEMPLO 1: 
En coordenadas polares, el punto P=(3; 1/6) es 
ubicado dibujando primero un rayo que parte del polo 
(origen) que haga un ángulo 9=x/6 rad. Con el semieje 
x,(EJE POLAR); luego, sobre dicho rayo y desde el 
origen, se mide r=3 unidades. 


Xx (Eje polar) 
EJEMPLO 2: 
Localizar los puntos dados en coordenadas polares. 


a(2:2) 2(-0:5) 00 (52) m(-2:-2%) 


RESOLUCIÓN: 5 


* Observar que: É(-2;- = )- É(2;-5) 
de donde se deduce que: (r;0)=(—r; 0+x) y en 


general (r;0)=(—r;0+(2n+1)x); ne Z 


RELACIÓN ENTRE LAS COORDENADAS 
RECTANGULARES Y LAS POLARES 
Sea O el polo y OM el eje polar de un sistema de 
coordenadas polares y al mismo tiempo sean el origen 
y el eje de las x de un sistema de coordenadas 

rectangulares. 

Sea P (ver fig) un punto cualquiera del plano, (x;y) 
sus coordenadas rectangulares, y (r;0) sus coordenadas 
polares. 


ES Piro =P iy) 
* Del gráfico: 
¡y=rsenó| 


4 
: 
: 
s 
, 
; 
d 
, 
; 
, 
: 
z 

x= 


X 


* Además; 


ri=xty? y ret Vty? 
y FA 
te0=2 EA 
g0o=2 6 0=artg2 
* Vemos que: [(r;0)=/rc080; rsenO)=(x;y) 
EJEMPLO 1: 


Tx 
Trazar el punto (o:3 2) y encontrar sus coordenadas 
cartesianas. 
RESOLUCIÓN: 


* Como x=rcosÓ , y=rsen9 entonces: 
=- 6cos E =- 3/2 
y=- Gen 7 =3 2 
* Luego: (x;y)=([ 3/2; 3/2) 


([SCOORDENADAS POLARES 2 J98%[”__ EDITORIAL RUBISOS) 


EJEMPLO 2: EJEMPLO 5: 
Hallar las coordenadas cartesianas de P si sus Transformar la ecuación 1*4+y*=4x a coordenadas 
coordenadas polares son (8:55) polares, 
3 RESOLUCIÓN: 
RESOLUCIÓN: $ 
- í . E * Sabemos que : 1*+y? =r?; x= rc089 
( 122) =(900:2%;20en 72). (_2,93) * Reemplazando: 
e qde r?=4rcos0 > r=4c089 ecuación de la circunferencia 
2, 5 ) con centro en (20), ya que (2-2)*+y*=2*. 
* Graficando: 
* Entonces: n= E 
78 
EJEMPLO 3: 
Halle un conjunto de coordenadas polares para P; si 
sus coordenadas cartesianas son (2; -2) AN 
RESOLUCIÓN 
rad or) +2)? >r=4 2/2 ¿3 
E 0 E da dende: 
2 4 
Tax e 3 
(2-2=|2/2; 2%] 6 (2-2=| 2/2; Y DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN 
4 4 PUNTOS EN COORDENADAS POLARES 


* Graficando: 
0=3x 
7a 
4 
0=7x 
BO 4 
EJEMPLO 4 : * Por ley de cosenos en el 4,0P,P, 
Transformando la ecuación r?cos20=9 a coordenadas di=ri+ri —2rir,cos(0, 01) 
2 2 
RESOLUCIÓN: : > [2=/77 +17 —2r,racos(0s E 
r? [cos?*9—sen?9]=9> (rcos9)? - (raeng)?=9 distancia entre P, y Pa 
> 1? — y*=9.,(se trata de una hipérbola) EJEMPLO: 
E Pd Y Calcule la distancia del punto P.(6:5) al punto 
P, (2:25) 
2 ” 3 . 
RESOLUCIÓN: 


m6: r=2 5 02h; 0% 


Xx 
>d=, [5t+2* —2(6)(2)c08 E S =) > d=/18 


Otra forma seria pasando a coordenadas cartesianas 


( ¡22)> (2000 Es ¿200 2 )=(- 1543) 


(emo (3s) 


3 3) La" 2. 
De donde r (5,24) 
* Entonces: 
EEE 
2 2 


*Observar que el más conveniente pasar a coordenadas 
cartesianas cuando el ángulo (6, —6,) no es conocido. 


TRAZADO DE CURVAS EN COORDEVADAS 
POLARES 


La gráfica ó lugar geométrico de una ecuación 
expresada en coordenadas polares es: 


G=1(r; 0) e RxRir=f(0)) 
ECUACIÓN DE LA RECTA 
DLA RECTA £ NO PASA POR EL ORIGEN (POLO): 


Ed 


Sea d la distancia de N a P por Pitágoras: 
p*+d*=r* del triángulo ONP tenemos: 

d*=r?+p? - 2rpcos(0-w) 

r? - pi=r?4p? - 2rpcos(0-m) 
ecuación de la recta que pasa por el punto N (punto de 
paso). 
EJEMPLO: 
Hallar la ecuación de la recta sabiendo que pasa por el 
punto (« 2) y forma un ángulo de Econ el eje polar. 
RESOLUCIÓN: 


p=rcos(9-w)=> 2E=reos[0- E) 


11) CUANDO LA RECTA $ PASA POR EL ORIGEN 
(POLO) 


O=a, donde a es constante; «e R 


E] 
ó=a 
a 
eje polar xXx 
EJEMPLO: 
x SL 
Es 


[r]..[-2]-1[0[1]2[...] Variable ] 


(RA RRANESS 


OBSERVACIONES: 
1) Si £es perpendicular al eje polar su 


ecuación es: 
¿p>0 


donde el signo (+) si pesta a la derecha del polo y (-) 
si esta a la izquierda del polo. 


2) Si a es paralela al eje polar su ecuación es: 
rsenO=+ p 


donde el signo (+) si está sobre el eje polar y (-) si está 
por debajo del eje polar. 
EJEMPLO: 


Si p=2 entonces reos0=2 


— rcos0=2 


xXx 
* En coordenadas cartesianas la ecuación de la recta 
Lserá x=2 recta vertical. 


rsen0=-2 


a 
* En coordenadas cartesianas la ecuación de la recta 
Leserá y =-2 que es una recta horizontal. 


ECUACIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 


La ecuación polar de una circunferencia con centro en 
C(p;a) y radio a>0 es 


* Esta fórmula sale aplicando la ley de cosenos en el 


EJEMPLO: 

Halle la ecuación polar de la circunferencia de centro 
xr . 

E =) y radio 8. 

RESOLUCIÓN: 


a=8;p=3 ; a=E 


7 reemplazando en la fórmula 
tenemos: 


r*0rcos[0-2)=55 


ECUACIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 
QUE PASA POR EL POLO 


EJEMPLO: 
Grafique r=5 
RESOLUCIÓN: 


OBSERVACIÓN : 


r=2acos9 representa la ecuación polar de u 
circunferencia de radio |a| tangente al eje 3 
supongamos que a>0 


r=2acos0 


Ñ E 
OBSERVACIÓN : 
r=2bsen9 representa la ecuación polar de una 
circunferencia de centro |b| tangente al eje polar. 
Supongamos que b>0 


=-2bseng 


EJEMPLO : 
Grafique r=8c080 
RESOLUCIÓN: 


DISCUCIÓN DE UNA ECUACIÓN POLAR 


Para facilitar el trazado de la gráfica de una ecuación 
en coordenadas polares es conveniente establecer el 
siguiente análisis. 

1) SIMETRÍA : 

A) La curva es simétrica con respecto al eje polar si se 
obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(Tr; 0) por (r;-0),6 (r; 0) por(—r; x—0). 


B) La curva será simétrica 


con respecto al eje 1/2 si se 


obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(r; 0) por (r; x—0),6 (r; 0) por (—r;-8). 


C)La curva será simétrica con respecto al polo si se 
obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(Tr; 0) por (—r; 9),6 (r; 0) por (r;x+0). 


11) INTERCEPTOS CON LOS EJES PRINCIPALES 
A) Con el eje polar se hece 0=n/x; ne Z y se 
resuelve para r. 

B) Con el eje $ se hace 0-5 
para r. 

C) Con el polo se hace r=0; y se resuelve para g de 
aquí salen las rectas tangentes al polo. 

11) EXTENSIÓN 

Si K>0/|r|s K, Wr 50 lacurva se encuentra encerrada 
dentro de una circunferencia de radio K. 

IV) TABULACIÓN 

Se determina los valores de rcorrespondientes a 


algunos valores asignados a 6 . Luego se localizan los 
puntos obtenidos y se traza la curva. 


RECTAS TANGENTES EN EL POLO 
Son rectas que pasan por el origen, cuya forma general 
es 6=9, constantes las que se hallan haciendo r=0 en 
la ecuación polar, como veremos mas adelante, y 
resolviendo para 6 . Por ejemplo,en la gráfica de 
r=2c080 > r*=2rc080 > x*+y*=2x > (x- 1 *+y?=1 
* La dirección de las rectas tangentes se obtienen 
haciendo r=0 en la ecuación y resolviendo luego para 
0: 


+nx; ne Z y se resuelve 


MC0O0RDENADAS POLARES 6 


B=x/2 
0=3x/2 

* Estas dos últimas ecuaciones para 4 representa a 
la misma recta: el eje normal “y”. 


0=20080 6>con0=0 6>| 


EJEMPLO 1: 

Graficar el siguiente cardioide: r=1+c080 
RESOLUCIÓN: 

* SIMETRÍAS : 


Se verifica fácilmente que la gráfica solamente es 
simétrica respecto al eje polar “x”, pues la ecuación 
r=1+c080 no varia al reemplazar g por - g. por lo 
tanto será suficiente considerar los valores de g que 
cubran puntos de la gráfica en el semiplano 
superior; el resto lo concluiremos por simetría. 
* EXTERCEPTOS : 

0=0>r=2; -5> r=1 


0=x=>r=0; et r=l1 
* Existen 4 puntos de intersección con los ejes 
principales: 
(r;0)=(2; 0),(0; x1),(1;x/2), y (133x/2) 
* RECTAS TANGENTES EN EL POLO: 
* Haciendo r=0 en la ecuación: 7=1+e088, Obtenemos 
0=1+c080 > cos0=- 1> 0=x 


* Por lo tanto, la recta:9= es la única recta que pasa 
por el origen polls tangente a la gráfica en el 


. EXTENSIÓN E 
La extensión esta dada por: 
Ir[S 1+|cos0|s 1+1=2> rs 2 


E TABULACIÓN : 
EA r=1+c080 


[9J0 278 [5131572] 2913 [3518 Tx] 
lo 11+(43/2)| 3/2 1=(112) | 1-(43/2) 
=1,88  |=1,6 =0,6 0,13 


Jaumenta de 0 a x,cos 9 disminuye de la 
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-1,y r=1+c080 disminuye desde 2 hasta 0. 

* Con todos estos datos procedemos a construir la 
gráfica: 


EJEMPLO 2: 
Grafique: r=1- 2c080 
RESOLUCIÓN: 


* Como la ecuación no se altera al reemplazar (r; 0) 
por (r;-6) la curva es simétrica con respecto al eje 
polar. 

* Si aplicamos los criterios de simetría vamos 
comprobar que la gráfica no es simétrica con respecto 


al polo ni al eje S 


* Veamos los interceptos con los ejes principales si 
1 


r=0> c000=> 


* Entonces LE es una recta tangente al polo, 


; 0-5 ;0<0sx 


* Si 6=nx tenemos que: 
n=0 ; 0=0" ; 
n=1 ; 0=x ; 
* Si 0==+nx tenemos que 
n=0; 0-5 ¡¿r=l 


r=-1 
r=3 


n=l; ez ¿r=1 
* Veamos la extensión: 


Como -1< cos0 < 1> leoso|s 3 la curva se encuentra 
dentro de una circunferencia de radio 3. 


* Ahora tabularemos: 


Bosquejar la gráfica de la ecuación polar 
r=2 sen80...(rosa de 3 hojas) 
RESOLUCIÓN: 
* EXTENSIÓN: — |r|=|2sen30|< 2 
* INTERCEPTOS: (r;0)=(0;0) ; (—2;x/2)=(2;3x/3) 
* SIMETRÍA: Solo existe con respecto al eje normal y , 
pues la ecuación r=2sen30 no varia al reemplazar 0 
por — 0 y r por-r. 
* RECTAS TANGENTES EN EL POLO: 
Hacemos r=0 en r=2sen30: 
0=2sen30 > sen39=0 
>30=0,x,2x,3x,4x,5x 


>0=0;0=E; az, 0. 012; 9 
r=2c0830 


E EE 3 3 

a afenforfa]7[ 4 | 2 

slo|o li8|s|18| 9 |2 
rjo| 1 [vs [2]43| 1 [o] -1 |-V3 |-2 


Cuando gaumenta de 0 a x/6,r aumenta de hasta 2; 
Cuando g aumenta 1/6 ax/3,r disminuye de 2 hasta 
0, y Cuando aumenta de 1/3 a x/2, r diminuye de 0 


* TABLA: 


Wa ra 


OBSERVACIÓN : 

La gráfica polar de la ecuaciones: 

r=a + bcos0 ó r=a + bsen0; a>0 Ab>0 se les llama 
limazón; palabra francesa que proviene del latín 
Limax que significa caracol. 

TIPOS DE CARACOLES: 

De la ecuación r=a + bcos0 ; a>0;b>0 6 r=a + send 


(O si 0 <¿< 1 caracol con un lazo. 


(MS a=¿ cardiode (forma de corazón) 


O 


(3 Si 1 <5s 2 (caracol con hendidura) 


S 


(03 Si Fi > 2 (caracol convexo) 

SIMETRÍA Y DIRECCIÓN DE UN CARACOL 
Sia>0 a b>0 
1) Si r=a+bcos0 (simetría con respecto al eje polar 
apunta hacia la derecha). 
2) Si r=a — bcos0 (simetría con respecto al eje polar 
apunta hacia la izquierda). 
3) Si r=a+bsen0 (simetría con respecto al eje 
apunta hacia arriba). 
4) Si r=a-—bsenó (simetría con respecto al eje 
apunta abajo). 
OBSERVACIÓN : 


Las gráficas de las ecuaciones de la forma r=acosn9 
Ó r=asenn0 es una rosa que tiene n hojas si n es 
impar y 2n hojas si n es par. Si n=1 sale una 
circunferencia por eso a la se le considera como una 
flor de una sola hoja. 


via toja 


¿2COORDENADAS POLABES 6% 
EJEMPLO : 
La gráfica de: r=2c08(20) 


Gráficar la ecuación polar siguiente r?=c0820... 
(lemniscata). 
RESOLUCIÓN : 
* La gráfica es simétrica respecto al eje polar “zx”, al 
eje normal “y”, y respecto al origen(polo). 
* Los interceptos con los ejes principales son: 
(150), (—150)=(1;x) y (0;x/4) 
* Para las rectas tangentes en el polo hacemos r=0 
enla ecuación dada: r*=c0820, es decir: 
cos20=0 > 20=x/2, 3x/2, 5x/2, 73/2 
y así, estas rectas son: 
0=x/4, 0=3x/4, O0=5x/4, 0=7x/4 
Nótese que de la forma de la ecuación r*=c0820 se 


tiene que los únicos valores posibles para 9 son tales 
que: cos20 > 0 


x 3 5x TA 
ES ES sta] 


x Sx _5x Tx 
rol] 
* Esto indica que en la región del plano 
correspondiente a los valores de 9 entre £/4 y3x/4 así 
como entre 51 /4 y 7114 no existe gráfica para 
esta ecuación. 2 


A La construcción de la gráfica se hace a continuación: 


[960] 
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IVTERSECCIÓN DE GRÁFICAS 
EN COORDENADAS POLARES 


Cuando tenfamos dos gráficas determinadas por 
ecuaciones cartesianas en las variables x, y, para hallar 
todos los puntos de intersección de sus gráficas 
simplemente resolvíamos ambas ecuaciones 
simultáneamente. Sin embargo, cuando se trata de 
dos gráficas descritas por ecuaciones en coordenadas 
polares r, 9, esta técnica no proporciona 
necesariamente todos los puntos de intersección de 
ambas gráficas. 


Los siguientes dos ejemplos ilustrarán este hecho. 
EJEMPLO 1: 

Hallar los puntos de intersección de r=2sen9 y 
r=2c080, para 0 < 0< 2x7. 

RESOLUCIÓN: 

* Resolviendo ambas ecuaciones simultáneamente: 
r=2wsen0...(1) 
r=2c080... (11) 

> 2sen0=2c080 

> tanO=1 

> O=x/4, para r=/2(A) 


* Obteniendo así el punto de intersección (J2; x/4). 
La otra solución para 0; 0=5x/4 genera este mismo 
punto. Sin embargo, como vemos en la figura, existe 
otro punto de intersección: el polo (origen); pero, no 
existe ningún par de coordenadas del polo que satisfaga 
ambas ecuaciones simultáneamente. 
* Recordemos que (0;0) representan el polo, para 
cualquier valor de 9. por tanto, el polo será un punto 
de intersección de ambas gráficas si haciendo r=0 en 
ambas ecuaciones logramos encontrar al menos un 
valor 9, para la ecuación (1) y al menos un valor 9, 
que satisfaga la ecuación polar (11); donde 0, y 02 
pueden ser diferentes en general. 
* Es decir, haciendo r=0 en: 
r=2sen0 => sen9=0 > 0,=0...(es suficiente) 
r=2c080 > cos0=0 => 0¿=x/2...(es suficiente) 


* De este modo, el polo (0, x) se encuentra en ambas 
gráficas; en la primera con coordenadas polares (0;0) 
yenla segunda con coordenadas (0; x/2). Por lo 
tanto, los dos únicos puntos de intersección son (2; 7/4) 
y el polo. e 


STRGONOAFTRIAS >>] 81) ¡ENCIO 
* Pendiente: m=tga 


NOTA: Todo punto de coordenadas (r, 0) coincide con 
el de coordenadas (—r; 0+x). De esto se sigue que si 
la ecuación de una curva está dada en coordenadas 


polares de la forma 
* Entonces la misma curva tiene la ecuación de la 
forma general: (- 1)"r=f(9+nx),n cualquier entero. 


cti 


* Poresta razón es que la circunferencia dada por 
r=1, también esta dada por la ecuación: 


DERIVADAS Y RECTAS TANGENTES EN 
COORDENADAS POLARES 


Consideremos la ecuación de una curva dada por: 
Cir=f(0) 


Sabemos que las coordenadas cartesianas y polares 
están relacionados por: 
¡=rc080 , y=rsenó' 


Luego al reemplazar (1) en (11) en la ecuación de la 
curva lo escribiremos en la forma. 


* Que son las ecuaciones paramétricas de la curva con 

parámetro 0. 
x=f(0)c0s0 
y=f(0)seno 


dea > 
39” F'(0)cos0— f(0)seno 


> =f"(0)sen9+f(0)c0s0 


* Luego calculamos 2 es decir 
dy 
dy _ do _ f'(O)sen0+f(0)cos0 _ f'(0)tg0+(0) 
dx dx f'0)cosO—f(0)seno f'(0)-f(0)g0 
do 


dr 
dy _ 10:gorft0) O Gg*r 


dr 
ap 80 


de f'0)-f(0)tg0 


EJEMPLO 1: 
Determinar el valor de la pendiente en: 
r =a(1-c080) ; 0-5, a>0 


RESOLUCIÓN: 
=a(1- HE LS 
r=a(1 LS A 3 


r=a(1-cos 0) para9= => r=5(2-43) 


APLICACIONES DE LAS INTEGRALES EN 
COORDENADAS POLARES 


ÁREA DE UNA REGIÓN EN COORDENADAS POLARES 

Si r=f(0) es una función continua y no negativa sobre 
a<0sp, el área “A” de la región encerrada por la 
gráfica de la ecuación polar r=f(0) y los rayos 0=aw- y 
0=8,se obtendrá, así: 


* Donde 


dA > diferencial de área 
d0 > diferencial de argumento 
* Calculemos el área dA como si fuera de un sector 


circular de radio d6. 


COORDENADAS POLARES 2 963] 


* Entonces dA=hr*d0; r=f(0) de donde el área que 
corresponde a la región limitada por r=f(0) y los rayos 
a y B Será: 
AE 
> f72a ¿des 


ó /Hroí do f/ ride 


Donde a y £ varían en el dominio [0;2x) ó en el 
dominio [-1;x) , según más conveniente. 
OBSERVACIÓN: 

Antes de pasar a las aplicaciones aconsejamos al 
estudiante revisar los criterios para gráficar e 
intersecar curvas polares, como interceptos, simetrías, 
rectas tangentes en el polo. 

EJEMPLO 1: 


Determinar el área de la región limitada por: 


r=a(1+c080) 
RESOLUCIÓN: 


añ 2, e = 
A=5 [7 6, pero: r=f(0)=a(1+c080) 
all p,2 2 
> 4-22 f a“ (1+c080) 10] 


> A=a? [| (1420088 + cos*0)d0 


2 
>A=a? Fra)! - E 
E 
Consideremos dos funciones f, g:/a;f8] > R tales que 


0<g(0)<f(0), VO e [a,B] y sea R el sector limitado 
porlos gráficos r=8(0), r=f(0) y las rectas 0=a y 0=8 
entonces el área de la 2 es expresado por la fórmula: 


[ac [f?00)- e*coJ]ao 


LES 
EJEMPLO 2 : 

Hallar el área de la figura limitada por la curva: 
39 que está fuera del círculo r=a. 


RESOLUCIÓN : NY 


5 2 
*sentoza*)d9=> A= S (12) 
VOLUMEN DE UN SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 
EN COORDENADAS POLARES 
El volumen Y del sólido obtenido por la rotación 
alrededor del eje polar de la región limitada por la 
curva r=f10) y las rectas 0=a y 0=f es dado por la 


fórmula; 
v=2E [? f(0)senodo 
3 a 
EJEMPLO : 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 

curva r=acos*9 alrededor del eje polar. 

RESOLUCIÓN: 

* La variación de la integral es desde 9=0 hasta Pe 
Y 


v= 72150 9 senodo]= E 51 a%cos*0senodo 
dar; 
21” 
LONGITUD DE ARCO DE COORDENADAS 
POLARES 
Si f es una función continua en el intervalo cerrado 
[a;B] ,entonces la longitud de la curva r=(0), desde 


, P,(r,;x) hasta Po(ry; B) está expresado por: 


1 torio ao] ó L=f/ Jort+ ir tao 


> Va —_—= 


Hallar la longitud total de la cardioide 


r=a(1+c080) 
RESOLUCIÓN : 


2 dr 
r =a(1+c080)> 0 asenó 


Laj ros (rPao 
* Como la gráfica es simétrica. 
L=2|; Ja*(1+c080*+a*sen*9d0 


L=2// J2a+2a cos 0d0=2/2a |) JI+cos 6d0 


L=22a/; 20083 )a0=8asen( $) 


'o 


APLICACIONES 


Las coordenadas polares son bidimensionales, por lo 
que solamente se pueden usar donde las posiciones de 
los puntos se sitúen en un plano bidimensional. Son 
las más adecuadas en cualquier contexto donde el 
fenómeno a considerar esté directamente ligado con 
la dirección y longitud de un punto central, como en 
las figuras de revolución, en los movimientos giratorios, 
en las observaciones estelares, ete. Los ejemplos vistos 
anteriormente muestran la facilidad con la que las 
coordenadas polares definen curvas como la espiral de 
Arquímedes, cuya ecuación en coordenadas cartesianas 
sería mucho más intrincada, Además muchos sistemas 
físicos, tales como los relacionados con cuerpos que se 
mueven alrededor de un punto central, o los fenómenos 
originados desde un punto central, son más simples y 
más intuitivos de modelar usando coordenadas polares. 
La motivación inicial de la introducción del sistema 
polar fue el estudio del movimiento circular y el 
movimiento orbital. 

POSICIÓN Y NAVEGACIÓN : 

Las coordenadas polares se usan a menudo en 
navegación, ya que el destino o la dirección del trayecto 
pueden venir dados por un ángulo y una distancia al 
objeto considerado. Las aeronaves, por ejemplo, utilizan 
un sistema de coordenadas polares ligeramente 


Ez - —————y a _— 


modificado para la navegación. 

MODELADO : 

Los sistemas que presentan simetría radial poseen 
unas características adecuadas para el sistema de 
coordenadas polares, con el punto central actuando 
como polo. Un primer ejemplo de este uso es la ecuación 
del flujo de las aguas subterráneas cuando se aplica a 
pozos radialmente simétricos. De la misma manera, 
los sistemas influenciados por una fuerza central son 
también buenos candidatos para el uso de las 
coordenadas polares. Citemos por ejemplo las antenas 
radioeléctricas, o los campos gravitatorios, que 
obedecen a la ley de la inversa del cuadrado (véase el 
problema de los dos cuerpos). 

Los sistemas radialmente asimétricos también pueden 
modelarse con coordenadas polares. Por ejemplo la 
directividad de un micrófono, que caracteriza la 
sensibilidad del micrófono en función de la dirección 
del sonido recibido, puede representarse por curvas 
polares. La curva de un micrófono cardioide estándar, 
el más común de los micrófonos, tiene por ecuación 


r =0,5 + 0,5 sen0 


PROBLEMA 1: 
Gráfique los puntos cuyas coordenadas son: 


a (07) meo) als 


RESOLUCIÓN: 


A) (2:16) B) 7 Eje polar 
£z/6 NN 7/4 
Eje polar (4;-x114) 
C) 
us Eje polar 
(-3;3x14) 


PROBLEMA 2: 


Convierta P(1;-1) de coordenadas rectangulares a 
coordenadas polares. 


RESOLUCIÓN: 
Como x=1, y=-1, tenemos r=+/(1%+(-1)P=+/2 
* Además: 1 1 
cosó= , senó=- 
yz Jz 


* Si consideramos r=/2, puesto P e IVC, entonces: 


[SCOORDENADAS POLARES 2 96%] 


E ez lO, eh 
* Así, vemos que las representaciones para P son: 
Ta 3 
(a 7) 22) 


PROBLEMA 3 : 
Determine las coordenadas rectangulares del punto p 
,cuyas coordenadas polares son (s ==). 


AM VE: 2) B)(-2/2;2/2) Cr(0:/2) 
D)(0:2./2) EMJ2:2/2) 
RESOLUCIÓN: 2 


Del gráfico: Coordenadas rectangulares de P 


P(-2/2;2./2) Coordenadas polares: P(4; =) 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 4: 

Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 

ecuación rectangular es: (x-2)*+(y -2)*= 4 

A)r*—4reen(9)+2=0 Bj)r*-4rsen(0)+4=0 


Cir? —4rcos(8)+4=0 Dr? -4l2reem[0+7)+.2=0 
EJr* -4/2rs0n[0+7)+4=0 


RESOLUCIÓN: 2. 

Tenemos :C:(+-2)*+(y=2)*=4 (ecuación rectangular) 
Cambiamos: x=rc0sÓ » y=rsen0 
C:(rcos0-2)*+(reen9-2)'=4 

C:r? cos* 0-4rcos0+4+r*sen*0 - 4reenó+4=4 


En 
Cir? —4r(cos0+sen0)+4=0 
A) 


EDITORIAL RUBIÑOS 


Luego: 
Cir? -4/Zoen(0+7)+4=0 (ecuación Polar) 


Otro método. P(r,0): punto genérico 


Aplicamos la ley de cosenos, en el /1sombreado. 
23=r?4 (2/2)? =2r(2/2)c0s(0-E) 


4=r?+8- 4/27 008 7-0) 


sen(7+0) 
=C :1*-4/2rsen(7+0)+4=0(Ecuación Polar) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 5 : 
Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 
ecuación rectangular es: a*-y*=4. 
A)r*=4tan(20)  B)r*=4sec(28) 


D)r*=4csc(20)  E)r*=4cos(28) 
RESOLUCIÓN: 


Ecuación rectangular de la hipérbola H: x*-y?=4 
Cambiamos: x =reo8 A y =rsen9 


C)r?=4sen(26) 


>H :(rcos0)? —- (rsen0)?=4 
4 e 4 
cos” 0-sen*9  cos20 


> Ecuación polar de la hipérbola: H : 7? =48ec20 
RPTA : “B” 


HB :r?= 


PROBLEMA 6: 


Encontrar una ecuación polar de la gráfica cuya 
ecuación cartesiana es dada por: 


Aya? 

RESOLUCIÓN: 

* Se conoce que: (w=rcos0  [x*?=r*00s% 
pen | : 


rr? 


([STRIGONOMETRIA2 >>> ]9685) 


*Com: 2 


-y “ya? >23'r =a? >3r=a 
Por lo tanto la ecuación polar es: 


PROBLEMA 7: 


Encontrar una ecuación polar de la gráfica cuya 
ecuación cartesiana es : 


y =4(x+1). 
RESOLUCIÓN: 
* Se conoce que: 
x=rc0s0 , y=rsen9 . Luego reemplazando en la 
ecuación y*=4(x+1) entonces r*sen*9=4(reos0+1) 
de donde r?sen*9 — 4rcos9—4=0 


* Entonces: 
2(c090 +1) . 2 qe 
r= 7 , dedonde: r = Er r= na 


PROBLEMA 8: 
Determine las coordenadas rectangulares del punto P, 


cuyas coordenadas polares son (e ; ==) 


AMAZ:J2)  BM2NVZ;2/2) C)0;v2) 
D)(0;2/2) EMJ2; 2/2) 
RESOLUCIÓN: Y 


Coordenadas rectangulares de P. 
P(-2/2;2/2) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 9: 


Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 
ecuación rectangular es: (1 - 2)*+(y-2)* =4 


INTI] 7 


A)Jr?+2=4rsen(0) B)r*+4=4rsen(0) 


C)r? +4=4rcos(0) D)r? +24 J3rwen[0+7) 


EJr*+4= 4/2rsen[0+2) 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: g=(x-2)*+(y-2) =4 
Ec.cartesiana de la circunferencia 

Haremos el cambio: *=rCos0 y=rSen9 

Reemplazamos: 

% :(rCos-2*)+(rSen—2)* =4 

% :(róCos%0 - ¿rCos0 + 4)+(r*Sen*o - 4rSend + 4)=4 


7 


e 


€ :r? -4r(Sen9+Cos0)+4=0 
V¿Sen[o+=) 
>E:5? -4larsen[o+%)+4=0 


Eo. polar dela circunferencia. 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 10 : 
Dada la ecuación rectangular del lugar geométrico 
xa* = 4y exprese la misma en forma polar. 
A)r = 4sen(9)cos(0) B)r=4sen(0)sec(0) 
C)r=4tan(0)sec(0) D)r=2sen(0)sec(0) 
E)r = 2tan(0)sec[(0) 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos; P:x*=4y 
Es. rectangular dela parabola. 
Hacemos los cambios: x=rCos0 ; y=rSeng 
Reemplazamos:  P: r*Cos*0 = 4rSenó 
Seno 1 
P: r=4—=x 5 
P: r=4Tan9Secó 
 _ A AA 


pilar deta parálela 
sis RPTA : “C” 


PROBLEMA 11 : 
Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 


ecuación cartesiana es: 1? — y? = 2, 
2 2 
2 E -4 2 E -2 
A)tan*(0) EE B)tan*(0) E 
r*-2 +2 


C)tan*(9)= Djtanti0)= 2 


2 
EJsectto) E 


Tenemos: H; x?-y?=2 
$ AA 
Ec,cartesiana dela hipérbola. 
Hacemos el cambio: =rCos9  y=rSen9 
Reemplazamos: H : r*Cos*0 - r*Sen*0 = 2 
H :r?*(Cos*0- Sen*0) =2 


H :r*Cos20=2 
1-Tan?o 1-Tanto_ 2 
H:ir? 2> sl 
(as) l+Tanto r* 
2 
-2 
: . H: Tanto=L 
Por proporciones: ri+2 
Eo polar dela hipérbola 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 12: 
La ecuación polar de la parábola es :r= 


calcule la longitud del lado recto. vers(0) 
A)1 B) 2 C)Jdá  D)J8 E) 16 
RESOLUCIÓN: 

s 2 
Se tiene: P : r= =— 

lene: P: r 15 000 


Pasamos esta ecuación polar a la rectangular o 
cartesiana. 
P:r-rCosó0=2 
Prlat+yi-i=2 > Pixar y) =x+2 
Elevamos al cuadrado. 
Pix yaa ddr do Pi ys d(x +1) 
vértice:(-1;0) 
pende os p=l 
Ahora; longitud del lado recto (L.R) 
L.R=4p > L.R=4 
¿Ú RPTA : “C” 
PROBLEMA 13: 
Si (A,B) son las nuevas coordenadas del punto 
(-43 ;-/3), después de trasladar los ejes a (/3 ; /3), 
entonces Á - B es; 
A)-2/3  B)-J3 
RESOLUCIÓN: 
Coordenadas primitivas: (/3;-/3) 
Tenemos: ¡ Coordenadas en el plano xy: (A; B) 
Coordenadas del nuevo origen :(J/3 ;/3) 
Conocemos: (+; y)= (Has Yo)+(x5y') 


STA VI) (TIT) (AB) 
S(A7B)=(=2/3 ¡- 25) 


C)-1  DJO  E)2/8 
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As: A-B=0 : 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 14: z 


Transformar la ecuación r*cos20=4,a coordenadas 
Cartesianas e identificar su gráfica en el plano. 


RESOLUCIÓN: 

* Recordando que cos20=cos*0 — sen*0 : 
r?cos*0=4> r*(cos?*0- sen*0)=4 
> (rcos0)* - (rsen0)"=4> x* - y*=4 


* Ecuación cartesiana 
que corresponde a una 
hipérbola equilátera con 
centro en el origen, eje 
focal en el eje “a”, y con 
semiejes a=b=2 


PROBLEMA 15: 
Construir las gráficas de las siguientes ecuaciones: 


D r=1+2c080 ;Limazón 


1) r=e” :Espiral logarítmica 
RESOLUCIÓN: 
D r=1+2c080 


ETRIGONOMETRIAZ 2967] 


PROBLEMA 16 : 
Hallar los puntos de intersección de las curvas. 
r=2c080 y r=2sen0 
RESOLUCIÓN: 
Calculando las ecuaciones distintas de las dos curvas 
para el cual aplicamos. 
(-D"=f(0+nx), n e Z se tiene: 


—r=2c08(0+x) ds 


*Para n=1, 
a a? r=2sen0 


Como se obtiene las mismas ecuaciones es suficiente 
resolver el sistema de ecuación iniciales. 


Los x 
¡es > senO=c080 > tg0=1=> dG 
r=2008 4 =/2 =>r=J2 


* Luego el punto de intersección de las curvas es ; 
P > =) 
(5: 
PROBLEMA 17: 


Hallar las coordenadas polares de los puntos de 
intersección de las gráficas de las ecuaciones: 


r=[cos* 5 -sen? eli r[1+3sen?09]=4c080 
RESOLUCIÓN: 


Utilizando utilidades trigonométricas, multiplicando 
por “r” ambos miembros de cada ecuación y las 
fórmulas de transformación, tenemos que: 


r= 4|eos* : - sen? 2] <«>r=4c080...(circunf.) 
r(1+3sen?0)=4co00 es CPE, yt =1...elipse) 


Además, intersectando ambas ecuaciones: 


r(l+3sen*9)=r Sr =0 ..mmo(el origen) 
y/6 1+3sen*9=1(>sen9=000=0;x1) 


*  Obteniéndose así los siguientes puntos: 


ñ El polo (0), B(450) y 

C(-4;x), pero que ya 
(4:0) no se considera por ser 
equivalente al punto 
B(4;0). 


1 


DIA 


PROBLEMA 18 : 
Hallar la pendiente de la recta tangente a la gráfica 


de: 

r=1+c080 ,en (14+(/3/2;x16)- 
RESOLUCIÓN: E 
*Como: 


=- sen /6=- 1/2 
tar =tan/6=1//3 


* Entonces por la fórmula ; 


2 BA 

(tan0) —+ E Y3 2 + ENE y 

dr 1 Ya 
———rítan0) (A Y ( 

do 2 (+ 2 ) 5) 
m=-=1> $=3x/4....(ángulo de inclinación). 

PROBLEMA 19 : 

Hallar el área “A” de un lazo de la gráfica de la ecuación 

polar r=4sen20. 

RESOLUCIÓN: 

* Tangentes en el polo: r=0 


=-1 


4sen20=0 > sen20=0 


>00, E 3 25 


ia Ea 


* Entonces la gráfica corta al origen en estos rayos. 
Un lazo (primer cuadrante) corresponde a 0 e [0; x/2]. 
Por lo tanto : 
_1 12 2,9 1 qe12 2 
A=5 Cl do== [7 16sen*20d0 


> A=4 [/"L1-cos 40]1d0=2x 
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PROBLEMA 20 : 
Hallarel área dela región encerrada por la curva 
r=asen20 
RESOLUCIÓN: y 


* Como la gráfica es simétrica con respecto a los dos 
ejes entonces. 


A=44j=4x3[[5* rid0|- =2[;* a?sen* 20xd0 


Aza*f*a -cos40)d9=a* (o - sento) 


PROBLEMA 21 : 

Calcular el área de la region limitada por la lemniscata 
ró=9c0820 

RESOLUCIÓN: 


* Por simetría con respecto al eje polar se tiene: 
AS 


12 
ap 
=9 


o 


Scos20.d0=9sen20 


PROBLEMA 22: 
Hallar el área A de la región que se encuentre fuera 


de la cardioide r=2(1+c080) y dentro de la 
circunferencia r=6c080. 


RESOLUCIÓN: 

Enestos casos primero se deben hallar necesariamente 
los rayos correspondientes a los puntos de intersección 
deambas gráficas: 

1 2(14+c080)=6c080 > cos0=1/2 > 0=+ 1/8 


* Y como ambas gráficas son simétricas respecto al 
eje polar “zx”, Si A, representa el área de la parte 
correspondiente al primer cuadrante, entonces el área 
“A” está dada por la siguiente expresión: 


1 qua 
a=24,=2( 21; Pl6cosor -(2+20080)*]d0)=x 
PROBLEMA 23: 


Dada la curva r=1/cos* (0/3), calcular el área del bucle 
(lazo) de su gráfica. 
RESOLUCIÓN: 


ral) A 


PROBLEMA 24: 


Hallar el área A de la región que se encuentra entre 
los lazos de la limazón r=1+2sen0. 


RESOLUCIÓN: 
* Tangentes en el polo: 

r=0 

1+2sen0=0 : sen9= + 
Lx 


Sa 


* Denotado por A, ala parte correspondiente al primer 
cuadrante, y como la gráfica es simétrica respecto al 


=— 5 
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eje normal y entonces : 


3112 


ES l, ./12 2 
a=2a/=0 (257 q (1+2sen0) 40-357, de 


> A=1+3/3 


PROBLEMA 25: 
Calcular el volumen de un sólido obtenido por rotación 
de la región acotada por la curva r=acos*0 alrededor 
del eje polar. 

RESOLUCIÓN: 


< 


PROBLEMA 26: 
Hallar la longitud del bucle (lazo) de la curva polar 


c=<(s 


RESOLUCIÓN: 


* Por simetría se tiene: 


Laj; Ya 
amet) 
> L=2f7 [sec OOO (Seo 
> L=af, sect (Quo-12/3 


PROBLEMA 27: 

Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar 
la cardioide r=a(1+c080),a>0 alrededor del eje “X”. 
RESOLUCIÓN: 

* Ubicando la región se tiene: 


* Del gráfico se observa que el sólido de revolución se 
obtiene de hacer girar alrededor del eje “x” la región 
de la parte superior de la cardioide. 


vz 2 $7 a*(1-cos 0) 'senodo= 


te rca) a y_.Sar 
0 
PRIMERANBRACTICARDIRIGIDA 

(CDRelacionar: 
A) y=-4 1) r=4c080 - 2sen0 
B) xy=1 11) r?sen*0=1-— 4rcos0 
C)x?+y?-6x=0 HI) r=6c080 
D)x*+y?-—4x+2y IV) r?sen20=2 
E) y*=1-4x is 

send 


(62) Hallar la distancia entre dos puntos P,(-3;76") y 


Py(6:45") 
A)3 B)6 C)7  DJ8 E) 9 
(E3) Indicar el número de puntos de intersección de 
las siguientes curvas: 

r=4(1+sen0) ; r(1-sen0)=3 
A)1 B)2 C)3 D)4 E)8 
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(3 Indicar cual de las siguientes alternativas no es 
punto de intersección de : 
r=20en 7 y r=1,donde0<0<4x 

Ja (1; x) 


0 (1 7)a (1 Do (1 2, (1 E 
(43) Hallar los puntos de intersección de las gráficas 
de: r=2c0829 y r=1e indicar ¿Cuántos son? 

4)4 B) 2 C)1 D)J3 E)J6 
(9 Calcular el área de la región limitada por: r=sen9 


x x A 
A)x B) e Cc) 3 D)I E) +7 
(02 Calcular el área dela región limitada por: r=c0s80 
x x 

A) Z B)x C) 2% D) 5 E) 4 
(3) Calcular el área de la región limitada 
por:r=2sen30 

A)x B)2x C)já4xr D)1 E) 
(4%) Calcular el área de la región limitada 
por:r*=9sen20 

AJ)8 B)9x C)7x D)7 E) 9 


Determinar el área limitada por r=4(1-cos0) 
po: 


A) 20x B)24xr C)l2x D)8 E)12 
(O) Hallar la longitud del arco de la curva 

r=asen' (2) ,a>0. 

A der B)3ax  C)6ax D)2a EJa 


(2) Hallar el volumen del sólido formado por rotación 
alrededor del eje polar de la curva:r=3sen20 

+ 503% 
e) 7 35 7 


E 


A) 7 B) 2x 


(O) Calcular la longitud del arco de la curva 
r=sen* (2) comprendida entre 0<0< a 
B)xr-J3 

E)x 


A) F(2x 343) CIT =x 


1 
D) qe -=1) 
(1) Calcular la longitud del arco de la curva 


3(9 Ed 
r=acos (8) ,entre 0s0s5. 


A) G(21+343) B) x C) 7-2) D)a E) 2a 
(6) Hallar el volumen del sólido obtenido por la 
rotación alrededor del eje polar de la acotada por la 
cardioide r=4+4c080 y las rectas 0=0 y eE. 


2 
A)8x B)32x C)4x .D)180x E) 160% 


(Halle la ecuación polar de una circunferencia de 
radio n y centro (n;a). 

A)r =2nc08(9- a) B)r=4nco0s(9+22) C)r =ncos(0+x) 
D)r=n* cos(0+a) E)r=2nsen(a +0) 

(() Halle la ecuación polar para la siguiente ecuación 
cartesiana (x* + y?)! = y? -a?. 

A)r*=sen20  B)ri=-=sen20 C)r*=-sen20 
D)r* =-cos20 E)r*=c0s20 

(3) Se tiene las ecuaciones polares r, = a cos0 y 


=b sen0 luego en el punto de intersección de sus 
gráficas el ángulo que forman sus rectas tangentes es 
A) 90” B) 60 C) 30" D) 465 E) 37 


(19) La gráfica que corresponde a la ecuación polar es 
r=esc 0-2 ,se llama concoide y es : 


ED) Dada la ecuación en coordenadas polares 


4 esco 
PEER 
2 2 
indique qué gráfica es. 
A) Una elipse 


B) Una parábola  C) Una circunferencia 
D) Una hipérbola E) Dos rectas que se cortan 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


OBJETIVOS : 

* La definición de las funciones hiperbólicas. 
* Relaciones entre las funciones hiperbólicas y *Su gráfica es: 
circulares, Y 
INTRODUCCIÓN : 

A las funciones trigonométricas a veces se llaman 
funciones circulares debido a la relación estrecha que 
tiene con el círculo x*+y*=1, 

En la misma forma ciertas combinaciones de las 
exponenciales e” , e* se relacionan con la hipérbola 
que son ; 

Seno hiperbólico , coseno hiperbólico , tangente 
huperbólico , cotangente hiperbólica , secante 
hiperbólica y cosecante hiperbólica y que denotaremos 
por : senh , cosh , tgh ,ctgh , sech , cosech ; 
respectivamente . 


Domf =(-0o;00) A Ranf = (—-00;00) 


COSENO MIPERBÓLICO 
Se define así : 


¿ediú-uesog 


AT 


Ff:R=>R:|f(x)=c08hx 


*donde : 
Domf =(-co;co) A Ranf = (—co;00) 


*Su gráfica es : 
FUNCIONES MHIPERBÓLICAS Y 


Se llaman funciones hiperbólicas, porque de alguna 

manera tienen propiedades similares a las funciones 

trigonométricas y se relacionan con la hipérbola en la f(x) =coshx 
forma en la que las funciones circulares (funciones 

trigonométricas) se relacionan con el círculo. 


SENO HIPERBÓLICO 1 
Se define así : X 


RR: |f(x)=senhx = 


S 
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=% 6 
A la gráfica del coseno hiperbólico se le llama 
«CATERIANA» , la cual adopta la forma de un cable 
flexible y uniforme que cuelga de dos puntos fijos . 


PROPIEDADES : 


+ foi cena =1] 
[Panta coa 


% [e*=0c0sh x —senhx | 


TANGENTE MIPERBÓLICO 
Se define así : 


pom arman de e SECANTE MIPERBÓLICO 
coshx Pie? 
Se define así ; 


*donde : 


coshx e*4e* 


*Su gráfica es : *donde : 
Domf =(-00;00) A Ranf =< 0;1] 


*Su gráfica es : 


(4) Xx 


j COSECANTE HIPERBÓLICO 
COTANGENTE HIPERBÓLICO — sg. dotine así: 


Se define así : 
1 2 
Ff:R=R:|f(x)= cos echx = = 
p : coshx e*+e* senhx e*—e* 
f:R>R: AA E 
*donde : 
*donde: Ss ” m eE > . 
tooo lola pu EAN NADA 
*Su gráfica es : 


*Su gráfica es : 


NOTA : 


Se observa que, en el campo real, las funciones 
hiperbólicas son funciones dependientes de la función 
trascendente elemental e”. 


Esto no ocurre en las funciones circulares que son 
funciones trascendentes elementales, independientes 
de la función exponencial, en el campo real. 


Sin embargo, como se obtiene por las fórmulas de Euler, 
en el campo complejo no ocurre así, siendo todas las 
funciones, circulares e hiperbólicas, dependientes de 
la función exponencial compleja e*. 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
HMIPERBÓLICAS 


1-tghéx=sechix 


1 
(Pa 


14) |(senhx + cosh x)” =senhnx + coshnx 


16) [cosh3x =4c08h*x—3coshx 


16) 


Las funciones hiperbólicas senhx , ighx , ctghx y 
cosechx son inyectivas en todo su dominio por lo tanto 
tienen inversa, y las funciones coshx y sechx no son 
inyectivas , pero si restringimos su dominio en el 
intervalo [0 ;1>,en este intervalo las funciones coshx 
, 8echx son inyectivas por lo tanto se puede determinar 
su inyersa . 


INVERSA DEL SENO HIPERBÓLICO 
notación : aresenhx ó senh”* 


y =arcsenhx + x= senhy 


senh(arcsenhx)= x 
de donde : 


arcsenh(senhy)= y 


*su gráfica es 


= €Éxñ 


notación : arecoshx ó cosh” 


[Enraahia eel 720 
Dom = [1;+00 >; Ran = [0;+00 > 
cosh(arccoshx)=xw;x >1 


de donde : 
arccosh(coshy)= y; y > 0 


*su gráfica es : 
YE 
y=arccosi 
o 1 E 
INVERSA DE LA TANGENTE INVERSA DE LA SECANTE 
HIPERBÓLICO HIPERBÓLICO : 
notación : arctghx ó tgh* notación : aresechx 6 sech* 
Dom =(-1;1);Ran=.R Dom =< 0;1]; Ran = [0;+00 > 
*su gráfica es : 
*su gráfica es : 


a 
EI AAA 


IVWWVERSA DE LA COSECANTE 


INVERSA DE LA COTANGENTE HIPERBÓLICO 
HIPERBÓLICO notación : arcccosechx ó cosech” 

pcaiónlorctghz 6 otgk 

arcctghs + x= ctghy Ea eo 


Dom =(=00;1)U(1:+00); Ran =R—(0) A 


2) 1(5)=aretahe=>f '(3)= 5 


Sl 
ahi: £(x)=arectgter 1 (9=s>] 


1 
5)Jsi: f(x) =arcsechx>f (x)=——=50<x<1 
ali—? 
1 
6)Jsi : f(x)=arecosechx=>f (x)= E) 
lr 


PROPIEDADES : 


¡ =0 |;* Lim.cos hx =1 
IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS a 


HIPERBÓLICAS INVERSAS 


2) larccos hx =Lnfa+ la? +1) ¡Ve >1 
$) do Lim) p< 1Jsi + f senhxdx=coshx +0 
2)si: | coshxdx = senhx +e 
4) arcetghs =ZLm| y 5|=|>1 ; S 
3Jsi: f tgnxds= Lnfcos Re |] 
DERIVADAS DE LAS 
FUNCIONES MIPERBÓLICAS 4)si: S ctghxdx = Ln |senhx|+ e 


Desi : f(x) =wsenhx => f(x) =0c08 hx 5)si: J sec hxdx = 2arctge” + e 
2Jsi :f(x)=coshx=f'(x)=senhx 


6)si: f cosechxdx = Ln lean +e 
3)si : f(x)=tghx=>f'(x) =sech?x 2 
4Jsi :F(=)=ctghx >f (2) =—cosech?x a 
2 — 
5Ísi: f(x)=sechx =>f!(x)=—sechxtghx |] Determinar: E=Tgh(Lnx)— 0 
6) si: f(x)=cosechx> f'(x)=—cossechxcighx | RESOLUCIÓN : 
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES “Como: 
HIPERBÓLICAS INVERSAS er ,> _p 
Tghx = > = Tgh(Lnx)= ¿ia y a 


er 
1 E 
1isi : f(x)=arcsenhx=>f (x)= EL 
dy JLo) pol az 
1 
= » = . 
2)si : f(x) =arccos hx => f LEA RA : A O o 
z aL 


O Halle pa 3 
F =cosh(x)cosh(y)+ senh(x)senh(y) 

AJcos(x+y) B)cosh (x-y) C)senh(x+y) 

D]senh(*-y) E) Cosh(x+y) 

(Obtenga la gráfica de f definida con regla de 


correspondencia f(x)= cos h x (sen hx+coshx) 
B) 


x 


(Determine el rango de la función f definida con 
regla de correspondencia 
f(x) = cos [xcosh x] — sen [xcosh x<]si Domf e [0 : Ln 2] 
ANAZ:JZ) BN/2: 1 Cr(-4:42) D)[-£a2; Ln /2) E)[-1:1] 
((ADetermine el conjunto de números complejos z tal 
que se verifica ke Z ; 

1—<osh(2i2) = i(sen2z+ 2senz) 


ASkex Bike + Ln2 Ona Dz + laz EJ2kx-Ln2 


((3)Determine el argumento del número complejo 
z=x+iy si se verifica 


coshx+isen xi=2  senyi+icoshy=2i 


Mar B)2hx karcsen (+) CihrsE 

DJ E add 

(3) Determinar : LA a 

AJ05 B)J-1 CIO D)-4 E) -2 

y , , 1-—Coshx 

(O Determinar : RE 

AJOS BJ05 CIO D)4 E) -2 
...1-Coshx 

O Determinar: LEA 

AJOS: BJ-05. CJO  DJ-4 E) -2 


A) -2 B)-1  C)o D)-4 E) 8 
a ,, 4 — Senh4x 
(O Determinar : do x + Senhbx 
A)-2 B)-1  C)JO D)-1,5 E) -0,5 
(O) Resover: — Tghx(Lnx)=-4 
Au  B)-10 Cc)0 D)-1,2 E) no existe 
(A) Demostrar: 
(Coshx +Senhx)' =Cosh nx + Senhnx [ne Z 
Senh2x 
(A) Demostrar : TA Coahiz 
(MSabiendo que; senhx=0,8 
Determinar : 


coshx ;tghx ;ctghx ;sechx y cosecha 


(63) Derivar: D)eosh6x 1) tgh2x i)sec3x 
(18) Derivar : 

AJsenh" (2x) B) cosh" (secx) 

C)ctgh" (secx) D) arccosec(cos2x) 

(E Demostrar 


ROPA NI, 
senh (7)=cosk (G)/=88h (7 


Qeterminar: cosh(Ln1) - Hsenh(Ln2) 
(9 Graficar: f(x)=xtghx* 
€) Evaluar: 
de 
Mi Stats] na Ml a 
EDDeterminar : MA +2 
AJ1 B)2 C)Je E) 7 
(2) Determinar : 
(Coshx + Senhx)(Senhx — C osh x) 

A)1 B) -1 C)e DJO E) 5 
E) Determinar : 

(2SenhxC osh x — Senh2x)|[C osh(Log x)] 
AJI BJO  Cje  D)-2 E) 4 


Con base en los conocimientos de geometría 
analítica del plano previamente desarrollados , 
se introduce una ampliación que permite tratar 
con figuras mas generales : planos y rectas en el 
espacio , superficies y sólidos . 

Aunque en geometría analítica del espacio tam- 
bién se emplean varios sistemas de coordena- 
das, se inicia su estudio con el sistema de coor- 
denadas S 
, OY , OZ tres rectas mutuamente 
perpendiculares . Éstas forman el eje X, el eje 
Y y el eje Z de un sistema de coordenadas rec- 
tangulares tridimensional y cada par de ejes 
determina un plano , a saber ; el plano XY , el 
plano XZ y el plano YZ , también perpendicula- 
res dos a dos y se denominan planos coordenados 
; a la vez, los planos coordenados dividen el es- 
pacio en ocho triedros trirrectangulares deno- 
minados octantes . 


ZA 


yl 
Sea P un punto del espacio en el cual se ha cons- 
truido un sistema de coordenadas rectangula- 
res tridimensional ; por el punto P se trazan 
planos perpendiculares a cada uno de los ejes, y 
cada uno de estos planos corta al correspondien- 
te eje en un único punto . Sean A el punto de 
corte del plano perpendicular al eje X con ese 
eje , B el punto de corte del plano perpendicular 
al eje Y con este eje y C el punto de corte del 
plano perpendicular al eje Z con el eje Z; dado 
que estos puntos están sobre una recta en la 
cual se ha establecido un sistema de coordena- 
das unidimensional , a cada uno de ellos corres- 
ponde un único número real : x la coordenada 
de A, y la coordenada de B y z la coordenada 


LOCALIZACION DE UN PUNTO EN 
EL ESPACIO 


¿OR ———— 


- ONE RÍA ANALÍTICA DEL ESPACIO. 


de C . De esta manera , al punto P se ha aso- 
ciado una única terna de números reales (x ; y 
3 z) que son precisamente las coordenadas de 
P Es frecuente escribir P(x ;y ;z) para indicar 
el punto de coordenadas x, y, z. 

También dada una terna de números reales 
(2; y 57) se asocia a esta un único punto del 
espacio , el punto determinado por la intersec- 
ción de tres planos , uno perpendicular al eje X 
por el punto (+; 0; 0), otro perpendicular al eje 
Y por el punto (0; y ; 0) y otro perpendicular al 
eje Z por el punto (0; 0;z). 


A cada punto del espacio se le puede asociar una 
tripla de números (x ; y ; z) reales. 

Asi, se establece una correspondencia uno a uno 
entre el conjunto de ternas ordenadas de nú- 
meros reales y el conjunto de puntos del espa- 
cio tridimensional . 


W(0;0;z,) 


P(x/¡y,2,) 
Xx 


U(x,;0;0) 
” v(0;9,:0) 
y 2 


Pa(4;-3:5) 


P(4;3;5) 
P,(4;355) 


y P251:4) 


- En la figura se muestra la localizacion de al- 


gunos puntos: en un sistema coordenado 

«Los puntos P(4;3;5) y 
P'(-4; 3; 5) son simétricos respecto al plano 
XZ; en general , dos puntos P y Q son simétri- 
cos respecto a un plano , si el plano es bisector 
del segmento PQ y perpendicular al segmento 
PQ. 


Los puntos (x; y; 2) y (-2; y 5 2) son simétricos 
respecto al plano YZ , los puntos (a; b;c) y 
(a; b;c) son simétricos respecto al plano XY y 
los puntos (8; £;w) y (8; -£; w) son simétricos 
respecto al plano XZ, 

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 


Sean los puntos 


P(x,5 9,521) 
y Pel xa Y2/Z20 para determinar la distancia 
entre ellos se construye un paralelepípedo rec- 
to rectángulo con planos paralelos a los planos 
coordenados , y de manera que P, y P¿sean vér- 
tices opuestos . 


Polx3 Ya .Zg) 


9(X2.Yy, 21) 
| 


R(x,;y272,) 
Los lados del paralelepípedo son : 
|P,Ql Ez lxs p* xy] 
¡Qr| A ly3 = 2 
|RP;|= [2 -z,] 
e la longitud de la diagonal de 
recto rectángulo es igual a 


y recordando 4 
un paralelepíp: 


la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
de las longitudes de sus tres lados , se tiene : 


[P/Po] = lx 207 + (92-918 + (22 21)" 
EJEMPLO: 
- Determinar la distancia entre los puntos 
P(355;7) y Q(5;2;5). 
ó RESOLUCIÓN : 


e lpq|= 


M4 62 (7 57 
>|PQ| =/1+9+4 = J17 dl 


DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA 
RAZÓN DADA 

El procedimiento para dividir un segmento en 

una razón dada es una ampliación del proceso 

empleado en el plano. 

SiP (x,5y,52,) y PAx,5 y, 5 7,) son los 

extremos de un segmento y P(x ; y;z) es un 


PP] _ 
punto en el segmento P,P,, tal que : ] |PP,| SE 


es posible determinar las coordenadas del pun- 
to R (Figura 96) 
y 


z 
Sean P,*, P* y P,' las respectivas proyeccio- 
nes de P, , P y P, sobre el piano XY ,yA,, A y 
A, las respectivas proyecciones de P,, P, y P, 
sobre el eje X. 
Como las rectas PP*; P,P,* y P,P.'son para- 
lelas al igual que las rectas P,'A, , P'A y 
P,' A,, se tiene : 


PP] _ LW AJA _ 
|PP.| [pp,| AA> 
E 


*de donde: xy-x 


Xx + rx 
*o sea: [a=12222 
l+r 


Siguiendo el mismo procedimiento se encuen- 
tran las coordenadas y ,z del punto P.. 


En particular, si P es el punto'medio del seg- 
mento P,P, entonces r es 1 y, por consiguien- 


te , las coordenadas del punto medio del seg-279 


mento son : 
EJEMPLO 1: 


Determinar las coordenadas del punto medio 
del segmento AB si A(1;3;5) y B(3;-7;9). 
RESOLUCIÓN : 
*Las coordenadas del punto medio del segmen- 
to se hallan aplicando directamente la fórmula 
(semisuma de extremos) : 
3 + (-7) 
2 252 
Así, el punto medio del segmento AB es el pun- 
to P(2;-2;7). 
EJEMPLO 2: 
Determinar la ecuación de la superficie esfé- 
rica de centro (1; 2; 3) y radio 5. 
RESOLUCIÓN : 
*Dado que una superficie esférica de radio a es 
el conjunto de puntos del espacio , tales que su 
distancia a un punto fijo (centro) es constante e 
igual al radio , entonces un punto Plx;y;z) 


5+9 
2=—=7 
2 


r=—=2; 


está sobre la superficie esférica si su distancia. 


al centro es igual al radio ; poe AO aplican- 
do la fórmula de distancia se tiene ¿> 


Ve - 1 *+ (y -23%+ (2-3)7= 
de donde: x?+ y?+ z?- 2x - 4y -62=11 
*Luego, la superficie esférica es el conjunto de 
puntos que satisfacen la ecuación : 

ayi 27 2 Ly - 62=11 


4 


x= 
En general , la ecuación : 


de + (y -h)i+ (2-1) =r? 


representa una superficie esférica de centro 
C(h;k;1) y radior. 
EJEMPLO 3: - 
Determinar el centro y el radio de la superfi- 
cie esférica dada por la ecuación : 
a+ y?+ 224 8x - 102=-5 

RESOLUCIÓN : 
*Se lleva la ecuación a la forma general , com- 
pletando cuadrados enx; y3z:2 
x74+ 8x+16+ y?+ z?- 102+25= - 5+16+25 

> (x + 4)+(y - O +(z -5)%= 36 
Así , la superficie esférica tiene centro en el 
punto C(- 4; 0; 5) y radio 6 . 
ÁNGULOS EROS , COSENOS DI- 
RECTORES Y 'OS DIRECTORES 


Si dos rectas dirigidas , es decir, se les ha asig- 
nado un sentido como positivo , se intersecan 
en un punto P, el ángulo entre ellas es el ángu- 
lo formado por las semirrectas positivas . 


z 


Cuando dos segmentos de recta no se 
intersecan , el ángulo entre los segmentos se 
obtiene trazando rectas respectivamente para- 
lelas a los segmentos y que pasen por el origen ; 
el ángulo entre estas rectas es tornado como el 
ángulo entre los segmentos . 

Si L es una recta dirigida que pasa por el origen 
de un sistema de coordenadas , entonces ella for- 
ma ángulos «;8 y y con la parte positiva de 
los ejes X , Y y Z , respectivamente , y estos 
ángulos se llaman ángulos directores de L y 
los correspondientes cosenos , O Sea , C08 %, 


É——_————— o 


cos fB, y cos y son los cosenos directores de gggen donde d es la distancia entre los dos 


ENT 


y 

Las rectas que son paralelas y tienen la misma 
dirección también tienen los mismos ángulos y 
cosenos directores . Si L, y L, son rectas para- 
lelas pero de sentido contrario y «,fP y y son 
los ángulos directores de L,, los ángulos direc- 
tores de L, son x-a,x- f y x- y, respectiva- 
mente ; por tanto , los cosenos directores de L, 
son los opuestos de los cosenos directores de L,. 
El ángulo entre dos rectas no dirigidas es el me- 
nor ángulo entre ellas . 

Dado un punto P(a ; b ; e) sobre una recta L 
que pasa por el origen , y cuya distancia al ori- 
gen es dl, los cosenos directores de L son; 


en donde : d*=a*+5*+0? 
Ahora , si los cosenos directores se elevan al 
cuadrado y se suman , se obtiene : 


232 2 2 
a b e 
SONO RÓ 
al+bi+o? e 
da? ar+bi+o? 
y, portanto: cos?a+ cos? + cos*y=1 
a: la suma de los cuadrados de los cosenos 


directores de cualquier recta es 1. 
h Cuando se conocen dos puntos ACTO E 


puntos : 
d=lx,-x,)P+(y2- 9,2 +lza- 7 


z 
A 


pa ¡Pa 


QA -Y- 21) 


EJEMPLO 4: 

Determinar los cosenos directores de la recta 
que pasa por los puntos A(2;3;7) y 
B(5;6;2). 


RESOLUCIÓN : 
a=lí2-5+(3-6+(7-24= (949425) = /23 
*ahora : 


los 5-23 | (copa 23 Bl 2-7_-8 
Va Ja VI a a 
*Cualquier conjunto de tres números reales pro- 


porcionales a los cosenos directores de L se de- 
nomina conjunto de números directores de L 


* Es decir si a;8 y y son los ángulos directores 
de L y l, m y n son tres números reales , tales 


que: 
entonces 1, m., n son los números directores 
deL. 

Es importante observar que si los números di- 
rectores se elevan al cuadrado y se suman , la 
suma es k*; 


14 m*+ n?= k?cos*a+ h?cos? fr h?cos*y 
= h?(cos*a+ cos? B+ cos*y) 
= r? 


*de donde : ¿=+/124+m2+n? 


*Luego , cuando se conocen dos puntos que per- 
tenecen a una recta L, A(x;;y52,)y 
3 GE, O 


Blxg; Yo; 22) » dado que : 


losa Her o 


*entonces: q,- x= dcos a 
Ya" y¡= deos P 
Zo- 2,= decos y 
y,portanto, Yz- Y» Yz- Y1 Y Za" %, son núme- 
ros directores de L. 
EJEMPLO 5: 
Determinar los cosenos directores de la recta 
L, que tiene como números directores a -3 ; 
4;2. 
RESOLUCIÓN : 
Entonces : k*=94+16+4=29 
*Luego : 


Y29 /29 V/29| 


Téngase presente que una recta L tiene muchas 
ternas de números directores , cada conjunto 
de tres números proporcionales a los cosenos 
directores . 

ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS 
Dadas dos rectas L, y L, que pasan porel ori- 
gen y con ángulos directores 2,, B/Y YY az 
Pz y r2, respectivamente , el ángulo 9 entre 
L, y L, , se obtiene seleccionando dos puntos P, 
y P,, uno en cada recta, y tales que [OP,|=1 y 


coey= FEEL 


[OP,|=1, y aplicando el teorema del coseno en 
el triángulo OP,P,. 
z 


psu |P,Po[? =1+1-2x1xc080 


“de donde: :cos0=1-H|P,Po]? 


*pero las coordenadas de P, son : 
(cosa,; cosfB,; cosy,) 

y las de P,: (cosa; cosf,; cosyz) 

*por ar 

cos6=1-[(cosa,- cosa, Y*+ (cosfz- conf, F + (cosyy- cosy, Y? 

= c08a, cosa, + c08f, conf, + c08y, cosa 

teniendo en cuenta que el ángulo 0 entre L, y 

L, “es el menor de los dos que se forman , se es- 

cribe : 

COSÓ=C08 A, COS A¿+ COS A, COS Ay+C0082,C08%g 

Esta ecuación se combina con la que define los 

números directores y se obtiene : 


cosp= E L¿+m my +n,n>| 
Al mi+n7 JE+mini 
Si L¿y L¿son perpendiculares 9 esigual a 7/2 
y cos 9'=0 , por tanto : si L, y L, son perpendi- 
culares: 1,L,+ m,m¿+n,n¿= 0 
EJEMPLO 6: 
Si4 ;3y1 son números directores de L, y 
3 ;- 2; 0 números directores de L,, hallar el 
coseno del ángulo entre L, y L,. 
RESOLUCIÓN : 
*Se determinan los cosenos directores de las rec- 


sat E 


coran == | 
*y se aplica la fórmula obtenida : 


alas 
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EJEMPLO 7: 
Determinar un conjunto de números directo- 
res para una recta que sea a la vez perpendicu- 
lar a las dos rectas del ejemplo anterior . 
RESOLUCIÓN : 


*Dado que si dos rectas son perpendiculares, la 


> c0s0= 


_x——É_ nm ——— 


meros directores es cero , entonces si los nú- 

¡meros directores de la recta buscada son x , y 

» 2, se tiene : dx+3y+z= 0 

y *por ser perpendicular a L, , y : 3x-2y+0=0 
A or ser perpendicilaría L,, y resolviendo : 2 

- *despejando en la segunda ecuación y reempla- 


zando : 4 43y+2=0 


*de aquí :==- Ez 
*Entonces , un conjunto de números directores 
2y 17 


BS 

en particular, si y = 3 se obtiene: 2;3;-17 
este es un conjunto de números directores para 
una recta perpendicular simultaneamente a L, 


3.17 
y L,. Tambien : Os 


PLANO 


Ahora , se trata de resolver el problema de en- 
contrar una relación en un sistema de coorde- 
nadas tridimensional cuya grafica es un plano. 
Para ello , es necesario recordar algunos con- 
ceptos de geometría elemental : 


1) Dado un punto P sobre una recta L , existe 
uno y sólo un plano perpendicular a L que pasa 
porP. 

11) Siun plano es perpendicular a una recta , 
toda recta del plano es perpendicular a la recta 


para la recta es: 


up: silos números directores dean una rec- 
ta L son a,b,.c y un plano es perpendicular a L 
en el punto Plx, Y: 7,), se tiene que para cual- 
quier punto Q(x; y ; z) del plano , la recta PQ 
es perpendicular a L y debe satisfacer la ecua- 
ción: a(x - x,)+b(y - y )+c(z-2,)=0 


suma de los productos ordenados de sus nú-gg3Si una recta L con números directores a , b y 


c es normal al plano M en el punto (x,5 Mira) 
la ecuación cartesiana del plano M está dada 
por: $ 


alx-x,)+b(y- y,)+ c(2-2,)= 0 


Si se efectuán los productos indicados se tiene: 
ax+by+ez+d=0 
en donde ; d=- (ax,+ by,+cz,) 
esto es , la ecuación de un plano es una ecua- 
ción de primer grado en x,y,z. 
EJEMPLO 8: 
Determinar la ecuación del plano que pasa por 
el punto (5 ; 3 ; - 6) que es paralelo al plano de 
ecuación : 2x+6y - 32+2= 0. 
RESOLUCIÓN : 
*Como el plano pedido es paralelo con el plano 
dado , una normal a uno de ellos también lo es 
al otro y , por tanto , los números directores de 
la normal al plano pedido son 2, 5 y - 3. La 
ecuación del plano es : 
2(x -5)+5(y - 3) - 3(2 +6) =0 
> 2x+5y - 32-43 =0 
EJEMPLO 9: 
Determinar las intersecciones del plano cuya 
ecuación es 2x + 3y + 4z = 12, con los ejes 
coordenados . 
RESOLUCIÓN : 
*Un punto situado sobre el eje X tiene por coor- 
denadas (x ; 0 ; 0) sobre el eje Y(0 ; y ; 0) y 
sobre el eje Z(0; 0 ; 2). Por consiguiente, para 
hallar la intersección del plano con los ejes se 
hacen sucesivamente x , y iguales a cero; x,z 
iguales a cero; e y, z iguales a cero . 


Six; y son cero, entonces -42=12,0seaz=-3 
Si y; z son cero, entonces 2x= 12 o sea x = 6 


Si y; z son cero, entonces +3y = 12, o sea 

y =+4 

*Por tanto , el plano corta al eje X en 6, al eje Y 
en4yalejeZen 3. 


*El ángulo entre dos planos se define como 
el ángulo entre sus normales . Asi, dos pla- 
nos son paralelos , si sus normales son pa- 
ralelas , o sea, si sus números directores son 
proporcionales , y son perpendiculares , si 
sus normales lo son ; es decir , la suma de 
los productos ordenados de sus números di- 


Si Mes el plano de la ecuación : 
a,x+by+0c,2+d,=0 

y M, es el plano de ecuación : 
ax+by+ez+d,=0, 


db _c 
M, es paralelo a M, si [+ A SS 


M, es perpendicular a M, si : 


a,03 + bib) +00 =0 


EJEMPLO 10: 

Determinar el coseno del ángulo formado por 
los planos cuyas ecuaciones son ; 2x - y +z =9 
¡x+y+22=6 e Y 
RESOLUCIÓN : A 
*Un conjunto de números directores.de la nor- 
mal al primer plano es 2; -1; 1 y de la normal 
al segundo plano es 1; 1; 2. por tanto , el 
coseno del ángulo formado por las normales es : 


ELA] 321 
6xx46 6.2 


En consecuencia , el coseno del ángulo formado 
por los planos dados es 1/2, lo cual significa que 
el ángulo formado por los planos es de 60". 


RECTAS EN EL ESPACIO 


Dado que la intersección de dos planos es una 
recta , se pueden utilizar los resultados obteni- 
dos antes sobre planos en el espacio para defi- 
nir una recta y expresar una relación que per- 
mita su identificación . 

Sea L la recta intersección de dos planos dife- 
rentes cualesquiera , cuyas ecuaciones son : 


a/x+b,y+0,24d, =0 
a3x+ bay+ coz+ dy= 0 


Cualquier punto, cuyas coordenadas satisfagan 
a la vez las dos ecuaciones anteriores pertenece 
a los dos planos y , por consiguiente también 
pertenece a su intersección , es decir , pertene- 
ce a L. Del mismo modo si un punto pertenece 
aL, pertenece a cada uno de los planos y , por 
tanto , satisface cada una de las ecuaciones de 
los planos . Por esta razón , representación 
dos planos de la recta L es el sistema formado 
por las ecuaciones de los dos planos cuya inter- 
li Niel 

EJEMPLO 11: 

¿"Determinar la representación dos planos de 


A la recta que pasa por el punto P(2 ; 4 ;8), que 


es perpendicular a la recta cuyos números di- 
rectores son 3 ; 2; 4 y perpendicular a la recta 
cuyos números directores son -3; 1; 5. 
RESOLUCIÓN : 


*Dado que L es perpendicular a la recta cuyos 
números directores son 3; 2; 4; L pertenece al 
plano cuya ecuación es : 
3Bx - 2)+2(y - 4) +4(z - 3)=0 
> Bx + 2y + 42=26 
Y como L es perpendicular a la recta cuyos nú- 
meros directores son -3; 1; 5; L pertenece al 
plano cuya ecuación es : 
Jlx - 2) +1(y - 4) +5(2 - 3)=0 
> -3x + y + 52=13 
*Por tanto , la representación de la recta está 
dada por el sistema : 
3x+2y+42=26 
-3x+y+62=13 
REPRESENTACIÓN PARAMÉTRICA 
Y SIMÉTRICA DE LA RECTA 


Un conjunto de números directores y un pun- 
to determinan una y sólo una recta , Se consi- 


dera una recta que pasa por el punto P,(x,, y, 984rectores y un punto y , por tanto , resulta sim- 


,%,) y cuyos números directores sona ,byce. 

Un punto P(x; y ;z) diferente de P, pertenece 
a E si los números directores de la recta PP, 
son proporcionales a los números directores 
- de L, esto es, si existe £ número real, tal que 


x-xj=ta; y-y=tb; y 2-2=te 


0.00: 

Jos puntos de L se obtienen asignando valores a 
f , y esta representación de la recta se denomi- 
na REPRESENTACIÓN PARAMÉTRICA . 
EJEMPLO 12: 

Determinar la representación paramétrica de 

la recta que pasa por el punto P(3; 6 ; 4), y que 

tiene como números directores 3;-2;5. 

RESOLUCIÓN : 

*Empleando el resultado anterior, se tiene : 

x=3+3t; y=6-2t;2=4+5t 

Sit=0, se obtiene el punto (3; 6; 4); sit=1, se 

obtiene el punto (6 ; 4 ; 9) , y así pueden 

obtenerse todos los puntos que se quieran de la 

recta dada . 

*De la representación paramétrica de la recta : 
xa=x,+ta; y=y +Hb; 2=2,+ tc. 

si a+0;b+0;c%0, puede despejarse £ en 

cada ecuación : : 


esta es otra representación de la recta que pasa 
por P,(x,;y, »7 ,) , y cuyos números directores 
lamal U FORMA SIMÉTRICA de 


Si Slgimo de losinúmeros directores es cero , 
por ejemplo > 4, £ntonces se escribe : 


Y-Y1,2-21 

boe 
ecuaciones que representan una recta perpen- 
dicular al eje X.. 
De forma similar se escriben las ecuaciones de 
las rectas perpendiculares a los ejes Y y Z, res- 
-pectivamen! 


x=xJ; 


ivamente. 
E 'se conocen dos puntos de una recta L, 
a ( jnoce un conjunto de números di- 


ple escribir la ecuación paramétrica L. 

Sea L la recta que pasa por los puntos 

Pi(x 591521) y Polk; Yo 22), entonces un 

conjunto de números directores para L es : 
PAY Y 

y como la recta pasa por P, y por P,, puede em- 

plearse cualquiera de los puntos y la ecuación 

de la recta es : 


EA IA 
Ya-Yy Ya" Yi 
Esta representación es la forma dos puntos 
de la ecuación de la recta . 
EJEMPLO 13: 
Determinar la ecuación de la recta que pasa 
por A (4;-5:7) y B(2;-4;8) . 
RESOLUCIÓN :; 


*Se determina primero un conjunto de núme- 
ros directores : 

4-2 ; -5-(-4) y 7-8, estoes:2;-1; 
pleando la forma simétrica se tiene : 


zZ-Z, 
2" 27 


-1 y em- 


SUPERFICIES CILÍNDRICAS 


Se considera una curva C situada en un plano 
N, y Y el conjunto de todas las rectas que 
intersecan a C y son perpendiculares a N, El 
conjunto de puntos de todas las rectas de J es la 
SUPERFICIE CILÍNDRICA RECTA O simplemente CI- 
LINDRO RECTO . 

La curva C es la directríz y cualquier recta 
de Y es el elemento del cilindro ; cualquier 
plano paralelo a N es una sección normal del 
cilindro y cada sección normal es congruente 
con la directriz . 

Los cilindros normalmente se nombran según 
la directríz ; así , por ejemplo , si la directríz 
es una circunferencia se llama cilindro cir- 
cular, si es una parábola , entonces, es cilin- 
dro parabólico . 

Un sistema de coordenadas puede elegirse de 
tal manera que el plano N que contiene la cur- 
va directríz coincida con uno de los planos 
coordenados y , entonces , las rectas de Y son 
paralelas a uno de los ejes coordenados.. 
Si se supone que la directríz C pertenece al pla- 
no XY y es la curva de ecuación ; 3 


Fíx;y)=0 
entonces , el conjunto de puntos (x ; y ; z) tales 
F (x;y)=0, es el cilindro recto de directríz C 
y, elementos paralelos con el eje Z.. 


Por ejemplo, si C es la circunferencia de ecua- 
ción : 

xt+(y-2)* =4 
situada en el piano XY entonces el conjunto de 
puntos (x ; y ; z) en el espacio , tales que : 


a+ (y-2)? =4 
es un cilindro circular recto S , con elementos 
paralelos al eje Z . 


Obsérvese que si (a ; b) e C, entonces (a; b; t) 
€S para cada número real £. 


Así, el conjunto de puntos (x ; y ;z) , tales ques, 


zZ=8eN X 


es un cilindro sinusoidal con elementos pio 


los al eje Y . Hb 

El conjunto de puntos (+; y ;z), tales que: 
x=4y* 

es un cilindro parabólico con elementos parale- 

los al eje Z. 


985 SUPERFICIES DE REVOLUCIÓN 
Superficie de revolución es la que se gene- 
ra por la rotación de una curva plana alrede- 
dor de una recta fija situada en el mismo pla- 
no de la curva . 

La curva fija se denomina generatríz y la rec- 
ta fija de rotación . La superficie esférica , el 
cilindro circular y el cono circular son ejem- 
plos de superficies de revolución . 
Para determinar la ecuación de una superficie 
de revolución se puede , sin perder generalidad, 
tomar la generatríz en uno de los planos 
coordenados y como eje de rotación uno de los 
ejes coordenados . Procediendo así , supóngase 
que la generatríz Y es una curva en el plano 
XY . cuya ecuación es : 

Jíx;y)=0 ; 2=0 
y sea el eje X el eje de rotación . Si P(x; y;z) es 
un punto cualquiera de la superficie , un plano 
perpen: “al eje X que pase por P corta a la 
superficie en una circunferencia de centro en 
el eje, X que corta a la curva J en el punto 
P*(a*, y”, 0) entonces, como P y P” están sobre 
la:misma circunferencia , se tiene : 


¡Pc|=|P"c| 


¡crj=l 7 a [OP =jy! 
"entonces: +.[y?+ 2%= y" 


*pero como P y P” están en un mismo plano 


x=x”: ¡des 1 y2)=052=2 


es la ecuación de la superficie de revolución . 
En general , si K es la superficie de revolución 
generada por la rotación de la curva C conteni- 
da en un plano coordenado 6, alrededor de un 
eje coordenado E contenido en 9, que se obtie- 
ne sustituyendo en la ecuación de C la variable 
diferente al eje de rotación por la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados de las dos variables 
diferentes al eje . 
EJEMPLO 14: 
Hacer la ecuación de la superficie de revolu- 
ción generada por la rotación de la elipse : 
AAA 
57 BAT 
alrededor del eje X. 
RESOLUCIÓN : 


»*pero : 


¿z=0 


Luego , en la ecuación de la elipse se sustitu- gggque corresponde a una circunferencia en el pla- 


ye y, que no es eje de rotación por la raíz cua- 
_Arada de la suma de los cuadrados dez, y de y 
“que son las variables diferentes del eje de ro- 
- tación . 


ay e 


a? b? 


La superficie generada , recibe el nombre de 
elipsoide de revolución . 


EJEMPLO 15: 8 

Mostrar que el gráfico de la ecuación : 
coli +6x=0 

es una superfici "revolución con eje de rota- 
ción el eje X ... Pal 

RESO; 

*Un plano dicular al eje X en un punto 
(k ; 0; 0) tiene como ecuación x = k ; la inter- 
sección de este plano con la superficie es la so- 


es suaytidas 6x=0 y x=k 
de donde: 

4 HH Ay + de 6h=0 

> ym =6k-kó 


A e 
a 


'Las ecuaciones: 


no x= k si 6k - k*>0 ; por tanto, la superficie 
dada es una superficie 48 Tevolución: con eje de 
rotación igual al eje X. 


CURVAS EN EL ESPACIO 


Una curva en el espacio se define como la inter- 
sección de dos superficies y , por tanto , la rela- 
ción que define algebraicamente la curva está 
dada por el sistema de ecuaciones formado con 
las ecuaciones de las superficies que definen la 
curva. 

Se debe tener en cuenta que para que un par de 
ecuaciones que representan superficies en el 
espacio definan una curva , es necesario que las 
superficies tengan intersección no vacío , ya que 
por ejemplo , las superficies : 


a+ y 2*=16 
a y?+ 2*=25 
no representan una curva por cuanto estas 


ecuaciones corresponden a dos superficies esfé- 
ricas concéntricas . 


EJEMPLO 16: 


z=4-x* 
y+z=5 
EA una curva , que es la parábola formada al 
cortar la superficie cilíndrica con el plano 
y+z=5, z 


z=4-x2 y+z=5 


x 
Para mayor facilidad y un manejo más eficiente 
en la solución de problemas de cálculo diferen- 
cial e integral , las curvas en el espacio al igual 
que las curvas planas se representan emplean- 
do también ecuaciones paramétricas. 

Las ecuaciones paramétricas de una curva en el 
espacio son de la forma : 
x= f(t);y= g(t) 


7 
5% 


RoÑAS ¿2 


en donde para cada valor asignado al paramétrd'97 *por tanto , las ecuaciones ; 


£ se determina un punto . Asi por ejemplo las 
ecuaciones : 

x=aco8 ;y=aseng ;2=20 
definen una curva que gira sobre un cilindro 
circular recto de radio a y de ecuación : 
*+y=a*;z=z; yla cual a la vez que va 
girando sobre el cilindro avanza en la dirección 
del mismo modo que la distancia que recorre 
paralelamente al eje del cilindro es igual al do- 
ble del ángulo que describe alrededor de dicho 
eje, esta curva se llama hélice circular, 


PAN 


- hélice circular 


PO Yi- 23) y 


y 


OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS EN 


ELESPACIO z 
COORDENADAS ESFÉRICAS : 
Para facilitar la representación de algúnas, su- 
perficies en el espacio se acostumbra emplear 
un sistema de coordenadas estrechamente rela- 
cionado con la superficie esférica: 

Sea P(x; y ; z) un punto cualquiera de la su- 
perficie esférica de centro O y radio r. Enton- 
, como el punto pertenece a la superficie sa- 
tisface la ecuación ; 2+y%+2*= y? 

Si P” es la proyección de P sobre el eje X, la 
recta OP” forma con la parte positiva del eje X 
un ángulo 9 y la recta OP forma con el eje Z un 
ángulo $. Ahora, sea A la proyección de P* so- 
bre el eje X, B la proyección de P” sobre el eje Y 
y C la proyección de P sobre el eje Z . Si la dis- 


tancia |P'O|se designa por s y la distancia |PO]| 
por r ,se tiene : 

8=rsen $ 

x =8cos 0 = rsen 0cos O 

y = ssen O = rsen Osen 0 

z =rc08 $ 


definen para cada terna de valores der, $ 
y 6 un punto sobre la superficie esférica . 
En la superficie de la Tierra estas coorde- 
nadas corresponden a la distancia al centro 
de la Tierra (r), longitud (9) y latitud ($) 
, que determinan la distancia al centro de 
la Tierra , el meridiano y el paralelo corres- 
pondientes al punto . 

Cada terna de valores de r, Y y 9 determi- 
nan un punto en el espacio y, viceversa, cada 
punto del espacio determina una terna r , Y 
y O de coordenadas . 


EJEMPLO 17: 

Dada la superficie esférica : x*+y*+2*=16, 

expresar esta ecuación en coordenadas esfé- 

ricas . Á 

RESOLUCIÓN : 

*Sustitiyendo los valores de x, y y z dados 

por las ecuaciones de transformación , se tie- 

ne: 

(raen $ cos 0)*+(raen geen 0)*+(reos p)*=16 

y desarrollando los cuadrados y simplicando 

, se tiene : 

r?sentácos* 0 + "sen? joen?0+ r?cos”$=16 

> sen*0(cos*0+ sen*0)+ r*cos*f=16 

o r?sentp+ r*cos*0=16 
> (sentf+cos*H)=16 


>r=16 
que es la ecuación de la superficie esférica 
dada en coordenadas esféricas ; como puede 
observarse , esta representación es bastante 
más simple que la representación rectangu- 
lar. 


EJEMPLO 18: 
Transformar la ecuación rectangular : 
x?+ y*-z*= 0 a coordenadas esféricas . 
RESOLUCIÓN : 
*Reemplazando las ecuaciones de transfor- 
mación , se tiene : 
(rseng cos0)*+ (rseng seno)*- (reosp)*=0 
> r?isento - rócos*4=0 > r? (sentó 2 cos*4)=0 


> sentó=cos*ó > tan*$=1 per 


superficie. correspondiente a-un. cono ci a 


cuyo eje coincide con el eje Z y con vértice en 
cel 00. s 
COORDENADAS 
CILINDRICAS 
Las coordenadas cilindricas son simplemente 
una extensión de las coordenadas polares al es- 
pacio . 
Sea P un punto sobre la superficie de un cilin- 
dro circular recto de radio r, y cuyo eje es el eje 
Z . La ecuación del cilindro es : 
at+yt=r? 
Sea P* la proyección de P en el plano XY , en- 
tonces, [OP'|= r y sig es el ángulo formado por 
OP” y la parte positiva del eje X, se tiene : 


x=rc08 O 
y = rsen 0 
z=2 


es decir , las coordenadas cilíndricas son sim- 
plemente las coordenadas polares de la proyec- 
ción de cada punto en el plano XY . 
Conocidos los valores de r, 9 y z se identifica un 
punto en el espacio , (r;9;z) son las coordena- 
das cilindricas del punto . 
Para que cada punto quede representando en 
coordenadas cilíndricas por una única terna de 
valores , se restringen los valores der ,y 9 a: 
r>0 y 0<0<2x 
z es cualquier numero real . 
EJEMPLO 20: 
Transformar la siguiente ecuación rectangular 
a coordenadas cilíndricas . 
ay? 2y= 0 
RESOLUCIÓN : . 
*Sustituyendo en la ecuación de la superficie las 
ecuaciones de' transformación se tiene: 


(reos 9)? . 2(rsen 0)=0 


> r?.2rgen 0= 07 r=2sen 9 
ecuación que re- 

presenta un cilin- 
s dro circular recto, 
-cuyo eje es una 
recta paralela al 
eje Z que corta al 
ñá Ab Er en el 


rsen 0)?- 


CUÁDRICAS 


DEFINICIÓN : 

Una cuádrica es el lugar geométrico de los pun- 
tos del espacio (2; y ;z) que verifican una ecua- 
ción de segundo grado del tipo : 

BR4+CP 4D 4 Esy+Exo + Gyz + Hi + Ly + Mo + N=0 
La ecuación de una cuádrica se puede escribir 
en forma matricial como : 


Moo “doy oz dos 1 
Mans Go 4 4 41 an E 
do dí 42 423 y 
Gouz diz (23 ds 2 
donde : 
Uu=N, a =B, 42 =C, da=D 
d1=H/2. am =L2, dm = MA 
ap=E/, ay=F, aj = G/2 


3 
Denotaremos por A = (aj) jj=o la matríz que 


define la cuádrica y por A,, la matríz adjunta 
del elemento 4.,, en A. 


CLASIFICACIÓN : 

Las cuádricas se clasifican de acuerdo a su sig- 
natura o, es decir, el módulo de la diferencia 
entre el número de autovalores positivos y ne- 
gativos de A,,- Sin embargo, para calcular la sig- 
natura de la cuádrica no es necesario 
diagonalizar la matríz, debido a la existencia 
de unas cantidades invariantes asociadas 
a A, que permiten determinar s sin necesidad 
de calcular explícitamente sus autovalores. Veá- 
moslo: 

los autovalores son las raíces del polinomio ca- 
racterístico , es decir, las soluciones de la ecua- 


ción :det (11, -—A,)=0 
Ahora bien , con : det(11,-A,)=2*-14*+J4-K 


iaa escena 
3) K' = 0-> par de planos imagina- 
rios secantes ; 

¿dae Also e jraa(es 3 mJ<0 

% ly 3 lg lg lg 1) K' + 0-> cilindro hiperbólico 

2)K'=0 > par de planos reales 
secantes 

EAS 1 =0y1+* 0 


Cuando los tres autovalores de A,, son no 
nulos , es decir, det A, + 0, si escribimos la 
sucesión K, +, I, 1 y denotamos por P y V el 
número de permanencias y variaciones de sig- 
no que hay en ella, respectivamente, entonces 
|P-V] = o. Los valores 1, «J, K se conocen como 
INVARIANTES DE LA CUÁDRICA. De esta forma se 
tiene: 
DSio=3: 

1) det A > 0 > elipsoide real 

2) det A < 0 —>elipsoide imagina- 

rio (no existen puntos reales que ve- 

rifican la ecuación) 

3)det A = 0 > cono imaginario 
msio=1: 


bólico (de una hoja) 
2) det A < 0 — hiperboloide elípti- 
co (de dos hojas) , 


3) det A =0 > cono real“ Ex 


*Si alguno de los autovalores es nulo 
(det A,,= 0) pero el determinante de A es dis- 
tinto de cero, entonces; 

1)Si J> 0 —> paraboloide elípti- 


co 
2)Si J < 0-7 paraboloide hiper- 


bólico As 


Si det A= det A,,= 0 , hay que introducir. 


NUEVOS INVARIANTES para completar la clasifica- 


ción : 


s=aa(eo eee lo .e] 
0 % y In lg % 


” 


K'= del A, + det Ay + del Ay 
donde A,, representa la matríz adjunta del ele-. 
mento a, en Á para ¿=1;2;3. 
Con estos nuevos invariantes se tiene 
DJ>0 

1) K'*0 y signo K” = signo I> 


det 
1) det A > 0 > hiperboloide hiper- 


pS 
E 


cilindro elíptico imaginario E 


1) K'* 0 cilindro parabólico 
2)K'"=0 y J'> 0 par de pla- 
nos imaginarios paralelos distintos 
3)K*=0 y J”<0-> par de pla- 
nos reales paralelos distintos 
4)K'=0 y J'=0-> par de pla- 
nos coincidentes 

En la tabla siguiente se resume la clasificación 

anterior: 


“CENTRO : 
la E PLANO POLAR : Dado un punto 


P=(x; ¿Yo 5%p) e R?se define el plano po- 
lar de P respecto a la cuádrica de matríz A 
como el plano de ecuación ; 
. 1 


x 
(1,x0>Y0> 20) A ze =0 > 


z 
Si P pertenece a la cuádrica, entonces el plano 
polar de P coincide con el plano tangente a di- 
cha superficie en P. 
No todos los puntos poseen plano polar . La con- 
dición para que un punto (x;y;z)no lo tenga 
es que verifique el sistema de ecuaciones :; 


Gp +9 + 412Y +432=0 
lo + 419X+ UY +0Z2=0 
lp + 43 + UY +4gz2=0 


que geométricamente se interpreta como la in- 
tersección de tres planos. 
Si det A,,* 0, entonces el sistema es compati- 


ble y tiene solución única . El punto solución se 


conoce como centro de la cuádrica. 
Si det A,, = 0 pueden ocurrir tres cosas ; 

si det A=0 y los rangos de ambas matrices 
son iguales a 2 el sistema posee una recta de 
soluciones , entonces se dice que a epástica tie- 
ne una recta de centros . 
Por otro lado , si det A=0 y 1 áo de ambas 
matrices es iguál a 1 existe un plano de solucio- 
nes, y se dice que la cuádrica tiene un plano de 


rangos difieren o det 4*%0 
ne solución , en tal caso la 
> centro , recta o plano de cen- 


ASÍS se tiene 
CERONICAS CON CENTRO : elipsoides 
—, hiperboloides y conos. 
- +CUÁDRICAS CON EJE DE CENTROS : 
cilindros. elípticos e hiperbólicos y pares 


de planos secantes. 

 *CUÁDRICAS CON PLANO DE CEN- 
- TROS ¡pUISS- de planos paralclog:o:cobn- 
E 'EL RESTO DE LAS CUÁDRICAS NO 


CSIBOSEE CENTRO (lo tiene. en-el infinito): 


paraboloides y cilindros parabólicos. 
El centro es un punto de simetría de la 
cuádrica, el eje y el plano de centros son a su 
vez eje y plano de simetría. 

EJEMPLO: 

Consideremos la cuádrica de ecuación :. 


2 
E dd 2 
++ =1 
x z 


Esta cuádrica es un elipsoide (véase la tabla de 
clasificación). El plano polar por el punto 
(2; 1; 3) es el plano de ecuación : 


y 
2x+%+4+82=1 
+2 +82 


que corta a la superficie (nótese que (2; 1; 3) 
es exterior a la superficie como se ve en la figu- 
ra siguiente). 


El centro de la cuádrica es la solución del siste- 


ma de ecuaciones . *= 0m7= Onz=0 


que en este caso resulta ser ÉS origen de coorde- 
nadas. 

En las figuras siguientes vemos los planos pola- 
resen los puntos (0; 1;1/2) y (0;2;0): 


En el primer caso el punto es interior a la su- 
perficie y el plano polar es exterior a la misma, 
mientras que en el segundo caso el punto está 
sobre el elipsoide y el plano polar coincide con 
el plano tangente a la superficie en dicho pun- 


7 Y 


ECUACIÓN REDUCIDA : 


La ECUACIÓN REDUCIDA de una cuádrica es aque- 


lla ecuación simplificada que representa la 'su- 
perficie con su centro (si lo tiene) situado en el 
origen de coordenadas mientras que “los ejes 
coordenados tienen relaciones particulares con 
la cuádrica. é 

Partiendo de la ecuación general de una cuádrica 
se puede llegar a su, ecuación reducida 
aplicandole consecutivamente un giro y una 
translación de forma adecuada aunque en algu- 
nos casos especiales es necesario aplicar después 
de esta última un giro plano. 

A continuación recogemos los tipos de 
ecuaciones reducidas y que cuádricas represen- 
tan, así como la forma de obtenerlas a partir de 
los invariantes. 

Denotemos por a,,;072 y as las raíces de 


2% 11? +J2-K=0. entonces: 
*ELIPSOIDES, HIPERBOLOIDES Y CONOS: 


a + ax? +ap y? tayzt=0 


x añ a a 
donde: “oo det A 


PARABOLOIDES : 


: SEL: pp 
24932 +4/x* +apy=0 


ÍS — det_A4 
donde ;%pg3 = + E 


paraboloide elíptico paraboloide hiperbólico 


CILINDRO ELÍPTICO E HIPERBÓLICO Y 
PARES DE PLANOS SECANTES : 
ajo +ax?*+ajzy?*=0 


donde : 


cilindro 
elíptico 


CILINDRO PARABÓLICO : 
2dy+ ax? = 0 


par de planos 


cilindro hiperbólico dios 


donde: aj; =71, 


cilindro parabólico 
PARES DE PLANOS PARALELOS : 


ay +ajx?=0 
y 
donde: 2; = 1, db Pie 


iosoí Hiperboloide Hiperboloide 
Elipsoide PEbAica ot 


Paraboloide  Paraboloide 
lp biperbóli 


$ 
o 
SOS 


NN 
E) 


z ÍA 
SIS IS 
LAA as 


<L 


La cuádrica tiene signatura 1 y los autovalores 
de la matriz A,¿son dos positivos y uno negati- 
vo. 

Los cortes del hiperboloide por planos paralelos 
a los coordenados son curvas cónicas (en lo si- 
guiente se supone que el hiperboloide esta cen- 
trado en el origen de coordenadas y tiene la 
pimera de las ecuaciones reducidas dadas arri- 
ba): 

CORTES POR PLANOS : z=a 

Si a < e La curva de corte es una elipse de ecua- 


2 
A 
2732 SAO 
ción : 8% 2 8 
7 
donde: J3 + =1- 


*Si a > e no hay intersección real. 
*Si a =c la intersección se reduce a un punto , 
siendo el plano tangente a la superficie elíptica. 


CORTES POR PLANOS y=4av x=0: 
El resultado es análogo al anterior 


intercambiando el papel de las variables de fonga3ya cuádrica tiene signatura 1 y los 
ma adecuada. des: áutovalores de la matríz A, son dos positivos 


y uno negativo. 

Los cortes del hiperboloide por planos paralelos 
a los coordenados son curvas cónicas (en lo si- 
guiente se supone que el hiperboloide esta cen- 
trado en el origen de coordenadas y tiene la 
pimera de las ecuaciones reducidas dadas arri- 
ba): 

*CORTES POR PLANOS Zz=a: 


A El corte es la elipse de ecuación : 
a? y? E qa 
Baz + pu > 1 ¡ donde: B =1+5>0 


(a>0) 


(a =0, elipse de garganta ) 
*CORTES POR PLANOS x=a: 
El corte es la hipérbola de ecuación: 


ECUACIÓN REDUCIDA : 


*CORTES POR PLANOS y=a: 


El corte es una hipérbola como la del caso ante- Ln las figuras anteriores a = bh =.c) 


rior donde los papeles de x e y se han 
intercambiado. 
El hiperboloide hiperbólico puede ser visto tam- 
bién como una superficie de revolución engen- 
drada al girar una hiperbola alrededor del eje 
de la cuádrica (en el caso de la ecuación reduci- 
da que estamos utilizando, el eje z) describien- 
do una elipse. 
Además el hiperboloide hiperbólico es una su- 
perficie doblemente reglada puesto que contie- 
ne alas dos familias de rectas. Veámoslo, la ecua- 
ción del hiperboloide se puede escribir como : 

142 

b 


4 2 
A E O Jard ESPA 1 Fo 
e a cha e b 


Entonces cualquier punto que satisface la ecua- 
ción del hiperboloide satisface el siguiente con- 
junto de ecuaciones para algun valor del 


parámetro. 

2-22 (1-2) EZ 2 (1-f) 
a c b ANTE 

AL y IAS y 
A TA NTRA 
ato 7 (+3) ae 7 (2) 


Cada una de las ecuaciones anteriores represen- 
ta un plano luego finalmente tenemos un par 
de rectas contenidas en el hiperboloide. 


La cuádrica tiene signatura 1 y los 
autovalores de la matriz A,, son dos negativos 
y uno positivo. 

Los cortes del hiperboloide por planos paralelos 
a los coordenados son curvas cónicas (El desa- 
rrollo que sigue se ha hecho utilizando la pri- 
mera de las ecuaciones reducidas)* 

* CORTES POR PLANOS z=a: 


la intersección es una hipérbola de ecuación 


2 2 a? 


1 ; donde: id 


x YEAR 
pa pap? = 


* CORTES POR PLANOS y=a: 


el resultado es análogo al 
intercambiando los papeles de y y z 


anterior 


* CORTES POR PLANOS x=a: 
si Ja] > a , entonces la curva intersección re- 
sulta ser una elipse de ecuación : 


2 5 = 
sé . 2 ES CN 23 ¿corte por plano y = a > 0) 
pro” pie a 


x=a>4 x=aAa 


*si || <a no hay intersección real . 

*si |a| = a, entonces la intersección se reduce 
a un punto y el plano en cuestión es tangente a 
la superficie. 


(a=0) 
A continuación incluimos otros dibujos en los 
cuales el hiperboloide tiene la segunda ecuación 
reducida y los parámetros a , b y e son distintos 
*(corte por plano z = a >c) 


Los cortes del paraboloide por planos parale- 
los a los coordenados son curvas cónicas, (e 295> 
lo siguiente se supone que el paraboloide tiene 
la ecuación reducida que se da arriba): 

* Cortes por planos z = 0: 

si 4> 0, entonces la'curva intersección resulta 
ser una elipse de semiejes a y b con ecuación 


x? y? 
A E 
2 pb? 


=kx 


pri (corte por plano x=«.>0) 
las curvas intersección son las parábolas : 
j 2 y 2 2 
a za 
' EPT 


(a>0) 
si «< 0, entonces no existe intersección. 
si a = 0 la intersección se reduce a un punto, 
siendo la superficie cuádrica tangente al plano 
en dicho punto . 


n08x=Gaq: 


En lo que sigue utilizaremos la ni de las. 
ecuaciones reducidas. . 


(corte por plano y =a=0) Elparabololde hiperbólicoesuna superticie ON 


blemente reglada por las familias de rectas : (997) 


A A Cortes por planos y = a0 por pla- 
a b a b n0o8sx=0a 
O E EE 
a b A a hb de las curvas intersección son las parábolas 
Los cortes del paraboloide por planos parale- x* at y a? : 
los a los coordenados son curvas cónicas: E E ARPA: 


*Cortes por planos z = a 
si a + 0, entonces la curva intersección es una 


dz 


hipérbola de ecuación 7 pr 


(y=a=0) 


la > 0) 


(a <0) 
(x=a=0) 


rectas que se cortan en el origen de coordena- A continuación presentamos figuras donde se 
das ha cortado el paraboloide hiperbólico por plano 


si a = 0 ,entonces la intersección es un par de 


oblicuos no paralelos a los coordenados : 
ey 


> la al 


no 
a b 


)-o 


> y 
Paraboloide elíptico 


É + £ == cZ. 
EJERCICIOS 


*Determinar la ecuación que representa cada 
una de las siguientes gráficas : 


AS 
ly 
| 
13 


z=4-x2 


yrz=-5 


OBJETIVOS: 


* Introducir al estudiante en las nociones básicas 
relativas a los triángulos esféricos rectángulos y 
oblicuángulos. 


* Que el estudiante conozca y aplique las fórmulas 
relativas a los triángulos esféricos rectángulos y 
oblicuángulos en la resolución de estos triángulos. 


* Que el alumno conozca la definición de exceso 
esférico , la distancia más corta entre dos puntos 
situados sobre la superficie de una esfera. 


INTRODUCCIÓN : 


El triángulo navegatorio , o triángulo astronómico , 
que constituye la parte más importante de la 
navegación astronómica , es un triángulo esférico , 
donde sus tres vértices representan la posición del 
observador, la posición geográfica de los cuerpos 
celestes, y el polo de la Tierra que está más cerca del 
observador , La solución de este triángulo proporciona 
las bases para derivar una línea astronómica de 
posición . La trigonometría esférica se empleó en el 
pasado para resolver tal problema , pero hoy puede 
resolverse de forma sencilla al usar el almanaque 
náutico en conjunción con uno de los diversos métodos 
tabulares , que incluyen soluciones precalculadas del 
triángulo astronómico para situar cualquier posición 
del observador y de cualquier cuerpo astronómico 
observado. En los métodos más modernos de la 
navegación astronómica , se usan el círculo de igual 
altitud y la línea de posición astronómica en conjunción 
con la solución del triángulo navegatorio. El círeulo 
de igual altitud es un círculo en la superficie de la 
Tierra, por lo que en cada uno de sus puntos la altitud 
de un cuerpo astronómico dado es el mismo en ese 
Instante. 


COORDENADAS POLARES ESPACIALES 


De la misma manera que en el sistema de coordenadas 
cartesianas se fija la posicion de un punto P cualquiera 
en el espacio mediante las tres proyecciones X, Y, Z, 
de dicho punto sobre tres ejes OX, OY y OZ 
perpendiculares entre sí . 


El sistema de coordenadas polares la posición de un 
punto P en el espacio se fija , una vez elegido un origen 
O de coordenadas y dos semirrectas perpendiculares 
entre si OY y OZ , por las tres coordenadas siguientes 
* El ángulo w (omega)que forman el semiplano 
constituido por las se-mirrectas OY y OZ y el 
semiplano OZP que contiene el punto dado. 


* La distancia p , desde el origen de coordenadas O 
hasta el punto P (p= OP). 


* Elángulo g que forman el sector OP y la semirrecta 
OZ. 


VARIACIÓN DE LAS COORDEVADAS 
POLARES 


Como puede apreciarse en la figura , el ángulo 7 debe 
estar comprendido entre 0? y 27 radianes. 


Asu vez, la distancia p puede variar entre 0 e co y 


finalmente el ángulo 9 oscila entre 0 y E cuando P 
esta por encima del semiplano OXY ; y valores 


comprendidos entre S y x cuando P esta situado por 
debajo de dicho semiplano. 


Las fórmulas que permiten pasar de coordenadas 
polares a coordenadas cartesianas y viceversa se 
deducen fácilmente de la figura : 


x= 0A = OP 'seno = OPsen0 seno 


> [2= p30n0 seno] 
y=OB=OP'coso = 
> [y =osend coso] 
z=PP'= OP cosó= p coso 
* Es decir: 


OPsen0 coso 


x=p sen Oseno 


y=psenó0coso 


z=pcosO 


y para pasar de coordenadas cartesianas a polares, se 
tienen las siguientes fórmulas: 


p=(OP')Y? +(PPP)I=(%? + y?)+ 2? 


> p=xt+ y+ Zola 


COORDENADAS ESFÉRICAS 
El sistema de coordenadas esféricas coincide en todo 
con el sistema de coordenadas polares, con la unica 
diferencia de que en vez de tomarse el ángulo 9 como 
coordenada se toma el ángulo a $ (fi) complementario 
del 9. Z 


Teniendo en cuenta las relaciones existentes entre los 
valores de las razones trigonométricas de dos ángulos 
complementario 9 y $ en este caso, las fórmulas que 
permitan pasar de coordenadas esféricas a cartesianas 
y viceversa son las siguientes: 

sengseno| 

¡y=psengcoso| 

¡2=pco84| 


la =, 
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y para pasar de coordenadas cartesianas a polares, se 
tienen las siguientes fórmulas: 


p=(OP'YP+(P'PI=(x? + 


> [rra]: 


=are tag Y 
Y 


TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA 


Es la parte de la trigonometría que estudia la 
resolución de triángulos esféricos , es decir , figuras 
formadas por arcos de circunferencias máximas 
contenidos en la superficie de una esfera. El triángulo 
esférico, al igual que el triángulo plano, tiene seis 
elementos: los tres lados a,b, c, y los tres ángulos A, B 
y C. Sin embargo, los lados de un triángulo esférico son 
magnitudes angulares en vez de lineales, y dado que son 
arcos de circunferencias máximas de una esfera, su medida 
viene dada por el ángulo central correspondiente. Un 
triángulo esférico queda definido dando tres elementos 
cualesquiera de los seis, pues, al igual que en la geometría 
plana, hay fórmulas que relacionan las distintas partes 
de un triángulo, que se pueden utilizar para calcular los 
elementos desconocidos. 


tz? 


Por ejemplo, el teorema del seno adopta la siguiente 
forma para triángulos esféricos: 


sena _senb_sene 
senA senB senC 


La trigonometría esférica es de gran importancia para la 
teoría de la proyección estereográfica y en geodesia. Es 
también el fundamento de los cálculos astronómicos. Por 
ejemplo, la solución del llamado triángulo astronómico se 
utiliza para encontrar la latitud y longitud de un punto, 
la hora del día, la posición de una estrella y otras 
magnitudes. 


CIRCUNFERENCIA MÁXIMA : 


Es aquella circunferencia que se forma al ser cortada 
una superficie esférica por un plano , tal que pase por 
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el centro de la misma. 
CIRCUNFERENCIA MÍNIMA : 


Se genera cuando el plano que intersecta a la superficie 
esférica no pasa por el centro de ésta. 


POLOS : 


Son los extremos del diámetro perpendicular al plano 
que contiene a una circunferencia máxima. En la figura 
P y P' son los polos de la circunferencia máxima . 
Distancia polar es el arco de circunferencia máxima 
de todo los lugares que distan 90” de los polos. 


ÁNGULOS DIEDROS : 


Cuando dos planos se intersectan (tienen una recta 
común), entonces determinan ángulos diedros. 


ÁNGULO ESFÉRICO : 


El ángulo formado en una esfera por dos arcos secantes 
de circunferencias máximas se denomina ángulo 
esférico. En la figura anterior se muestra un ángulo 
esférico cuya medida es O. 


La medida de un ángulo esférico viene dada por el 
ángulo diedro formado por los planos de las 
circunferencias máximas cuyos arcos constituyen los 
lados del ángulo esférico. 


TRIÁNGULO ESFÉRICO 


Es la porción de superficie esférica limitada por los 
arcos de tres circunferencias máximas secantes entre 
sí, 


Los arcos son los lados del triángulo esférico y los 
puntos de intersección de dichos arcos los vértices del 
triángulo. Denominamos circunferencia máxima a la 
correspondiente a un círculo que pasa por el centro 
de la esfera . 


CIRCUNFERENCIA 


CIRCUNFERENCIA 
MÁXIMA 


En la figura siguiente se dan tres circunferencias 
máximas . 

$ » £, y E, y se muestran los puntos de corte entre 
ellas: A,B, C 

Luego tendremos el triángulo esférico ABC 


Denominaremos : 
A,B,C: ángulos del triángulo esférico ABC 


a,b,e: lados del triángulo esférico ABC(se miden 
en unidades angulares) 

TRIÍNGULO EULERIANO : 

Son triángulos esféricos cuyos elementos (un lado o 
un ángulo) son siempre menores que 180” , en caso 


contrario se les llama triángulos no eulerianos. 
B 


Observación : 

Una de las principales diferencias entre la 
trigonometría plana y la trigonometría esférica es que 
en la primera los lados de los triángulos están 
expresados en unidades lineales, mientras que en la 
última todos los elementos se expresan generalmente 
en unidades angulares, esto es, en grados 
sexagesimales (por ejemplo). 


PROPIEDADES DE LOS TRIANGULOS 
ESFERICOS 


Se tiene el ángulo triedro (figura geométrica formada 
por tres regiones angulares y mismo vértice) O-ASC, 
entonces de cualquier propiedad de los ángulos diedros 
se puede inferir una propiedad análoga a los triángulos 
esféricos y viceversa. A 


D) La suma de dos lados cualquiera es mayor que el 
tercer lado . 
a<b+c ; b<a+e ;c<a+b 


11) La suma de los tres lados es menor que 360". 
a+b+ c<360* 
11) Si dos lados son iguales , los ángulos opuestos son 
iguales y viceversa . 
a=b>A=B 
A=B>a=b 
IV) Si dos lados son desiguales , los ángulos opuestos 
son desiguales , y al lado mayor se opone el ángulo 
mayor y viceversa . 
a>b>A>B 
A>B>a>b 


V) La suma de los tres ángulos es mayor que 180* y 
menor que 640” 


180 <A +B+C<540" 


EXCESO ESFERICO (E): 


Se denomina así al valor angular que resulta de la 
diferencia entre la suma de los ángulos del triángulo 
esférico y 180”. 


Así: E=A+B+C-180" 
Por ejemplo en un triángulo cuyos ángulos son: 
A=55; B=80"; C=120" 
El exceso (E) será : 
E = 55" + 80” + 120”-180"=76" 
FÓRMULA DE L'HUILIER Y SERRET : 


El exceso también se puede expresarse en función de 
los lados : 


* Cuando un triángulo esérico tiene un ángulo recto 
sedenomina RECTÁNGULO . 


* Si tiene dos ángulos rectos , se llamará 
BIRRECT, 


* Si tiene los tres ángulos rectos , se llamará 
TRIRRECT. 


» Triángulo esférico RECTILATERO , es aquel que 
tiene un lado igual a 90”. 


RECTÁNGULO  BIRRECTÁNGULO 
C=90 


A=C=90" 
a=c= 90" 


ÁREA DEL TRIANGULO ESFERICO : (5) 


El área de un triángulo esférico , perteneciente a una 
esfera de radio R , esta dado por : 


AR? 


S xE 


sE: ¡sféri 
180 E : Exceso Esférico 
El área de un triángulo esférico es el área de la 
superficie de la esfera, el cual se obtiene al multiplicar 
el cuadrado del radio con el exceso esférico. 
DEMOSTRACIÓN : 


Para calcular el área(S) , es necesario considerar que 
el área de un huso esférico , siendo a ángulo expresado 
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Dadas tres circunferencias máximas, se determina 
sobre la esfera triángulos esféricos simétricos (ABC y 
A'B'C'; A'BC y AB'C>, etc) los cuales tienen igual área 
respectivamente. 

S: área de TE. ABC 


S, :área del T.E. A'BC 

S,: área del TE, AB'C 
S+8, = 2AR?... an(1) 
S+S, = 2BR?..... 1949) 


Además como el TE.A'”BC es simétrico con el TE. 
AB'C* luego estos triángulos tendrán igual área, es 
decir S,=área del TE. AB'C*” 


Luego: S, +8,=2( n- MR” muucmonsasoso (MI) 
Si hacemos I+1-1HT ; 
S=(A+B+C-mR'> S=ER? 


E: exceso esférico expresado en radianes 


=> S=ER? y 


EJEMPLO : 


Un triángulo esférico birrectángulo esta inscrito en 
una esfera de radio 6 unidades . Calcular su área , si 
su tercer ángulo es de 60". 


RESOLUCION : 

* Triángulo esférico ABC : 

Birrectángulo => A =B = 90? 

* Tercer ángulo + C = 60? 

* Luego el exceso será: E=90"4+90"+.60*-180"= 60? 


2 
ca xE 


* sabemos ¡¿S=- ¿7 


36x 


EUR x60=> Td 127 unidades” 


180" 


TRIANGULO POLAR Ó SUPLEMENTARIO 
Se dice que un triángulo esférico A'B*C? es el polar o 
suplementario de otro esférico ABC cuando los lados 
del primero son los suplementos de los ángulos 
correspondientes del otro , y viceversa . 


<> 3 


>S 


1004 
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Se cumple : 
[B+b=180] [Ci+ e=180" 
EJEMPLO : 


Determinar el perímetro del triángulo polar del 
triángulo esferico cuyos ángulos sean 40”, 100", 110". 


RESOLUCIÓN : 
* Sea el triángulo esférico ABC, sus ángulos 
A=40";B =100*;C =110* 

* Si A* B' C” es su triángulo polar , entonces : 
a'+A=180" ; a'+ 40=180" ; a'= 140" 
b'+B=180" ; b'+100"=180" ; b'=80" 
c+O=180" ; c+110=180" ; c= 70" 


* Luego: a'+b'+ c'= 140"+80%4+70* 
> Perímetro . A' B' C'=290P 
Observaciones : 
D) Si A*B'C' es el triángulo polar de ABC , entonces 
ABC es el triángulo polar de A*B*C”. 


11) El triángulo esférico ABC y su polar A*B'*C' están 
contenidos en la misma esfera. 


111) VARIACIÓN DEL EXCESO ESFÉRICO: 
E=A+B+C- 180" 


Sabemos: 
180” <A +B+C=<540", Restando 180”: 
0” <A +B+C- 180" < 360" 


* Luego tenemos : |P?<E< 360? 


IV) Variación del área de un triángulo esférico : 


2 
sE 


Sabemos : 
0"< E < 360”, Multiplicando por R*: 


0%< RE < xR* 360", Dividiendo +180* 


¡2 
>|0< as 21R? 


*Luego:0<S<21R? 
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Y) RELACIÓN ENTRE LOS EXCESOS Y LOS *No se cumple: 


PERÍMETROS DE TRIÁNGULOS POLARES : 
Sea un triángulo esférico ABC , cuyo perímetro es : 
P=a+b+e 

* Su polar A* B* C*, cuyo exceso : 
E'=A”+B'+C'- 180” 
Sumando las dos expresiones 

convenientemente : 

P+E'= (a+ A') + (b+ B') + (c + C')- 1807 

>P +E' = (180) + (1807) + (180) - 180? 


y ordenando 


* Luego: P + E'= 360" > E'= 360" - P 


Análogamente se demuestra : |E = 360? — P" 


VI) La medida cualquier lado o ángulo de un triángulo 
esférico se considera menor que 180". 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
ESFÉRICOS RECTÁNGULOS 


Se llama triángulo esférico rectángulo a un triángulo 
esférico en el cuál uno de sus ángulos mida 90". 


Así por ejemplo en la figura se muestra un triángulo 
esférico ABC con C = 907. 


DES E 
X b 


| ELEMENTOS : Son seis y se denominan : 
lados “a” y “hb”: Catetos 
lado “e” : Hipotenusa 
“A”y“B”  : Ángulos Oblicuos 
2er : Ángulo Recto (C = 90”) 
OBSERVACIONES : 
*En un triángulo esférico rectángulo ABC, 
C=90 
| *No se cumple ; 
a+bi=e. 


(Teorema de Pitagoras) 


A + B = 90”...... (Angulos Complementarios) 


* Para resolver un triángulo esférico rectángulo se 
necesitan aparte del ángulo recto , otros dos elementos 
como mínimo , de los otros cinco restantes . 


* Para que el triángulo rectángulo a resolver quede 
definido , aparte de las condiciones básicas los casos 
de resolución se pueden presentar dados : 


* Los dos catetos 

* Un cateto y la Hipotenusa 

* Hipotenusa y un ángulo oblicuo 

* Un cateto y el ángulo oblicuo opuesto 

* Un cateto y el ángulo oblicuo adyacente 
* Los dos ángulos oblicuos . 


PENTÁGONO DE NEPER 


Las relaciones que vamos a estudiar más adelante 
referente a triángulos esférico rectángulos , se 
recuerdan fácilmente mediante el denominado 
Pentágono de Neper . 


La regla mnemotécnica de Neper dice lo siguiente: 
“*Dado un triángulo esférico cualquiera ABC , 
rectángulo en Á , si se sitúan en los vertices de un 
pentágono y por este orden los elementos 


90”-b,C,a,B y 90”-e, resulta que : 

“El coseno de cada elemento del pentágono 
es igual al producto de los senos de los 
elementos opuestos , o bien al producto de las 
cotangentes de los dos elementos contiguos” 


B a 
e 
Cc B 
a 
A 
b 
Cc 905 90% 
EJEMPLO 


cos (90? - b) = sen a sen B 
* pero : cos (90” — b) = sen b 


> [sen b = sen a sen Bl 


* recordando que un triángulo esférico es rectilátero 
cuando uno de sus lados es recto. 


00 ABC un triángulo esférico rectilátero en a ; es 
decir 


A=90" >c08 a = 0 ¡sen a = 1;cotaga =0 


Con estas consideraciones, tendremos las siguientes 
fórmulas : 


senA senB sen C 
da origen a las dos expresiones que siguen: 


sen B =senA sen b 


PENTAGONO DE NEPER : Como regla 
mnemotécnica para recordar las 10 expresiones 
anteriores relativas a la resolucion de triángulos 
rectiláteros se emplea un nuevo pentágono de Neper , 
en cuyos vértices figuran los elementos: 90”-B ; C ; 
180”-A ; b ; 90 C, respectivamente. 


CL 


coseno de cada elemento del pentágono es 
Lal al producto de los senos de los elementos 
'bien al producto de las cotangentes 


contigu os” 
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EJEMPLO : Ss 
cos (90? - b) = sen (180”- A) sen b ; 
* pero : cos (90”— B) = sen B E 
y sen (180””A) =sen A 


* Luego: sen B = sen A sen b 


REGLAS DE NEPER PARA TRIÁNGULOS 


ESFÉRICOS RECTÁNGULOS 


John Neper (1550-1617), inventor de los logaritmos 
neperianos, crea una regla mnemotécnica que permite 
deducir y recordar fácilmente las relaciones entre los 
elementos de un triángulo esférico rectángulo . 


Para esto sigamos los siguientes pasos : 
Sea el triángulo esférico ABC , con C = 90? 


1ro) Representemos gráficamente el triángulo: 
B 


b 
A 
2do) Dibujemos un triángulo de referencia , para lo 
cual : 
» Nose escribe el vértice del ángulo recto 


+ Los lados catetos se mantienen 
+ Los elementos restantes se cambian por 


sus complementos . 
cO-B 


CO. e, 


CO-A 


OBSERVACION : yl 
*La nomenclatura CO -A (por ejemplo) sign: 
complemento de Á , es decir: CO-A= 90 


3ro) Se habran formado entonces cinco 


ra 
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triángulo de referencia : 
a,b,CO-A,CO-c,CO-B 

4to) Escoja cualesquiera de las partes (señalemos con 

una circunferencia) 


Denominaremos partes adyacentes a los que se 
encuentran a ambos lados de la parte señalada , 
denominaremos partes opuestas a los que se 
encuentran frente a la parte señalada . 


Así por Ejemplo : 

EJEMPLO 1: 

Sea : “CO - e” la parte señalada . 

* Luego : 
Partes Adyacentes : CO-A y CO-B 
Partes Opuestas: a y b 


CR 


CO-A 
EJEMPLO 2: 


Sea : “b” la parte señalada. 
* Luego : 
Partes Adyacentes : CO-A y a 
Partes Opuestas : CO-C y CO-B 
CO-B 


CO- e, 


A 


CO-A 


EJEMPLO 3: 

Sea : “CO - B” la parte señalada . 
Luego: 

Partes Adyacentes : CO-ec y a 
Partes Opuestas: CO-A y b 
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CO-e 


b 
CO-A 


5to) Según sea el caso aplíquese cualquiera de las 
siguientes reglas : 

1RA REGLA DE NEPER : 

El seno de la parte señalada es igual al 
producto de las tangentes de las partes 
adyacentes. 


2DA REGLA DE NEPER : 

El seno de la parte señalada es igual al 
producto de los cosenos de las partes opuestas. 
EJEMPLO ILUSTRATIVO : 

Sea el triángulo esférico ABC, C = 90. 


Su triángulo de referencia 


B > CO-B 
a 
y c CO- ce, 
A , b 
CO-A 


D) Escojamos a “CO - A” como la parte señalada , 
luego : 
PARTES ADYACENTES : byCO-C 
Aplicando la 1ra . Regla de Neper : 
sen(CO - A) = tanbtan(CO - e) 
sen(90”- A) = tanb tan(90” - e) 
CO-B 


. co-c) 
EZ 
o 
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*Por reduccion : 

1) Escojamos a “CO - A” como la parte señalada , 
luego: > 

PARTES OPUESTAS :a y CO-B 
Aplicando la 2da . Regla de Neper : 

sen(CO - A) = cosa cos(CO - B) 

sen(90”- A) = cosa cos(90” - B) 


CO-B 


*Por reducción : [cosA = CosaSenB 
LEY DE LOS CUADRANTES 


De acuerdo a las condiciones básicas , la medida de un 
lado o un ángulo de un triángulo esférico es menor 
que 180”, lo cual implica que puede estar en el primer 
osegundo cuadrante : 

Para determinar el cuadrante al cual pertenece un 
elemento en forma precisa se dan las siguientes leyes: 


D) En un triángulo esférico rectángulo : Un ángulo 
oblicuo y su lado opuesto son ambos menores ó ambos 
mayores que 90". 
di) SIA<9P => a<90r 
7) SiA>90P => a>90 
ii) SIB<90" => b<90 
iv) SIB>90 > b>90" 


.dos lados que forman el ángulo recto de un 
esférico rectángulo son ambos menores o 
907 la hipotenusa es menor que 90” ; Pero 
es menor y el otro mayor de 90”, la 
mayor que 90%. 


i) Sia<90P Ab<90>c<900 
ii) Sia > 90" a b> 90 >e<90" 
iti)JSia <90 Ab>90">0c>90" y, 
iv)Sia > 90” a b< 90" =>c>90 


CASO HI : 


CO-A 
i) Señalemos los elementos de : 
tanb = tanBsena 


11) Tomando como parte señalada a “a”, luego partes 
adyacentes : “CO -B” y “b” 


111] Aplicando la 1"" Regla de Neper : 


“El seno de la parte señalada es igual al producto de 
las tangentes de las partes adyacentes” 


sena=tan(CO - B)tanb ; sena = cigB tanb 


sena = xtanb 


> [tanb= tanB sena!........... (correcto) 
CASO HI: 


ATRIGONOMETRIAS 
i) Señalemos los elementos de : 
cosA = senBcosa 
i) Tomando como parte señalada a “CO - A”, luego 
partes opuestas : “CO -B” y “a” 
iii) Aplicando 2” Regla : 
sen(CO- A) = cos(CO - B)cosa 
[cosA= senBcosa)... 
CASO IV: 


.. (correcto) 


i) Señalemos los elementos de : 
cose = ctgActgB 


ii) Tomando como parte señalada a “CO — e”, luego 
Partes Adyacentes : “CO - A” y “CO-B” 


iii) Aplicando 1% Regla : 
sen(CO-ce) = tan(CO —- Ajtan(CO - B) 
[cose = ctgA xctgB)... rm. sw. (correcto) | 
CASO V : ) 


1) Señalemos los elementos de : 
tanA = cosBtane 
11) Notamos que corresponde al mismo caso ante rior; 


luego: cose = ctgActgB 
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NOTA: 


En la resolución de triángulo esférico isósceles Se 
realiza en forma análoga a la de un triángulo isósceles 
plano , es decir dividiéndolo en dos triángulos esféricos 
rectángulos iguales por un arco de circunferencia 
máxima, trazado desde el vértice, perpendicular a la 
base, 


RESOLUCION DE TRIANGULOS 
ESFERICOS OBLICUANGULOS 
Se llama triángulo esférico oblicuángulo a un triángulo 

esférico que no es rectángulo. 

Así por ejemplo : 

Elementos : 
A,B,C: Angulos del triángulo esférico 
a,b,e: Lados y triángulo esférico 


B 
Un triángulo esférico oblicuangulo queda determinado 
cuando se conocen tres de sus elementos , según los 
siguientes casos : 


1D) Conocidos los tres lados . 

TI) Conocidos los tres ángulos . 

HI) Conocidos dos lados y el ángulo comprendido . 
IV) Conocidos dos ángulos y el lado comprendido. 


V) Conocidos dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos | Caso 
VI) Conocidos dos ángulos y el lado opuesto a uno de ellos 
PRINCIPALES LEYES 


LEY DE SENOS : 


En todo triángulo esférico , los senos de los lados son 
proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 


ambiguo 


LEY DE COSENOS 


PARA LOS LADOS 


Entodo triángulo esférico el coseno de un lado es igual 
al producto de los cosenos de los otros dos lados , más 
el producto de los senos de esos dos mismos lados por 
el coseno del ángulo opuesto al primero . 


4 
¡cosb = cosacosc + senasenccosB) 
[cose = cosacosb + senasenbcosC] 


B € 


LEY DE COSENOS 


PARA LOS ANGULOS 


En todo triángulo esférico el coseno de un ángulo es 
igual a menos el producto de los cosenos de los otros 
dos ángulos , más el producto de los senos de esos dos 
mismos ángulos por el coseno del lado opuesto al 


primero , A 
lcosA = — cosBcosC + senBsenCcosa] ,, b 
[cosB_= — cosAcosC + senBsenCcoab] 
[6050 = — cosácosB + senAsenBcosb] = 
B Cc 
APLICACIONES DE LA 


TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA EN 
ASTRONOMIA Y NAVEGACIÓN 


El trabajo de ¿un navegante consiste, 
fundamentalmente, en llevar una embarcación de un 
lugar a otro con' seguridad para las personas y las 
mercancías que transporta. Esta tarea se ha realizado 
desde muy antiguo trazando la trayectoria a seguir 
sobre una carta de navegación (mapa) que represente 
la zona donde se navega, determinando cada cierto 
tiempo la posición de la embarcación y representándola 
en dicha carta, de manera que se puedan hacer las 
correcciones oportunas para seguir la trayectoria 
previamente decidida. De esto'se deduce que hay dos 
aspectos fundamentales a tener en cuenta; las técnicas 


los rudimentos del uso de la Astronomía: para 
determinar la posición en el mar. 


Un ejemplo interesante del uso de la astronomía en la 
navegación es el método utilizado para la 
determinación de la LATITUD por medio de la altura 
de la estrella Polar. Como sabemos la Tierra gira 
alrededor de un eje de rotación que está orientado, 
aproximadamente, hacia la estrella Polar, la cual está 
tan lejos de nosotros que podemos considerar que todas 
las visuales trazadas desde cualquier punto de la Tierra 
hasta ella son paralelas, lo que nos permite deducir, 
como se ve en la siguiente figura, que el ángulo de 
latitud coincide con el ángulo de elevación (altura) de 
la Polar sobre el horizonte: 


ALTURADEL POLO SOBRE EL 
LATITUD «45 


¡ue alado dela Tona es una 
"esrecite" en, 
Comparación con la tancia otro 
lcerio de la Tano Polo 

Cast ¡Acrommacamerte 
Evmeda Pol 


LA TIERRA 


Al analizar a la Tierra , es decir, al hacer cálculos de 
distancia entre puntos sobre la Tierra consideramos 
a ésta como una esfera de 6370 km de radio. 
Básicamente tenemos que recordar que el movimiento 
rotacional de nuestro planeta, tiene como ejes de 
rotación al diámetro que pasa por los polos Norte(N) y 
Sur(S), además da una vuelta completa en 24 horas. 
Esto es, tarda 24 horas en girar 360” (cada hora gira 
15”). Debemos recordar que el tiempo de 24 horas para 
que la Tierra dé una vuelta completa es una 
aproximación, ya que lo real es que dicho giro serealiza 
en 23 horas, 56 minutos y 4 segundos . 
ECUADOR : 


Círculo máximo en la superficie de un cuerpo, definido 
por la intersección de la superficie con el 2200 del 


ecuador. — potonorte 


Pola sur 
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MERIDIANO 2 


El meridiano de un lugar (A) es la semi circunferencia 
de la Tierra que pasa por los polos Norte y Sur. 


Eje polar 


Meridianos 


RUMBO : 

Cuando un navío o aeroplano recorre un arco de 
circunferencia máxima entre dos puntos, su rumbo es 
el ángulo que el recorrido forma con el meridiano del 
navío o del aeroplano (El rumbo se mide a partir del 
norte y con el sentido horario). 


SISTEMA DE COORDENADAS 
GEOGRÁFICAS 


El Sistema de Coordenadas geográficas determina 
todas las posiciones de la superficie terrestre, mediante 
las coordenadas latitud (5) y longitud ( A.) 


LATITUD (5) 


Es la distancia esférica (medida en su meridiano) que 
hay desde la línea ecuatorial hasta el círculo paralelo 
que contiene al lugar en observación, varía de 0? a 90% 
y hacia el norte o el sur. 

LOXGITUD (A) 


Es la distancia esférica que hay desde el meridiano de 


Greenwich (Inglaterra) hasta el meridiano que pasa 
por el lugar de observación, varía de 0” a 180” y hacia 
el este u oeste. 


NOTA : 


La distancia (d) más corta entre dos puntos situados 
sobre la superficie de una esfera es el menor arco (0% a 
1807) de circunferencia máxima. Para dicho cálculo se 
puede utilizar el triángulo esférico . 

My Ñ 


PROBLEMA 1: 


Determinar en cuántos de los siguientes casos existen 
un triángulo esférico cuyas partes sean: 


DA=60 ; B=70 ;¡C=90* 
DA=60 ; B=116" ;C=1465 
IDA=60 ; B=20" ;¡C=90" 
RESOLUCIÓN : 


* Recordar las condiciones de existencia : 
180”<A+B+C < 540" O '+a+b+c< 360” 


* Además debemos asegurarnos a<b+e 
de la existencia del triángulo y b<a+e 
de su polar. e<a+b 


»CASOI: A=60" ; B=70" ; C=90" 
>2>A+B+C=220 vaucaasss Cumple 
* Su Polar: a*= 120"; b* =110* ; c* =90* 
>24a'+b'+e0* = 320 voccarnoore Cumple 
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lemás : 120” < 110" + 90%, 
E 110* < 120” + 90" 
907 < 1207 + 1107 ccaaararoro».Cumple 
*CASOM: A=600; B=115 ; C=145 
bs >A+ B+C=320". Cumple 
*SuPolar: a'=120%; b'=65"; c'= 35" 
> a+ b'+c” = 320 vecmoromo. Cumple 
* Pero: 120% > 654 Zemcrmmmo.. No Cumple 
* CASO III: A=60; B=20"; C=90" 
>A+B+C= 170 oncaraoncar No Cumple 
> sólo existe en el CASO I 
PROBLEMA 2: 


El exceso esférico de un triángulo trirrectángulo es 
E. Calcular : 


K=sen 3 xtan 3 +esc Exsec "o" 


RESOLUCIÓN : 
* Sea ABCel triángulo esférico ,como es trirrectángulo: 
A=B=C=90", 
* luego el exceso : 
E = 90” + 90" + 90” - 180” > E = 90” 
*Nos Piden : 


2(90%) 


xtan +csc90” x sec 


K=sen 

>K = Sen30'Tan45"+Csc60” 
1 5 

>K= orme- 


PROBLEMA 3 : 


En un triángulo esférico ABC de lados a , b y e. 
Determinar el valor de: 


= cos(a+b+c)cosE 
cos(A+B+C) cosE' 
donde E y E” son los excesos esféricos del triángulo 
ABC y su polar respectivamente . 
RESOLUCION: 
* Sabemos: E =A +B +C- 1807 2 


=>4+ B+ C = 180'+ E 
*'Tomando ““cosenos” : 
0 cos(A+B+C)= cos(180%+ E) 
“cos(A+B+C)=- CosE 
* Para el triángulo Polar: E'= A'+B'+C'-180* 
=E'=(180”- a) + (180 - b) + (180”- e) -180 


>a+b+c=360"- E” Fea 
* Tomando “cosenos” : 
cos(a+ b+ c)= cos(360”- E') 
> cos(a+ b+ c)= cosE" 
*En “M”: M= (cosE') cosE 
3 e (— cosEJcosE' 
EJERCICIO : 
Se tiene el triángulo esférico ABC, tal que a =30", 
b=42", c=48". 


Determinar “n.” en la relación : n Sypp=S 


* Donde: 
Sans = Área del triángulo polar de ABC 
Ss = Área de la esfera que contiene a ABC 
RESOLUCION : 
Triángulo ABC:.a =30";b =42";c = 48” 
> Perímetro: P = 30"4+ 42%4+ 48"= 120? 
* Sabemos : p' = 360* - P.... (Exceso del Polar) 
* Reemplazando : E*= 360”- 120*= 240? 


* área del Polar : 


AR? 


2 
Symo= ER 


180” 3 
* área de la Esfera S = 4xR* 
* Pordato: nSygc=S => m2 (222. 41R*>n=3 


PROBLEMA 4: 


Los lados de un triángulo Polar A*B*C* están en 

progresión aritmética . Si el lado intermedio mide 100". 

Hallar el área apróximada del triángulo ABC, si el 

radio de la esfera mide /42m 

RESOLUCIÓN : 

* Triángulo A*B'C*”: lados en Progresión Aritmética 

a,b,c 

á o a' = 100” — razón 
Por dato : b' E Ed LS 


* Sumando :a'+ b'+ c'= 300” => P'= 300? 


“Sabemos: E = 360” -P'>E= 360 - 300? 
=> E= GO encino. Exceso de ABC: 


2 
E San E ; R=/42m 


q LE m)? x 60? 
180 


> Sanc= 
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tomando «=> tenemos z 


2 
A 


PROBLEMA 5: 


El perímetro de un triángulo esférico es 335”. Hallar 
el máximo valor entero que puede tomar la relación 
entre su área y la de su triángulo polar . 


RESOLUCIÓN : 
* Sea ABC el triángulo esférico y A*B*C? su polar, 
piden el valor máximo de : 


* Simplificando : RE E 


* Perímetro ABC: P = 335" 
> E= 360 - P > E' = 360" - 335" > E'= 25" 
E 
* Reemplazand: DD: K==“- 
pl lo en (1) : K: > 
* Sabemos 0” < E < 360" 


0” _E _360* 
> 2 3 > 0 <R=144 


* Luego el máximo valor entero de “K”: K=14' 
PROBLEMA 6: , 


En un triángulo esférico ABC de exceso E y perímetro 
P, cuyo triángulo polar A*B'C” tiene exceso E”. 
Reducir: y 

M= cos(E'+P)+sen(A+B+C - 90%) 


1-sent 
e 


RESOLUCIÓN : 
* Sabemos : E” = 360” P 
>E'+P = 360" 
* Tomando “cosenos” : cos(E'+ P)=c08360" 
>cos(E'+ P) =1 voces (1) 
* Además: E =A + B + C- 180” 
* Luego: A + B + C- 90%= 907+ E 
* Tomando “senos” : 
sen(A + B + C- 90”) = sen(90”+ E) 
* por reducción : 
sen(A + B + C- 90%) = cosE cusco. (1) 


* (Da(ID) en “M”: 


E 

ASA 2c0s* = 
Ma > -— $ a 

1- sen 3 cos” 


PROBLEMA 7: 


Siendo : a , b , e medida de los lados del triángulo 
esférico ABC . A”, B”, C* medida de los ángulos del 
triángulo suplementario de ABC . Reducir : 


K=*98naxc08 A' + senbxcosB'+senc x cosC' 
cosa xsenA'+cosb x senB'+cosc x senC*' 


RESOLUCIÓN : 
* De los datos del problema : 
ABC y A'B'C” : Suplementarios 
entonces : a+ A'=180" 
E senA' = sen(180”-a)= sena 
a 100 altera, = cos(180” - a)=-cosa 
* Por analogía : 
SenB'=senb ;senC'= senc 
cosB' =-cosb ;cosC'= cosC 
* Reemplazando : 
K= sena( — cosa) +senb( — cosb) +senc( — cose) 
cosa(sena)+cosb(senb) +cosc(senc) 
(sena cosa + senbcosb +senccosc) 
senacosa + senbcosb + senccose 
PROBLEMA 8 : 


Hallar el área máxima de un triángulo esférico ABC, 
en el cual su exceso varía según : E=90(1 - 2x) ; 


R: Radio de la esfera 
RESOLUCION : 


AR? 
1807 


E = 90"x(1- 2x) 
* Reemplazando: S= 


>K= >K=1 


* Sabemos S= 


xE en el problema : 


* Para que «S» sea máxima , dado que 4%” es constante 
, entonces : (x— 2x*) tiene que ser máximo . 
* llamando Á =x- 2x* , completando cuadrados : 
ES -2141),1 
A= 2(= ale 
*luego 
1 


1 1Y 1 Ea! 
A ¿-2(=-3) > ÁAmax ¿(+ De 


EDITORIAL RUE) 


*Reemplazando en (1) : 


_aR? 

me 
PROBLEMA 9 : 

Se tiene dos triángulos esféricos pertenecientes a la 


misma esfera , si su relación de áreas es de la 3. 
Calcular: Cos (3P'- P;) 
Siendo : P'yP,, los perímetros de los triángulos 


polares a los triángulos esféricos citados anteriormente 
, respectivamente . 


RESOLUCION : 
*Sean S y S, las áreas de los triángulos esféricos : 


ARE 
*Luego: S_1_ 18 _1_E_1 
S; TA sE, 3 
1801 
*como: [E =360* — P' 
tendremos ; 240 =E Len espa 
360 - Pj 3 


> 1080" - 3 P'= 360" - P', >3P'-P',= 720" 
*Tomando “cosenos” : 
cos(3 P'— P')= cos720” > cos(3P'- 


PROBLEMA 10 : 


En un triángulo rectángulo ABC, (C = 90”) Indicar 
lo incorrecto : 


i) sena = senA senc 
ii) tanb = 
di) cosA 
dv) cose = 
v) tanA = 
RESOLUCIÓN : 
*Analizando cada caso en el triángulo de referencia de 
ABC,con C = 90*: CO-B 
CASO TI: 


P')=1 


tanB sena 
senB cosa 
cigA ctgB 


cosB tane 


i) Señalemos los tres elementos que Sa en 
la proposición a analizar : 


sena = senAÁ sene E 
11) Tomando como parte señalada a “a”, luego: Partes 
Opuestas : “CO - A” y “CO-=c” 
iii) Aplicando la 2" Regla de Neper : 


“El seno de la parte señalada es igual al producto de 
los cosenos de las partes opuestas” 


sena = cos(CO - A) cos(CO - e) 


¡sena = senAsenC lam. .. (correcto) 
PROBLEMA 11: 


En un triángulo esférico ABC, B = 90”; se conocen 
los catetos “a” y “C”. Hallar la hipotenusa “b”. 


RESOLUCIÓN : 
*Graficando el triángulo de Referencia : 
co-a 


Oo 


co-A O 
*Señalando los elementos datos eincognita, ytomando 
como parte “CO -b” 
2% Regla : sen(CO - b) = cosacose 
* De donde : 


“En un triángulo esférico rectángulo , el coseno del 
lado hipotenusa es igual al producto de los cosenos de 
los lados catetos”. 


PROBLEMA 12: 


En un triángulo esférico rectángulo ABC, rectoen B 
, la expresión 


tan(* 5 Stan 5) es equivalente a: 


RESOLUCION : 
*Sabemos que : 


e =oo(25) 


R= 222 - cos b 
cos e + cos b 


*DATO : Arsrerico ABC : B = 90? 


Por Propiedad ; 
*Luego : 


> |¡atan* 5] 


PROBLEMA 13: 


En un triángulo esférico rectángulo ABC , recto en 
B, reducir la expresion : 


E = cosbtana escA — cosb tanacigA 
NOTA : a, b y e son los lados del triángulo esférico . 
RESOLUCION : 


DATO: sesrenico ABC:  B=90* 
co-C 
(O) 
Co), 
0 ¿e 


Señalando los elementos de “E” 

* Tomando como parte “e” 

1ra Regla : senc = tana tan(CO - A) 
sene = tanacigA : 

* Tomando como parte “a 


2da Regla : sena = cos(CO - bh )eos(CO - A) 
senc = tanb senA 


* Además, por Propiedad : cosb=coca cose 
*Nos Piden : 


E= OS —cosb tanactgA 

*Reemplazando : 

E=(cosacose) Cená) caca - cosbísenc) 

*Simplificando : E = senbcosc - cosb sene 
¡E =sen(b — e) 


Reducir en un triángulo esférico rectángulo ABC, 
(C =90") 


sen(c + ajsen(c — a) 
pie cos* Asen*C 
RESOLUCION : 
DATO : C = 90”, luego del problema : 
N=sente + aJsen(c — a) 
cos* A sen* 90? 
*Por propiedad : 
sen?c— senta 
cos" A 
DATO: A esperico ABC : C = 907 


Señalando los elementos de (*) y tomando como parte 
“q” 


2da Regla : 
sena = cos(CO - c)cos(CO - A) 
sena = sencsenA 
sena = sen*esen*A 


N= eronrrercccorescenoos 


(*) 


CO-B 


PROBLEMA 15: 


En un triángulo esférico ABC , recto en C , el lado b 
mide 60”. Reducir : 
sectb — sen?A 

cscte 


Z= 


RESOLUCION : 

Señalando los elementos del Problema y tomando como 
parte a “CO-A” 

1era Regla : 


TRIG ESFERICA 2 
fura tanb tan(CO -c) 
q cosA = Panbetge emm. (1D) 


IE THLA 


. Co-B 
a e 
E 
(UD) 
AE 
*Del Problema : 
zosecto—senA _ tanto + 1- senta 
escte escto 
tan?b — cos A 
>Z= $ 
cac*e 
*Reemplazando (1) : 


Z= tan*b + tan*betg?o 
escte 


*Factorizando y por identidad en el denominador : 


_tan?b(1+ ctg*e) 
I+etg?o 


*Reduciendo Z= tan*b 


Dato : Z= tan*60'=/3*= 3 
PROBLEMA 16; 


En un triángulo esférico rectángulo ABC. (B=90"). 
Indicar el equivalente de : 


G= ctg*b tan*c+ cos*C secte 
RESOLUCION: 
DATO : Ane esférico, B = 90%, dibujando su 
triángulo de referencia ; 


CO-C 


A) =tan(CO - b) tane 


> cosA = ctgbtans E 
> etg?btante =cos*A camaras (1) 
di) Tomando como parte a “CO-—C” y aplicando 2da 
Regla : > 
> sen(CO -C)-Cos(CO - Ajeose 
> c08C = senÁcose 
> cos*C = Sen?Acos?e ..... 


aensaso (1) 


*Reemplazando (1) y (11) en “G”: 
G =cos*A + sen*A cos*e sec*e 
1 
>G = cos A + sen? A 
>G=1 
PROBLEMA 17: 
ABC es un triángulo esférico de hipotenusa “e”, 
Reducir : ; 
K=(cos*B + sen*a sen*B) (ctg?A + esc*C) 
RESOLUCION: 
DATO : *c” Hipotenusa > C = 90” 
luego: eseC = ese 90 = 1 
*En el Problema : 
K=(cos*B + sen*a sen*B) (ctg?A + 1) 
=> K=(c0s*B + sen*asen* BJesc?A secre (1) 
DATO: A pseruico AB=C = 90" 
*Señalando los elementos de (1) y tomando como parte 
“CO-A” 
2% Regla : 
sen(CO - A) = cosa cos(CO — B) 
cosÁ = cosa senB elevando al cuadrado : 
> cos" A = cosa sen*B 
> cos*A = (1- senta) sen*B 
>co0s*A =sen*B - sen?a sen*B 
> sena sen*B = sen?B — cos? A 


CO-B 


CO< 
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*Reemplazando en (1) : 
K= (cos*B + sen*B —cos*Ajcsc* A 


> K= (1 — cos*Ajesc*A = sen*Acsc?A 
>K=1 
PROBLEMA 18 : 


En un triángulo esférico rectángulo ABC , recto en 
“*C”. Reducir : 

E = (1 - cos2A) (1+ cos2b) (1+ tan*B) 
RESOLUCION : 
* De la trigonometría Plana : 


1 — cos20 = 2sen*9 
14 cos20 = 2sen*0 
* Aplicando : 


E = (2sen* A)(2c0s*b)(sec* B) 
> E = 4(senAcosbsecB)2 oncocicommmoo .. (1) 
* Graficando el triángulo de referencia de ABC, con 
A! CO-B 


CO-e 


CO-A E 


*Señalando los elementos de (1) y tomando como parte 
a “CO-B” y aplicando 

Ira Regla de Neper : 

sen(CO - B)= cos(CO - A) cosb 

cosB = senA cosb 

*Reemplazar en (1) : E = 4(cosBsecB)* 

* Por la identidad : E = 4 


PROBLEMA 19 : 

En un triángulo esférico cuadrantal e isósceles tiene 
sus lados “b” y “e” iguales a 60”. Calcular el ángulo 
“gr. 

RESOLUCIÓN : 


* Graficando : o -e 


90 (cuadrantal) 


* De la ley de cosenos : 

cosb=cosacosc + senasenesenB 
* Reemplazondo datos ; 
cos60”=c0860"c0s90+ sen60"sen90” cosB 


1-1 348 1 
35307 lxc0B > cos B Y 


PROBLEMA 20 : 

En un triángulo esférico ABC , se tiene : 

A =60", b=30", B=45 
Hallar la medida de lado “a”. 
RESOLUCIÓN : 


sena _ senb 


* De la ley de Senos : 


* Reemplazando Datos : 


[ha 


sena ¿Senso? sena 2 Ye 
sen6o” send” E > a 4 


ño 


* Luego: 


ajaresen do > [aza7as7T] 
ay=180" — are sen > |a¿=142"14'20" 


(Dos Soluciones) 

OBSERVACIÓN : 
Dados los datos A, B,b y la incognita a 
¿JSi b<90",A < 90” y A > B> 2 soluciones para “a”. 
1i)JSib>90”, A> 90” y A<B> 2 soluciones para “a”, 
PROBLEMA 21 : 
Sabiendo que a +b+e=170* 

a-b=30" 

a-c=40" 


Hallar una expresión que nos de el valor del ángulo 
“A”, de un triángulo esférico ABC . 


RESOLUCIÓN : 

Dato : 

a+b+e=lOeccnicn. reos (1) 
ES A 1) 
a — 0= 40 semcccacoesseos (UI), 


* En (1) : 80”- b=30">b = 50" 


Sumando: Za = 240? 
>4a=80 
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=40" >0c =40" 


*En (111) :'80*=b 


> cos80* = cos50”cos40” + sendO'send0"cosA 
* Multiplicando por 2 : 
2c0880=2c0850"c0840"+ 2senb0'sendO” cosA 
2sen10”=(cos90"+c0810")+(c0810” — cos90”).cosA 


* E 
2sen10* = cos10” + cos10”cosA 
> 2sen10” = cosl0” (1 + cosA) 
> 2tanl0” = 1 +c0sA 


*De donde :CosA = 2tan10”- 1 
> |A=are cos(2tan10” — 1) 
PROBLEMA 22 : 


En un triángulo esférico ABC, de lados 
b=37, c=59. 


Hallar el valor de: M=cosasec* : 


RESOLUCION : 


* Nótese que la expresión “M” esta en función del 
lado “a” y el ángulo “A”. 


* De la ley de cosenos : 
cosa = cosb cose + senbsenecosA 
*Dato: b=37";c=53 
cosa = cos37"cos53”+ sen3Tsenb3"cosA 


EIA 
og TT; Bis 
* Luego : 
= (11088) > cosa=3 Ex 2008" E 
* Despejando ; 
cosa _24 A 
7 5 > cosasec* S= 0,96 
2 
PROBLEMA 23 ; 


En un triángulo esférico ABC se cumple : 


e=2a ; b- =0=arecosZ. 


Hallar el perímetro de dicho triángulo: 
RESOLUCIÓN : 
* Piden: 


P=a+b+c >P= a +2a =P=3a ES 
Dato 


* De la ley de cosenos : ay 

cosa = cosbcose + senb senecosA 
*multiplicando por 2: 

2cosa = 2cosb cosc+2senbsenccosA 
*Transformando de producto a suma ó diferencia : 


2c0sa = (cos(b + c) + cosíb — c))+ (cos(b - e)- 
cos(b+c))cosA 


*Reemplazando datos : 


* pero :lenega = acosta 1] 
2c0sa=(200ata - 15)e(5- (2costa 1D) 
3 3 2 


> 2cosa=2c0s*a A - cos%a > 2eosa=cos a 


> cogsa(cosa — 2)= 0 
i) coa=0 > a =90" 
ii) cosa =2 => no cumple 


* Reemplazando : 
P = 3(90) > P=270* 
PROBLEMA 24 : 
En un triángulo esférico ABC , se tiene: 
a =b=c= 8; Hallar el valor de : 
_esc*0 - versB 
cígOcoscó 
RESOLUCION : 
*De los datos : 
Ley de cosenos : 
eosb = cosacose + senasene cosB 
cos9=cos0cos0+ senOsenOcosB 


cos9= cos*09 + sen*9cosB mmmcioceronssrnos (1) 
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* Nos piden 
1 
escto —versB _ sen”, - (1 - coaB) 
ctgO esco E 2) 
se se, 


1-sen?0 + sen*9x cosB 
Pa 
a EA 
sento 
cos*0) + sen*9cosB 
coso 
cos*9 + sen*O0cosB 
cosO 


> p= HU 


* Luego : P= 


*De Mm: P= 2-1 


PROBLEMA 25 : 
Reducir en un triángulo esférico ABC : 
cos(A+b)- cos(a+B) _ 
cosí(A — b) — cos(a — B) 
RESOLUCION : 
* Piden : 
3 cos(A+b) — cos(a+B) 
cos(A — b) — cos(a — B) 
* Desarrollando : 
cosAcosb — senAsenb — (cosa cosB — senasenB) 


K= cosA cosb+senAsenb — (cosacosB+ senasenB) 


* Agrupando convenientemente : 


(cosA cosb — cosacosB)-— (senasenB — senAsenb) 
(cozAcosb — cosacosB) — (senasenB+ senAsenb) 


* De la ley de Senos : 


M= (1 


——=— => senasenB=senAsenb 


m=[cosácosb - cosacosB) — (senAsenb — senAsenb) 
(cosAcosb — cosacosB)- (senAsenb — senAsenb) 


* Luego : 


_ “osAcosb — cosacosB _ 
cosAcosb - cosacosB 

PROBLEMA 26 : 

En un triángulo esférico ABC, a que es igual : 

R=“os2acos2B —cos2acos2A 

cos2b cos2A —cos2bcos2B 

RESOLUCION : 

* Recordar: cos2x = 1- 2sen*x 


M: 1 


*+ En el problema : 
p=(1-2een*a)(1— 2sen*B)-(1-20en*a) + (1-2sen* A) 
(1 2senTb)(1- 2senT A) -(1= 2sen*b) + (1-2sen*B) 
R= 1-20en*a — 2sen* B+4sen*asen* B - 1+2sen*a+1-2oen* A 
" 1-2s0n b—2eenTA + doen been" A— 142sen"b+1-2sen*B 
* Luego : 
R=lL- 2sen*A — 2sen*B + 4(sena senB)* 
1 — 2sen*A — 2sen*B + 4(senbsenA)? 
* Sabemos de la ley de Senos : 


——=—— => senasenB=senbsenA 
*En “R”: 
p=1-2sen*A— 2sen*B + 4(senbsenA)* 
1- 2sen*A — 2sen?B + 4(senbsenA)? 
* Simplificando : R=1 
PROBLEMA 27: 


En un triángulo esférico ABC, el ángulo A mide 120". 
Reducir ¿Mg PO RtooHO= el E9otO ==) 

cosa 
RESOLUCION : 


* Desarrollando los compuestos , y en el denominador 
3 
por ley de cosenos : are sen [3 


* Efectuando , tenemos : (Dato: A = 120”) 
4Acosbcosc — 2senbsene 


* Factorizando “4” en el numerador : 


4| cosbcose— 3eenbaene) 
PE rd zos 


cosbcosc — 3*enbsene 
* Simplificando : K=4 
PROBLEMA 28 : 
En un triángulo esférico ABC . de lados a ,bye. 
Hallar la medida relativa al lado AB. 
RESOLUCIÓN : c 


ATRIGONOMETRIA ESFÉRICA 4 
NO 

* Del triángulo ABC : 

e08a = cosbcosc + senc senccosA 
* Despejando : 

cosA= 2992 - cosbeose 


* Del triángulo sombreado : 
cosm¿= cosbcos 5 + senboen 5.cos A 

*De (1D): 

cosm¿= cosb cos + senbeen < 


errar! (1) 


cosa — cnteose) 
senbsenc 


¡=cosb € rsen<| cosa oe 
2 2 Zeen 7 008 


*Simplificando y dando M.C . M.: 
cosb( 2008" 5)*cosa -cosb cose 


= 2c0s£ 
2 
_cosb(1+cosc)+cosa — cosbeose 
(3 


* Efectuando : 


En un triángulo esférico isosceles ABC, (AC=BC) 


secumple: Cosc-—4cos(a +b) =3 
Hallar el valor de la mediana relativa al lado 
AB (mg < 90”). 
RESOLUCIÓN : 
* Del problema anterior : ema 22D Loose. 
2008 £ 
2 
Cc 
5 a 
* Dato: 
2c08a 
a=b > cosmp¿= - 
20085 A e 
53 cosa 
o ss els Ca 
; 2 


pure — 4eos(a + b)=3 > cosc— 4cos2a=3 
A , 


sf 


* Por ángulo doble : (2e0s* 5)- 4(2c08*a -1)=3" 


> 2eos* = -8c0s%4+3=3 


* De donde : cos* 2 = 4eos*a > cos 7 =+ 2c08a 


> cosmp=+2 


* En (1) :cosmy=% 7 


a 
+2cosa 


* Como : m¿< 90” > cosm¿=1/2 => m¿=60* 


(PRIMERA 


IPRACTEANDIRIGIDA 


(69 El de un triángulo trirrectángulo es “E”. 
Determinar : ETE E 

K= ser 300 38 
AJI  B)2+V/3 C)2-/3  DIJ/3+1 EJ/3-1 
(3 El triángulo esférico ABC , tiene exceso esférico 
igual a “E”. 
Determinar: cos(A+B+C)secE 
AJ1 B) -1 c)0 D)F.D. E) NA. 
((3) Determinar el perímetro del triángulo polar del 
triángulo esférico ABC , si: 


A=6719 ; B=4829 ; C=27717 
A) 34640" B) 34545" C) 34655 
D) 34055 E) 34755 


(EB¿ Qué parte del área de una esfera de radio 10 esta 
limitada por el triángulo esférico cuyos ángulos son ; 
A=150" ; B=138" E C=132? 
A)1/2 B) 1/3 C) 1/4 DJ15 E) 1/6 
(03) Los lados de un triángulo esférico ABC, miden a 
= 45, b = 60”, e = 46”. Hallar el área del triángulo 
polar correspondiente, si el radio esférico mide 6 (Dar 
la respuesta aproximada) 
A)100  B)112 C) 132 D) 142 E)152 
(03) Si el perímetro de un triángulo esférico es 300”, 
Calcular la suma de todos los valores enteros que puede 
tomar la relación entre su área y la de su viene] 
polar. 
A) 18 B) 15 C) 20 D) 25 7 14 
(042 Sean ABC delados a ,b,c y 4'B'C'deéngulos 
A”, B*, C* dos triángulos suplementarios .. 
Reducir ; > 
M=tanacigA!+tanbctgB'+tancotgO” 
AI Bj2 C)3 D)-3 e 2 
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ATHIGONOMETRIA4 
(63) Sea el triángulo esférico ABC , de área S y 
perímetro P, y A*B'C” su polar correspondiente de 
área S* y perímetro P”. 
Entonces S/S” es equivalente A: 
360” - P 360" + P 360" — P' 
Asp + pr =p 
360" + P' P 
Dr + P E 


(649) Reducir: E = cosB' cosC'tanBtanC 
Si A*'B'C? es el Polar de ABC, A = 90". 


A)costa  B)sena C)etga D)J1  Ejtana 
(19 De un triángulo ABC, su Polar es A'B'C”. Reducir 
senA'+senB' 
E ( senA+senB Juno 
A)senC? B)1i  C)escC D) esec E) senC 


O En un triángulo esférico rectángulo ABC , recto 
en C, el equivalente de: K = cosBescAsecb es 
A)2 B)3 C)1 D)-1 E) 1/2 
(3) De un triángulo esférico , rectángulo en €, reducir: 
K= senB tanbsenc 

senbtane 
C)tanA D)cosA E)tana 
(3) En un triángulo esférico rectángulo isósceles , 
cuyos cetetos miden 45”. Hallar el valor aproximado 
de: «cfgx + esex», siendo ““x” la mediana relativa a 
la Hipotenusa , 


A) x/2 B)2 Cjx D)3x/2 Eja-1 
(A)Reducir en un triángulo esférico ABC . 

P= (senacscA - senbesceB)(senbescB - senceseC) 
AJ1 B)-1 Cc)o D) sena E) senc 
(6) En un triángulo esférico ABC, Reducir : 


A)sena  B)cosa 


R= (cos2A +c082b) — (cos2a+c0s2B) 
cos” Acos*b)-—cos*acos?*B 


A)J1 B)-1 C)2 D)-2 E)J3 
(Q) Reducir en un triángulo esférico ABC . 
K= senta+sen*b + sente | cscta 
cos2A+cos2B+c052C -3 Jl esc?A 
A)-1 B) -1/2 C)2 D) 1/2 E)-2 


(|) Reducir en un triángulo esférico ABC . 


F= 1+ cos2a — cosAsen2bsen2c 
—(1+cosa)(1+cos2c)+(1— cos2b)(1- cos2c)cos? A 


A)2 B) 1/2 C)4 D) 1/4 E)8 
(43) Hallar el área de un triángulo esférico cuyos lados 
miden 90", 90” y 60”, sabiendo que el volumen de la 
esfera que lo contiene es36 x unid? 
A)2xunid* B)3xunid* 
D)6xunid? E)9xunid” 

(9 En un triángulo esférico ABC , se tiene que su 
semiperímetro es “p” , Transformar : 


C)4 runid? 


K= sen(p—b)sen(p-—c) 


8suA 
A) sena D) senbsene C) 2senbsene 
D) 2sena E) cosa 


E0)En trigonometría esférica es muy usada la función 
semisenoverso, que se define : ssv0== (1 — 0080) 
Usando lo anterior , reducir de un triángulo esférico 


ABC: 


E = ssv(b—c) +senbsencssvA 


A) ssv(b+c) BJssva 
D) 28ssv(b+e) EJssv(b+c-a) 


C) 2ssva 


€EDDe un triángulo esférico ABC, recto en A; reducir: 


M=J2 cosbcose 

V2as00+ 

A)senA B)senA/2 C) senAj4 D) cosA E) cos A/4 
€2 En un triángulo esférico ABC : a=120" ; 
b = 120” ; e = 60” Hallar el arco altura , relativo al 


lado “a” 

2 1 1 
AJare sen [2 Bare sen [2 Care sen 
D)are sen [2 E)are sen E 


3) ¿Qué parte representa el área del triángulo esférico 
ABC bicuadrantal del área de la superficie de dicha 
esfera? , Además el lado desigual es 60%? 

A) 1/8 B) 1/15  C)2/9 D) 1/12 E)3/11 


z) En un triángulo rectángulo esférico ABC recto 
enC,si A=60", B=45" , obtenga el lado a” de su 
respectivo triángulo polar A*B*C”. 


A) 100”  B) 120” C) 80” D)45” — E)150* 


AS MAXI_ A EZ 3 
MUERA ON 


2D 
(8)819)13 20)1 
21)B) 


o 0.00000 
1 0.01745 
2 0.03490 
3 0,05234 
4 0.06976 
5 0,087 16 
6 
7 
8 
Lo 


0.10453 
0,12187 
0.13917 
0.15643 


10 0.17365 
1 0,19081 
na 0.20791 

13 0.224yY5 
14 0.24192 
15 0.25882 
16 0,27564 
17 0,29237 
18 0.30902 
19 0,32557 


20 0,34202 
21 0,35837 
0.37461 
0,39073 
0.40674 
0,42262 
0.43837 
0,45397 
0,46947 
0.48481 


0.50000 
0,51504 
0.52992 
0,54464 
0,55919 
0.57358 
0.58779 
0.60182 
0.61566 
0,62932 


0,64279 
0.65606 
0,66913 
0.68200 
0:69466 
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0.00291 
0.02036 
0,03781 
0.05524 
0,07266 
0.09005 
0.10742 
0.12476 
0,14205 
0,15931 


0.17651 
0,19366 
0.21076 
0.2277 
0,24474 
0,26163 
0,27843 
0.29515 
0.31178 
0,32832 


0,34475 
0,36108 
0,37730 
0,3934] 
0.40939 
0,42525 
0,44098 
0,45658 
0,47204 
0.48735 


0.50252 
0,51753 
0,53238 
0.54708 


=> 0,56160 


0,57596 
0.59014 
0,60414 
0.61795 
0.63158 


0.64501 
0,65825 
0,67129 
0.68412 
0.69675 


0.00582 
0,02327 
0,04071 
0.05814 
0.07556 
0.09295 
0.11031 
0,12764 
0.14493 
0.16218 


0.17937 
0,19652 
0.21360 


0.34784 
0,363789 
0,37999 
0.39608 
0,.41204 
0.42788 
0,44359 
0,45917 
0,47460 
0,48989 


0,50503 
0.52002 
0.53484 
0,54951 
0,56401 
0,57833 
0.59248 
0:60645 
0,62024 
0.63383 


0,64723 
0.66044 
0.67344 
0.68624 
0.69883 


40 


0.00873 
0,02618 
0,04362 
0.06105 
0,07846 
0.09585 
0.11320 
0.13053 
0.1478 1 
0,16505 


0,18224 
0,19937 
0,26044 


0.3007 1 
0.31730 
0.33381 


0,35021 
0,36650 
0.38268 
0,39875 
0,41469 
0.43051 
0.44620 
0.46175 
0,47716 
0.49242 


0,50754 
0,52250 
0,53730 
0,55194 
0.56641 
0,58070 
0.59482 
0.60876 
0,.62251 
0.63608 


0,64945 
0.66262 
0.67559 
0,68835 
0.70091 


30 


0.01 164 
0.02908 
0,04653 
0,06395 
0,08136 
0.09874 
0.11609 
0.1334] 
D0.15069 
0.16792 


0,18509 
0,20222 
0.21928 
0,23627 
0,25320 
0,27004 
0,28680 
0.30348 
0.32006 
0,33655 


0.35293 
0.36921 
0,38537 
0,40141 
0,41734 
0,433)3 
0,44880 
0,46433 
0,47971 
0,49495 


0,51004 
0,52498 
0.53975 
0,55436 
0.56880 
0,58307 
0.59716 
0.61107 
0.62479 
0,63832 


0.65166 
0,66480 
0.67773 
0,69046 
0,70298 


20 


0.01454 
0,03199 
0.04943 
0.06685 
0.08426 
0, 10164 
0,11898 
0,13629 
0.15356 
0.17078 


0,18795 
0,20507 
0,22212 
0,23910 
0,.25601 

0,27284 
0,28958 
0,30625 
0,32282 
0,33929 


0,35565 
0,37191 
0,38805 
0.40408 
0,41998 
0.43575 
0,45140 
0,46690 
0,48226 
0.49748 


0,51254 
0,52745 
0,54220 
0.55678 
0,57119 
0,58543 
0.59949 
0.61337 
0,62706 
0,64056 


0,65386 
0,66897 
0,67987 
0,69258 
0.70505 


10 


0.01745 
0,03490 
0.05234 
0.06975 
0,08716 
0,10453 
0.12187 
0,13917 
0,15643 
0,17365 


0,19081 
0,20791 
0.22495 
0,24192 
0.25882 
0,27564 
0.29237 
0.30902 
0:32557 
0,34202 


0,35837 
0,37461 
0,39073 
0,40674 


0.70711 


A A 


Grados o 10' 20 30 0 s0 60 
0 1,00000 0,99999 0.99998 0.99996 0,99993 1),99989 0,99985 89 4 
Y 1 0.99985  (0.99979  0,99973  0,99966  0.99958 0,9949 — 0,99939 88 
| 2 0,99939 —0,99929  0,99917  0,99905  0,99892  0,99878  0,99863 sd 
3 0,99863  0,99847 — 0,99831 0.99813  0,99795 —0.99776  0,99756 86 
4 0,99756  0,99736  0,99714  0.99692  0,99668  0,99644  0,99619 8s 
5 0,99619  0,99594  0,99567  0,99540  0,99511 0.99482  0.99452 84 
6 0,99452  0,99421 0,99390  0,99357  0,99324  0,99290  0,99255 33 
7 0.99255  0,99219 0.99182  0.99144  0,99106  (,99067 —0,99027 82 
3 0,.99027  0,98986  0,98944  0,98902  0,98858  0,98814  0,98769 81 
9 0.98769  0.98723  0,98676  0.98629  0.98580  0.98531 0,98481 80 
10 0.98481 0.98430 0,98378  0,98325  0,98272  0,98218  0,98163 79 
u 0,98163  0,98107  0,98050  0,97992  0,97934  0,97875  0,97815 78 
n 0.97815  0.97754  0,97692  0,976340  0,97566  0,97502  0,97437 nm 
13 0.97437 — 0,97371 0,97304 — 0,97237  0,97169  0,97100  0,97030 76 
14 0,97030  0,96959  0,96887  0,96815  0,96742  0,96667  0,96593 75 
15 0.96593 — 0,96517  0,96440  0,986363  0,96285 0.96206  (1,96126 74 
16 0,96126  0.96046  0.95964  0,95882  0,95799 —0,95715  0,95630 73 
17 0.95630  0,95545  0.95459  0,95372  0,95284  0,95195  0,95106 72 
18 0.95106  0,95015  0,94924  0,94832  0.94740  0.94646  0,94552 mn 
19 0.94552 0,94457 0,94361 0,94264 0.94167 0,94068 0,93969 70 
20 0.93969 0,93869 0,93769 0,93667 0,93565 0,93462 0,93358 69 
21 0,93358  0,93253  0.93148  (.93042  0,92935 0.92827 — 0.92718 68 
22 0.92718 —0,92609  0,92499  0.92388  0.92276  0,92164  0,92050 67 
23 0,92050  0,91936  0,91822-, 0.91706 0.9159  0,91472  0.91355 66 
24 0,91355 — 0,91236  0,91116-— 0,90996 0,90875  0.90753  0.90631 65 
25 0.90631 0.90507 — 0,90383 — 0,90239  0.90133 0.90007 —0,89879 64 
26 0,89879  0,89752  0,89623  0,89493.-0.89363  0,89232  0.89101 63 
2 0.89101 0.88968 — 0,88835 — 0,88701 0,88566 — 0,88431 0,88295 62 
28 0.88295 0,88158  0,88020  0,87882  0,87743  0,87603  0.87462 61 
29 0,87462  0,87321 0.87178 — 0,87036  0.86892  (0,86748  0.86603 60 
39 0,86603 —0,86457  0,86310  0,86163  0,86015-— 0,85866  0,85717 59 
31 0.85717  0.85567  0,85416  0.85264  0,85112  0,84959  0,84805 58 
nm 0,84805  0.84650  0,84495 0.84339 — 0,84182  0,84025  0.83867 s 
3 0.83867 — 0,83708  0,83549  0,83389  0,83228  0,83066  0,82904 56 
34 0,82904 — 0,82741 0.82577  0,82414  0,82248  0,82082  0,81915 55 
35 0,81915  0,81748  (,81580  0,81412  0.81242  0,81072  0,80902 s4 
36 0.80902  0.80730  0,80558  0,80386 '0,80212  0,80038  0,79864 53 
3 0,79864 — 0,79688  0,79512  0,79335  0,79158  0,78980  0,78801 s2 
38 0,78801 0.78622  0,78442  0,78261 0,78079 —0.77897  0.77715 s1 
39 0.7T715 0.77531 0,77317  0.77162  0,76977  0,76791 0,76604 s0 
40 0.76604  0.76417  0,76229  0,76041  0,75851  0,75661  0,75471 49 
41 0.75471 0,75280  0,75088  0,74896  0,74703  0,74509  0,74314 48 
a 0,74314  0,74120  0,73924  0,73728  0,73531 0,73333 —0.73135 sn 
43 0,73135  0,72937  0,72737  0,72537 0,72337  0.72136  0.71934 36 
4 0,71934  0,71732 0,71529 0,71325  0,71121 0.70916 — 0,70711 45 
60 so 40 30 0 10 o Grados 


Tangente 


10 30 40 so 60 


o 0,00000  0,00291  0,00582  0,00873  0,01164  0,01455  0,01746 89 
1 0,01746  0,02036  0,02328  0,02619  0,02910  0,03201  0,03492 88 
2 0,03492  0,03783  0,04075  0,04366  0,04658  0,04949  0,05241 87 
3 0.05241  0,05533  0,05824  0,06116  0,06408  0,06700  0,06993 86 
4 0,06993  0,07285  0.07578  0,07870 0,08163  0.08456  0,08749 85 
s 0,08749  0,09042  0,09335  0,06629  0,09923 0,10216 0,10510 84 
6 83 
Y, 82 
8 81 
2 80 

79 


0,10510  0,10805  0,11099  0,11394  0,11688  0,11983  0,12278 
0,12278  0,12574  0,12869  0,13165  0,13461  0,13758  0,14054 
0,14054  0,14351  0,14648  0,14945  0,15243  0,15540  0,15838 
0,15838  0,16136  0,16435  0,16734  0,17033  0,17333 0,17633 


10 0.17633 — 0,17933  0,18233  0,18534  0,18835  0,19136  0,19438 

n” 0,19438 —0,19740  0,20042  0,20345  0,20648  0,20952  0,21256 78 
n 0,21256  0,21560  0,21864  0,22169  0,22475  0,22781  0,23087 Tm 
13 0,23087  0,23393 - 0,23700  0,24008  0,24316  0,24624  0,24933 76 
14 0,24933  0,25242 0,25552  0,25862  0,26172  0,26483  0,26795 75 
15 0,26795  0,27107 .0,27419 0,27732  0,28046  0,28360  0,28675 74 
16 0,28675  0,28990  0,29305  0,29621  0,29038 0,30255  0,30573 73 
py 0,30573 — 0,30891 0.31210  0,31530  0,318500,32171  0,32492 nn 
18 0,32492  0,32814  0,33136  0,33460  0,33783  0,34108  0,34433 ma 
19 0,34433  0,34758  0,35085 0,35412  0,35740  0,36068  0,36397 


20 0,36397  0,36727  0,37057 - 0.37388  0,37720  0,38053  0,38386 
21 0,38386  0,38721  0,39055  0,39391  0,39727  0,40065  0,40403 
0,40403  0,40741  0,41081  0,41421  0,41763  0,42105  0,42447 
0,42447  0,42791  0,43136  0.444181  0,43828  0,44175  0,44523 
0,44523 — 0,44872 45222  0,45573  0,45924  0,46277  0,46631 
0,46631  0,46985  0,47341  0,47698  0,48055  0,48414  0,48773 
0,48773  0,49134  0,49945  0,49858 — 0,50222  0,50587  0.50953 
0,50953  0,51319  0,51688  0,52057  0,52427  0,52798  0,53171 
0.53171  0,53545  0,53920  0,54296  0.54673  0,55051  0,55431 
0,55431  0,55812  0,56194  0,56577  0,56962  0,57348  0,57735 


70 
69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
2 
61 
60 
0,57735  0.58124  0.58513  0,58905  0,59297 0,5969)  0,60086 59 
0,60086  0,60483  0,60881  0,61280  0,61681  0.62083  0,62487 58 
0.62487  0,62892  0,63299  0,63707  0,64117. -0,64528  0,64941 s 
56 
55 
54 
s3 
52 
s1 
so 
49 
48 
1 
46 
45 


0,64941 — 0,65355  0,65771  0,66189  0,66608  0,67028  0,67451 
0,67451 . 0,67875  0,68301  0,68728  0,69157  0.,69588  0,70021 
0,70021 0,70455  0,70891  0,71329  0,71769  0,72211  0,72654 
0,72654.:,0,73100  0,73547  0,73996  0,74447  0,74900  0,75355 
0,75355  0,75812  0,76272  0,76733 0.7719  0,77661  0,78129 
0.78129  0,78598  0,79070 - 0,79544  0,80020  0,80498  0,80978 
0,80978 0,8146]  0,81946  0,82434  0,82923  0,83415  0,83910 


0,83910  0,84407  0,84906  0,85408  0,85912  0,86419  0,86929 
0,86929 — 0,87441  0,87955  0,88473  0,88992  0,89515  0,90040 
0,90040  0,90569  0,91099 0,91633  0,92170  0,92709  0,93252 
0,93252  0,93797  0,94345  0,94896  0,95451  0,96008  0,96569 
0,96569  0,97133  0,97700  0,98270  0.98843  0,99420  1,00000 
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57,28 
28,63625 
19,081 14 
14,30067 
11,43005 
9.51436 
8.14435 
7,11537 
6,31375 


5.67128 
5,14455 
4.70463 
4.33148 
4,01078 
3,73205 
3,48741 
3.27085 
3,07768 
2,90421 


2,74748 
2,60509 
2,47509 
2,35585 
2,24604 
2,14451 
2,05030 
1.96261 
1.88073 
1,80405 


1,73205 
1,66428 
1.60033 
1,53986 
1,48256 
1,42815 
1,37638 
1.32704 
1.27994 
1,23490 


1,19175 
1,15037 
1,11061 
1,07237 
1,03553 


343.77369 
49.10388 
26,43160 
18.07498 
13,72674 
11,05943 
9,25530 
¿95302 
6.96823 
6.19703 


5.57638 
5.06584 
4,63825 
4.27971 
3.96165 
3,68909 
3,44951 
3,23714 
3,04749 
2.87700 


2,72281 
2.58261 
2,45451 
2.33693 
2,22857 
2.12832 
2,03526 


1,65337 
1,59002 
1,53010 
1,47330 
1,41934 
1,36800 
1,31904 
1,27230 
1,22758 


1,18474 
1,14363 
1,10414 
1,06613 
1,02952 


so 


171,88540 
42.96408 
24,54176 
17,16934 
13,19688 
10,71191 
9.00983 
7,77035 
6,82694 
6,08444 


5,48451 
4,98940 
4,57363 
4,21933 
3,91364 
3.64705 
3,.41236 
3,20406 
3.01783 
2,85023 


2.69853 
2,56046 
2,43422 
2,31826 
2,21132 
2.11233 
2,02039 
1,93470 
1.85462 
1.77955 


1.70901 
1,64256 
1.57981 
1,52043 
1,46411 
1,41061 
1,35968 
1,311.10 
1,26471 
1,22031 


1,17777 
1,13694 
1,09770 
1,05994 
1,02355 


114,58865 
38,18846 
22.90377 
16.34986 
12,70620 
10,38540 
8.77689 
7,59575 
6,69116 
5,97576 


5.39552 
4,91516 
4,51071 
4,16530 
3.8667 1 
3,60588 
3.37594 
3,17159 
2,98868 
2,82391 


2,67462 
2,53865 
2,41421 
2,29984 
2,19430 
2.09654 
2,00569 
1,92098 
1,84177 
1,76749 


1,69766 
1,63185 
1,56969 
1,51084 
1.45501 
1,40195 
1,35142 
1,30323 
1,25717 
1,21310 


1,17085 
1,13029 
1,09131 
1,05378 
1,01761 


85.93979 
34,36777 
21,47010 
15,60478 
12,25051 
10.07803 
8,55555 
7,42871 
6,56055 
5,87080 


5,30928 
4,84300 
4,44942 
4,11256 
3.82083 
3.56557 
3.34023 
3.13972 
2,96004 
2,79802 


2,65109 
2,51715 
2,39449 
2,28167 
2,17749 
2.08094 
1,99116 
1,90741 
1,82906 
1,75556 


1,68643 
1.62125 
1,55966 
1,50133 
1,44598 
1,39336 
1,34323 
1,29541 
1,24969 
1,20593 


1,16398 
1,12369 
1,08496 
1,04766 
1,01170 


68.75009 
31,24158 
20.20555 
14,92442 
11.82617 
9.78817 
8,34496 
7.26873 
6,43484 
5.76937 


5,22566 
4.77286 
4,38969 
4.06107 
3,77595 
3,52609 
3,30521 
3,10842 
2.93 189 
2.77254 


2,62791 
2.49597 
2,37504 
2,26374 
2, 16090 
2.06553 
1,97681 
1,89400 
1,81649 
1.74375 


1,67530 
1,61077 
1,54972 
1,49190 
1,43703 
1,38484 
1,33511 
1,28764 
1,24227 
1,19882 


1,15715 
1,11713 
1,07864 
1,04158 
1,00583 


57.28996 
28,63625 
19,081 14 
14,30067 
11,43005 
9,51436 
8.14435 
7,11537 
6,31375 
5,67128 


$5,14455 
4.70463 
4,33148 
4,01078 
3,73205 
3,48741 
3.27085 
3.07768 
2,90421 
2.74748 


2,60509 
2,47509 
2,35585 
2,24604 
2,14451 
2,05030 
1,96261 
1,88073 
1.80405 
1,73205 


1,66428 
1,60033 
1,53986 
1,48256 
1,42815 
1,37638 
1,32704 
1,27994 
1,23490 
1,19175 


1,15037 
1,1061 
1.07237 
1.03553 
1,0000 


69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
62 
61 
60 
59 
58 
57 
56 
55 
54 
53 
52 
s1 
50 
49 
48 
ny 
46 
4s 
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TABLAS TRIGONOMETRICAS 


Las tablas matemáticas o tablas que muestran los 
valores que permanecen constantes para argumentos 
específicos , constituyen un cuerpo de conocimientos 
que cada vez se hace más importante, La trigonomotría 
proporciona una excelente introducción para el uso de 
las tablas, 


Puesto que las funciones trigonométricas de un ángulo 
dado son constantes, pueden ser calculadas , formando 
con ellas una tabla. Los valores se expresan 
generalmente en forma decimal con un número 
determinado de cifras exactas. Existen muchas de 
estas tablas; aquí utilizaremos una tabla abreviada de 
cuatro cifras decimales. 


Antes de pasar a las tablas , consideraremos la manera 
de expresar un número con un cierto número de cifras 
decimales exactas. Puesto que en general se trata de 
números decimales que tienen un número infinito de 
cifras , debemos «redondear» para quedar con cuatro 
cifras. Esto se consigue despreciando todos los dígitos 
a la derecha de la cuarta cifra decimal. Si la quinta 
cifra es: 

I) mayor que media unidad del cuarto lugar , se 
aumenta el dígito del cuarto lugar en 1. 

1) menor que media unidad del cuarto lugar, se deja 
el dígito del cuarto lugar sin alteración ; 


II) exactamente igual a media unidad del cuarto 
lugar, 

TlT-a) si el dígito del cuarto lugar es impar, se aumenta 
enuna unidad. 


I1-b) si el dígito del cuarto lugar es par, se deja sin 
alteración. 


EJEMPLOS: 
Expresar los siguientes números con cuatro cifras 


1) 64,347 Respuesta =.64,35 
2) 13,342 =13,34 
3) 7,2345 = 7,234 
4) 7,2375 = 7,238 


(Observar tablas) , es una tabla de las funciones 
trigonométricas de los ángulos agudos de 10 en 10 
minutos, con cuatro cifras decimales . Los ángulos de 
0” a 45? están relacionados en la columna de la 
izquierda y los de 45” a 90* en la columna de la 
extrema derecha. Las funciones trigonométricas 
correspondientes figuran en el encabezado y en los pies 
de las columnas de la tabla. Para los ángulos de la 
columna de la izquierda se leerán los títulos de las 
columnas en la cabeza de las páginas. Para los de la 
columna de la extrema derecha se leerán los títulos 


A 


de las columnas en los pies de las páginas. 
Consideramos las siguientes operaciones 

A) Dado un ángulo, encontrarla función 
trigonométrica. 

EJEMPLO 1 : 


Encontrar Tan 13” 40" 


RESOLUCIÓN : 


Se busca 13” en la columna extrema de la izquierda. 
Se busca 40” debajo de 13", y en esta línea en la columna 
encabezada por ““tan'” en la parte superior de la 
página, se lee 0,2432. ASÍ, tan 13”40'=0,2432. 


EJEMPLO 2: 
Encontrar cos 79” 20" 


RESOLUCIÓN : 

Se busca 79” en la columna extrema de la derecha ,se 
busca 20* sobre 79”, y en esta línea en la columna que 
tiene por pie “cos” en la parte inferior de la página, se 
lee 0,1851. Así , cos 7920'=0,1851. 


B) Dada la función trigonométrica, 
encontrar el ángulo 


EJEMPLO 1: 
Dado Sen 9=0,3283,encontrar 9 


RESOLUCIÓN : 


En la columna encabezada por “sen” se busca 0,3283. 
Este valor encuentra en una columna que está 
encabezada, en la parte superior de la página por 
sen”; por lo tanto se mira hacia la columna de la 
extrema izquierda y se lee 19" 10”. Así 9 = 19e10' 


EJEMPLO 2 : 

Dada cot 9 = 0,4950, encontrar 9. 
RESOLUCIÓN : 

En las columnas que están encabezadas o que tienen 
pies de “*cot” se busca la cifra 0,4950. Esta cifra se 
encuentra en una columna que tiene por pie “cot”, 
en la parte inferior de una página; por lo tanto se mira 
hacia la derecha y en la línea en la columna de la 
extrema derecha , se encuentra el ángulo de 63* 40', 


NOTA: En las columnas de la izquierda de la Tabla, 
los ángulos aumentan cuando se va leyendo hacia 
pe 
se lee hacia arriba. 
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C) INTERPOLACIÓN: 

Si se desea obtener una función trigonométrica de un 
ángulo dado que esté aproximado hasta minutos, se 
hace necesario efectuar la operación de la interpolación. 
Esto se hace por interpolación proporcional o bien 
empleando tablas de partes proporcionales. 
Expondremos la interpolación proporcional, que es 
suficiente para nuestro trabajo. La diferencia entre dos 
valores sucesivos de la Tabla se denomina diferencia 
tabular. La interpolación se verifica tomando las 
apropiadas partes de esta diferencia. 


EJEMPLO 1: 
Encontrar tan 49*33'. 


RESOLUCIÓN : 


Puesto que la tan 49%33' se encuentra comprendida 
entre la tan 49%30' y la tan 49%0', obtendremos 
estos valores y restaremos el uno del otro. 
tan 49 40'= 1,1778 
tan 49 80' = 1,1708 
diferencia tabular = 0,0070 
La diferencia tabular de la función se multiplica ahora 
por la diferencia entre el ángulo dado y el más pequeño 
de los dos escogidos y se divide por la diferencia que 
existe entre los ángulos en la Tabla. Así, 
(0,0070)(33 — 30) 
10 
Esta cantidad se suma ahora a la tangente del ángulo 
más pequeño (49*30') y se redondea a cuatro cifras 
decimales; así fan 49”33' = 1,1729 
El trabajo puede ser dispuesto como sigue: * 
tan 49*30'=1,1708 
tan 49*33'=1,1729 
La diferencia entre los ángulos en esta tabla es 
constante de 10'; la división por 10 solamente requiere 
variar la colocación del punto decimal. 
EJEMPLO 2: 
Encontrar cos 32* 47, 


= (0,0070)(0,3) =0,0021 


Jo,o0zo(0,s) =0,0021 


RESOLUCIÓN : 
cos 32%40'= 0,8418 
cos 32% 47'=0,8408 Jracoioroz1=-oamos 
cos 32 50'"=0,8403 


EJEMPLO 3: 
Dada tan9=0,8312,encontrar 9. 
RESOLUCIÓN : 


Se busca en la tabla en las columnas encabezadas por 
“tan” el valor más próximo a 0,8312. Encontramos: 

tan 39%40'=0,8292 

tanó9 =0,8312 7 00)= 4 

tan 39%50'= 0,8342 
Se resta el valor de la función trigonométrica del ángulo 
menor de la del ángulo mayor y también de la del ángulo 
dado. Se encuentra la fracción de estas diferencias y 
se multiplica por 10 (la diferencia angular). El resultado 
redondeado al entero más próximo es el número de 
minutos que deben ser sumados al menor ángulo. Así, 


0 = 39404 4'= 3944" 


EJERCICIOS 


Calcular el valor numérico de las siguientes 
expresiones ; 


a) sen AL2IUZO" csnmrconsseresmssorRPta: 0,67376 


b) sen 3120625" ... .Rpta: 0,51664 


€) 008 2IZTAD" csnrrrrrcionsenisasesesrmHRpta: 0,93066 
d) cos GELEZO" vumanaoros ansressscrsereesRpEa: 0,41852 


e) tan 731840 vuaraccnsaresmnsiisceresemRpta: 3,81480 


DD ctg 1IS1E2O" evcccnorerarmoeimereisnass Rpta: 3,02270 


g)sen 191015". 


0,02043 
h) tan 0521 eocmreesssessssmmhtpia: 0,01520 
¿)Sen24 12' 15"+ Sen36"42' 25" ........Rpia : 1,0077 
J)Cos61'34'42"4+ Cos53"32'34" ........Rpta : 1,0702 

k)Cos23"16'36"+ Sen25"48'46" ........Rpta : 1,3540 


1 pe +Cos24'48'12" voncacirarosasrosos«RPÍA +1,6185 


sen 4212 — sen 1824 
Ue 4032 + 008 1954 2220, 2004 


mjtan 3618 + tan ES4Z messresmmipia : 1,3540 


GRADOS A RADIANES 1 grado=0,01745 32925 19943 


0,0000000 1,04719 76 2,09439 61 
0,01745 33 1,06468 08 2,1118484 
08210 41 2,1293017 
¿09955 74 2,1467550 3 
1,1170107 2,1642083 ([P7| 0,0011636 


1,13446 40 2,18166 16 6 0,00145 44 
0,10471 98 1,15191 73 2,19911 49 0,0017453 
0,1221730 1,16937 06 2,21656 82 0,00203 62 
0,1396263 1,18682 39 2,23402 14 | 0,0023271 
0,15707 96 1,20427 72 2,25147 47 0,0026180 


0,17453 29 1,22173 05 2,2689280 (3 0,00290 89 
0,19198 62 1,23918 38 2,2863833 EA 0,0051998 
0,20943 95 1,25663 71 2,30383 46 A 0,00349 07 
0,22689 28 1,27409 04 2,3212879 | 0,00378 15 
0,24434 61 1,29154 16 2,33874 12 0,00407 24 


0,26179 94 1,30899 69 2,35619 45 0,00436 33 
0,27925 27 1,32645 02 2,3736478 á 0,00465 42 
0,29670 60 1,34390 35 2,3911011 0,00494 51 
0,31415 93 1,36135 68 2,40855 44 0,00523 60 
0,533161 26 1,37881 01 2,4260077 (3 0,00552 69 
0,34906 59 1,39626 34 2,44346 10 12 0,0058178 
0,36651 91 1,4137167 2,4609142 10,00610 17 
0,38397 24 1,43117 00 2,4783675 0,00639 95 
0,40142 51 1,44862 33 2,49582 08 0,00669 04 
0,41887 90 1,46607 66 2,51327 41 EA 0,00698 13 


0,43633 23 1,48352 99 2,5307274 
0,45378 56 1,50098 32 2,6481807 
0,47123 89 1,51843 64 2,56563 40 
0,48869 22 1,53588 97 2,568308 73 


0,50614 55 1,55334 30 2,60054 06 


0,62359 88 1,57079 63 2,61799 39 
0,541065 21 1,58824 96 
0,55850 54 1,60570 29 
0,57595 87 1,62315 62 
0,59341 19 1,64060 95 


0,61086 52 1,65806 28 

0,6283185 1,6755161 

0,64577 18 1,69296 94 

0,66322 51 1,71042 27 2 

0,68067 84 | 1,72787 60 10,0113446 


0,6981313 1,74532 93 Al 0,01163 55 
0.71558 50 9 1,76278 25 0,01192 64 
0,73303 83 "1 1,78023 58 3 0,0122182 
0,75049 16 1,79768 91 SA 0,01250 82 
0,76794 49 | 18151424 E 0,01279 91 


0,78539 82 2 0,01309 00 
0,8028515 4 0,01338 09 
0,82030 47 0,01367 17 
0,8377580 2,93215 31 1 0,01396 26 
0,8552113 1,90240 89 2,94960 64 0,01425 35 
0,87266 46 1,91986 22 2,9670597 (5% 0,01454 44 
0,89011 79 1,9373155 2,9845130 ; 0,01483 53 
0,90757 12 1,9547688 3,00196 63 5 0,01512 62 
0,92502 45 1,97222 21 0,0154171 
0,94247 78 1,98967 53 0: 0,01570 80 

2,0071286 5 0,01599 89 

2,02458 19 6 

2,04203 52 

2,05948 85 
1,02974 43 2,07694 18 


1,04719 76 2,09439 51 3,1415927 |6l 0,01745 33 
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FUNCIONES TREGIOASNOAMNMELTARIEICAS MNATFURAMIES 


0,1305 


0,9914 


7,5958 


Sen Cos] Tan | Cor 
0,0000 | 1.0000 | 0,0000 
0.0029 | 1,0000 | 0,0029 | 343,772 
0,0058 |1.0000 | 0,0058 | 171,885 
0,0087 | 1,0000 |0,0087 | 114,589 
0,0116 |0,9999 [0,0116 | 85,9398 | 89? 20*' 
0,0145 | 0,9999 [0,0145 | 68,7501 | 897 10" 
0,0175 [0.9998 (0.0175 | 57,2900 | 39? O' 
0.0204 [0,9998 |0.0204 | 491039 | 88" 50' 
0,0233 [0.9997 |0.0233 | 429641 | 88" 40' 
0,0262 [0,9997 (0,0262 | 38,1885 | 88? 30' 
0,0291 [0.9996 (0.0291 | 34,3678 | 88” 20' 
0,0320 |0,9995 |0.0320 | 31,2416 | 88" 10' 
0,0349 [0,9994 [0,0349 |28,6363 | 887 O' 
0,0378 [0,9993 [0.0378 | 26,4316 |8£7? 50' 
0.0407 [0,9992 |0.0407 | 245418 | 87” 40' 
0,0436 [0,9990 |0,0437 |22,9038 | 87? 30' 
0,0465 (0,9989 |0,01466 | 21.4704 | 877 20' 
0,0494 [0,9988 [0,0495 | 20,2056 | 87” 10' 
0,0523 |0,9986 [0,0524 |19,0811 |877 O' 
0,0552 [0,9985 |0,0553 | 18.0750 | 86? 50' 
00581 [0.9983 |0.0582 | 17,1693 | 86” 40' 
0,0610 [0,9981 |0,0612 | 16,3499 |£S6* 30' 
0,0640 [0,9980 |0.0641 | 156048 |S6? 20' 
0.0669 [0.9978 |0,0670 | 14.9244 | 856" 10' 
0,0698 [0,9976 |0,0699 | 14,3007 |S6?2 _0O' 
0,0727 [0,9974 |0,0729 | 13,7267 | 857 50" 
0,0756 [0,9971 |0,0758 | 13,1969 | 35? 40" 
0,0785 [0,9969 |0.0787 |12,7062 | 85>30' 
0.0814 |0.9967 [0.0816 | 122505 | 857 20* 
0,0843 |0,9964 |0,0846 | 11,8262 | 85-10" 
0,0872 [0,9962 |0,0875 | 11,4301 |85? _0' 
0,0901 [0.9959 |0,0904 | 11,0594 | 54? 50' 
0,0929 |0,9957 |0,0934 | 10.7119 | 84” 40' 
0,0958 [0,9954 |0,0963 | 10,3854 | 34? 30' 
0,0987 [0,9951 |0,0992 | 10,0780 | 84? 20" 
0.1016 |0.9948 [0,1022 | 9,7882 | 84* 10' 
0,1045 |0,9945 [0.1051 | 9.5144 | 84? _0' 
0,1074 |0.9942 [0,1080 | 9,2553 | 83250' 
0,1103 |0,9939 [0,1110 | 9,0098 | 33” 40' 
0,1132 [0,9936 [0,1139 | 8.7769 | 83230" 
0,1161 |0,9932 |0.1169 | 8,5555 |83* 20' 
0,1190 [0,9929 |0,1198 | 8,5450 | 8310" 
0,1219 [0.9925 [0,1228 | 8,1443 |832 0' 
0,1243 |0,9922 [0,1257 | 7,9530 |82*50' 
0,1276 |0,9918 [0,1287 | 7.7704 | 82” 40' 


827 30 
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O. 1363 0,9907 0,1376 7,2687 


0,1392 |0,9903 | 0,1405 |7,1154 
0,1421 0,9899 | 0,1435 |6,968582 
0,1449 |0,9894 | 0,1465 |6,8269 


0,1478 |0,9890 0,1495 |6,6912 | 81730" 
0,1507 |0,98856 0,1524 |6,5606 | 51720" 
0,1536 |0,9881 O,1554 |G,2348 | S1” 10" 


0,1564 |0,9877 | 0,1584 |6,3138 | 851” O 
0,1593 |0,298572 0,1614 |6,1970 | SO?50' 
0,1622 | 0,9868 0,1644 |6,0844 | 35040" 


0,1650 | 0,9863 0,1673 S030" 
0,1672 | 0,9858 0,1703 s0o=20' 
0,1708 | 0,9853 0,1733 SO"10' 


0,1736 | 0,9848 0,1763 30.0 
0,1765 | 0,9843 0,1793 79750" 
0,1794 | 0,9838 0,1823 79" 40" 


0,1822 | 0,9833 0,1853 79730" 
0,1851 0,9827 | 0,1883 79720" 
0,1880 | 0,9822 ODIA 5,2257 7I?IO' 


0,1908 |0,98516 | 0,1944 |5,1446G |79 O 
0,1937 |0,9811 0,1974 |5,0658 | 78-50" 
0,1965 |0.9805 | 0,2004 |14,9894 7840" 


11730" | 0,1994 0,9799 0,2035 |4,9152 | 78230" 
11? 40' |0,2022 |0,97923 0,2065 |4,58430 | 78720" 
119 50' | 0,2051 0,9787 |0,2095 |4,7729 7810" 


12 0O'|0,2079 |0,9781 0,2126 |4,7046 | 78 O 
12210" |0,2108 |0,9775 |0,2156 |4,6382 
127 20' |0,2136 |0,9769 0,2186 |4,5736 


127 30" | 0,2164 0,9763 0,2217 | 4,5107 
127 40" |0,2193 |0,9757 |0,2247 | 4,4494 
12750 | 0,2221 0,9750 0,2278 4,3897 


13 0'|0,2250 |0,9744 0,2309 
13”10' |0,2278 |0,9737 | 0,2339 
-123> 20' |0,2306 |0,9730 | 0,2370 


13 30' |0,2334 |0,9724 0,2401 
0,2363 |0,9717 | 0,2432 
0,2391 0,9710 | 0,2462 4,0611 


0,2419 |0,9703 | 0,2493 | 4,0108 
0,2447 |0,9696 | 0,2524 | 3,9617 
0,2476 |0,9689 |0,2555 | 3,9136 


0,2504 |0,9681 |0,2586 | 3.8667 
0,2532 |0.9674 | 0,2617 | 3.8208 
0,2560 |0,9667 | 0,2648 |3.7760 


0,2588 | 0,9659 0,2679 (3,7321 
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0,2588 
O,2616 
0,2644 


0,2672 
10,2700 
0,2728 


0,2756 
0,2784 
0,2812 


0,2840 
0,2868 
0,2896 
0,2924 


0,2952 
0,2979 


0,5007. 
0,3035 
0,3062 


0,5228 


0,3256 
0,3283 
O SSII 


0,3338 


| 0,3557 


0,3584 
0.3611 
0,3638 
0,3665 
0,3692 
0,3719 
0,3746 
210.3773 
0.3500 


0,5827 


0,9659 
0,9652 
0,9644 


0,9636 
0,9628 
0,9621 


0,9613 
0,9605 
0,9596 


0,9588 
0,9580 
0,9572 


0,9563 
0,9555 
0,9546 


0,9537 
0,9528 
0,9520 


O,D51I 
0,9502 
0,9492 


0,9483 
0,9474 
0,9465 


0,9455 
0,9446 
0,9436 


0,9426 
0,9417 
0,9407 


0,9397 
0,9387 
0,9377 


0,9367 
0,9356 
0,9346 


0,9536 
0,9325 
0,9315 


0,9304 
0,9293 
0,9283 


0,9272 
0,9261 
0,9250 


0,9239 


0,2679 
OZ2711 
0,2742 


0,2773 
0,2805 
0,2836 


0,2867 
0,2899 
0,2931 


0,2962 
0,2994 
0,3026 


0,5057 
0,3089 
O 3I1IZ1 


0,3153 
0,3185 
0,3217 


0,5249 
0,5281 
O, 3314 


0,5346 
0,3378 
O,S411 


0,3443 
0,3476 
0,3508 


0,3541 
0,3574 
0,3607 


0,3640 
0,3673 
0,3706 


0,3739 
0,3772 
0,3805 


0,5839 
0,5872 
0,3906 


0,3939 
0,3973 
0,4006 


0,4040 


0,4074 
0,4108 


0,1142 


3,6470 


3,6059 
3,5656 
3,5261 


3,4874 
3,4495 
3,4124 


3,3759 
3,3402 
3,3052 


3,2709 
3,2371 
3,2041 


3,1716 
3,1397 
3,1084 


3,0777 
3,0475 
3,0178 


2,9887 
2,9600 
2,9319 


2,9042 
2,8770 
2,5502 


2,8239 
2,7980 
2,7725 


2,7475 
2,7228 
2,6985 


2,6746 
2,651 1 
2,6279 


2,6051 
2,5826 
2,5605 


2,5386 
2,5172 
2,4960 


2,4751 
2,4545 
2,4342 
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0,3827 |0,9239 | 0,4142 | 2,4142 
0,3854 |0.9228 |0,4176 | 2,3945 
0,3881 0,9216 |0,4210 | 2,3750 


0,3207 |0,9205 | 0,4245 | 2,3559 
0,3934 |0,9194 |0,42792 | 2,3369 
0,3961 0,9182 | 0,4314 | 2,3183 


0,3987 |0,.9171 |0,4348 | 2,2998 
0,1014 |0,9159 2,2817 
0,4041 O,D14T7 A 2,2637 


0,4067 | 0,9135 > 2,2460 
0,1094 |0,9124 2,2286 
0,4120 |0,9112 2,2113 


0,4147 |0,9100 2,1943 
0,1173 | 0,9088 2,1775 
0,4200 |0,9075 2,1609 


0,4226 |0,9063 |0,4663 | 2,1445 
0,4253 | 0,9051 0,4699 | 2,1283 
0,4279 |0,9038 |0,4734 | 2,1123 


0,9026 |0,4770 | 2,0965 
0,9013 |0,4806 | 2,0809 
0,4358 | 0,9001 0,4541 2,0655 


0,4384 |0,8988 | 0,4877 | 2,0503 
0,1410 |0,892975 |0,4913 | 2,0353 
0,4436 |0,8962 | 0,4950 | 2,0204 


0,4462 |0,8949 | 0,4986 
0,4488 |0,8936 | 0,5022 
0,4514 0,8923 | 0,5059 


2 0,4540 |0,8910 | 0,5095 
| 0,4566 |0,8897 |0,5132 | 1,9486 
0,4592 |0,8884 |0,5169 | 1,9347 


0,4G17 |0,8870 |0,5206 |1, 9210 
0,4643 |0,8857 | 0,5243 |1,9074 
0,4669 |0,8843 |0,5280 |1,8940 


0,4695 |0,8829 |0,5317 | 1,8807 
0,4720 |0,8816 |0,5354 | 1,8676 
0,4746 |0,85802 |0,5392 | 1,8346 


0,4772 |0,8788 |0,5430 | 1,8418 
0,4797 |0,8774 |0,5467 | 1,8291 
0,4823 |0,8760 |0,5505 | 1,8165 


0,4848 |0,8746 | 0,5543 | 1,8040 
0,4574 |0,8732 | 0,5581 1,7917 
0,4899 |0,8718 |0,5619 | 1,7196 
0,1924 |0,8704 |0.5658 | 1,7673 
0,4950 |0,8689 |0,5696 | 1,7556 
0,4975 |0,8675 |0,5735 | 1,7437 


0,5000 0,8660 | 0.5774 1,7321 
cof tan 
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5 O.5000 |0,8660 | 0,5774 | 1,7321 
0,5025 |0,8646 |0,5812 | 1,7205 
0,5050 |0,8631 |0,5851 | 1,7090 


0,5075 |0,8616 | 0,5890 
¡[0,5100 |0,8601 |0,5930 
0,5125 |0,8587 |0,5969 FE 6753 


0,8572 |0,6009 |1,6643 
0,8557 |0,6048 |1,6534 
0,8542 |0,6088 |1,6426 


0,8526 |0,6128 |1,6319 
O,B511 0,6168 |1,6212 
0,5496 |0,6208 |1,6107 


0,8480 |0,6249 |1,6003 
0,8465 |0,6289 |1,5900 
0,8450 |0,6330 |1,5798 


0,8434 |0,6371 |1,5697 
0,8418 |0,6412 | 1,5597 
0,8403 |0,6453 | 1,5497 
0,8387 |0,6494 |1,5399 
OB3T7I 0,653G |1,5301 
0,5495 |0,8355 |0,6577 |1,5204 


0,5519 |0,8339 |0,6619 
i 0,5544 |0,8323 |0,GGG1I 


1 0,5568 |0,8307 |0,6703 


| 0,5592 0,6745 
il 0,5516 0,6787 
0,5640 0,6830 


0,5664 A 0,6873 
0,5688 0,6916 
0,5712 0,6959 | 1,4370 


0,5736 0,7002 | 1,4281 
0,5760 "BL 0,7046 |1,4193 
0,5783 A 0,7089 |1,4106 


0,5807 0,.7133 |1,4019 
0,5831 0,7177 |1,3934 
0,5854 |0,8107 |0,7221 1,3848 


0,5878 |0,8090 |0,7265 |1,3764 
0,5901 |0,8073 |0,7310 |1,3680 
0,5925 |0,8056 |0,7355 | 1,3597 


0,5948 0,7400 
0,5972 0,7445 
0,5995 0,7490 


0,6018 0,7536 
0,6041 0,7581 
0,6065 |0,72951 |0,7627 


0,6088 | 0,7934 0,7673 


0000 


1, 


0000 


1, 


IS 
o 
¿e 


0, 


0,7071 


LA ENCICLOPEDI 2012 


la medida de un ángulo en los 
sistemas sexagesimal y centesimal 
están representadas por dos 
números pares consecutivos. Halle 
la medida de dicho ángulo en 
radianes. 


z "; 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: ángulo representado 
* Datos: 
DE A a A (1 
a=(2n4+2% 
* Luego por relación numérica , se 


A) 


E 
Cc) 6 D) 


tiene: 2n_2n+2 y 
9 10 


* Reemplazamos en (1) resulta: 


* A aradY_x 

Por lo tanto:a=18x( Os Je raa 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 2: 
La suma de las inversas de los 
números que representan a dos 
ángulos suplementarios en grados 
sexagesimales es 10 veces: la 
diferencia de las inversas de los 
números que representan a dichos 
ángulos en el sistema centesimal. 
Halle el mayor de ellos en el sistema 
sexagesimal. 
A) 100? B) 105” C)110* 
D)115” E) 120" 
RESOLUCIÓN: 
* Asumiendo que: «+ f=180"... 
* Luego se cumple que: 
N” de grados sexagesimales a;f 
WN” de grados centesimales A 
* Por condiciones: 


«(0 


1 1 
poz 14) 
E 9 9 


ficando se tiene: 


7 AA (11) 
* Resolviendo (1) y (11) obtenemos: 
2, pa1s0" 


> fp=104 (Medida del ángulo mayor) 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 3: 

Halle la medida en el sistema 

sexagesimal de un ángulo mayor de 

una vuelta , si en la siguiente 

ecuación R representa el número de 


radianes que mide dicho ángulo. 
4R, [9% _ 
PE 0 
A) 3907 B) 405" C) 555" 
D) 625" E) 810" 
RESOLUCIÓN: 


* Por condición del problema: 


R a 
Pro e E usearenrsacerranooss A 1) 


* haciendo: 


* Expresando en (1) tenemos: 
2x+3/x=5> 2x* -5x+3=0> 
> (20-3)(x-1=0>9=hvx=1 

*Reemplazando en (11), se obtiene: 
=22 (cumple) v R=xfno cumple) 

* Entonces , el ángulo mayor que 


una vuelta se da con: RA <= 407 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 4 : 
Calcule la longitud del radio de una 
circunferencia en la que un ángulo 
central , que comprende un arco 


que mide Sa , tiene una medida 


50 

en grados centesimales 
representada por un número entero 
y en grados sexagesimales 
representaba en la forma xa”. 


A)3m B)4m C)2m D)2,5m E) 3,5m 


RESOLUCIÓN: 
* De acuerdo al enunciado, se tiene: 


L= Elm 


a (2)> z 


*Se sabe: 0eZ, » x<60=>x=54 
* Además: 9=61 
o morra), bi 


* Sabemos que: L=0r 
* Entonces, reemplazando del dato, 


se obtiene: E = E >r=4m 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 5 : 


En la figura OA =6m , AB es arco 
de circunferencia con centro en T, 
entonces , la longitud del arco AB 
en metros es : 


T 
A) “E Bjx C) E 
RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico OA =6m 
¡ATO (notable de 30? y 60") 
*Entonces AT=3m 
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*En el sector circular ATB como: 


E CLAVE :*B” 
PROBLEMA 6: 
En el gráfico mostrado, ABCD es 
un cuadrado de lado a unidades, Si 
Ac y $p sonarcos de circunferencia 
de radio a ; ¿para qué valor dem , 


el perímetro de la región sombreada 
mide m(3+x) unidades? 

2 pe A B 
NG a 

a a 
C) 7 D) 3 

a 
5 lo 
RESOLUCIÓN: 


* Se observa que el perímetro de la 
región sombreada es: 


2p =a+2L=a+ ES a=a+ ze 


*Porlo tanto : a (255) =mcs+r)> m=3 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 7 : 
Se tienen dos circunferencias 
tangentes de radio R. Una tercera 
circunferencia de radio R rueda 
alrededor de las otras dos . 
Determine la longitud , del circuito 
querecorre el centro de esta tercera 


circunferencia. 
A 


RESOLUCIÓN: 


* Se observa del gráfico : 


Los triángulo ABC y ACD son 
equiláteros. Los arcos £PD Y 5QD 
subtienden ángulos centrales que 
miden 240<> E rad , entonces: 


La BrR Ar 8xR 
ÓSEA 
* La longitud del circuito es ; 
16XR 
ro ta 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 8: 
La distancia entre los centros de dos 
circunferencias de radio R es R. 
Entonces , la longitud del menor 
arco que se forma con la 
intersección de las dos 
circunferencias es. 

2x x x x x 

AGRA BRE Sa DIZE DE 
RESOLUCIÓN: 
* Según el enunciado del problema 
se deduce que cada circunferencia 
tiene su centro en un punto de la 
otra (la distancia entre centros es 
R) y por tanto se determinan los 
triángulos equiláteros ORCyOLC : 


* Nos piden: £ 
* Luego se aprecia que en el sector 
circular AOB, se cumple: 
e=orat= ER 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
Dela figura AOB,COD y EOF son 
sectores circulares. Si £AB=36u y 
el área de la región EOF es S, de 
COD es 358 y de AOB es 65, calcule 

E 


AJ/2 B)2./2 C)/3 D)2/3 E)J6 
RESOLUCIÓN: A 


E 
* Piden ta completando datos en 
el gráfico: A 


* Del gráfico : 
q ez 
0D = ER 
205 A 
om 
> So El 
e 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 10: 


Un molinete de riego tiene un 
alcance de 12 m y un ángulo de giro 
de 135”. Calcule el área (en m:) del 
sector circular mojado por el 
molinete. Usar r=3,14. 

A) 161,56 B) 163,56 C) 165, 56 
D) 167,56 E) 169, 56 
RESOLUCIÓN: 

*La siguiente figura muestra el 
sector circular del terreno que es 
mojado por el molinete de riego que 
con un alcance de 12m tiene un 
ángulo de giro 135 


12m 
* Luego el área de un sector circular 
,con ángulo central 9 y radio r es: 
s=¿0r 


*Entonces reemplazando datos 
obtenemos: 


S= 2 (12m)? = S-54mmf 


> S=54(3,14)m* > S=169,56m* 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 11: E 
En la figura, AOB y COD son 
sectores circulares. Si el área del 
sector circular COD es Jem! yla 
longitud delarco AB es 10 cm, halle 
el área de la región sombreada 


D)20cm* Je 
E)21cm* 

RESOLUCIÓN: 
En el gráfico A ¿40 A coo 


Enel <con tenemos o=tó=e=0 


Se observa que <COD--<AOB 


2. or 16cm* 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 12: 


¿Para cuál valor del radio , se hace 
máximo el área de un sector circular 
de perímetro 2p ? 

A)Jpl5 B)pl4 C)p/3 D)p/2 E)p 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando el sector circular : 


B 
* Se sabe que : BE cert) 


* Por condición : 2p = 2r + L 

> L=2p- 2n....(1) 
*Reemplazando (1) en(D):S=r(p-r) 
* Para maximizar S, completamos 


a PATA 
cuadrados : S=2--(+ 2) 
*SiS es máximo :r-£=0>r=% 


CLAVE: “D” 


Se tiene una malla de longitud L 
con la que se desea cercar un 
terreno que tiene la forma de un 
trapecio circular. Calcule el área 
máxima del terreno que se puede 
cercar con dicha malla. 


L 
2 

AJL* B) z 
RESOLUCION: 


173 


aL? xl? 
E 


* Del gráfico mostrado,el área está 
dada por; S= (E) 


* Como el perímetro del terreno es: 
2Lb+a+c=L>a+c=L-2b 
* Reemplazando en (1) is 12% 


* Efectuando y completando el 


cuadrado para maximizar: 
14d E z 
7 (2-5) 


* Para que $ sea máximo (5- Sy 


debe ser mínimo es decir, igual a 


E 
cero. Luego: ¿mar =3G 
RPTA:“E” 
PROBLEMA 14: 
Dadas dos  circunferencias 


concéntricas , de centro común O, 
se trazan los rayos ¿y y oy que 
cortan a las circunferencias menor 
y mayor, respectivamente ,enAÁ, 

ByD,C formándose un trapecio 
circular ; cuyo perímetro siempre 
se mantiene constante eigual a 2p. 
Si la diferencia de los radios de 
ambas circunferencias coincide 
numéricamente con el valor del 
ángulo central formado por los 
rayos , determine dicho ángulo en 
radianes para que el área del 
trapecio sea máxima. 

P P 


P P 
DAS AS TOA DES 


Pp 
18 3 5 5 3 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando el problema : 


*Dato:R-r=0 =2p=20+ 0R+0r 
* Sea S el área del trapecio circular 
ABCD: =5- PR 


* Luego S en términos de q yp es: 
S=(p-q)g 
* Completando cuadrados : 


CLAVE : “E” 


PROBLEMA 15: 

En la figura se tiene un ángulo 
central de medida ¿radianes y arcos 
de longitudes by e 
respectivamente. Entonces el área 
de la región sombreada mide. 


RESOLUCIÓN: 
*En un sector circular se sabe que: 


D 
* Por lo tanto , para el problema, 
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em 


la región sombreada se expresa así. 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 16: ; 
La figura representa una 
transmisión dentada de radios r, y 
r, como se indica, Si el punto P 
sobre la rueda de mayor radio, gira 
un ángulo 9, entonces el punto Q 
correspondiente sobre la otra rueda 
girará un ángulo igual a. 

AJO 


D)(rjr3)0 
E) |QP¡0 
RESOLUCIÓN: 


Como la correa de transmisión que 
conecta a las dos ruedas determina 
que el desplazamiento longitudinal 
de cualquiera de sus puntos es 
constante a lo largo toda su 
extensión . 

* Supongamos que « es el ángulo 
girado por el punto Q en la rueda 
de radio r,. 


* Vemos que las ruedas están ¡Das 
por una cadena , entonces se cumple 


2) 
Ys 


RPTA:“B” 


que: £,=C3 > Or,=ar¿ > a -( 


PROBLEMA 17: 
La figura muestra un montacarga 
con un tambor de 60 cm pS 
diámetro ,siel montacarga gira Y ¡= 
+, entonces la carga se eleva 


RESOLUCIÓN: 


* Dela figura se observa que altura 
a la que se eleva la carga es igual a 
la longitud del arco £ que recorre el 
punto P al pasar de P a P”. 
7x3,1416x30 
a 
>£= 164,9 cn = 1,65 m 


RPTA : 


e=Ex30cm= 


«p” 
PROBLEMA 18; 

El sistema adjunto sostiene una 
varilla PG de longitud 15 n. Se sabe 
que para poner la varilla en forma 
horizontal , se ha girado la polea 
pequeña un ángulo de 4 radianes , 
sin que haya resbalamiento. 
Entonces , cosa vale : 


7 1 1 
Ali BG 03 
RESOLUCION; 


 RPTA: “E 


EDITORIAL RUBISOS 


PROBLEMA 19: 

En la figura mostrada , se tiene 
az. Se sabe que una rueda de 0,2 
em de radio da 45 vueltas para ir 
de A hacia B. Calcule el área 
fencm*) del sector circular AOB. 
D)486x 


E)4887 LS 


RESOLUCIÓN: 


A)J3667 
B)388 1 
C)468x 


* Considerando el sector circular 
AOB como una superficie sobre la 
cual se desplaza la rueda en forma 
perpendicular, 

* Se observa del gráfico que la rueda 
se desplaza desde A hasta B.. 


* Además el centro de la rueda 


recorre una longitud. £75= 5R 


* Por dato : N* vueltas= 
LE 

45= 3 =R=54cm 
2x(0,2) 


* Finalmente el área del sector 


dE De 
2x(0,2) 


circulares: drea= 2x2 (tem! = 486xcm* 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 20: 
Sean A0OB,COD y EOF sectores 
circulares. Si la longitud del 
AB=a; OE=a. Halle el área de la 
región AOB si las áreas de las 
regiones EOF , ECDF y ABCD son 
iguales . 


ATRHIGONOMETRIAS 


RESOLUCIÓN: 


*S: Área de las regiones: EOF, ECDF, 
ABDC 


* Piden 3S 
* Se sabe: área=0ri=2 
al 
IS eg veerecrrescreneneroseremosaeson (1) 
= 1 2 
S= 3 DA? comence neceeccnenesesecesass! 1444) 


* Luego de dividir (1) + (11) resulta 
que: 


* Finalmente en (1) se obtiene: 


si % as =38=2 es 


pe 2D” 


PROBLEMA 21 : 
Sea : (c0s17+50en73)secIP=4tga,0*<a<90 » 


Hallar el valor de : M=sena + 5cosa. 


AJZ NTE BIE VIS CIUNIS DIÍ VIS ENTE 
RESOLUCIÓN : 

De la condición: 

(cos 17 + 5sen73”) sec 17 =4 tan a 
Por razones trigonométricas de 
ángulos complementarios: 

(cos17 + 500817") secIT”=4fan a 
Por razones trigonométricas 


recíprocas: 
6 cos 17 sec 17 =4tana 
A 


6=4tana 


3 
tana== 
'ana==5 


COMO: 0* < a<90* 


gs pr 


2K 
Reemplazando en: 


3E a: 
E +58) => M=JI3 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 22 : 
Enel nd de Ja figura adjunta 
, se tiene que MP_3 Hallar el valor 


, PN 4" 
numérico de tga+16tgf . 


DJ17/5 
E) 17 


RESOLUCIÓN: 


Por condición del ESA S 
MP3 maMNP=8: 


NP 4 
ISMPN(notable): MP=45 y 


MN=75 


¡SAHN (notable): AH=48 y 
HN=36 
* Luego: 
MH=MN — HN > MH=39 
BM=PB-MP > BM=15 


* Se pide calcular, 


60 39 
K= 1 K=>—+4+16|— |>K=17 
tana +16tanf >. + 2) = 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 23 : 


Se tiene un triángulo rectángulo 
PQR recto en Q. Si se cumple que 
escPescR = 2, calcular el valor de 


K=JcotR+2 


AJ2-J2 BN5 O1H2 DNS B2w2 
RESOLUCIÓN 65: R 


7 
Del dato: escP escR=2 
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Reemplazando Lts aL >= 


Del teorema de Pitágoras: 
p? +1? =2pr 
Luego: (p - rJ? =0 =p = 
Finalmente: 
P=Ñ=45" > K=,[cot 15+2=/3 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 24 : 
En la figura , AB = AC, Hallar el 
área del triángulo: A 


27 
ye 
B) 8u* 

28 2 
O3 


=D)10u* BL c 


E) Gu? y == 
RESOLUCIÓN: 


AABC isósceles Si trazamos altura: 
AQ=h 


BQ=00=5 
ABRC Anotable(37*,53*) 
AAQC Anotable(37",53") 
AS 10 
PI b 827 >h= 3 


Por lo tanto. Ayo =5%0x 2 - Se 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 25 : 

Enla figura, AB=4cm y DC=BD. 

Hallar tg a 


A B 
A) Y3 B)3 C) YE D) El E) y5 
9 5 6 4 
RESOLUCIÓN: 


¿MPROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 4 
Delos datos , se tiene. 
—AB=4cmyDC=BD 2 


* En el LpADB: notable 30” y 60”. 
* Si AB=4 = BD=2=DC 


* Enel AAPC tana= 2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 26: 


Enla figura: ¿ga = 2,4. El valor de 


Del dato: mE 
tiene: 


En la figura se 


17 

Donde observamos que en el ha BHC 
, por el teorema de Pitágoras se 
cumple: ¡9?+24*=96? Del aBHC: 
at=24*+7* => a=25 

5 RPTA: “B” 
PROBLEMA 27: 
Enun triángulo ABC, AB = 4cm. 
Á=30% y G=45 El área de dicho 


triángulo es: 
AB ja BIB3+1)ad 23 art 


Mei 


[100] 


RESOLUCIÓN : 


Asno =Z(m+m)h 


* En el triángulo ABC: 
ma 4cor30= ea 2/8 


* En el triángulo BDC: 
n=h=4send0=4xh=2 
* Luego: 


Araro =5(2/5+2)2=2(/541)em* 


RPTA ; “A” 


PROBLEMA 28 : 
En la siguiente figura, calcule el 
valor dea 


y e 
A x x x 5x 
a BJ 7 D)5 ira 
RESOLUCION: 


*Del gráfico se tiene: Agyp 
(Notable 30” y 60”)> 0=60* 
* Dado que: SR=NS> P=30" 
Auny(lsósceles): m< MNR =a 


+ >sa=10<>E 
>a ALE a= a 


. :a=E 

Entonces : a 3 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 29: 


En la figura , QM y MR están en 
razón de 3 a 4. Hallar £g0,, 


EDITORIAL, RUBIVOS 


En el triángulo rectángulo isóceles 
PQR se traza 4H 1 PR+» 
== RHM + isóceles 
HR=HM=4a = MR=4,/Za y como en 
SPQR 
PR=(7,/2 xa X 2)» 14a 


=PH =10a 


Luego: tano=Y5M . 42. 


PH 50 10 5 
RPTA: 


> tano - 
“or 
PROBLEMA 80 : 

En la figura , de Edo ABC es 
equilátero Sua . Calcular 


esca-clg a. 
B 
A e 
ya ys 3 ys 3 
ME PE 
RESOLUCIÓN: 


El AABC es po 


* Enel isMHC : 


Por el teorema de Pitágoras 5 
MC=14 m In. Entonces 


* Racionalizamos: 2 
ys 


on =oota == 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 31 : 
Enla figura, AD =6 cm y BC=2 
em . Hallar tg a+ctg a. 
A) 3/2 
B) 2/13 
(Id 
D) J13 
EJ 2/5 DE: 


RESOLUCIÓN: € 


c 


AS c 
6 ————2 tana 1B 
Enel DMABC 
cota= 2 +H2É9na — cota —tana=3 


Por identidad de Lengendre 
fcota+tana)' — (cota — tana" =4cotatana 
q 


> cotartana =J18 ; 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 32 : 

Enla figura, ¿cuál de las relaciones 


satisface x ?. 


Ajx*+50x*+49=4(x* - 49) 
B)3x* + 106x* + 147 =0 


Ol +D(t+49)=d( +7) 


al 3 
MENE e 
E AO Y 
(+ D(5* +49) 16% 
RESOLUCIÓN : 
Por el Teorema de Pitágoras y 
considerando el área del triángulo: 


1] 
7 


[1041] 


Elevando al 
transponiendo: 


cuadrado y 


> E 
(+0 + 167 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 33 : 
En la figura AB=BC y además AN 
y BM son bisectrices de los ángulos 
BAC y ABC respectivamente. 
Si tg(a+8)=J3, entonces el valor de 
x es: E 


Ay 150" 
By 120" 
C) 135 
D) 105" 
E) 127 got Mm Cc 
RESOLUCIÓN: 
N 

Le] 
Dato: AB = BC => m<ABM =m<MBN 
En el triángulo sombreado: 


a+ fP$+x=180" pero del dato se 
tiene: ig (a+ 4)=/3 > a+P8=60" 
=>x=120* 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 34: 

En la figura , haciendo centro en O 
se ha trazado el arco AB, Si N es 
punto medio de OB y al 
halle cota. 


ale -3 
Dye -2 pS 1 
RESOLUCIÓN: 

De los datos tenemos que 


BN =NO=3Ja 
MO = 2(AM)= 4a 
AM = la 


Enel RPNO observamos 
PN =3SaJ3 


Trazamos MH1PN Entonces 
HN =4a, PH=3a/3-4a y MH =3a 
Luego, en el .PHM tenemos : 


PH _3aJ3 —da 
cota= 57 A 
> cota= HE 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 35 : 


La figura muestra una disposición 
de equilibrio. Determine la 
distancia en metros entre el bloque 
y el punto fijo. 


Ta 


A) 10,2 B) 12,4 C) 14,2 D) 16,9E) 18,7 
RESOLUCIÓN: 


* Se traza PH1MQ, entonces en el 
15 PHQ se obtiene: 


Aca 0/52 8 mia 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 36 : 
En un triángulo rectángulo ABC 
recto en C se cumple soc A=£2, 


esc? A— 2800 B +1 
Calc ena sec 


AJ3  B)I  C)2  DJ6-4/2  EJNJZ 


(5PROBLEMAS RESUELTOS DE _BEPASO 2 ]10%2| 


Sea el triángulo: 


Del dato: seca = 222 -> tan = 2s0c4 


Baco 2m a? =200 (1) 
Reemplazando en la expresión: 


Ls 1" = 
> 000B-G=2>(secB 17 =2 


Reemplazando: N=2 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 37: 
La siguiente figura es un cuadrado 
,donde Q es el punto medio del lado 
AB , determine qe 


c D 
* Se observa del gráfico que: 
0-57 = cseso=Í 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 38: . 

En la figura adjunta: tga =5/8 , 
NB=x+2 , AN=2x. Entonces 


MNEA  BJ88 ces Dy 4/5: Da 
RESOLUCIÓN E 

g 5 

Dato: 480 == cmerscrnsseren(1) 


En la figura , tenemos: 


6 
tga= mee 1144) 


De (1) y (11): 


Pe 
Resolviendo la ecuación , se tiene: 


x=2Del tu mac, definimos: 105 


Reemplazando el valor de “ax” 
>» t40=5 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 39: 

En un triángulo isósceles , las 
medianas trazadas de sus vértices 
de ángulo iguales se intersecan 
perpendicularmente. Entonces el 
coseno de uno de los ángulo iguales 
1 3 1 1 
3 Blz Cr DI E 
RESOLUCIÓN: 

* Piden: coso. 2 


A H c 
ha A 
* Como: G es baricentro 
* Sea: GH=a 
* Por tanto: BG=2a 
* Si: GH es mediana del SAGC , 
entonces AH=HC=a 
* Del -AAHB, resulta: AB=a/10 2009 7 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 40 : 


En la figura, EF=2cm. Hallar BC. 
A) 2seca cm B) 2ctga cm C) 2sena cm 


D) 24ga cm E) 2c0sa cm 


EDITORIAL, RUBIOS 


<< 


RESOLUCIÓN: 


En el gráfico | Ñ Ñ 


se ea EP 1 CF. 
> EP=x > AC//EP > m<PEF=a 
DEPF > x=20084 


RPTA “E” 
PROBLEMA 41 : 
En la figura mostrada se tiene un 
cuadrado ABCD con uno de sus 
vértices en el origen de coordenadas 
y cuyo lado tiene longitud a 
unidades. Si el segmento pMdivide 
al cuadrado en un triángulo y en un 
trapecio cuyas áreas están en la 
relación de 1 : 4. Calcule la tangente 
del ángulo MDC. 


B 
M 
D| 
EZ 


3 
7 150 El 
RESOLUCIÓN: 


* Al plantear condiciones en el 
gráfico, se observa lo siguiente: 
Y 


* Del gráfico, se tiene: o 


también 56S=a?. LA 


yu 5ONOME 
PROBLEMA 42 : 
En la figura, hallar x. 


A) Ksec* 9 seno B)K tan 9 vos*g 
C) K sec*9 tan y 
D) K sec* g cos G 
RESOLUCIÓN: 


Por resolución de triángulos 


rectángulos tenemos: 


E) K cot 9 seca 


En el triángulo sombreado 


xcos*9 


definimos: 1518 
K 


>. Kano. > x=Ksec'0 land 
cos 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 43 : 


En la figura, la longitud del 
segmento PSyRT es L y la del 
segmento TS es K. El valor de K 
está dado por: z 
AJL(senf —sena) Es 
B)L(sena + senf) 
C)L (sena x sen) 
D)L(sena—senf) P. 
EJL sena + wenf 


RESOLUCIÓN : T 


* En la figura, si: SQ=y, TQ=x 
* Entonces; sena=x/L; senf= y/L 
* Luego: sena—senf=x-—y/L = K/L 
* De donde: K=Lísena —senf) 
2 RPTA : “D” 
PROBLEMA 44 : 


En un triángulo ABC ,rectoenB , 
la mediana CM y el cateto BA 
forman un ángulo agudo y, entonces 
tgo es: 


AJ2IgAÁ _  BI2ctgÁ  CI2tgÓ 
DitgA+tg€ — EJ2(tgÓ+ctgÁ) 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado se tiene la figura: 


2mi 


A 
* Sea: AB=2m. 
* En ABC:BC=2mftanA 


* Luego en el iCBM: 


2mtan A 
m 


tanó= > tanó=2tanA 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 45 : 


En la figura, halle 43 en términos. 


deR yo. € 


A)Rig0ícosecó+1) B)Rcot0(cosecO+1) 
C)Rig0(secó+1) 

D)Root0(sec0+1)  E)Rig0(cosecó-1) 
RESOLUCIÓN : 

4" !40= AB=ACIgO 

=(AO0+0C)1g0 =(R+0C)tg0 


* Por otro lado: A 


R 
Dc" *"?>0C= coreo 4! B 


* Luego: AB=(R+Rcosec0)1g 0 
=RIg0(1+cosec0) 


RPTA ; “E” 
PROBLEMA 46 : 
En la figura se tienen dos 
rectángulos ABCD y ABMN que 
forman un ángulo diedro cuyo 
ángulo plano mide a. P es un punto 
del plano ABCD, tal que la recta 
AP forma un ángulo g con 4D y un 
ángulo A con el plano del 
rectángulo ABMN. 


¿Cuál de las siguientes relaciones 
es verdadera? 


Ajtanf= tana 


Vi + secta - tan? 0 
tana 


Ji secta xtan*o 


sena e 
Citan f= Es Djtanf = 


RESOLUCIÓN: 
*Si; TH=a e 


BjtanP= 


cosa 
1+sen0 


* Del esquema, se tiene que: 


PH ktana 
tas =—= 
”b AH ki +1? sec* atan? O 
5 tana 
1+sec* atan* o 
RPTA:B 
PROBLEMA 47: 


En un prisma hexagonal regular 
ABCDE-A'B'C'D'EP la longitud de la 
diagonal mayor del prisma es d y la 
medida de ángulo ap? es 9 . Halle 
el volumen del prisma. 


A 8 adosado sd 
B el aarómto 
03038 llctaalomato || 
0/7/58 tmdomnto 

EJ 5d lindo sao 
RESOLUCIÓN: 


4 
* Nos piden: V;,,;,p, Volumen del 
prisma 
* Dato; el prisma es regular 

=> (A"B'C'D'E ; hexágono 
regular) 
* Asumiendo que Á es el área de la 
base : 


O AN 


* Por el teorema de los tres 

perpendiculares : 

2 m<aA'FD= 90 

* En el AA'F'D: R=d sen O 

*En el AA'D'D: 

RHAIDI = APommannrarorcarencerons (LL) 

* En la base : A'D'=2t=2d sen9 

* En (ID) resulta: n=4/1- ¿sento 

* Finalmente en (1) se obtiene: 

Vir q [árento sento 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 48 : 


En la circunferencia de radio R se 
ha inscrito el triángulo ABC con 
AB = AC. Si la medida de ángulo 
BAC es 0, entonces la longitud del 


lado BC es: 
Nu AE 


AjRsen9  B)Rsen0/2  C)2Rcosg 
D) Reos9/2 E) 2Rseno 


RESOLUCIÓN: 


A 


A 
* Como ABC es un triángulo 


isósceles , AH es altura. del 
triángulo y bisectríz del ángulo 
BAC. S 


* El triángulo ACP es rectángulo 
con ángulo recto en-C y AP =2R 
* Se tiene: 

9_AC_AC 0 


EY TIT bd 


* En el triángulo rectángulo AHC: 
HC, HC 
2 AC — 2Rcos0/2 
= HC = 2Rcos Zen Z=Rsenó 
zo: BC=2HC=2R send 
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RPTA : “E”. 


PROBLEMA 49 : 


Una diagonal de un paralelepípedo 
rectángulo forma con las tres 
aristas concurrentes a un mismo 
vértice los ángulos a,f y 0. El valor 
de sen*a+sen* freen*O OS : 
AJ3/2 BJ2  C)5/2 DJ3  EJ4 
RESOLUCION: y, 


*Enla 
se tiene un 


rectángular 
ABCD- 
EDGH 


* Se conoce : d=/aT+b*+e* 


la? + _ ae 
d ropa 


* Análogamente : 
ABRE: senta 25 
z a+biseo 
bio? 
ao 
3 3 2p_2la*+b*+o*) 
> sen" a + sen” f + sen e 


ÁBCH: sena = 


ABAH: sen*0 = 


> senta + sen” f+sent0=2 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 50: 
En la figura mostrada , si ABCD 
es un cuadrado , ADC un sector 
circular y M es el punto medio de 
AC , entonces la tangente del 


ángulo MAB es Ñ A 
e 


AJ-14 42 
Br1+ 42 
C)- 1443 
DJ14+ 43 
EJ)-344/5 


RESOLUCIÓN: 


* Dela gráfica se aprecia que:DN=a 
* Por tanto: DM =AD=aJ2 
*Del triángulo rectángulo 


sombreado APM tenemos: 
tanó= a/2-a 


* Al simplificar, resulta: tan9=/2-1 


RPTA : “A” 


2 


PROBLEMA 81: y 
Enla figura mostrada, halle el valor 
de: g- ABseníx- y) 

Cory 


A) BD ln 
BJAC 
C) CD 
D) BC la 
EJ AD 


RESOLUCIÓN: 


A (4 
* Nos piden: 
ge Bony) 177) 
20. a 
* Se aprecia: Do. AHB: sen(x-3)=-73 
ES. DHB: cosy = 2 
* Entonces reemplazando en (1) 
obtenemos: 


Mi 
AB 
Ex A >E=BD 
BD 
RPTA ; “A” 
PROBLEMA 52 : 


Determine tan(a) en la figura 
mostrada si AB=BC y M_ punto 
medio de AB, donde MD//BC. 


1 
ya J3 as NE y 13 
A a 
RESOLUCIÓN: 


ha CAZA MOR la altura 
entonces el SDHC es n 


AB=BC => m=<BCA=m<MP 


([STRIGONOMETRIA2 > > >>> T10%5) 


* Entonces elisDHP es: notable 
DH=PH=/3 
mMP/BC P es punto medio de AC. 
AP=PC=/3+1 
dE 


* Enel AHD: :tana= 2 A 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 53 : 


En la siguiente figura, M es punto 
de tangencia. Si FM=4u, entonces 
la longitud de la circunferencia es. 
e 


41] J5u 
3 
B) gru 


C)2/5xu 
DI2J5u 
E)3xu 


RESOLUCIÓN: 


* Enel ask A A 7 
* De la figura: 
B 


nó ec 


E 
* La longitud de la circunferencia 
Será: £=2x(28ec0)>t=2x/5u 


RPTA:; “C” 
PROBLEMA 54: 

En la figura mostrada , PA es 
perpendicular al plano del AABC y 
AB es perpendicular a BC. Si BC 
=4, m£ABP=9 a meBCP=a, halle el 
volimjéR de la pirámide P-ABC. 


O 
a 2 
D) ia aseno 


RESOLUCIÓN : 


*Enla figura; PE. EC, por teorema 
de las tres perpendiculares. 


APBC por resolución de triángulos 
rectángulos PB=atan a 


APAB por resolución de triángulos 
rectángulos AB=atan a cos y 

PAzatan asen y 
* El volumen del sólido será: 
Vo-a00== San) (AP) 


2 
> Y 100=5 (E tanacoso|fatanaseno) 


* Luego agrupando, resulta: 


Y. cn tanta 220 ly, 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 55 : 
Determine la altura en km de la 
superficie terrestre a la que gira un 
satélite, cuya visión cubre un arco 
de 120”.en la superficie de la tierra. 
Tomar: R=6400 km como radio 
de la tierra. 
AJ)12800  BJ6400 
Dj1 600 EJ800 
RESOLUCIÓN: 


C)3 200 


* Del gráfico : 
Lg = 120 
= M<SOB= 60" 

=> en slo SBO 

= h+R=Rsecóo 
= h+R=2R 
> h+0400=2(6400) 
> A=600 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 56 : 

Desde lo alto de una cima se 
observan los puntos A y B, con 
ángulos de depresión «a yf, 
respectivamente , los cuales 
satisfacen la condición siguiente 
tga=1g B +0,3.Si los puntos A y B 
están distantes 20 m y 50m , 
respectivamente, del pie de la cima 
y hallar la longitud de la altura de 
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A)!0m B)30m C)20m D)70m Ej50m 
RESOLUCIÓN: 


De los datos 


INS 


2 _—AAÁ 
Nos AS Condición. 
tana—tan $=0,8 
h_h_3 hh. 
20 30710 > 35 2>*=10m 
“po” 


RPTA : 


línea 


A erizonital 


ES 


CA 


PROBLEMA 57: 

Una persona localizada en A 
observa directamente al este y ve 
un OVNI con un ángulo de 
elevación de 45”. En el mismo 
instante otra persona localizada en 
B,a 1Ikm directamente al oeste de 
A ve el mismo OVNI con un ángulo 
de elevación de 30”, Determine la 
distancia en km de la persona 


localizada en B al OVNI. 

A) 1,89 B)2,22 C)2,73 
D)2,91 E) 3,01 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado se obtiene : 
o 


Incógnita BO. 
* Luego : s0=(£,Lcorrsr) 
2008, 1.(2,15)|> 80-278 km 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 58: 

Dos puntos están ubicados en un 
mismo nivel del suelo. Desde uno 
de ellos se observa el extremo 
superior de un poste con un ángulo 
deelevación ay desde el otro punto 
se observa el punto medio del poste 
con un ángulo de elevación f. Si la 
suma de las distancias del poste a 
cada uno de los puntos es d, calcule 
la altura del poste. 


PROBLEMAS RESUELTOS DE 05 


A 
Loota+cot f 
2d 
Lana+ tanf 


a+2dtanf BJ 
C)2dcota +dcotf D) 
E) dítan a+2c0t8) 


RESOLUCIÓN: 
* Sea h la altura del poste: 


— hot —+— picota 
* Se observa del gráfico: 
heota+hcot P= PQ = hcota + 2 cot P=d 
* Luego despejando :»= 


2cota + cotf 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 59 : 


En un triángulo rectángulo ABC, 
recto en C, se tiene: 


ysen Aysen A J sen A =(c08 B)"* 


Hallar: esc(A). 


8 12 5 3 5 
a 2 7 D)5 E)5 
RESOLUCIÓN: 

Del dato: A+B=90”>cosB=senA 
Reemplazando en la expresión. 
'senAysenAJsenA 
=(senAJ"* (sena PE sena 
DAA 8 
ete 15 td A A=z 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 60 : 


En un triángulo rectángulo, el 
cuadrado de la hipotenusa es igual 


a 5 del producto: de sus catetos. 
Calcular la cotangente del ángulo 
mayor. e 

1 
AJ1 BJ 


0 D)2 E)-1 


RESOL UCIÓN: 
Dado el triángulo ABC: pa 


Por dato: b* = ac 

Pero: 

a+otb? >atre hac 

2a? + 20? = 5ac > 2a? -5ac+ 2c* =0 
(2a-c)l(a-2c)=0=>c=2a 0 e=5 
Sia: medida del mayor ángulo 


agudo 


a 1 
>e>a>c=20 > cotx=—= 


Za 
«pg» 


RPTA : 
PROBLEMA 61 : 


La expresión trigonométrica 
are cosu=z significa cos z=u , 
suponiendo z e|0, x|. 


Hallar 28en [are cos A 


E 2/3 , 13 
5 BNG CwN3 DEF 
RESOLUCIÓN : 


De la expresión trigonométrica: 


en are cos ]=20entr=2 0 - /5 
pat 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 62 : 


Si sen 54), ¿cuál es el valor 


5 
de 0005 - a 


7 3 
E B)-= a D)-5 E)5 
Es 
Desarrollando y transformando 
convenientemente: 


e o 
=- 000[r+2:- E) coel2tal7s x)) 


=-(1-2sen* (1/7+x) 
Trabajando con el dato del 
problema: sen(x/7+x)=1/3 


Reemplazando: 
=-(1-2.(1/3)*) =-7/9 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 63 : 


Hallar el valor de la expresión : 


tanta tan 5x tan" 7a taz” lx 


x= 


12 12 12 12 
A)28 B)32 C)1 D)26 E)6x 
RESOLUCIÓN : 


* Se tiene la expresión: 
x= tg? ES ta e tg? a+ ez E 


* y. E Tx es 
Como: 83 8]37 eta 
* Entonces la expresión puede 

expresarse como: 


«=2(t8? 7 Ene E 

y z_ zx, 
ES 2|1s* E se E +2)] 
* Luego: 


x=2[(2+/3)%+(2-/3)*]=28 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 64: 


El valor numérico aproximado de 
Pan) sn E ) es. 
4 12 12 
A)1,06 B)1,56 C)2,11 D)2,19 E)2,56 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos por triángulo rectángulo 


V6 + 42 
* De donde: 


Sx Ed 
tan ¿=2+v8 Asenz= 


y6 -/2 
4 


* Al sustituir valores se obtiene: 


sho. (E 


> 222 06 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 65: 
Hallar el área de la región 
triangular determinada ql las 
rectas: 
L, : 3x-4y+6=0, Ly: Deptos 0 
y el eje X. 
AJ8u* B) 7,54” C)85u* DJ9: 
RESOLUCIÓN: 


ATRIGONOMETHIAS 
Sean las ecuaciones de las rectas: 
L;: 3x-—4y+6=0 
Ly: 3x+y-9=0 
Graficamos: 


Para calcular la ordenada de 
P(x; y) resolvemos las ecuaciones 
de 153 y e 
3x-4y+6= 3x+y-9 
y=3 

Nos piden el área de la región 
triangular APB': s 

5x3 


A S=7,5 u? 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 66: 
Del gráfico: Y 
XxX 
“a 
A 
Determine 
3sen +sen a+sen b 


6008 24008 a+cos b 


A)-1/2 B)-1/3 C)-1/4 D)1/2 E)1/3 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura: b- a =1807 
* Luego: a — b =-180* 
* Al sustituir en la expresión Kresulta: 
3 sen (-60")+sena+senb 
6 cos (—30”)+c0s a+cosb 


92 Joisono+amisrro) 
3 


6 3 +c08 a+cos(1804+a) 


=E= 


-0o. a 
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RPTA : “A” 
PROBLEMA 67: 
Si:fana=p/q y 180 <a<270'el valor 
de sen2a será : 

,2lea] y, 274 o) 2ea] 


E E 
py 2eld y, bla 


E 
RESOLUCIÓN 83 : 
Y 


Si 180" < a<270" 
x entoncesa e HIT 
cuadrante. 


* Piden: sen2a=2 sen a.cos a 


* Se sabe que en el HT cuadrante el 
sena es (-) yelcosa es (-) 


* De la figura: 


=P 
sena=: A 
pa? 
* Finalmente: 
-P 9 
sen 2a=2 ——*—x 
Ja [pr 
2pg 
>senla= 
2 
pg? 


RPTA : 
PROBLEMA 68: 


El valor del ángulo e que forman 
las rectas L, y Lg del gráfico 
mostrado es : 


«pg» 


RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico : 


OP=0Q > Q(7;24) 
*De:0+2: =90" 


Q(7;24) 


> co =senfu 
> 000 =P l0na 
I+tanta 
X 
* pero : tana=-— 
*Luego: 
e 336 
cosb= 5 >0 arcos( 550) 
-  RPTA:“C” 


PROBLEMA 69 : 


En la figura mostrada , halle 
tang+cotó sabiendo que m > 0. 


Y 
Pr 
VA 
y=mx 
Xx 

0-9) 2) o (Es) 

m m 

L2m m 

a 14+mé a 14m ) 
RESOLUCIÓN: 


* Se observa que en la recta Y se 
considera un punto genérico P 
cuyas coordenadas es 


Píx; y) = (a;am) 


* Además P” es punto ortogonal de 
P entonces: 


Plx;y) = am; a) 


* Luego reemplazando en la 
expresión dada , se obtiene: 


a 5 
am a m 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 70: 
Si tana=-2 y a está en el segundo 
cuadrante , hallar: 


S(cosa+t5 sena) 
2Lcota 


AJJTOB) A A a 


K= 
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RESOLUCIÓN 64 : 
Deldato tana=- a aelnc 
Considerando 90” < a < 180", 
tenemos: 

—POS1) 


10 


a 


Definiendo las 
trigonométricas en K: 


razones 


Obtenemos: 
A) tana py2ena+tana c¡2ema—tana 
200sa 200sa 20094 
Diana 2222 Lama 
cosa 
RESOLUCIÓN : 
Sentsta)-Cos[ 5—a)+Taní2eta) 
Na. zo 
Cos(a—x)- Sen] 3. 
ES n= Sena- Sena+Tana _-2Sena+Tana 
Losa-Cosa -2Cosa 
No 
2Cosa 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 73 : 
Simplificar: 
te L+x 


patria), coa), Mel-=) E 


ES A 
goStora+5sma)_ (% o ) 
2cota 2-5) 
2 


J10 


E Ti 


y10o. 
10 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 71: 
Se tiene un ángulo a en posición 
normal. Si su lado final contiene al 
punto (4 ;-3) , calcule seca.cota. 

3 5 3 
uE B)- 3 C)- + 
RESOLUCIÓN: 


5 5 
Dz E-2 
ER 


Del enunciado se tiene 


O 


RPTA : “B” 


m5) ae(3-5) se(3»») 


A)-1 B)1-ctg*x C)cso*x Djetg?x—1 EJ1 
RESOLUCIÓN: 
Transformando el ejercicio: 
PERA A) 
se sí tg gr 
Entonces por simple inspección: 
P=-14+1-1+ctg?x >P=ctg*x-1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 74: 


Determine el valor de: 
M'= cos40” + cos80” + cos 1607 


ANS A C)1 DIJZ EJO 


RESOLUCIÓN; 
M=cos40" + cos80* + cos160" 
=200960'v020" 4008160" 


M=2(+) cos20*+co8160" =00820"+c08 160" 
M=cox20" +(cos180" - 20) =c0820"+- cos20"=0 
RPTA : “E” 
PROBLEMA75: 
Al simplificar la expresión 
cos(480*+a) cos(630* —a)-sen(000" -a)sen(1080"—a) 
se obtiene 
A)2sen?a  B)senta 
D)-2 senta E)-2 cos a 
RESOLUCIÓN: 
Sea 
M=cos(450"+a )Jcos(630”-a)- 
sen(900*-— a)sen(1 080” a) 


C) cos? e 


EDITORIAL RUBINOS 
por reducción al primer cuadrante 
* con(dSO" qa poros (IED +0) =008 (904 j=sena 
=> cos (db +a ja mena EA 
*cos(630" - a cos (36042707 - 0 )=cos (270 a) =— sena. 


3 
A 77] 


*semi900 «a J=nem (2.3004 180 — a) =oem( 180" —0)=+ema 
3 


1) 


* senil 080" -aJuren(3300 - 2) =oenl 0)=- sena 
=mníl 080 —a)=- menor 1) 


* Reemplazando : (1), (11), (1) y 
(TV) en M. 
M=(-sena)(-sena)- (sena)(- sena) 
=> M=sen*a+senta= M =2senta 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 76: 
Sean ayf ángulos en posición 
normal ¿B>«a, cuyos lados 
terminales pasan por los puntos de 
intersección de las curvas y*=2x, 
xa=2. Entonces seca—escf es 


AJ3J2z Y | 
B) J2 
C) 2/2 
D) 2/3 
E) /3 


> eni900"— a )msena 


RESOLUCIÓN: 
De la figura: 


PROBLEMA 77: 
Enla figura mostrada , halle el área 
de la región triangular ae 


E)-sen0cosó 


*Enel 140QP: 
=1 5 
A=5 (lsen an 3 
* Dado que: 


06€ IVC|seng| =- seng 
lcos0| = 0090 A=-¿sendcos0 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 78 : 
En la figura siguiente , calcule el 


área de la región sombreada, 


Al-con(0pé E) con0r? O-¿contoné 
Dizama(0ré EJ zcoslóhé 
RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: Área de la región 
sombreada 


* Se aprecia que en la figura se 
indica el ángulo 4 con doble sentido 
, por tanto, se debe entender que: g 
es positivo, 


Eos 2 

> on =7 5 0080 u 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 78 : 
¿Cuáles de. las- siguientes 


afirmaciones son verdaderas (V) o 
falsas (F) . 


D Tan(1283%)=-1 
1) senfnx)+sec(nx)=(-1)”,V e Z 
UN Si Ysend x Jtan0<o y entonces 


y pertenece al tercer cuadrante. 


AJFFV BJIFVY  CIVVvvV 
DIVFF  EJVVF 


RESOLUCIÓN: 
1) VERDADERO : 


Tan(12887)=-1 puesto que 

Tan(1289%)=Tan(seóx+*%) 
3 Ha 

>Tan=¿= (> | 1 


1) VERDADERO : 


sení(n x)+secn a=(-1)” 
* Es decir: seecna=(-1)" VneZ 
HI) VERDADERO : 


YVsendx JT an9<0;0 € IMC 


* Dado que : Vseno a Menl 0 


* Se deduce : Ed A EST 
* Entonces : 9 e HIC 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 80 : 
Simplifique: 


tz) 


Si 0=33". 
a 20d 


D) 15+3/3 E) mA, 


6 6 
RESOLUCIÓN: 
seno +0)han(20% +0) oe: 250) 
> Enlsendte|tan(540) ace 
= E-lsen33014ltan3901 +lesc3301 


sl y 2> paa 


1542/38 
6 


Apeala 


B) Cc) 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 81 : 
Simplifique: 


A ,nEZ 


A)-1 B)ED” C)0 D)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 

* Analizando tenemos: 

D sin es par: 

R=c08 (e 441) Era) +sen(nxra) 
> R=-sena+sena > R=0 

1) sin es impar: 

R=008 ((4+9F+a)+senmrra) 


> R=sen q -sena => R=0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 82 : 


Si a es la medida de un ángulo 
águdo tal que cos 1996"=-sen a . 
Calcule el valor de ; 


E=xcscl5 a-senl5a 
AJ1 B)JL5 C)2 DJ25 EJ3 
RESOLUCIÓN 
? Nos piden: E=esc154 -senI5a...(1) 
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* Por datos: a medida del ángulo 
agudo; cos 1996"=sen a 


. *Entonces por reducción al primer 
cuadrante; 


cos( 1800 +196*)=-— sena 
cos(180%+16* )=- sena —cos 16"=- sena 
Enza 


> cos 16”=sena => a=74" 

* Luego: 
senl5ao=sen1110* 
> senlba=sen(360(3)+30%) 
> senl5a=sen30" 
=senlóa=> nesc 150=2 


* Por lo tanto , al reemplazar en 
(1) resulta que: 


1 
EKE=2-—= 
3 1,5 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 83 : 
Sabiendo que : 


M=tam| ha+ Za |: e 2 


N=csc[nx+( - D"al;n ez 
Calcule : 
M*-N? 
MN 
A)tanasena  B)-tanasena C)ootacosa 
D)-cotacosa E)-1 
RESOLUCION: 
* Sabemos que : 
tan(kx+x)=tanx;VkeZ 
* Dato : 
M tante Za)o M=-cota 


E= 


“Dato: N=cse[nx+(-1)'a] 

* Sin es par :N =esca ¡3i n es 
impar; > N =esca 

* Luego: N=csca,Vn eZ 

* Reemplazando en E , se tiene : 


=tanasena 
e 


RPTA ; “A” 


PROBLEMA 84: 


¿EE pane 0 DWS5 EJ3J5 
RESOLUCIÓN: 


* Por reducción al primer cuadrante 
resulta del dato: 


csclo- 26-2)=- 


An _YE _ Ja 
> 0se(5-0)= 2 > secó= 3 


* Por tanto: 9 e ICÓIVC 
* De donde resulta: 


1 
senO=+ 
5 
* Haciendo la misma operación 
para M: 


O ste] 


* Luego de eliminar número entero 
de vueltas: 


* Finalmente reemplazando valores 
obtenemos: 


M= ara q a 


RPTA : 
PROBLEMA 85: 


Hallar el valor de: 


E 


“q> 


tan20? 3 tan 160? 
————— | +9ec50? send? cacl35” 
Cot 70? Ter 


A N2 BZ 1202-12D025 


RESOL CIÓN: + 


Por identidades de reducción al 
primer cuadrante tenemos que: 


tan160” =- tan 20” 
cos120” =- cos 60” 
esc135” =- esc 60* 
Sustituyendo en la expresión M , 
entonces: 
cena) 


y sento aciendo] 
mo tetra == |+secó0” sendO” cocdi” 


Además 
cot70” = tan20” ; sec50” = escd0” 


_[4tan20? 
>M 4/2 >M=24/2 
RPTA : 
PROBLEMA 86 : 
Para el círculo trigonométrico que 
se muestra en la figura , calcule 


dz 
) +csc 40 send? /2 
1 


“gr 


* De la figura enema 


ATRIGONOMETRIAO 


PROBLEMA 87 : 
Sicos0<0 an sen0<tanó. 


A3 B)-2 C)-1 D)1 E)2 

RESOLUCIÓN : 

* Por datos: 

. cos<0>0c1C y 0 MIC 

. senGó<tanó 

* Entonces analizando tenemos: 

D0E 1C> sen0>0 rtang<0 
Entonces, sen9>tan9 

1) 0 HIC=> sen0<0 rtanG>0 
Entonces, sen9<tanO 

* Por lo tanto: 9 e 11C 

* Al simplificar se tiene: 

ga emá ¡llaná ,lcotd seno, tano coto 


só tng otO sn Haro eto 
=HH41=1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 88 : 
En la figura , halle el área de la 
región sombreada. 
Ed Círculo 
trigonom: 


A) -F(sen0+cos0+tano) 
B) —F (seno —cos0+ tano) 
lo) -(sen0+cos0 tano) 
D) - (send +c080-cot0) 
E) -F (send +cos0+cot0) 


RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: S, +Sy 


9EÉlnCc 
* lcos0l=-cos0 * ltanó0|=-tanO 
* Analizando el gráfico tenemos: 


ltand(1-jcosó) 
2 2 2 


Lxloosá _ 00 


»s > 5 *s> 


(tan0)(1+000) -tan0- sed 
NN A E 


* Entonces : 
S, +8, =-2(sen0+cos0 +tano) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 89 : 
En la figura, O es centro del círculo 
cuyo radio mide Jem. Hallar el área 
de la región sombreada. 
Y 


AZ sena —cosajené E) (ona sena —Lcné 
O trenatcona Dent DI Z tna cosa en? 
BZU-setajen? 


RESOLUCIÓN: 
En el gráfico: Y 
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Avuac=Avor +Ascao — Aoc 
> ¿Ixsena , 1x(-c09a)_ 1x1 
A 2 2 


> Anc” Hsena —casa 1) 


7 Anc” 3 (sena — casa - 1)em* 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 90 : 
Sia, =b,=nx, ne Z, determine el 
valor simplificado de R. 
cosíay+k Jcos(a +k; Jeostay+ky)...cosfaj tk). 
¡os(h, —by Joowílkz — by Jcos(ka —b Juani; —b,) 
donde i = 1 326. 
A)J-2 B)-1 Cj0 D)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: 
a, +b, =nx,neZz 
> 4, +R, =nx+(Rk, —b,) 
* Luego tomando el coseno: 
> cos(a,+k, )=(-1)" xc0s(k,, 
cos(a,+Rk,,) 
cos(k, —b,) 
* Nos piden: 


porta, +ky) costas +hy) _ cosa +) 
a) By)“ cos(hig by)" costas —Dym0) 
DRAMA MA da 
RS 13851 
RAY? 


Ra 


-b,) 
=(-1)"¡Vnez 


>R=(1/*" >Ru-1 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 91 : 


3- = 10x-2 


dx+1 >? 
donde a y O son ángulos 
complementarios. Entonces el valor 


de K= tan 3 )tanta) es: 
Ay12(12+/153) GE Le, pr as 


Si tan(a)=> 


ES tan(0)= 


12-/193 -12 195 
Dz A 
RESOLUCIÓN: 


* Siendo a y Gángulos complemen- 


tarios se tiene que tan(a) = =tan(0) 


E da 3-2x _ dx+1 
y 7=bx 


13 
se obtiene: Y 77 
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3.28 
*Así: tana=Y-2 


11 


*Por lo tanto : 
a 
RPTA.: “C” 


PROBLEMA 92 : 

Enun círculo de radio r = 3 seubica 
el radio vector en la posición (x;y) 
en el instante £=0. 

Después de cinco unidades de 
tiempo de giro constante, el radio 
vector está en una posición tal que 
los valores del seno y del coseno son 
opuestos e intercambiados con 
respecto a la posición inicial. Si al 
inicio y>0 y «el ángulo de la 
posición final es: 


a mi gy 
6 3 6 


RESOLUCION : 


P, : opuesto de Pp 
P,; el intercambiado de P, 
* En la posición inicial : 

*- 3 3y>0 
*Como el radio es 3, entonces y 
luego, consideramos en la posición 
inicial el ángulo e 


* Cuando el seno y el coseno son 


opuestos, el ángulo en la posición 


TER 
*Finalmente, en la posición final el 
ángulo es - 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 93: 

Si senfa+cosóa es igual a la 
expresión A+Bcos4a+Ccos8a 
para cualquier valor real de a, halle 
A+B+C. 

1 1 1 
Wa Pi 0 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando identidades auxiliares 
tenemos: 


Di 


4 EJ1 


(cosa +senta=| (+ e] (10 


44 
(cos%a—sen“aJ"=c08* 24 cuco D) 
* Luego sumando (1) + (ID) se 
obtiene: 

Ann arcolaj 24 cal da + coda tens 2a 
tute) 


14+cos4a 
igontas 4 


* Simplificando: 


8 38. 95,7 1 
E oostat— 
sen “a+cos" a. 16 cosBa 


* Por las condiciones: 
MI 


* Resulta: aia E: 0= E 
> LGS 
* Observación: 
sen*a+cos*a=A+Bcosta+Coos* a... (1) 
como es una identidad para a=0 en 
(1D) 0+1=4+B+C=> A+B+C=1 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 94 : 
Si: 
fítan?x + cot'x)=8sectx+csctx 
Halle f(2) + f(3) 
A)20 B)21 C)22 D)23 E)24 
RESOLUCIÓN : 
a mae reno! y 
A —2se0* xcso” x 


Lt o +tan"z+Ircot* x)! 2 (000? x4 coc? 2) 


La 2omát ¡"vto tas coli xl — 2(24 tan Gt col 2x) 


* Asumiendo que : 
tan?x + cof'x = a, entonces: 
La =(2+aP-2(2 +4) => f,,, =0*2a 
* Finalmente resulta: 

fa =8yf5=15= fa +tfg=23 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 95 : 


Si :escatana=3 ; halle; 


y=c0s(a+secta—tan*a—senta 


7 El 2 MM 146 
Aia Bi Dd DM DG 
RESOLUCION: 


* sera E y eE 
Del dato: Sosa > cosa 
* Reduciendo y tenemos : 
y =c08 la — senta +secto—tanta 
+ y (000 Ln ema J(co a + renta) 
1 


+ (00m tan” a)(se0ta + tan? o) 
1 


> y=cos%0 senta +secta+tanta 


=> y= 20080 —1+ 280001 
=> y = 2c08%0 + 28000 —2 
* Reemplazando: 
2 
»=2(3) +2(8* -2> E 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 96 : 


: b 2/3 
Si cot(x)= 8) , encuentre el valor 


de la siguiente expresión : 
E= b 
bsenx  acosx 


siendo x un arco del primer 
cuadrante. 


E 
de] a e 

Pa 
RESOLUCIÓN; 
*Como : cor =[2* > » 
a a 


* Reemplazando en E; 
p= [serx, 5 feos 


cost cos Vsen tx 
*Simplificando y dando una forma 
adecuada , se obtendrá $ 


— (tx +etgx)” 


PROBLEMA 97: 


Calcular el valor de k para que la 
siguiente expresión sea una 
identidad: 


= a z Ps 

sec” 0 sec” O 
AJ1  B)S C)J2 D)-1 E)1/2 
RESOLUCIÓN : 


* Expresando la igualdad en 
términos de cos0se tiene: 
cos* 9— sen“W=2kcos*0 —1 
* Luego aplicando diferencia de 
cuadrados: 
(cos* 04sen*9)(cos*9 — sen*0J=2kcos*0 —1 
1 
= 008? 0— sen*0=2kcos*0—1 
Icod 
cos* 0+eos*0 =2heos*0 + 2008? I=2hco8*0 
=k=1 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 98 : 
Siesexr = 4 senx , el valor absoluto 
de cos x es 
AJ1/2 B)-43/2 
D)-2/3/3  E)2/3/8 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato del problema : 


0)/3/2 


A deenx = sentx= z 
senx 4 


* Se sabe por identidades que: 


RPTA : 
PROBLEMA 99 : 
En la siguiente expresión: 
cos A cos A , cosA cosáA _2 
1-senA I+senA x 
el valor de x es: 


AjsenA  B)2cosA 
DjsentA — EjcovA 
RESOLUCIÓN : 


* Simplificando la expresión dada 


“c» 


C) cos A 


RPTA : 
PROBLEMA 100: 


Hallar Z en la siguiente expresión: 
tgix—sentx = Zsen*x 


“g» 


A)j2sen*x B)0 C) gx 
D)igx E) 3sectx 
RESOLUCIÓN: 


tg ix—sen?x = Zsen*x 
Pasando la expresión en términos 
de senos y cosenos 


e pei a=L pe 


>" 1=Z > sectx—-1=Z2> Z=ta*x 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 101 : 


Sea a un ángulo del tercer 
cuadrante. Indicar la alternativa 
correcta al simplificar: 


E=1+4+(41-sen*a)cosa 
A)J24+sento Bj-senta C)ji+cos” a 


Djuentu  Ejcoto 
RESOLUCIÓN 67 : 


E=1+ (Vi=sen?a) cosa 
Por identidades trigonométricas : 
1- senta=costa 
Reemplazando en E : 


E=1+ (Vcos? a Jeosa 


> E=1 +leosalcosa 


Como: 

ae MIC; cosa<0 > leosa] =- cosa 

Reemplazando : 

E=1 + (-cosaJcosa 

>E=1-cos%a >E= sena. 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 102: 

Hallar el mínimo valor que puede 

tomar “a” en la siguiente igualdad: 

tan x-5a cot x=10 


AJ-/8 BJ5 C)j1 DNS E)-5 


RESOLUCIÓN : 

A partir de: fanx-—5acotx = 10 
despejamos a: tanx-10 = 5a cotx 
> 54 = tan*x -10fanx 

* Completando cuadrados; 

5a +25 = tan*x -10tanx +25 

=5a + 25 = (tanx -5)* 
00-20 

a será mínimo si (fanx—5)* = 0 

=-5 


> Omínimo 


RPTA : 
PROBLEMA 103 : 


“gr 


Cosa 
1- Sena 


es equivalente a: 


La expresión 


A Tanfa-=) B) Ton(a+2) 0)2tan[a+*) 


D)Tan[ + E) 2700 5-5) 


RESOLUCIÓN : 
Trabajando con el dato y realizando 
las transformaciones adecuadas 
tenemos: Sen(5 a a) 
Cosa ES 2 
1-Cos 5 - a) 


1-Sena 
* Trabajando con cotangentes: 


05 2)-001(-5) 


“Aplicando ángulos complementarios: 


co0(7-5)=10n(5+%) 


RPTA : 
PROBLEMA 104 : 
Te 
Sn —— E 
Tanx+ ——— | 


Tanx+_ 
E raiz +1 


“p» 


[co 


donde x € (0:5) 

Determine qué valor debe tomar x. 
xr E x= x 

A) 4 B) 5 C)- Ei DD) 

RESOLUCIÓN : 


Trabajando con el dato del 
problema: 


x 
El=S 
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ó Tanx 3 
E, 
Tans+——L. 7 5 

Tanx+1 


Ps un valor a: Tanx=y 


Resolviendo: 2y* - 2y* - y -3=0 
Realizando factorizaciones: 


(1 -D(2y*+4y+3)=0 
Entonces: y-1=0= y=1 


Con: 2y* -4y+3=0 
(como A< O, raíces complejas) 


Finalmente para Tanx=1 (un solo 
valor) 


Entonces, deducimos que: ez 


RPTA : 
PROBLEMA 105 : 


2 

1+cosa x esca 

Expresar A=| EEC 
( sena+cosa ) 


en función de tana. 
A)i+tanta 


“uy” 


Bm Cj-tanta 


tana 


a 
RESOLUCIÓN : 


istana 00% 
Totana) Vi+sen2a 


C)1 


* Desarrollando la expresión: 
sr Itana y [pnsenza) 
1-tana) Ni+sen2a 
* Se sabe: 
Tana = 02 


11 2Sen2a =(Sena + Cosa)* 
* Reemplazando: 


ir (Es) 


=> 


sales) 


RPTA : 
PROBLEMA 107 : 


Determinar para qué valor de K , 
la expresión: 


R=sen%x+c0s'x+K( sen*x+c08'x) 
es independiente de x. 


A) 3/2 B) 1/2 C) -5/3 D) -3/2 E) 0 
RESOLUCIÓN : 


*Según las identidades 
trigonométricas: 
senix+cos"x=1-3 sentxcos?x 
sentx+ cos x=1 EA 1 
>R=1+h-(34 2k)sen*x cos*x 


E mdependionde de 5 
+ Entonces: 3+2k=0=k=-2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 108: 
Sitg! + ctg?x =2 y x pertenece 
al 2 cuadrante; hallar el valor de 
la expresión : 
terri lx+4 
cigUx+tg x+ctgóx 
A)4 Bj4 C)2 D)-2 E)J4 
RESOLUCIÓN : 
De: 
tan?tx+cot*x = 2 
tan?tx+ pa =2> toas 
tanB' tantx 
>tan*x-2tantx+1=0 
(tantx- y =0 
7 
Reemplazando en: 
(DAA (A 4 


TT 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 109: 
Si cos x = 4/6, el valor de 


E= 9ctgx + cacx) es 

A) 27 B) 41 C) 81/41 

D) 9/41 E) 41/9 

RESOLUCIÓN : 

* Reduciendo la expresión 

obtendremos 

e E A 1 JE 
sentx senx) sentx 
2 

8-o( A ) 

1-cos” x 


* Luego reemplazando valores en 
la expresión: 


2 
1(7) 
E=9| 52 
4 
1-(5) 
RPTA 
PROBLEMA 120 : 
Si :sectx+esctx=7, 


halle: E=(sec*x+tan”x)(csc*x+cot*x) 
A) 13 B) 14 C)22 D)16 E) 15 
RESOLUCIÓN: 
* Por condición: sec*x+ecsc*x=7 
* Luego de la expresión pedida 
tenemos: 
E=(sec*x+tan*x)(cac*x + got*x) 
SS er] 
> E=(20*x -1)(2c90*x -1) 


=41 


¿Br 


* Al efectuar resulta: 
E=4sec* xcsc*x—2(sec*x+esc*x)+1 
* Sabemos que : 
sec*xesc?x=sectx+ese*x 
* Entonces: 
Exá(sec*x+cs0*x)- 20003 +000*x)+1 
* Finalmente sustituyendo valores 
se obtiene: 
E=4(7)-2(7)+1> E=15 a 
RPTA z “g» 
IO 121: $ A 
: JZtan9=V2seca-1 
aia he 
halle el valor de : M = 


1 
A)M,1 BN2+ 0)24+/2 
2: e 


2+J2 (3+/2 
pz Ja a 
RESOLUCIÓN: 
* Del enunciado tenemos: 
V2tan0=J2 seca—1.. 
/2 tana =J3 secO-1... 


* Sumando (1)* y (11)? miembro a 
miembro, tenemos : 


(VZtano) +(2tanoY =(J2seco —1)' 
+[VZseco—1)* = 2tan*e+2tan?a=20ec*a 
-2/200c0+1+2000*0 - 2/Z0000 +1 


* Agrupando : 


2/2 (m0 + 2000) =2(1009 tan” 0) +Asecta tan a) +2 
ASA A 


* Luego : > 


A 


M= 24 


c08Ú + cos _ 52 
cosacosó 2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 122 ; 


Si tanx + colx=2 , fumes) 
PS 
rata CN 
tar" x+col”x 
siendo n potencia de 2, entonces el 
valor de E? es. 


A)2 B)4 C)8 D)16 E)32 

RESOLUCIÓN 

*Si: tan x+cot=2 > tan=1 A cotx=1 
>tan"x + cot"x =2 

* Luego , reemplazando en la 

relación: 


Ea 
E=J2 >E=2>E*=4 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 123 : 
120080 _1 
Si Aa entonces el valor 
de E=sen9cos 0 eS: 
3 


1 1 El 
A i B) 3 Cc) F] D) 4 E) 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando adecuadamente: 

I-cos'0- costó 1 sentO-cortO_ 1 
send + 0090 a na 2 

> men0 — 000 


ES 


AA de) 


> sen 4cos? 6 - 2sendcoró=L > sentcosó=> 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 124 : 


Determina el valor de 
cot(x+y)eoty , si se cumple que : 


sec(x+y)= = 


A)-1 B)1 C)+t D)V2 EJJ3 


RESOLUCIÓN : 
*Del dato : 
pa al «2 
*ordenando : 
y 208% 9, coll: ty) 9). 2 
cos(x+y)cosy cos(x+y)cosy 
*Por identidad auxiliar : 


1I+tan(x+y)tany=2 
stan(x+y)tany=1 
> cot(x+y)coty=1 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 125: 


Si tanZ=n, donde[-2x;x]-[-x;1], 
entonces ¿cuál de las siguientes 


alternativas es la correcta? 
Aja Los x Le 
1+n?” Tan? 
2x 
B = E 
) sen y 5 Le 
1-n? 
C)sen x=, 1? 
Le 1 
D, , 
A l+a? 
RESOLUCIÓN: 
*Si: 
tani=n> senx= 3 e 
2 nó 1+n? 


se cumple sixe R-(2n+1)xr;n € Z. 
Como se considera un dominio 
particular [-27;x]-[-1;x] 

la respuesta sería C. 


RPTA : 
PROBLEMA 126 : 


Podemos afirmar que sen'x + cos x 
es igual a: 

NiGota) m1 eta O 1h 
Do Gora a 14 Zea) 
RESOLUCIÓN : 

* Nos piden reducir la expresión por 
identidades trigonométricas : 


“cr 


* Por identidades auxiliares: 
>en'x+000 x=1 —¿(ssen*xcor"x) 


> oenfx+co0 x=1-Zoen* (23) 


RPTA : 
MÉTODO PRÁCTICO : 
Para: x=5/4 
vi 6 
1 1 1 
N= == 
(5) «Qa) =3 
Evaluamos en las claves tenemos: 
N= 4 


“g» 


PROBLEMA 126 : 
aL, 


valor de 
M = senx + cos x es: 


entonces el 


RESOLUCIÓN: 
* Se pide :M =senx+cosx 


* Dato; senx cor = LL 


*Sabemos que : 
[ln 0" = 2 (m2 60?) 
* Luego : 
(oenx + cosx)* + (senx—cosx)" = 2(sen*x + cos? x) 
a 
> (872) -1=>M= e 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 127: 
Sean b > 1, senx > 0, cosx > 0 y 
log,(senx) = a. Hallar log, (cos x). 


Ay hloga (140?) B)2log susi] 
Crztog, (61) Dy2tog[1-0*) 
EJ Hogs (1-02+) 
RESOLUCIÓN: 

Por dato: 


b > 1; senx > 0; cosx > 0 
también: log,(senx)=a 
de aquí senx = b* 
Recordar que: 


(1) 


“sentx + coste =1 
reemplazando(1) en (2) 
IA POTE cosv=(1-6%)) 
Tomando logaritmo en base b 

tenemos 
logs (cos x)=1og,(1-0*)) 
> logy(c0sx)= loga(1=0*) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 128 : 
Si senx+cosx=a halle el valor de 


a? 
E +sen'x+cos'x 


.«.(2) 


= 
ye más OLI 


ibn 
Sea: 

SENA + 008X =M oseccrosroooo (1) 
De lo que piden 


>? 
Na +sen*x+co0*x 

2 
No Hnenx +coax)loen*s — sensxcoss +cos?) 


4 
No hall cms e 0777) 


De (1) elevando al cuadrado: 


Reemplazando (1H) en (1): 


A 


Reduciendo N=ja 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 129 ; 
Simplifique la expresión: 


102((ue tam 231005 00 411)" sen xicos?) 


ES 
RESOLUCIÓN: 
Piden simplificar la expresión 


M1 42|(oenianar* tanto) *)' <menstccns)*] 


(o) 


-* Del dato tenemos 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 130 : 


Si x, y > 0, determine el valor de 
1+c08y HE 
1- cos y 2x 


de) 


a] 1 gel pyxsl ga ¿q 
A 
RESOLUCIÓN: 

De la condición: tan(2)-/2% 


Se pide el valor de . 


, sabiendo que 


2 RPTA : “D” 

PROBLEMA 131 : 
La expresión: 

R=1-4 (sen'x+cos'x) es 
equivalente a ; 
A) -3 sen*2x B)-3 cos"2x C)-3 cos 2x 
D) 3 sen 2x E) —-3 sec*2x 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado ; 
R=1-4(sen'x+c08"x) 
Por identidad auxiliar. 
sen“x+cos'x=1-3sen*xcos*x 
Reemplazamos 
R= 1-4(1-3sen*xco8*x) 
R= 1-4+12sen*xcos'x 
R=-3+3(4sen*xcos*x) 
R=-3+3(2senxco8x)* 
R= 31. 1-sen*x); 
además, 1=sen*2x+c0s*2x 
=>R=-3c08* 2x 


RPTA : 
PROBLEMA 132 : 


Consideramos ; 
a=(Ji+y+607,yY p=(Jz-y+10P 
que en el primer cuadrante , de 
modo que  senaxsecf=1=0. 
Hallar x. 


AJ49 —BI64  CI81 
RESOLUCIÓN: 


“gr” 


Dj100 Ej36 


- que 


senax sec f-1=0 
* Entonces , sena =cos B 
* Luego , a+ f=90* 


* Reemplazando expresiones 
equivalentes a y f, tenemos 


(Vx + y +60) +(/z -y +10)? 90 
Resolvemos => x= 100 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 133 : 
Hallar el valor de “R” tal que 

(5 h=2tg*p 

cos” a+c0s* P=3cos* a x sen*B 

AJ23  BISIZ CJ3 Dj2 
RESOLUCIÓN: 
> En el sistema 

tan* a+k=2tan* f 119) 

1 ala =3cos'a sen*f (1) 


* De (1) : 


cos” a+cos* B 8 


cos asen” P 


_ cota 

cosa sen*p 

eso* B+sec* acot* B=3 
1+ col? B+sec* acol* fB=3 
cot* B(1+ sec? a) =2 


2+tan'a=2tan* PB 


* De (1) y (HD) > k=2 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 134 : 
Sicos0cig0 + 2sen0 = 3, entonces el 
valor de sen*0 + csc* 9 28 


Ay 11 Bj8 CJ5 Do 
RESOLUCIÓN: 


* En la ¡e tenemos. 
000: 204 2000 =3 
cta cc 
Ent í 
* Elevamos al cuadrado 
csc* 9 + 2080 0x send + vent 
E A: E 


(aa) 


E)7 


a — — _ __—_——_—_—_— —__—_—_—_—_——JF 


PROBLEMA 135 : 
Si k=3"+65 ;mez:, entonces el 
equivalente de: 


som qa Jese(Kr+a)es : 


API BJ Cj<1 
RESOLUCIÓN : 


*Por dato : k=3"+5/m eZ* 
«Sim=2 + h=8 
*Reemplazando en la expresión : 


sen va Jose ajos esca=1 


«Sim=2 -, k=14 
*Reemplazando en la expresión : 


sen [LL a ]escttar+ajatsena)(escajo» 1 


*Luego asignando valores para m 
se concluye que: 


son 5-40 Joserra) +1 


RPTA: 
PROBLEMA 136 : 
q z z 1 1 
Si O<acz, 0<P<E, tana=>, nop: 


entonces el valor de a+24es. 


“c» 


LA x- La La xr 
A 5 B) n C) > D) 4 E) 7 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: pan .l 
senf Tío * tana 7 


* Dado que: a y 4 son agudos 
LE 
3 7 
* Se deduce que aproximadamente: 
E ¡a=8” 
* Entonces: 24=37 


* Por lo 


radianes = 


tanto, 28+a=45 en 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 137 : 


Simplifique la siguiente expresión: 


Dj venta E) -oscta 


Apu E 


5) 


o70( 2) E 


a) 
12 


18 


RESOLUCIÓN 
* Para simplificar la expresión , 


" degradamos: 


* Aplicando identidad : 


cor” A —sen' B=cos(A + Bjcos(A — B) 


..x * 
paje 2712 ls z 
> 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 138 : 
Si « es un ángulo agudo , halle el 
valor de M, donde. 
ma cot(alá)-tanta/4) 


esca + cota 
ArLZ  BIJZ  Cj2 DI25 EJ 
RESOLUCIÓN: 


* Se sabe por indentidad del arco 
doble ion Tota] 


* Luego reemplazando en M 
resulta: 


cotíal4 - taníal4) _2cot(a/2) 
pe 
A esca+cota colía/2) Ara 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 139 : 
Sabiendo que : sens=o0( di E) 
3 
determine: tgx + ctgx 


AJ2/3 B)2 Cj4 DIS EJ4+243 
RESOLUCIÓN: 


De la condición : sons=000( +2) 
Desarrolando el 2do. miembro, 
tenemos: 


A 
senx=c08x cos 7 — senz sen 


3 
Sustituyendo valores: 
> A PI 
2 2 
Agrupando: 
(ueno Lc09 > ml 
> clgx 243 imammirnassesonos( 1) 
Luego: tgr=2-J3 memes (2) 


Sumando : (1) y (2) 
=> Igr+ctgr=4 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 140 : 
Si simplificamos: 

E= esc 2a - tan a, tendremos: 
Ajtanla  Bjclg2a  C)2wena 
D)20082a Ejseca 
RESOLUCIÓN : 

* Simplificando la expresión dada, 

tenemos : 

EE a TO 
senZa cosa 


1-2senfa _cos2a 
0 A e ER 
senda senda 


PROBLEMA 141 : 
Si sen4x=0,6 , siendo ES z 


hallar tg x. 

AM BJJTO CIJTO 48 
DIXJJTO +3 EJJTO - 
RESOLUCIÓN: 


* Se observa que isendz=0,6=2 


* Como cos! 4x =1-sen*4x entonces , 


9_16 


co 4x=1- ¿=> de donde , 


dá 
cos4x=2 (notar que 0<éx<E , en- 


2 
consecuencia cos de es positivo) 


cos 2x 
ñ +00 2x 


Ly oosdx _ [14418 _ 3 
y como cosza= [Ersorés A 


* Luego: 


A 


* Finalmente: tgx=,10-3 


* Ahora bien: tgx= 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 142 : 
Si ta 2)=x, el valor de 
ei .c080 eS; 
BIZ _C)1  DJ4 EJ3 
RESOLUCIÓN: 
T=c088_1-co88 
Si 03-> “5 lares? send 
Ra 00 
EA TA 
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¿Boot 1— 0000) 10090 
e | a x] 


Radoondig 7 —ab2condx == )e0 


RPTA ; “A” 
PROBLEMA 143 : 
¿Cuál de las siguientes 
proposiciones es verdadera? 


AJSi tanx= J3 ya < Ey rntonces a = $ 

B)El punto (— 1; 2) está en la gráfica de la 
función fi=j=lx+1+ 2. 

L)El conjunto solución de (x e R/lx —21=0) 
es el conjunto vacío. 


mes 
a + 
ENA ER 
RESOLUCIÓN: 
Analizando cada proposición: 
A) Falsa: 

tana=V3 = ahh ;(heZ) 


Pero a<z > h=0; 15-230 


B) Verdadera: 
Reemplazando (-1;2) en la función 
y evaluando: 

Mz l=jx+f+2 > 2=|-1+ 142 > 2=2 
C) Falsa: al resolver la ecuación 
lr-2=0=>x-2=0>x=2 

D, ny” 

) Falsa: (2) =(2)' =64 
E) Falsa: J4-=J3i ; pertenece al 
conjunto de los números complejos. 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 144 : 


Si3 senx+4cosx=5, hallar cos x. 
AJA/S BI35  CI-2/5 Dri; E 25 
PAS N 


Recordar: Ñ 
*Si ES A y at bize? 


entonces; sena=a/c a cosa=b]e 
En el problema 

o 3senx+4cosx=5 
*Se observa que verifica 3*+4*=5* 
* Entonces cosx=4/5 
$ RPTA : “D” 


a AD y DL es altura del 
paralelogramo ABCD. Si AL=a , 
determine el área del triángulo 


BEC. 
D € 


D)a* cot2a 


a? A 
L B 
ecza E 


RESOLUCIÓN: 


ISALD ¿InBTO => 
AL=BT=A 
ESBTC >CT=acota 
ESBTE >TE=atan a 
Área ABEC=S 
* Luego : 
5=5(atanatacota) 


. 


2 
a 6-5 a 
2 Lcosa. sena 2sena cosa 


RPTA : 
PROBLEMA 146 : 
Simplificar la expresión : 
cosy+cosl y-2x) 
cor conys > sen2seny 
Ajcosx B)1 Cjcosly-x)  Dj2 Ej-cosx 
RESOLUCIÓN: 
Nos piden simplificar 
As cosy+c0s (y — 2x) 
cos”xcosy+= sen2s seny 
a 2cos(y — x)cosx 
cos*xcosy+ 7.2 en x cos xseny 
2008 (y — x)cosx 
cos x (cosy cosx + sen y sen x) 
An Pcos(y—x)coex y _9 


c08 x 008(y—x) 


“gr” 


A= 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 147: 


Al simplificar la expresión 
sen17"+c0817*, ge obtiene 
sen3l" cos31” 
103 
AL BIZ CJZ Dra N% ES 


RESOLUCIÓN: 
* Piden simplificar E= EMP +01? 


senSI'cos3I” 


Por ángulos complementarios 
sen17” = cos73” 


Reemplazando en E 
Ez c0873+c0817" 
senS1oos31 


Transformando a producto 


y2 
2Zcondireos2s _ Ey 508 
E > E=2/2 
ren3Lcos31o == 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 148 : 


sil qa, a<0 y sena= ¡entonces 


A es cierto que. 
A)J-b<x<-a Bib<x<-a+b 
Cja+b<x D)x<a+b 
Ejx>a-b 

RESOLUCIÓN: 

* Del dato: 


E eace a<o 


Analizamos en la circunferencia 
trigonométrica. 


r-b<a;yaquea< 
x<a+b 
>8Se cumple que x<a+ 
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PROBLEMA 149 : 
Si: p-a =60r, el valor de la 
expresión: 
A=(cosa-cosp)*+(sena—senf) 
es; 
A2 Bj34 Cri 
RESOLUCIÓN: 
Operando: 

A=cos*a- Zeosacosf + cos* fi + senta 

—2uena senf +nen? fp 
> A=cos%a +senta+cos* f+sen*B 
A 


DO EJ 12 


T 
-2 (eosa cosP + sena senf) 
cosía-P) 
> A=2-2eos(a-P) 


-2-2co100=2-2(5)-1 


5 RPTA : “C” 

PROBLEMA 150 : 
Si 3senx + cosx = 5. Calcular el 
valor de: 1 
E=tgx+7 

4 
AJ/Z B)3 C)1 DJ2/3 E)2 
RESOLUCIÓN 115: 
*Dividiendo lo dado entre 5 : 
3 


Ecos oa 1 
5 5 


> sen37"senx+cos37'cos x=1 
> cos(37*-—x)=c080" => x=37" 


*Se pide: E=3+1=1 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 151: 
Si 1gra-as*)= 2, hallar sen 24. 


2a 
I+a? 


vía 
RESOLUCIÓN: 


Por fórmula de ángulos compuestos 
tenemos: 


tan A-tandi* 
I+tan Atand5” 


reemplazando valores: 


fanA-1 _a-1 


I+tanA(l)Y a+l 


De otro lado sabemos por fórmula 


auxiliar de arco doble que: 
2tan 


A A 77 


tan(A-46*)= 


Reemplazando valores: 


PROBLEMA 152: 

Si fg(x+3y)=5 y tg(2y+x)=4, 
entonces el valor de efg y es: 

A)J20 B)21 C)18 D)14 EJ15 
RESOLUCIÓN: 

Por datos del problema tenemos: 


tan(x+3y)=5>tana=5 


tan(2y+x)=4>tan0=4 
0 

Entonces como: 

i+3y=a 

2y+x=0 

yan O 
Trabajando con tangente : 

tany =tan(a-—0) 

reemplazando en la ecuación 
tenemos: 


deducimos : 


tana—tand HL 
Cs tanatan), Fresxa 21 


Finalmente convirtiendo a cot: 

coty =21 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 153 : 
Si fg(2a+b)=8 y tgl(a+2b)=2, 
entonces tg(a-b) es : 
A) 12/17 B) 4/1 
D) 6/17 E) 10 
RESOLUCIÓN: 
* Formando la incónita, según los 
datos: 
tg(a—-b) = tg[(2a + b)-(a + 2b)] 
* Aplicando la identidad de arcos 


compuestos: 
_py-42(20+b)-tg(a+2b) 
za +blgla +25) 
* Sustituyendo los datos se tiene: 


8-2 6 
tgla—b) naa > '40-»=37 


> fany 


C)6 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 154 : 
Si tga y tgg son raíces de: 
2x* +x-1=0, hallar tg(a+f)- 


1 


2 1 
au B)-1 C)-7 DI-¿ 


RESOLUCIÓN: 


A 
E)J-5 


Del problema podemos decir que 
tga y tgf son las raíces entonces: 


tga+ lgp=- ; (suma de raíces) 


tgaxtep=-3 (suma de raíces) 


Ahora, para encontrar tg(a+B8): 
por fórmula: talar) EE 
Reemplazando los valores 
correspondientes: 

-1/2 
1-(-1/2) 


> tgla+p)= 12 82 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 155: 


En la figura, hallar : sen0+c0s9 


| 


l 


e ¡JA 
2 3 4 4 2 
AJZVZ BIZNZ CIEJS DIEZ V2 EJ 
RESOLUCIÓN: 
E asp: notable de 45? 


tgla+B)= 


=-1/3 


luego: mo ACD=45-0 


AC 
=> con(45* — Ta 


Desarrollando el compuesto: 
cord cos0+sendSseno=E 
1 4 
+: 
a ed emo) 
> senor oo E E 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 156 : 


Enla figura, ABCD es un cuadrado 


_RESUELTOS DE REPASO 6 


cuyo ado mide 8cm. Si tan8” es 
aproximadamento +, determine el 


valor de x, 


E 


* Del triángulo rectángulo 
sombreado se tiene: 
r 1 x 


x 
tan8s—-=>-=_— 
5-7 8-x 


* Finalmente resolviendo tenemos 
que: x=1cm 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 157 : 
Enla figura mostrada calcule Tan $ 
A) 1/2 ] 
B)2 
0) 3/2 
D) 5/2 
E) 1/8 
RESOLUCIÓN: a 
41 
| 
j 
ES , di 
H— a —— 0 
ar 


aa 
oido AAN (1) y 1D 


* Entonces sustituyendo en (1) 
obtenemos: tanp=L 
RPTA PAZ 
PROBLEMA 158 : 
Sisena=2snf a cosf=30s0. Halle 
el valor de cosía- 8) 
E A AE 
7 7 7 7 7 
RESOLUCION : 
* Por datos: 
sena=2senf > senf = 
008 P=3C080 .nsorro» on 
* Luego desarrollamos el compuesto en 
la incógnita: 


cos(a— PB) =cosa cos PB + senasenfB 


* Ahora expresamos sólo en 
términos de «a: 


cos(a— Ar=cosal3cosa)toenal oena) 


>c0s(a- 6) Jo a+ seda 
Landa 2 
cosa py3 sema mi ( 1) 


* Al calcular sen*a se sabe que: 
sen” f+c08*P=1 
* Reemplazando »enf y cos $ de (1) y (11): 
7 
(¿sena) +(3cosa)*=1 
Grenta Ca =1>.wnta= > 
* Finalmente reemplazando en HI 
tenemos: E 
conía—p=3-5(33)=5 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 159: 
En un triángulo rectángulo ABC 
recto en C , calcular el valor de M. 


mo(ccma)cn2 0055) 


AJO  BJ1_ C)2 EJ4 


RESOLUCIÓN: 
* Efectuando los dos primeros 


factores, se tiene: 


md +tanh +tanE +tamBxtan)2...0 


D)3 


2 


* Se sabe ; 
A,B AB 
AZ aao 10m $4 E oran 45 


* Al desarrollar resulta: 


tons +tan2+ tanftanE 


=1 


7 LR 
* Reemplazando en (1): 
M=(1+1)2>M=4 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 160 : 
En la siguiente figura E 
y MC=MD. Calcule tanx 
D, Cc 
A B 
13 2 8 24 17 
AG BG Cr DIG ir 
RESOLUCION : 
* Según los datos tenemos: 


* De acuerdo al gráfico se tiene: 
=p 
tana+ianf 
tane=tan(a+P) >tar= 1) 
el DCB: 
tad 
6K 3 nsemplasanido em (1) 
4K_4 
tan Peg 
Del LAHM: 
2,4 
tanx=5,5, > Lana 
13% 5 . 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 161: 
En la figura adjunta , la longitud 
del segmento AB es $3 
A) 243 
B) 3/3 
C)4/3 
DJ 543 
E)6y3 4 


ATRIGONOMETKIAS 
RESOLUCIÓN: c 
* Piden: AB=x" 1 

5 
AS *———1B 


* Dela figura propuesta se deduce; 
tana==:tang=? y tan(o+ a=? 


* Reemplazando los valores 
obtenidos de la figura , obtiene: 


=84=29é -108>=108>x=AB=6/3 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 162: 
Si 
A A (e) 
Halle: E=cotAcotBcotC 


AJ1 B)1/2 C)J2 D)38/2  EJ4 
RESOLUCIÓN: 


x 
Z sen(C+ A] 
mn(c-3) 
* Haciendo proporciones se tiéne: 


cosíA-B)+cn(A+B) _mofc+)+ =oc-;) 


com A—Bj-cos(A+B) fos or «m(c-5) 
4, 


por 


. . cos(A—B) 
pd cos(A+B) 


* Luego reduciendo 
transformaciones: 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 163 : 
Sisenx + cosx =a , hallar: 

M= cos 2x— sen2x— 1 
A) a*(1-a*) B) a*(1 + a*) 
C) a*- D) a*(a* _1) 
E) 2-(a* -1) 
RESOLUCIÓN: 
Con el dato del problema: 

senx + cosx = a 

Elevando al cuadrado: 


(senx + cosx)? = a? 
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sent + 2eenzcurx+ coma? > 14 20enxcose=0* 
= 2enxcose=a" -1 => mn2x=a? —1 
Elevando nuevamente al cuadrado: 
sen*2x=(a* -1P 
1008? 2x = (a? 1 > cos" 2x = (a? -1P -1 
Reemplazando estos dos valores en M: 
M=cos!2x —sentx—1 >M=1- (a? -1P -a? 


>M=lI-al)- la? 14 > M=1-ad)-(1-a A 
=M=(1-a*MI-11-a*)> M=t1-at ML 14 a?) 


=M=(1-a* Ma?) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 164 : 


En la identidad trigonométrica: 
2Leenx+ 3cosx=Kcos(x- a) 

determine tana. 

AG Pi Oj DA 
RESOLUCIÓN: 

* Nos piden: tana 


VIS 
3 


*Aplicando la identidad 
trigonométrica de arcos compuestos , 
en el segundo miembro se tiene: 
2senx+3008x= K [cos xcosa + senxsena] 
2Lsenx+ Scosx= rosa cosx + Esena senx 
* Identificando tenemos: 
s ividiondo; Zrena _ 2 
Luego dividiendo: ÉS 
* Por tanto:tana=2 
3 RPTA;“B” 
PROBLEMA 165: 
Dada la siguiente identidad 
trigonométrica : 


et toy 


2 2 
cos” x-sen”x 


El valor de AB es: 
4)-2 B)-1 C)0 D)1 EJ2 
RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: AB. 
cost [$5)_ sen? (E 
ng) 
* Sabemos por la identidad: 
cos(x + y)eos(x — y)=costx - sen? y 
* Luego se obtiene: 

3 x 
(2) comente (5) 
* Aplicando arco doble tenemos: 

2c0s* = -1=Acos* HB 


* Identiticando: A=2;B=-1 


* Se deduce finalmente : AB =-2 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 166 : 

En un triángulo ABC se tiene 

m<B=2m=<C y 7(AH) = 4(BC) 

donde AH es la altura relativa al 

lado BCímHeBt) ; calcule la 

cotangente del ángulo C, 

yz 97 +7 


E 5 ds 


977 
RESOLUCIÓN : 

*Por condición del problema: 
=4K  BC=7K 


Á h ra 
IR herol2 Tico 
* De donde: 

4hcot2a+ 4kcota =7k 
(2 a—tan 2) 


B 


> 4 +4cota=7 
* Multiplicando cota resulta: 
Bcot* a-7eota—2=0 

* Finalmente resolviendo se obtiene 

lo que nos a 7 
Pe RPTA 1 “B” 

PROBLEMA 167: 

Si:a+PB+y=xr,entonces: 

sena+senf+seny es: 


EcorL co 2 os 

A) co con 008 > a 

A 4 TA 

CG) Lo04 CoN ONE 1D) 400404 ¿6005 

AA 

9 densos ¿ca 

RESOLUCIÓN: 

Como a+P$+y=x, se tiene : 
sena=sen(P+y), 
senf=sen(a+y), 
seny=sen(a+ f). 


Sumando estas igualdades y 
aplicando las fórmulas de 
transformación de sumas (o 
diferencias) de senos o cosenos en 
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producto se tiene: 
Assena+senf+seny 


(jad) 


al) ()] 


(2, a rx 
Ele E) reo(5- 3) 
Y utilizando nuevamente las 


fórmulas de transformaciones 
resulta : 


2 2 2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 168: 
En la figura mostrada : 
AD=x;EC=y; AB=BC 
x, 
Le 
A 
Ent senta —0) 
Mionces  Teosacosó—sen(a+0) 
toma el valor. 
a py y ys pe 
Y AY Y Y y 
RESOLUCIÓN: 
* sea 1w la expresión pedida : 
S sen(a—0) 
20084 c0s0 - sen(a+0) 
desarro! 


Es sena cos Ó— cos asenó 
20080080 -(senacos 0+cos asen) 
simplificando y dividiendo entre 
c08 40080» 


eS tana — tan O 
2-(tana+tan0) 


* Hallando : tana —tanO 
* Del dato, haciendo AB=BC=m 


A 


Cc 


RPTA : “C” 

PROBLEMA 169 : 
Calcule E=tan* (65) términos de 
a,sisecx=a+tanx. 

1 1 1 1 4 
C) ? D) E E) E 
RESOLUCIÓN : 
* Transformando el dato resulta: 


secx—tanx=a > secxttana=Z 


* Nos piden: E-[tan(3 a E-] 


* Empleando el arco mitad se tiene: 


'= Ex] cot[ E 
2-[0ne(5+x) c01(£+=)] 
* Por último hacemos reducción al 
primer cuadrante: 
E=[senx-(-tanx)] 
* Finalmente reemplazando se 
obtiene: 
¡2 
[1] = 202 
a a 
RPTA : 
PROBLEMA 170: 
En el triángulo de la figura, halle el 
ángulo «, para que a sea el doble 


“pr 


3 2 1 3 
parco Barcos Carecos 5 Djarocos”, 
RESOLUCIÓN: 


sombreado : 


*Se sabe que : [cosady =coex 


(2os2x- 


>20m0-1>L20ma=3 + a=arc( Y 
2 $2 4 


RPTA ; “D” 
PROBLEMA 171: 
La expresión K=2/3(c08* 19 —cosw7) 
es equivalente a: 

Aj4cos3f B)3cos3f C)3sen3f 


D) J3cos3f E) 2/3 sen3f 


RESOLUCIÓN: 
K =2/3(c0s* 13" — cos* 47) 

Obs. cos(x+y)cos(x-y)=c08*x—sen” y 

K =2/3 (cos* 13" -sen* 43) 

=> K =2V3 cos(19+43)c08(18 -43) 

=> K=24/3 cos56” cos( - 30") 

> K=2/3 sen34( /3/2) > K=30en34" 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 172: 

Simplifique: p=*2=_cotx, 1 

sen3x cosdz 2 


Ajienicccir  B)- Jen ice Cri rem da cie 


D)- Jomecicór E)- send cocoa 


RESOLUCIÓN : 
* Al multiplicar la expresión por 4 
se tiene; 
PEE _Aecos” 8 

senSx  cos3x 
57 ¡ Fvenx— senSx Icvaztocde 

sendx cos 
* Operando resulta : 
aqu A ==) 
senSx cos3x. 

* Finalmente multiplicando por 2: 
_M2jsen(-2x) _ oy Soen2x 
ri dE rá senfx E 

=>K=- 2 sen2x csc 6x 
A RPTA : “D” 


PROBLEMA 173 : 


Si xr<2a< zo y tg2a=2.J2, 
entonces el valor de fga es 


A) Uz B) -J3 C) 2/3 -2 


D) J3-1 E) sz 
RESOLUCI de N: 
Por condición 


tan2a=2 22 e 


2/3 
Ordenamos: 
V2tanta + tana - /2=0. 
SER 
Jz 


tana = 


tana =-Jz v tana 2 


ATRIGONOMETRIA 
Como 


x x= 
ae(5:97)=>tana<0 
tana =-J2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 174 : 


Del gráfico, calcule cot(2) 


BIJS-J2 A 

AE ¡FAS 
DJJ3 +J2 

EJ)2+/3 

RESOLUCIÓN: 


*En DABM: 
Aplicando Teorema de Pitágoras: 
para 
2 
Nos piden calcular: 
cot(9) = cscb + cotO 
y y 
> cot(2) =V3 + J2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 175 : 
Se «= ángulo diedro inferior 
(ABC,BCD), entonces , tana es igual 


'D 
A 
AJ/2 B)2/2 C)8/2 D)4/2 Ejw 
RESOLUCIÓN: 


* Se aprecia en la figura: 
“¿ABC y ¿BCD son isósceles, luego 


(AP y DP perpendiculares a BC). 


[1063] 


* Entonces: a =m<APD 


* Del plano AEFD se tiene : 
a_aJ2_J2 
Led ile E 

* En 1 AEP se obtiene: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 176: 
En el gráfico , el triángulo PQR es 
equilátero y QR=3QM. Halle 
sec20 . 


A) -14/13 ¿0 
B)-12/11 

€) -16)15 

D) -18/12 

E) -15/14 p. 


RESOLUCIÓN: 
En el triángulo equilátero PQR . 
q 


Si QM=2a => QR=6a 


Trazamos la altura PH 
=> HR=3a y PH=34/3 


Por identidad de arco doble 
1+tant9 _1+(3/3)% 
20020 = ==. 
1- tando 1-(8/3P 
14 


> sec20=-— 
13 RPTA : “A” 
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PROBLEMA 177 : 
Halle cos(2x-y) , six, y satisfacen 


las cuatro condiciones siguientes; 
0<x-y<x/2 + O<x+ysx/2 


A 
eot(x)+taníty) 2 


AJ1 BJO y 


RESOLUCIÓN: 


Dato 
ABONA ACOBY= Bessnaraneansraccaruoros 


dsen(x)cos(y)=3 ; 


D)u2 E) a 


BENXX COS Y y3_ 
cos x cos y+senxseny 2 


cos(a — b)=eos8a xcosb+sena x senb 
3 
O_s 5 


A A E 


como 
0<x-y<90" y corr= 


Pa A 7 
De (D): 


2eenxcosy==3 
[BsenA x cos B=sen(A+B) +sen(A—B]] 
Luego : 
sen(s+y)+ sente -y)=3 
> sen(x+3)+0ens0"=> 
>sen(x+y)=1 
como : 


O'<x+y<90" y sengO”=1 
x+y=90" 

De (HI) y (IV): 

x=60" A y=30" 

> cos(2x - y)]=c0890"=0 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 178 : 


El valor de E=cos80"cos20'cow40" €s : 
42 MÍ 04 DÍ mz 
RESOLUCIÓN: 


Desarrollando la expresión, se 


>El 4c0s20”cos(60” — 20")c0s(80"+20") 
2 Propiedad 

1 . 1 1 - 
> E=cons(20) 1()="- 


C) 2tan40” 
RESOLUCIÓN: 


* Al multiplicar por 2 cos20* y 
desarrollando el enunciado se 
obtiene: 


E= 2sen20"cos20” 
200820" - J3(2sen20"cos20”) 
sendO” 


"2cos20" - JGsen4o” 

Ca sendO” 
2(c0s20"— sen60”send0”) 

pe sentO” 
2cos20" — (cos 20” — cos 100?) 

sentO” al sento” 

cos 20”+cos 100” 200860” cos 40" 

sento? 


a; Jeos «o 
* Por tanto: E =tan40” 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 180 : 


El valor de e iguala: 


> 


Ajcot1? — Bjtanié? Cjcot2FP Djtan20FF 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando la expresión a + 

2 
=p (5+2coczo”);  desdoblando 
a J(0os 60*+cos20*4+c0820”) 
* transformando ; 

2 
40*+c0820"+c0820", 

Sad ) 

2 cal 1 
Pa add cajas * 


oo 
* Finalmente : x=cot20" 
PS RPTA : “C” 
PROBLEMA 181 : 

El valor de: 


PS 


G= col24'cot57- col24col3S” es: 
AJ2  BIJ3 Cj-2 D)-1 Ej1 
RESOLUCION: 
* Factorizando: 
G = cot24'[cot57 — cot33"] 
> G = cot24"[tan33” - cot33"] 
2 6G =-cot24'[cot33” -tan35") 
* Luego sabemos que: 
cot9—tanO = 2 cot 20 
> G =-col24(2co166") 
> G =-tan66 (2cot66") 
* Entonces : G=-2 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 182 : 


Si senC+ senD= x. ¿Cuál es el 
valor de: 


li 


az mÉ (E) DE En-é 
RESOLUCIÓN : 


moja 
ca) 


so (1) 


7 
* Al elevar al cuadrado resulta: 
mor (s2) 0d (2 0) (5) 


2 
apar [es 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 183: 
Al calcular el valor de : 
1 ys 


-—% obtenemos. 
senl0”  cos10? 


A)J1 B)2 CJ3 D)J5 EJ4 
RESOLUCIÓN: 
* Al efectuar la expresión se 
obtiene: G 

cos10"—JSsent0” _ y z 
Pa seniOcos 10” E gremio 10 
> po 2lendOcor 10" - con3ren10") 

par 

* Al identificar la identidad de arco 
compuesto resulta: 


— Acon(30" - 10") _ , gonz0” 
F A, 


F= 


2(Joone- smio 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 184: 


Calcule el valor aproximado de la 
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expresión ; S =c0827*-sec27* — 
AJ3-/58 — BNBS-/5) al 


D)s+J58  EJ5+J5 
RESOLUCIÓN 
*Llevando la expresión dada a senos 
y cosenos 

S = 04027” -1e027 >8= 


* Transformando : 


* Reemplazando :s= 


* Racionalizando : S=/2(3-J5) 
RPTA ; “B” 
PROBLEMA 185: 
Si tan(7x)=/2 cot(3x) , el valor de 
Ma 2 
sec(10x) 
AJJZ-3 B)2/2-3 
DJ2/2+3  EJJ/2+6 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos por dato: 
tan7x=42 cot3x => tan7xtan3x=/2 
* Luego expresando en senos y 
cosenos: 
sen?7. Ed 
E =J3 

* Al ordenar y multiplicarpor 2, se 
tiene: 

2sen7xwen3x=/2(20087x cos3s) 

cos 4x - cos10x=/2 cos10x+/2 co84x 
cos4x(1-/2)=cosi0x(J2+1) 
* De nuevo ordenando, resulta: 


secdx _(J2-1 
> mE) 42300 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 186: 


Si x es un ángulo agudo tal que 
secxcsex=2/2, hallar el valor de 


ena—cuta 


E gl y» 


CI J2 +3 


AE Aa ye 
2 2 El + 
RESOLUCIÓN: e 
Del dato: 
1 5 
2oenxcorz dias E 


S "RIAS 


* porloque cor2x=+ 02 


Piden: 

y=|sen*x=cos* x| 

vo sentacos a) sen a— ==] 

-cos2x 

y=|[c0s2x| => sl => 2 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 187: 

Si: 

sen! (o - Zjesentorse (6+5)aseno+benso 

Determine M = a — 3b. 


AJL5 B)2 C) 2,5 
D) 3,0 E) 3,5 
RESOLUCIÓN: 


* En la identidad dada se trata de 
“degradar” el primer miembro, es 
decir de tener el sen y el cos con 
exponente 3 debe obtenerse una 
expresión donde el sen y el cos 
tengan exponente 1. 

* Transformando la primera parte 
del problema: 


ni (o- a + >) 
¿[teen -5)otren*orteen(0+7)] 
feo) 


sen| (50 + 2) 


3x 
4 


—send0+ 3oen[0+2)- 


=4 19 /2wen0cos - 2send0cos E 
+3sen0— POSE 
18 /2oen0+/ZaenS0+3wen0 — uen30] 


* Entonces: 


Era E 230 =0se + bueno 


* Luego: 
Pao (Es 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 188 : 

Si: sen 1"+sen 3*+sen5*+...+sen set 
calcule el valor de k : 
A)sec 1? Bj) eosec 1” 
D)sen 1” E) tan 1? 


C) cos 1* 
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RESOLUCIÓN: 


* Aplicando identidades de 
sumatoria se tiene; 


po E ) 
E 2 son( 220). in 177) 


*Dedonde: n=30 r=2 
P=P U=59 


*Finalmente en (1) resulta: 
E xsen0” > K=csc1" 
4 senil” 

RPTA : 
PROBLEMA 189 : 


El mayor valor que toma la función 
f(x)=c0s2x+3sen2x+2 es: 


“pr 


A) 24/10 B)6 (ST 

D) HJ1O E)5 

RESOLUCIÓN: 

* Nos piden: fax. 
f(x)=c082x+3sen2x +2 


* Se sabe por Teorema: 
la7+b7 < asenó+beos0 s fa?+b7;V0 € R 
má AHF +22 Pao =l10+2 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 190 : 


El valor máximo que toma la 
función fíx)=3sen*x+4c08* x,xe R 
es; 
A)3 BJ4 C)J5 D)J6 EJ7 
RESOLUCIÓN: 
Fx)= 3sen*x + 4eos*x 
> flx)=3(1-cos*x)+ 4eos?x 
> flx)=3+c08*x 
* Dado que xeR, entonces: 
15 cosx <1 
=>0<co"x<1>3S53+c08*x 54 
IS M1)S14> Fmáx=1 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 191: 
Halle el rango de la función f, si 

senx—2 


drid R 


dl 
RESOLUCIÓN: 

*Como : 

senx— 2<0 > leenx-—2|=2-senx 
* Reemplazando en f(x): 


senx-2 _—13—sensl+1_ 
2-senx+1 3-senx 
1 
3-—senx 
*ComoxeR:-1Issenxs1 


Nx) = 


-H4 


X 1 1 
2<3- 42 = 
> ad <3 


-1< 


A1_3 1 
cd ld 


4 3-senx 2 


RPTA : 
PROBLEMA 192 : 
Si P=(x; 1-a) es un punto que 
pertenece a la gráfica de la función 
seno , halle : 

A =(senx)(1- senx)(cosecx) 
Ml-a BZ oz Dja EjJa-1 
RESOLUCIÓN: 

* Dato: 

El punto P = (x; 1-a) pertenece a 
la gráfica de la función y=senx , 
entonces verifica su ecuación , es 
decir 1-a=senx 


“yr 


* Nos piden: 
A=senx(1-senx)esex 
* Al ordenar se tiene: 
A=wsenx escx(1-senx) 
1 
* Entonces , al reemplazar resulta: 
A=1-(1-a)=a 


RPTA : 
PROBLEMA 193 : 


La diferencia entre el valor máximo 
y el valor mínimo de la función 


“p» 


1(x)=lsenx|+leosx| 
aproximadamente igual a. 

A) 0,41 B) 0,42 C)J0,44 
D) 0,48 E)J0,91 
RESOLUCIÓN: 

* Se sabe que: f(x)=|senx| + |cosx| 
* Hallando el rango de la función , 
por suma de funciones 
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: E 2—1=0,41 
* Por lo tanto: 

E RPTA: 
PROBLEMA 194 : 

Halle el rango de la función 
f definida por: 


F(x)=x*senzx ; 05+<5 


410:4 BJo:2] cx0:9] Dfo:=*] alo E] 
RESOLUCIÓN: 


“pr 


*Cuando Osxs5> las funciones 


y=x?, y = senxson unilaterales y 
crecientes como se muestra en la 


*Entonces podemos efectuar la 
multiplicación de la ecuaciones 
dadas : 


2 
2. 
Osx sz () 
O<sens1l 


2 2 
Osxtenxs 05 f (5 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 195 : 
Halle el rango de fí=)=Jeot xjxsenx 
AJ(=151) BAM CHO 
D)[-1;1) y 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando f, resulta: 
f)= a senx 


* Además: Df eR-1kx);keZ 
* Luego analizando por intervalos, 


* Entonces graficando, se aprecia: 


Que el período de f es 2x , 
finalmente se deduce del gráfico 
que: Rf e (-1;1) 

RPTA : 
PROBLEMA 196 : 


Dada la función f,definida por 
f(x)=tan x+cot x+Jsenx +Jcosm 
Halle el dominio de f. 

A) (Rx;hx+x/2),Vk e Z 

B) (2kx; 2kx+x/2), Vk e Z 

C) (2kx+1;2k1+3x/2),Vk € Z 

D) (2kx-—1/2;2kx),Vh e Z 

E) [kx;kx+x/2],VR e Z 
RESOLUCIÓN: 


* Expresando en términos de senos 
y cosenos: 


p)= 22, 2022, faen x+./cos 


cosx senx 


“p» 


* Se aprecia que: senxx*0 rcosx*0 
* Además senx y el cosx resultan 
no negativos es 
decirsenx>0Acosx>0; y esto se 
dá en el primer cuadrante. 


*Por tanto: 


xe (2hs2hr+ E) 51 eZ 
RPTA : 
PROBLEMA 197: 


Si  f(x)=1-senlxl, indique 
verdadero (V) o falso (F) para las 
siguientes proposiciones. 


«g» 


xx _3x 
LD) f(x) es creciente en (e: $ 3) 


1) f(x) es decreciente en 


(E. 
EE 


111) f(x) tiene como rango [0;2] 


A) VFF B) VFV C) VVF 
D)VVV- E)FVV 


RESOLUCIÓN: 

* Se aprecia que y = sen |»| es una 
función par; por lo tanto, su gráfico 
es simétrico respecto aldeY. 


* Luego a partir de la gráfica 
anterior obtenemos 


la gráfica de f. 
Y 


* Entonces , analizando en la 


gráfica de f, resulta que: 


DIts) es creciente ca! VERDADERO 


ME W) VERDADERO 

HI )f(x) tiene como rango|0; 2) VERDADERO 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 198 : 


Halle el valor de E=f.4. —fonin Si 
f(x)=2coex(cosx — senx)-—1, se 5:51] 
2 8 


A)-2/2 B)-1 C)2 D)2/2 E) 
RESOLUCIÓN: 

f(x)= 2 cosx(cosx—senx)-1 

> flx)=2c08*x—2c0s xsenx—1 


> fíx)= cos2x -— sen2x 


> fx) =/2 cos[25 + 2) 


* Sabemos por dato: 


a < eos (2++5)<0 


* Luego por: V2 3 fa)s 0 0 


£min pam 
* Entonces: 
ES Puri Fay 2 0- (1) =1 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 199: 
Hallar el máximo valor de: 


160)=3c0s Le+senx; xeR 


19 17 17 
A B) zz C) 23 
RESOLUCIÓN: 
* Piden el máximo valor de : 

fi= 3 cos2x+senx 


fa" FU- 2sen*x)+senx 


1.2 3 
az [renta - qeens) 


Completando cuadrados se obtiene 


20 
Para que f, sea máximo , entonces 


(sens) os A a cero. 


17_2 
01 
M0 


> El máximo valor de f,,,, es 17/24 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 200: 
Determine el rango de la función 
definida por : 
EL] 


e 
ANc453) — BIL150)  OM(251) 
D)(-3;2) — EN2;8) 
RESOLUCIÓN: 

*Six<O0; 


> ¿Sarotanx<0 AF <arecolx<x 


* Luego: 


laretan xi=- aretanx A larecot xi=arccotx 


además , el denominador es 
diferente de cero. 


* Entonces: 
Ei Sr 
A A 
d ardanx-Plareootx) artanx—x 


- 
2 


* Como : -5<arctanx<0 


ra 


* Finalmente formando la función 
resulta: 


pS 3 
arctanx—x 
AS 

1) 


<-2> Ranf=(-3;-2) 


RPTA : 
PROBLEMA 201 : 
Determine el punto de intersección 
del par de curvas, 
x?=12(y-1) A 12y=xVx*+28 
AJ(6;4) BJ(G6;-4) C)(-6;-4) 
D)(6; 4) EJ(4;6) 
RESOLUCIÓN: 
* Por la regla de correspondencia , 
tenemos: 


“p» 


Pay AA A (0 
yx ld 8 cccacoccoaracrccnaen W777) 


* Reemplazando (1) en (11) , se 
obtiene: 


2(E1)-235> 2+2=0/7+28 
* Luego elevando al cuadrado , 
resulta: 

x1+24x? + 144 = x* (1* +28) 

> 104 24x? + 144=x*4+28x* 
>4x =144 >|x|=6 

*En(D:y =4 

* En (11), como y>0>x>0 


* Por lo tanto, el único punto de 
intersección es: (6 ; 4) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 202 : 


Si la|<5 ¿dotermine el mayor valor 


que A tomark(a)= senatan|2al 
008| + 12 


[1067 > KA ESCICLOPEDI 3012) 


y AE E Y5 As 4/6 
ad 


MA E) 3-6 
RESOLUCIÓN: 
* Dado: 
Ed 
E,.y= senatan xaec(2a +5) 
ficar — fata) F 
Sta) 
* De dond: LEot<ast 
londe: lasi5 5 HE 
*% Graficamos: 
— _ Xx 
fisfeyfa para ae[ Es El] 


Lo 


* Se observa de las gráficas que f, 
f. y f, son crecientes en: [0.5 


* Podemos decir que E,,, toma el 
mayor valor cuando el numerador 
toma su mayor valor y el 
denominador su menor valor para 
un mismo valor de «, entonces 


adquiere su AS a 
Elan YA dz y3 Ll l6/2) 
8, 


> ata Bd 

RPTA : 
PROBLEMA 203 : 
Halle el número de cortes de la 
gráfica de fíx)=exsecx , con la gráfica 
de gíx)=c0e* en el intervalo 
[-20x; 201]. 
NOTA: exsecx=secx-1 
AJ20  BJ30 C)40 DJ60 EJ80 
RESOLUCIÓN : 


* f(x )=ex sec x =secx - I= el periodo de fes2a 
* g(x=)=c0ux > el periodo de g es 27 


«go 


» En el intervalo [0 ; 21] hay 2 
puntos de corte. 
»En el intervalo [0 ; 47] hay 4 
puntos de corte. 
* Entonces , en la extensión del 
período hay 2 puntos de corte. 
* Por tanto, en [-20x;20x] tenemos 
40 puntos de corte. 

RPTA :; “ 
PROBLEMA 204 ; 
Sea la función f definida por : 


EL 
€ (ado) 
Halle el rango de f . 
AJ[150) B)(150] C)(1:0) D)[-150] EX(-151) 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato: E 


rr 
4 


Naj== col +(eec* xcscta— 4)” 3x 


> flr)J=-colx+(sec? xx cnc? xd)? 

> fla)=-cotx+(eec*x+ono? 4)" 

> flx)i=-cotx+(I+tan?x+Heotx 4)? 
> flxj=-cotx+((lanx-cotxJ* 

= Maj=-cotx +llanx 004 xlrrmnsmesnos 777) 


* Luego analizando en la C.T. , el 
signo de 
tanx—cotx. y, 


* Se observa del gráfico: 
fanx<cotx>tanx-—cotx<0 
* Entonces: 
 Wan=cotx]==(tanx-—cotx) 
* Reeplazando en (1) se obtiene : 
fl=)=-cotx+-(tanx-—cotx) 
2 flx)=-tanx 


* Finalmente, si: 
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-A<x< > O<tanx<l 


> -1<- tan x<0 > Ran(f)=(-1;0) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 205: 


Halle el mínimo valor de: 
Exsecix+esolx;xeR 


A6 Bj4 C)8 D, 10 
RESOLUCIÓN: 


* Por identidades : 
E=(1+tan*x)*+(1+cot"x) 

* Efectuando : 
E=(tan*x+cot'x+1)*-1 


tante+cof. 
* Se sabe que: Dm.» 


E) 12 


E 
* Luego : 


(tantx+coti+1) > (2401 
vi 
> ltantx+cot?x+1) -1>9-1 
E 


RPTA : “Cc” 
PROBLEMA 206 : 


El máximo valor que puede tomar 
la función f(x) =sen(x)+cos(x) es: 
AE BL CNE DA 
RESOLUCIÓN: 

* El dominio de la función dada: 


fx) = senx+cosx ; Domf(x)=R 


DJ2 


* Su rango se expresa como: 
-Issenlx<1; VreR 

* Transformando obtenemos : 

15 2uenx osx Si 

205 14+2Zsenxcosr <2 >0<(senxcost)” < 2 

> lsenx + cosx|s (2/2 senx +coax < /2 
* Entonces el valor máximo de f 
es: J2. 

RPTA : 
PROBLEMA 207: 
En el siguiente gráfico , determine 
las abscisas de los puntos A y B. 
Y 


“or 


2.2 32, se a ¿de 
Mz mE o 
Sa 3 3x 3 
A 
RESOLUCIÓN : 


5 
* Analizando el gráfico tiene; 
* Para f su período es: 


2a> Tr =M=1 


*Para g su período es: ze. 


* Los puntos de corte se obtienen 
igualando. 
f=)=g(x) > senx=sen3w 
e =0 
> 
a) Para: sen=0 >x=kx;keZ 


b) Para: cos2x=0> 224 Esh ez 


> r=(2k+ 1) 
* la abscisas de 


Blo hallamos para k=1 , entonces 


será: ns 
* Por simevia gráfica Asert:x 2% 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 208 : 
Simplifique la función f definida 
por, 


fi) sec? x+esc? x; Fr 


A) 2sec(2x) B)-2sec(2x) C) 2cac(2x) 


D) secx + escx E)-2cac(2x) 
RESOLUCIÓN: 

* Se cumple : 
secta+escr=sectxcsctx 

* Además se tiene: 


Polecaoncad > Pod 2 1 
* También se sabe que: — - 


E E a 


> lsen2x| =-—sen2x 
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* Finalmente reemplazando en E 
se obtiene: 


2 


2 =— 2. 
=> => F=-2cs02x 


—sen2x 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 209 : 


Sea fíx)=1-|2-/3tgx] 


Ri 


Determine el conjunto A donde. 


F= 


A=(x e Difix)2 0) 


elec 
ole. 3 E = puta sE = 


RESOLUCIÓN: 


* Por la condición 
obtiene: 


1-l2- 3 tan|20>|2-J3 tan|<1 
>-152-VGtan<1>L <tam< /3 


fíx)20,8e 


*Luego analizando en. la 
circunferencia trigonométrica se 


z.E 
tiene: are[Eoju 


anses 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 210: 
SiR es el rango de la función f y 
senTx 
2senx 


entonces podemos afirmar. 
AJR<(0:1) — BJRc(-1:0)  C)Rc[0:1/2] 
Dia) oR — EMHOJDER 


RESOLUCION: 
* Al definir los valores dex se tiene: 


fíx)=c086x + cosdx + cos2x— 


sen7x 


Hx)=c086x+c084x+ cos2x — 
2senx 


senx+0>x%+ kx 
=> Domf = R-hx¡he Z 
* Simplificando la expresión se 
obtiene: 


fur= 2006 + core + condr nie 
Icordr cor tr 


* Al factorizar cosáx , resulta: 
Fay =0004x(2 00525 + 1) 277 


A, 
2c0s4 xsenx[ 2 cos2x + 1)—senTx 


ha” 5 


* Transformando de producto a 
diferencia , tenemos: 


> ho F=R= ES= Re (150) 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 211: 
El dominio de la función senx, para 
que exista la función inversa 
correspondiente, debe ser : 
A) =r<x<0 BZ ex<h C)O<x<x 
D) 0<x<8x/2 Ej0<x<2x 
RESOLUCIÓN: 
* Dado: 
f(x) =senx Y 
* Graficando : 


* Para que una función tenga 
inversa debe ser univalente , para 
ello se restringe el dominio de la 


función seno de Esz 


* Por lo tanto de acuerdo a las 
alternativas; _x_,_£ 
q os, 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 212 : 
Halle el máximo valor de : 
ps paros q] 
AJ2 Br1  Cj0 Dj1 EJ 
RESOLUCIÓN: 


* Hallando el equivalente de E; 


dividiendo entre eosx : 


= _fanx-1 tanx-tan”, 


” 
pe E 
= — Titan I+tanxtanT 


*Por arcos compuestos : 


E=t 2) E ESPE 
mal E)> Tens Eo Ecr-3<0 


Se 


3 tan(x- ES ) 


* Se observa : 


san(= - ”)* (-2:0]=> tan - 3 =0 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 213: 
Sim y M son los valores mínimo y 
máximo respectivamente. , de la 
función fíx)=sentx+cos'x , 
bars m+M es. 
na = BJi oz 
RESOLUCIÓN: 
* Luego por relación trigonométrica 
del arco doble, se obtiene: 


5 
DJ2 Di 


=£,2 
Ns)= + gcontz 


* Se sabe que: -1< cosdx<1 


s Entonces formando 


3.3 3 
Nh E corts 


más(5), resulta: 


1.5,3 
Gite is 


> is Na Ss >miM=G+1=5 
AS 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 214: 


Halle la suma de los valores de a y 
b que satisfacen la siguiente 
identidad. 


sec" K0coc* KO: E o nop EE cota 


EJ4 


a TA 
o 20 5 

o hoc pom 1) ess 00 one" 
* Entonces, para que la igualdad 
anterior, sea una identidad se debe 
verificar: 


* Luego al resolver (1) y (1), se 
obtiene: 


a=4;b=26a=2;b=4 
* Por lo tanto, la suma de valores 
en ambos casos es: 6 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 215 : 


Sea la función trigonométrica : 


* x 
polo 
su período y rango serán 
respectivamente. 
agrio moria 072] 
DD; ví: 42] El =y [1:42] 
RESOLUCIÓN : 
* De f, se tiene: 
1(=)= E + 
Ez 


a 
2 
y 


* Al graficar g y h ,se obtiene por 
suma de funciones la gráfica de f. 


1 Período: T=x a Ran(f)e[1;J2] 
E RPTA : “E” 


([SPROBLEMAS HESUELTOS DE REPASO 4 |1070] 


PROBLEMA 218 : 
Dada la función f, definida por: 


fa)= (sen x+ cos x) 


1-senx+ cos x 


Si k es un entero no negativo , 
entonces los puntos de 
discontinuidad de f son. 
a Ferna) By ((29+1)oJo (12) 
Azure) u ((2r+1)=) D)(20h] Exe) 
RESOLUCIÓN 
* Los puntos de discontinuidad de 
la función f se presentan para los 
valores de x tales que: 

2001 3(cor3- sen 
* Luego: 


x LA es 

2 5 E 
D cor =0> F=(2+1) ES s=/2k+1)% 
m cos —sen5=0> tan==1 
> > rm ldh+1) S 


* Entonces f es discontinua si: 


(eo |) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 217 : 
Halle los valores de x en el 
intervalo (0;x) para los cuales existe 
fsi: 7 


AA 
ol) )alsa) 


RESOLUCIÓN 
* Nos piden los valores de x 
* Por datos: xe (05%) 
Nx)= 
T+senz—2cos*x 
* Entonces , se debe cumplir que: 


1+senx-2cos” x>0 
>, 


Lan 
=> 2sen*x+senx—1>0 
> (2senx-—1)senx+1)>0 
+ 


> 2senx-1>0> 2uenz>h 


* Luego analizando en la 
circunferencia trigonométrica se 
observa: 


* Por lo tanto: ací “) 
'A > “D” 


PROBLEMA 218 : 

Si =e[£:9x] en cuántos puntos 
interseca fíx)=1+|senx|-|cotx| al eje 
xXx 

AJS  Bj4  C)5 
RESOLUCIÓN: 
* Para determinar los puntos de 
intersección de la gráfica de f con el 
eje X, sobre el intervalo dado, deben 
determinarse los valores de x tales que 
f(x) =0. En este caso se pide 
especificar únicamente el número de 
estos puntos de intersección . 


* De la función tenemos: 


(a)=1 +lsnsi cota Dom( «| 5:30) --(a:201 


Dj6 E)7 


* Luego del enunciado, se tiene: 
fíx)=0 

14 |senx|—|cotx|=0 

14 lsenx] =|cotx] 

fix) £2(x) 

* Entonces, graficando f, y f¿, 
resulta: 
Y, 


fala) =1 4 joenas 


falxr=lcotad 


* Finalmente de la figura, se deduce 


de correspondencia f(x) =x*,m par 
Y a) =[1 >, R constante. Si P 
yQ To lor pundoeia ai las 


gráficas de f y g siendo «y £ los ángulos en posición 
normal determinados por P y Q respectivamente , 
entonces : 


tana+tanf+cota+cotf es iguala : 


1 1 1 
AJO B)5 dz DIG 


1 
2 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando f y g, podemos determinar los puntos de 
corte P y Q, que resultan ser simétricas respecto del 


ejey. Y 


Qra,b) (a,b) 


ga) Rx 


* Dado que P y Q pertenecen a los lados finales de los 
ángulos en posición normal «yf, entonces, por 
definición : 


a apo Da cotf=- 2 
a a b b 


* Por lo tanto: 


tana +tanf + cota +cotf =0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 220 : 


¿Cuál es el valor de? 
F=arcsec/(sec*(x/12)-168ec* (7/12) + 20 


A)Jr/12 B)r/8 C)xr/6 D)r/4  E)x/3 
RESOLUCIÓN: 
* Agrupando adecuadamente, se tiene: 


2 

= a gl 
F=arcsec, || sec' 13 s) 44 
* También se sabe que: 
sec =16-2= sec? =8-4/3 


* Luego reemplazando en F: 


P=arecsecl(-4./3)* - 44 > F=arcsec(2) => F=2 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 221 : 
El valor de la expresión : 
1 1 1 1 

Barcia )varcan()oarcan(7)sorcton(5) 

z xr Sd LA ES 
A) 5 B) 4 ec) 5 D) 7 E) sg 
RESOLUCIÓN: 


* Al agrupar convenientemente la expresión se obtiene: 
1 1 1 1 
= tan= E ¡e a 
E (are an 3 +arctan 2)+(arctan 5 +arctan 3) 


* Finalmente aplicando la propiedad de las funciones 
trigonométricas inversas resulta. 


A Et 
E=arctan| 27 +aretan E 
PRE a 
3 7 » 58 
1,1 
E=aretan—+aretan— => Esarctan| 2 Ty 
nte 
2%5 
> E=arctanl =>E== 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 222 : 


Calcular el valor de m , para que se cumpla la siguiente 
igualdad: 


sen(arctan m) = tan(arcsen m) 
AI BJ0 Cj-1 DJ2 E)-2 
RESOLUCIÓN: 


* Haciendo: arctanm= a =>m=tan a 
aresenm=0=m=sen 0 
* Se sabe que: -Isms1 
* Además: sena =fan 9 mms (1) 
SETE 9 =É UTE E arsoriciócicresmsicitis (AE) 
* Luego multiplicando (1) X (1H) resulta: 
senaseno=fan gtan a =senaseno=0 


> sena=0 vseno=0 

* Por lo tanto , para que se cumpla la igualdad m es: O 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 223 : 

Siw=are cot/sec 9 - arc tan/sec O y cosx>0, 

el valor de senx es. 

A tar? z B)tant o 

RESOLUCIÓN : 

x=are cotJsecó —- arccot/secó » cosx>0 

* Observamos que: artan J/secd + are cot/secó= $ 

* Luego reemplazando en la condición: 


x=5-2arotan Jsecó 
*Nos piden; senx 
= sena=en -2arctan Vñecó )»cos(2arotan/1ec5) 


O)-taé? D) tan? o Dot 


* Al expresar el coseno de arco doble , en términos de 
tangentes, resultará: 


a 
1 tam cta O, 
1+tan? (aretanJsecó) 1+sec0 


ome (ze or 


RPTA : “C” 


Las soluciones de la ecuación: 


terco 0 <180 


Wer BJ 30:60 
Par D) 180"; 60% 307 

EJ 60; 140%; 

RESOLUCI Sl 

Sea la ecuación: 


(a) sentarcos'z= ¿0<2<180 


Sabemos que: sen*x + cos*x = 1 
Dlentx + 
senix+3senx cos"x + Ssen*x cos x+ cos" x=1 
sen'x+cos'x=1-—3Soen*x cos” x (sen*x+co8"x) 
senfx +00 'x=1-20entx cost 
* Reemplazando en (a), se obtiene: 
1-3wen*xcos* x= a 3 sent soon E - 1) 3 
2 ms 3 
=> sento t= 2 => senswos=t 20 
RN senfx=i e 
emm pompa 4 
Luego: 2x = 60”; 120” ; 240"; ...) 
Pero: xe<0; 180> 
> x = (80% 60%; 120%; 150") 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 225 : 
Halle el valor de x en la ecuación 
Ss Lcos'(45%) (5 — d)eso(30")=Ftan2(60) 


Ar10. BJ21/6 Cj16 —Dj21/4 
Ei 


lx: Doos* (45) -(x— 4)cso(30)== tan” (60) 


EJ 14 


Reemplazando en la ecuación: 
a 
o%-1(:7) le - dit BAJE? 


ai as 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 226: y 
La suma de las soluciones de la 
ecuación trigonométrica 
costa=2(173en2) para ángulos 
menores de 360", es: 

A) 300* B) 285" C) 225" 

D) 270 E) 255" 


RESUELTOS DE REPASO 


RESOLUCIÓN : 
* Se tiene la ecuación: 
coste= (1 9enx) 

2 
*Efectuando operaciones y 
trasponiendo al primer miembro , 
se tiene la siguiente ecuación 
cuadrática : 

2sen*x - 3senx + 1 =0 
* Resolviendo: 

(senx-1 )2senx + 1) =0 

* De donde: 

sen x =1ósen x= 1/2 
* Si: senx = 1, entonces « = 90? 
* Si senx = 1/2, entonces: x = 30” 
e = 1507 
* Luego la suma de las soluciones 
de la ecuación dada es: 


90"+30"+150"=270" 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 227: 
La menor solución positiva de la 
ecuación trigonométrica 


sen x+2c03x=1 es: 


A OE et 
7 7 5 
RESOLUCIÓN: 


Desarrollando sena +2c09x =1 
2008x=1-senx 
> 4008? x= 1+0en*x— 2senx 
=> 4(1-sen*x)= 1+ sen? x - 2uenx 


De donde: 5sen*x-2senx-3=0 
senx=1 y senx= 2 
La menor solución se da en: 
senx=1=>x= E 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 228: 
Dada la ecuación trigonométrica 
2,/2Cos*x=1+(/2 2)Cosx, ¿cuál de los 
siguientes ángulos no. EopaaD a 
dicha ecuación? 


AJ225 By30* 0) 135" 
RESOLUCIÓN: 


* Sea la ecuación trigonométrica: 
2/2Cos*x=1+(/2 - 2)Cosx 
2,/2Cos*x -(/2 —2)Cosx — 1=0 


2/2Co8x 1 
> 


D) 60* E) 300" 


EDITORIAL RUBIÑOS 


12 
A 3 moron ( 1) 


> Cosg=2 cara (2) 


2 
* En (1):x = (135225 
* En (2): = (160; 300") 
* No satisface la ecuación: 30" 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 229: 


Los valores de los ángulos 
comprendidos entre 0” y 180”, que 


2 [2 
satisfacen la ecuación ¿¿¿2=, ar 
son: S 
A) z y = 

E 
DE 135 
po is 
Con el problema, x e <0; 180> 


2 _|8/2 
Cos2x N1/J2 


mie 


y E 
e 5 


AEEy Es 


Entonces: 


Resolviendo nos queda: 
=4> Cos2x=1/2 


2 
Cos2x 

De donde: 
2x=x/8 v 51/13 > x=x/6 y 6x/6 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 230 : 

Si res un ángulo en el primer 
cuadrante que satisface la ecuación : 


Jaen Nico =2 


Entonces el valor de senx es : 


1 yz 1 JE vz 
Dudrá a O DR 2 
RESOLUCIÓN: 

* Del enunciado : 
1 1 

tens da(¿L)-2 
=tantx+3=2/3lanx 

tan* 2/3 lanx+3=0> (tanz-J3) =0 
> tan =(5ix 0 10 > sens 0 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 231 : 


Hallar la suma de los 
dexe[0;2x] que satisfacen la 


ecuación: sen(2x) csc(x)=1= 0 

AB Bj6x  Cjáx  Dj2% Oia 
RESOLUCIÓN: 

De la ecuación: z 


sen(2x)esc(x)-1=0 


Puenzcosx.——-1=0 
senx 


> 2o0sx=1 > cos: 


senx+0=>x+0; 5%; 2% 


PROBLEMA 232 : 


Hallar los valores de:x, 0<x<x 

, que satisfacen la ecuación: 
sen2x=tanx 

Ajrlái3ald Blxldix/3  C)xl8ini6 

D)38x/4;x13 EJ x/6;x/4 

RESOLUCIÓN 116 : 

*Como: 


senlx =2Zsenxcowx n tgx= 225 


cos: 


* Luego: 2senxcosx=""* 
cosx 

> 2eenzxcos! x= senx 

>senx(200s* x-1)=0 


* Si: senx=0=> 2009" x-1=0 
de donde 


1 1 
o luego 000 =t32 


"Si cor 
*Si: cor E 
* Además: x=x 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 233: 


 Cy226 DES EJ215 
RESOLUCIÓN : : 
Realizando transformaciones 
adecuadas: 

Seca+Csca=- /2SecaCsca 


> Ena, ni a 
t 


Buscando la menor solución 
positiva tendremos que: 
V2Senta+45')=-/2 > Senfar45)=-1 
Según el problema, tendríamos que 
la menor solución positiva debe 
cumplir: 
Ardo =270*> a=270*-45"=225* 

=La menor solución positiva es 


225. 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 234 : 
La suma de los valores 
dexe[0:2r]que verifican la 
ecuación: 


2TanxCosx - 2Cosx+Tanx-1=0 
es; 3 


Tx 2 Sr ELA Ta 
A) 5 B) rr DF a 


RESOLUCIÓN: 

Con el problema tenemos que: 
2TanxCoss - 2Cosx+Tanx- 1=0 
Realizando las transformaciones 
adecuadas en la ecuación, por 

conveniencia tenemos: 
2Cosx(Tanx-1)+(Tanx-1)=0 
> (Tanx—1)(2 cosx+1)=0 

Dando valores: x e (0: 2x] 

D Tanx-1=0 

Tanx=1; los valores de x estarán 


r x 6x 
en el intervalo lr 4 ) 


1) Cosx+1= 0=>2Cosx=-1 


Cosr=== los valores de x estarán en 
el intervalo 2, = 

Como nos piden la suma de los 
valores de x(*e[w2=), entonces 
obtenemos 2£ como respuesta. 


d RPTA : “E” 
PROBLEMA 235 : 
Sabiendo que a es un! agudo, 
each EE? 
-cotga + coseca = 


debermibegi vale di 


[107382 LA ENCICLOPEDI 3012) 


D) 5/12 E) 5/13 
RESOLUCIÓN : 
De la condición: 

clgarosca=S msc (1) 
Se sabe que: esc* a=1+ctg*a 
> esc” a-etg?a=1 
> (esca - ctga)íceca+ctga=1.. 
Reemplazando (1) en (2): 


esca —ctga= la) 


.(2) 


Sumando (1) y (3): 


escala > sena== 
Restando (1) y (3): 


ga > eeh 


Se pide: P=24tga +26sena 
Reemplazando valores: 


P-20( Je20()> P=10+10> P=20 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 236 : 
Hallar la menor solución positiva de 
la ecuación: cos3x + cos1lx = 0. 
Aigrad Dri rad DE rad! Bra 
Teno 
En la ecuación : 
cos 3x + cosllx =0 
Transformando a producto : 
2c087x cos 4x =0 
* cos 7x=0 
Como nos pide la menor solución 
positiva: 7=H=x=2 
Análoesmente: A 
* cosdx=0 y. 
e > *z 
La menor solución positiva es E 77 A 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 237 : 


Dadas las ecuaciones > a ES 
sen(x—45' )een(x+45')= p 
cos(x-60" )cos(x+60")=q 

Calcule el valor de: PA 

cito) 2 


APROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 4 107%) EDITORIAL RUBIVOS 


*Por transformaciones trigonométricas : 
cos90? — cos2x = 2p 
cos2x +cos120" = 2q 

£os120 = 2p+q) 
1 


+ 


2 
* Por lo tanto : pai 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 238 : 
El número de elementos de 
conjuntos 
Fa(xe[0;25)/0082x sec x+sec+1=0) 
es: 
AI Biz 03 
RESOLUCIÓN 
secx(1+c082x)+1=0 
> secx(2c08* x)+1=0> 2c008x+1=0 
* Luego: 
+co0=- = Valor principal= 
* Luego, si: 
rara(22) 02 


D¡4 EN8B 


da 
k=l=>x== 
3 


* Para: 
soluciones. 


xc[0;24] F tiene 2 


RPTA : “B” 

PROBLEMA 239 : 
El ángulo e, en grados , que 
satisface la ¿ecuación 
342 cos(0/21+ [14 cos9==J0 

ecen al intervalo 
AJO E (180 ; 240) B)0 e (120; 135) 
C) Be (280 ; 480) D)0e(9a ; 120) 
E) 6 e (240; 270) 
RESOLUCIÓN: 
* Eyaluando la ecuación tenemos: 


A 
* Luego analizando se tiene : 
-Para que el primer miembro de la 
ecuación sea negativo , 
necesariamente cos es negativo. 
* Evaluando en (1) resulta: 

3/Zcos Ze v2(-cos2) =-/6 


* De donde: co 
2 30rk 4100: hez 
>0=720"k + 300 


* Luego: 

Para k=0 > 0 =-300* ; 

Parak=1 => 0=420* ; 1020* 
RPTA : “C” 


300" 


PROBLEMA 240 : 
Halle la suma de las soluciones 
positivas menores de 2s de la 
siguiente ecuación: 
 Ztanix+secx+I=0 

47 BCIE Dir 
RESOLUCION: 
* Por identidades :tan*x =sec*x-1 
* En la ecuación: 

Dlsec*x -1)+5ecx+1=0 

> (2000x — 1)(secx +1)=0 
* Factorizando : 

(2s00x —1)(secx + 1)=0 

* Se tiene : 


L) seex = 


Ej2x 


3 «(No hay solución) 


U) secx=-1>x=x en (0;2x) 
* Por lo tanto , la suma de 
soluciones es x 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 241 : 
Resuelva la siguiente ecuación 
trigonométrica : 


cot==een atoolx 


AGE BECA CILA DA 
DIEZ Cdled)a E) Ele) 
RESOLUCIÓN 
* Para resolver la ecuación 
trigonométrica: 

cof E =sens+cotx 
* Pasamos de arco mitad a arco 
doble: 


tool een + oo x 
> 2 =eenx > I=oen*x > cos 'x=0> cosr=0 
senx 


* Finalmente por circunferencia 
trigonométrica: 


=D h;heZ 
El RPTA : “A” 


PROBLEMA 242: 

Resuelva e indique el número de 

soluciones en (0; 2x) dela ecuación: 

cosx = (2 -tanx)(1+senx) 
O 


AJ2 
DJ1 


RESOLUCIÓN: 
* Se sabe de la ecuación que: 
no 


3 2 
* Efectuando: 


cone 
Tosen 


LA 
x 


CE 
Tenene” (1 sena) 


=2-lanx=> 


13 tane 


* Descomponiendo en el primer 
miembro : 
iS | 


*comoxe(03m)1x= [Es 


* Finalmente la ecuación tiene 2 
soluciones entre (0; 2x) 
RPTA ; “A” 


PROBLEMA 243 : 


Indique una solución e para 
la ecuación ; 


Ácosx cos2x cos3 x= 
AJhr x ¡Vibe Z B)ho 2 E Vhe Z Che To Vh eZ 


D)hx + 7 1Vhe Z Elle 2 EsVhe Z 
RESOLUCIÓN: 
* Se tiene: 

2(2co08 2x cosx)cos 3x = 1 
*Ahora por transformaciones 
tenemos: 


2(c09 3x+corxjconly=1 => 2o0s* 3x+2c0n 3x0 18] 
> I+c0sbx+cordx+corfr=1 


* Luego agrupando se tiene: 
cos6 x+cos2x+costx=0 
=> Loos dxcos 2x + cost x=0 
* Factorizando: cos4:(2c0s2=+1)=0 
* Luego , conjunto solución lo 
hallamos de uno de los factores : 


2eos2x+1=0= corta 


> 2:=2kxt arccos|- 3)ke z 


2 hr E ez, 
* Si cosdx = 0: 


> trar Fine zo A nl 


* Si hacemos n par , ” =2k, 
obtenemos: 


alt 

RPTA: “E' 
PROBLEMA 244 ; É 
¿Para qué valores de E) se 
cumple? 


ATRIGONOMETBLSS 


2) (0,5) 
TS " 8) (Eso) 
RESOLUCION : 

cor Ecos 
* Sabemos que; 
Jos? E -1< 200071 osx <200s 31 
* Aplicando identidad del arco triple 


AJ (035) 


ole) 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 245: , 
Si 0€[0; x], la sumas de los valores 
que satisfacen la ecuación. 
Po A A E AA 
Saa: nao 

ELA Ld - ELI 
O 
RESOLUCIÓN: 
* Dada la ecuación: 


sen?0+ 0080 + sec' (1- 2u0n?0)+ 
+tan*0(tan* 0+ 2c0s*0)=1+c080 
* Tenemos por restricción: 
0s(2n+DFmEZz30+E 


* Luego simplificando, se obtiene: 
1-2uen*9cos! 9 +9ec'0-2sen*Ooec* O + tano 


Hart 0cos' 9=1+ 0080 
pun 
sec'0-2uen* sec! 9 + tan" 
pra 


* Además: 
(sec* 9- tan? 0)” = 0000 > 1=c080 
1 


* Por tanto, en el intervalo de 


10;x]>0=0 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 246 : 

Dado el sistema de ecuaciones 
a 25") = ctg(B-30) 
2f-a=35 
donde «a y £ son agudos, hallar 
ElatPse NS 

14008 ó 
yEl y a 926 pea ae 

RESOLUCIÓN: 

De las condiciones 
tanta -— 25” J=cot( f — 30". 
28-a=88 reinos 

De (1) 


(a 25*)(P-30")=90* 
2a+P=140" 


De(H): 28-a=35 
Sumando se obtiene: ¿=60* 


Se pide: _tanta+B-25") 
Ta cosp 
Reemplazamos: 

ton( 145-285) SS JS 
Ma 2 MS ME 


a “Cc” 
PROBLEMA 247 : 


Halle todos los valores de K para 
que la ecuación /»enx//senx +cotx)-K=0 
tenga solución. 
Eta] e 
CV -1:4F+1) D) 
EJ[1- JE p1+ 42) 
RESOLUCIÓN : 


2 Al efectuar al ecuación , se 
obtiene: sen*x+senxcosx=K 


* Multiplicando por 2 todos los 
términos y aplicando identidad de 
arco doble tenemos: 


1cos2x+sen2x=2K 
> sen2x-cos2x = 2K-1 
* Sabemos por Propiedad: 
—L2 s sen2x—cos2x s /2 
*Luego reemplazando , se tiene: 
Es 2K-15 JE 
* Despejando K resulta : 
E sKs NE >5e[12,148] 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 248: 
Resuelva la ecuación : 
arcsen2x+arcsenx = 


al Brno pa cr 03 or 38 aa 
RESOLUCIÓN: 
*Dedo 1 ersemji+ pres = 3 


20489 E sena 25:00m/ = x= 000 6= Vi? 
= sena = 20nP 

*Entonces : sena = sen -p) 

* Reemplazando en términos de x : 


ml 


* sabemos que: 


13 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 249 : , 
Resuelva la ecuación : En 


sen(4x) + Seen(2x) tante). 


AbsiNez. Bi2heskez ler Eihez. 


aionez ETiRez 


RESOLUCIÓN: 
* transformando el problema 
tenemos: 


sendx+3senze= EU jx + (241) E 
cosx 2 


*Multiplicando miembro a 


miembro por 2co8x: 

Dendxcosx +3 X2wen2008x =2senx 
* Ahora agrupando adecuadamente: 
seniix+sen3x+3(sendx+senx)=2benx 
* Luego reduciendo la ecuación: 

senbx + dsen3x + enx=0 
2aenizcos2x +4eendx=0 — 2eendxícostx+2)=0 
D) eensi=0> <= te 


11) cos2x=-2; no admite soluciones 
reales 


RPTA : “A” 


ali, (he 2) 


EDITORIAL RUB) 


Almiini=p? Bmi+pt=n? Cintapt=s 
DAmi+n*=2n ENmitni=p 
RESOLUCIÓN: 

* De lo dado se tiene : 


* Efectuando : 
(p—n)tan* +2mtanT+(p+n)=0 
tan? es único, si discriminante es 
igual a cero. 

>(2m) -4(p—npta)=0> [m*+n*=p*| 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 251: 

Resuelva la ecuación ; 
sen(2=) + Ssen(x) + pose: +1=0 
07 Hime zo. BET + 2h; he hez 


C)-7+2kr5k eZ DJ GA REz 
RESOLUCIÓN: 


* Agrupando adecuadamente la 
ecuación, se tiene: 


Lsenxcosx+5(senx+co8x)+1=0 
* Analizando tenemos: 
1 +2senxcosx + 5(senx +c08x)=0 
== 
sen*x+cos*x 


= (senx + cosx)2 + 5(senx + 008x)=0 
(senx +cosx)(senx + cosx+6)=0 


D senx+cosx+5=0 
>8enx+c08x=-5 
(no admite soluciones reales) 
1) senx+co8x=0 
>fanx=-1 
* Luego el valor principal: 
arctan(-1)= 2 


* Resulta entonces: 


+= +( E) hez 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 252: 


Determine el número de soluciones 
que tiene la ecuación : 


ca Oe cOnie en el 


A3 BJ4 Cc6 
RESOLUCIÓN: 


* Restringiendo : 
AAA Gr DERE Z 
* Como: 


a x 1d 
A E 


4 
_nA Y BJ 
tan A+tanB= = 


> ends sendx 
cosxcos2x  cosx(2c0s2x —1) 


Joslza3o) 


* El número de soluciones que tiene 
la ecuación es 3. 


D)1 Ej2 


*Sabemos que : 


senSxr=0> =hkez 
costx=1 =x=ahixeZz 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 253: 
Halle el menor ángulo en el 
intervalo m2 q que satisfaga a 
ecuación 2tarfx+3seex =0 
au 


RESOLUCIÓN: 


La de ELA 
=== == 0 — 
B) 3 C) 3 D) E) 3 


«Dado: -E<x< 1% 2tan" x 4 3secx=0 


2 
> 2900?x 1) + 3secx =0> 200” x+ 3secx-2=0 


77 
2 


* Factorizando : 
(2se0x —1Macox+2)=0> secx=1 y secr=2 


Ancampallble 


sex=-2 5 cox=-L 
2 


212 7a 


* Hallando los valores de x en : 


7x lx] 8x 10% 

2. E A 
*Entonces la menor solución será : 
8x 

3 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 254 : 


; pes 
El sistema pes A «tiene 
solución si b pertenece al intervalo. 


* Del enunciado: 
senxcosy=0? ....(1) 


senycosx=b .... (1) 
*Sumando (1) +(11): 


senxcosy +senycosx=b*+b 


* Por arcos compuestos (suma): 
sen(x+y)=b*+b 

* Luego (D)-(ID): 

senxcosy-senycosx=b*-b 

* Esta vez aplicando arcos 

compuestos (diferencia): 
sen(x-y)=b*-b 

* Analizando las expresiones: 


-Issenfa+y)s1 a —-1Swen(x-y)<1 
>-Ist+bs1 A -1SP-bs1 


Y 
=0<(» as: A os(»-F) 5 
YE 1.15, NE, 1 5 
o z li ARTE 
1-46 Y5-1 1-45, J5+1 
E JA 2 E 


* Finalmente intersectando resulta: 
15, J5-1 8 dE] 
E > > 0 EE E 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 255: 
Hallar el conjunto solución de: 
senla— rentes ia 


A) <-1:1>=10) Be :1> CH L1) 10) 
DIRA0).—.EJO. 
RESOLUCIÓN : 


De las identidades de reducción al 


a 
RES AR Lp 


sen(2x -x)=- 


Reemplazando en la desigualdad 
dada: senx-—senx 
* 


+x*<1 


> si<tixr=0 
> -I<x<1;x+0 
> se(-1;1)-10) 


RPTA:: 


«pr 
PROBLEMA 256 y 

Sea 0<x<x/2:0<y< xs 
el intervalo en el que z 


DJ0<x<x/6 EJO<x<x| 

RESOLUCIÓN: 

* Nos piden el intervalo des 
* Del dato: _ 
tany=2 senx .. 
* Además: 0sysF : 
* Hallamos la variación detany 


(1 


* Del gráfico : 0<tany<1 
* En (1): 


Os 2senx<1=> 05 senxs > 


* Del gráfico se cumple: 0s:sF 


* Pero como 0<x<F entonces 
xr 

0<xstE 
6 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 257 : 


Si K es un número entero, las 


vs 3) has E CJkx+ E 

RESOLUCIÓN: 

* Por restricción: * + (2k+ Dn ¡hez 

* De la expresión tenemos: 
senx+cosx=senx(1+tan'x) 


* Dividiendo a ambos miembros 
por: cosx 

I+tanz =tanzx(1+tan*x) 

> 14 4aé far +tar"z>tan*x=1 
alan*x-1=0>(tanx-Dltantx+tanx+1)=0 
Slans=l x= lr+ The Z 
*tan'x+tan=+1=0 no existen solución 


RPTA : 


«g» 


RESOLUCIÓN: 
* Al agrupar se tiene: 
senx(1+008x)-(1+c08.x) <cos? x, 
Landa 
=>-| )I+c08x)< (I+senx) 
a E 
* Pero: 


I-senx+0 > senx+l 


> sn z> -1008x<1+senx 


1077 


* Entonces: 
24+senx+cosx>0 >xeR 
* Por lo tanto se cumple la ecuación 


PALA t0j21)> E 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 259 : 
Si 0<x,<a3<..<a,<al2 5 E ehtgness 


A)tana¡>M>tan a, Dr ionaMeano, 

C)M<tana, tana, Da <me 
a .b 

RESOLUCION: : 


* Consideremos : 
/AjBy>0:(b= 152535050) 


* Se cumple: 


AjtAsttA, As - 
a a o rl) 
B, Bj+Beto+B, Ba 

* Luego en el problema; - 
0<a,<ay<ay<. «<a < 
> ftana,<tana,<tana,<...<tan a, 


=> 20101 ¿NOS FONOS ¿BEBO 
C084, . COS COBay 208%, 


* Como: 
seña; coza,>0;(i=12;3;..51), 
* aplicamos(1) : 
Sena; + Sen2y +... + sena, E 
C08 A, + 008 Ay + ... + 008 QU, 


tana<M<lanay 


RPTA : 


=< 


“gr” 


PROBLEMA 260: 
Determine para qué: val n 
xe[0;27] se cumple , 


A alo ls 
53)" So 
[Sn de 
olz Sojo E y 


pTTEOTTTTS 

* Elevando al cuadrado: 

[2/3 -3tanxl</3 =>-J3< 2/3 -3tanx<y3 
=-3/3<-3lanx<-/3 => O tanz<V3 

* Luego graficando en la C.T. 
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A 3) 


RPTA : “D” 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: y 
¡AC|=b 5 
ÍBC|=a 7) 
A a Ba 

* De la condición: 

bcosB = acoBA .nccenissmorensrsaseass (1) 
* Ley de senos : 

a=2RsenA ; b=. 

* Donde: R circunra del 


triángulo ABC 

* Reemplazando en (1), se tiene: 
2RsenBcosB=2RsenAcosA > sen2B=sen2A 
=wen2A-sen2B=0 

* Luego transformando a producto, 
resulta: 2een(A-B)cos(A+B)=0 

* Entonces , resulta : 
sen(A-B)=0 =A-B=0 , es un el 
triángulo es isósceles. 


cos(A+B)=0 => A+B=73, es el 
triángulo es rectángulo. 


* Entonces, se cumple para 


triángulos isósceles o rectángulos 
sin restricción alguna. 
RPTA : “A” 


PROBLEMAS RESUELTOS DE KBEPASO 2 [1078 


pen NE MA DOS Ñ * Multiplicamos * Luego: 
En el triángulo ABC de la figura , s A PO: . 
el ángulo en A es agudo y se cumple (BC) (AB) (AC)*=24 2 e,” aro, osr 
que: a*+b*+c*=2a* (6% +c*) (BC)(AB)AC)=24 cocniosmoarroo (EV) E 
Hallar la: medida del ánguloen Á. *Reemplazamos I, y IT enIV: , en (D): AF _ 6,287 _ 
ta = 
pr AB=2; BC=4; AC=3 O 
pe rá 7 Si * Aplicamos el teorema de cosenos. PROBLEMA 265 : 
Y 
EJ 80" € PO cd EE En la figura ¿AC =8u ; 
RESOLUCIÓN: Ea £, BE =BD=2uy CE = =10u. 
B +4? -3 4 
na Hallar e: ERES 
z 30-22 21 A)3u $ 
7 Ñ ANA 
AS B)J/3u 
A ; C 'en: M=3c0sa+4c08fP+6cosy C ) Ja 
Reemplazamos: ? de 
at+b* +0! =2a*(b? +0?) $2 D)2u 
M=3|--= E 
Tenemos: ley de cosenos a( Illa) 4 E)Jlu 
A có RPTA : “B” RESOLUCIÓN: 
A PROBLEMA 264 : Ley desenos en el A4ABC : 
Pecosa=b34e* a? ; qn A Sen2a_12 3 
>4etcorta=(b4o? a? hs la figura , 4D qe Pe ña a 
=dl+ot+al+2%0* - 2b%a* - 20ta? la circunferencia de centro O, por 3 
A A se traza la recta tangente < que Lo 


=2a*b*+ 2a*0* - 2b%a* — 20%a*+ 2%? 
2460 cor ta=2b*0* 


corta=l > co > a 40 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 263 : 
En el triángulo de la figura, se tiene 


que (BCNAC)=12u* (BCIAB)=8u?, 
(ACIAB)=6u*. Hallar el valor de M=3 
cos a+4cos p+6c08 y 


27. 29 22 25 
Er Dz o DIG 
RESOLUCIÓN: 


l NN A 111) 


contiene a los puntos B, 


CAF: siaB= Er e , AE=OB 


Y DONEF . Determine 35 E Si donde 


¿AD: longitud del arco AD. 
Considere: 1=3,14. 


3 L 
AB) E 
E 

0j2 DR 


EJ3 E 
RESOLUCIÓN: 
* Piden: 


Jo 


1 
* Ley de cosenos en el 4BDE : 
r*=2*4+2* - 2(2)(2)(Cosa) 
=>:'=8- az ase 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 266 : 
Dos circunferencias de radios 2u y 
3u-, tienen sus centros Ms 
una Ogateia iguala 4u 


tangentes a ambas circunferencias 
en o de corte, es igual 2 


* Aplicando Ley de cosenos, se 
tiene: E 


(4)*=(2)*+(3)*-2/2)(3)co8 (904 2) 


> 16=44+9-12(-sen 4) > sena = 


* Piden: P 
cos(90” a )=sena=7 => cos(90"-a)=3 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 267: 
Dos autos parten simultáneamente 
desde un punto P en direcciones 
que forman un ángulog uno a 6 
km/hora y el otro a 12 km/hora. 
Calcule el cos 9 sabiendo que al cabo 
de 1 hora la distancia desde el punto 
Pal punto medio del segmento que 
separa: ambos autos es de 7 km. 
M5 mE e 
RESOLUCION: 
* Después de 1 hora: 
A 


az Di a 


12 


B 


* Por la Ley de Mediana relativa al 
lado AB . 
dmi,ay= AP*+ PE*+ 2(AP)(PB)c0s0 
417 =5*+12*+2(5)(12)c050 
* Al desarrollar se obtiene: 
cosó= Le 
40 
RPTA: “D 


* Enel < . 
¡ammm (2) (28) mr 
* Por teorema de cosenos en 
el AABD se tiene: 
8*=m*+5* — 2(m)(5)c09a 
* Se sabe: m=7 
> 64=49+25-2(7)(5)cosa 


>coa=1 
7 


* Finalmente nos piden: 


, 
mota 22] 
¿rmneda=a( E 


RPTA : 


“g” 


PROBLEMA 269 : 
En la siguiente figura : 


=s = +7 St 
la relación ES es equivalente a 


421-002) B2iircona) CJ21=oena) 


DJa(t+cos5). EJ2(1=cora)(1= sena) 


* Por el teorema de Poncelet , se 
tiene : 
2r4+0 =sena+ e 0080 > 2r=0 sena + e 0082 e 
== = (sena+ecosa 1) 
* Elevando al cuadrado ambos 
miembros: 

“á 

(85) =(sena +cosa -1)* 
e 


15-911 sena)(1= cosa) 
E 


RPTA ; “E” 
PROBLEMA 270 : 
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RESOLUCIÓN: 


*Graficando 

y aplicando 

Ley de 

cosenos en 

el AABC: 4 
HE áÁ 6 == 

(a+) =(2t+ (12) -2021(/6)c0s0 

Y6 -J2 

4 


2 d+ 


a 


> 00809 = 


* Pero : cos75"= >0=76" 


J6 -J2 
4 


> AABM isósceles: BM=AB= 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 271: 
En un triángulo de lados 7; 8 y 9 m 
se traza la mediana relativa al lado 
de 8 m. Determine el coseno del 
ángulo comprendido entre el lado 
7m yla mediana trazada. > 
Ma E e 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando el Teorema de la 
mediana: 


ta E AM=7 


y] 


ES 5 a 
* Por Teorema de cosenos en el 
AABM : 
4*=7*+(AMP — 2(7)/(AM)cosa 
* Como: AM=7 
49=7%+7* - 2(7)(7)co0sa > coran 


49 
RPTA: 


RA 2 LE 


ESPROBLEMAS HESUELTOS DE REPASO 2 


12 13 14 15 ¡16 
PERSAS GO AS 
RESOLUCIÓN: 


A 
*En ADBC : BD=9K tan309 


*EnaABO ; tango = EX +(9K)=ton0 


lan 4d —tam89 > E manain(1) 
* Piden : 
Ema pa 


seno 30) 
== pr 6 


2 Estando -tanS +1 


*De (D) : tandO-tans0= => E= 2 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 273 : 
En la figura se muestra un 
triángulo en el que se cumple : 
cos A+cosB=4 seno 


luego el valor de a + b es. 


A 7 
A)3e BIZ cri DJ 
RESOLUCIÓN: 
* Por la condición: 
cos A +conMB=4sen* E 


| =deen? : a "7 


2 
* Dado que: Lt S 90* 
* En la expresión (1): A 
+ 
aa (22) 
Ñ Luego: co0(252)- 2002 
2 Nos piden calcular: 
a+h e 2RenA + 2RoenB = 2R (sena + nonB) 
>a+b= tren 232 ot 
2 0+b=Rscos Ss 2e0n 
ar R nO =2(2Rsen0)> a+b= 2 
e EE RPTA: “C” 


PROBLEMA 274 : 

En la figura , el triángulo NST es 
isósceles de base 6; si KH es el radio 
de la circunferencia circunscrita a 
un triángulo equilátero de lado 6, 
halle el radio R. 


2 


RESOLUCIÓN: 
* Para calcular el R, procedemos 


* Por dato: KH=R ¡:cireunradio de 
una y equilátero de lado ¿=6 


* Aplicando el teorema de senos: 
e 8 Ar 
ES => KH=R,=2/3 
(5) 


* Del gráfico se observa: KH=LS 


2/8=Reot (5%) =>R=2/3 tan( 52) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 275 : 
En la siguiente figura : 
e 


meca REA TOA] 
se conoce a,b,An<B, Sic;> 
entonces se cumple que: . 
Ale+ey=2a com B,) — Blej-0y=2bcomA). 
C) eytez=2a com A) D)e¡=ey=2a com B,) 
RESOLUCIÓN: 


EDITORIAL RUBIVOS 
c o ¿ 


*En  elaacr(Teorema de 
proyecciones) : 

C,= beosA + acosB y mrrscesararesns (1) 
*En el Arca (Teorema de 
proyecciones) : 

£2= beosA +acos(180” —- B;) 
008 Bj 
o A | y] 


* De las condiciones (1) y (1), al 
restar se obtiene: e,-e,=2ac0sB, 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 276 : 
En un triángulo ABC , cuyo 
perímetro es 12, se sabe que la 
suma de los productos de sus lados 
» tomados de dos en dos, es 47 y 
que el radio de la cireunferencia 
cireunserita al triángulo tiene 
radio de 5. 3 


Halle el valor de la siguiente 
expresión : 


K=sen*A+sen'B+sen'C. 
IA E 
AJ2 BJ5  C) = 7 En 
RESOLUCIÓN: B 
* Se sabe por la 


ley de senos que: A S s 

ge 

* Por dato tenemos: ' 
arbro=z 12;R=VB;ab+ac+be=47 

*Se pide: K=sen*A+sen* B +sen*C 

ay a ey a, Dret 

5) a) a) 

* Además se sabe que; Y 

(arbreP=a7+bi+0*+2(ab+beras). ; 


q 


*Reemplazando datos: 
12m rd tro t4 2147) PARRA 


ATRIGONOMETRIAS 


* Finalmente (1): Ka -s 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 277: 

En un triángulo ABC , el área es 
numéricamente igual a seis veces 
el circunradio. Determine: 


K=acosA +bcosB +ccosC siendo a, b y 
e los lados del triángulo y 4,F yc 
los - ángulos opuestos , 
respectivamente. 
A) 18 B) 16 
D12 E) 10 
RESOLUCIÓN: 

* Sea: S=6R 
K=acosÁ +bcosÍ+0c0sC 
> K=2RsenAcosA + 2ItcosBoen'B +ZHsen CoosC 


> K=(R)(sen2A+sen2B+sen2C) 
K=4RsenA senB senCrnminioninininsiamas! (D 
y A 


C) 14 


S=2R* senA senB senC 
> 6R=2R*sena senB senC 
> 3=RsenA senB sen Connor (11) 
* Entonces reemplazamos (1) en 
(1) resulta: K=12 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 278 : 
En la figura mostrada el triángulo 
ABC es recto en B y además 


=CQ. 
Halle el valor del ángulo £ . 


E) 18'30* 
RESOLUCIÓN: ” 
* Para calcular a procedemos así: 


*Aplicando ley de senos 
enel 
2. miland 
A] 
o 

es banda 
Fm Ba cons e Puan sen 
> coda ecos cura — cod 
AS 


A 
BH——=———H4 


*Sabemos que: 3a,5a ángulos 
suplementarios 
> 8a=180' >a=27'30 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 279: 


1081 LA ENCICLOPEDI 2012 


puntos medios de AB y GH. 
respectivamente, hallar cos a. 


E 
En apPqs Ley de Cosenos 
(20/24 <a J3P +(aJ3* -2(a /3)(a/3 Joosa 


> 0-2 
3 


RPTA : 
PROBLEMA 280 : 
En la figura mostrada, el triángulo 
ABC está inscrito en una 
circunferencia de radio R. Si se 
cumple que c*-a*=2R* y la medida 
del ángulo B es 30”, los valores de 
los ángulos A y C son 
respectivamente. 


“p” 


Ay 467 y 105% 
B) 35 y 115 
C) 60" y 90" 
DS y 120 y lo 
ario 
RESOLUCIÓN: % 

* Aplicando la ley de senos en el 


triángulo A8c, tenemos: 


a =2RsenA + c=2RsenC 
* Reemplazando en la condición: 
ca t=2Rr* 
se obtiene: 4R* (sentC -sentA)=2R 
>n20-enza= (c+ An(C-A=2 
* Como: maB =30 == maC +maA=160 


* Luego : 
sen(C- AJ=1>m<C-m<A = 90 


2>m<A=30" A maC=120" 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 281 : 

En la figura siguiente HÁ=e; BO=0; 
AC=b;A=74;CE=20-b. D es punto 
medio de AB. Entonces, el valor del 
ángulox es. y 

88 . 


* Del A ADE: 
Aplicamos ley de senos 
e 


E qe 
senz sen[180 (7 +3] 


* Luego 3 arcos compuestos : 


2 
+ % =senxdsenx > 24 cos x=9300nx 


>tans= Lo tens s=arctan(-) 
93 Er] 


31 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 282: 


En un triángulo ABC ,conlados a 
» b y e respectivamente , se tiene. 


B)16 
DJ9_ EJ256 
RESOLUCION: 


*Por Ley de tangentes : 


E 
PR TE RA 0 PA DA, 
2 2 4 .- 


PROBLEMA 283 : 

Después de haber sido rotado el 
pena XY un ángulo a tal que 
fana=2, se obtuvo los puntos. 
A'4; 6), B'(2; 4). Si P*es punto 
medio de AFen el sistema X'Y”, 
determine las coordenadas de P*en 
el sistema XY. 


dee 60 ca 


* Al graficar según enunciado 


tenemos: 


-+ 
a046) PLUS 


* Nos piden las coordenadas de 
PEE en el sistema XY. 


* Se sabe : 
[ron yamaja 1(4)- 1 (5) 39 
A 


a Prux; so 5 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 284 : 

Determine la ecuación de la 
circunferencia +*+y*=/en un nuevo 
sistema trasladado X* Y*,cuyo 
origen está en el punto (—1:-1) 
ar Je(2+1) mi BARRA 


mps AS TEN 
CIÓN: 
* Graficando la ecuación > 


* En el nuevo sistema el centro 
tiene como coordenadas (1; 1). 
* Luego, en el nuevo sistema la 
ecuación de la circunferencia es : 
(- 1 y =1 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 285 : 
bo aii (corfriano)" 


AI B)-1 cr 
RESOLUCIÓN: 


. »c00E=0; senE=, 
Se sabe que: cos3=0; sen 1 


* Entonces reemplazando , resultará: 


Dji — ErtHi 


(coo E+ison o)” =00+ "== 921 
Ae RPTA : “D” 


PROBLEMA 286 : 


Halle el módulo del complejo 
de4l, del 


METE 


donde 2=c0s0 + iseng iy0e a 


AjtanG Bjcot OC) 2tan Y Dj2c0t 9 Ej4 tan 
RESOLUCIÓN: 


* Se sabe que: 
d+i, iz-1 (2417 +21 
"aia? a-nrD 


26748 _ 21-47) 
pr JE TG TS 


* Como: == cos0 + isenó 
211 - cos20 - isen20) 
1+ cos20 + isen20 
L2sen*0 -12 sen0cos0) 
Zcos*0 + i2s0n0 cos 0 
2 oenólsend - 0010) 
cosdícos + isen20) 


[send — ¿con0| 
> W|= nl +1 


* Luego para: olas 2): :tan0>0 


lnend — ¿cos0|=1;|00804i sen0|=1 => Wi=2 tan 0 
RPTA : “C” 


=>W= 


=W= 


=W=- 


> A 


PROBLEMA 287; 

La suma de las soluciones de la 
ecuación (2-iN=1es: 
AJO BJI CJ D)2i EJSi 
RESOLUCIÓN: 

"Oo: (2-i7 =1>|(2-17 =cosiler + seno 
* Por De moivre : 


.- 4 con E tao 2 — 


A 


*Luego las ED ¿serán : 


k=0>2x=1+i E 
1 y3 
k=l>x= ets 

a 


h=22 7 =-PHi-P7 
“Entonces lo deseado será : 
2,+23 +29 =3i 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 288: 


Sien la ecuación: cos"x+sen'x=1 
hacemos y. y luego 2=c08y, 
¿btenemos ina ecuación polinomial 
en la variable z. determine dicha 
ecuación polinomial. 5% 

AJÍZ +34 Lo mE ssl 1=0 
Dinsid Est 1=0 DIND Aa lGr iO 


zo 


ENE 
RESOLUCIÓN: 


* Por condición del problema 
tenemos: 


> cos y=com(x—1/4)=> conga + men, 
> comx + emos JZo0 MY cerraron a 11] 


* Luego elevando al cuadrado: 
cos? y=1/2 (14 2senxcosx), de donde 


2008* —1 
2 


* De (1) tenemos: 
(cosx+senx)(cos* x — cos xsenx+sen*x )=1 
* Finalmente al reemplazar (111) y 
(IV) se tiene: 


(.Zcory)[1- p0)-: 
* Dado que: z=eosy 


ca) (a 
* Resolviendo se obtiene: 


dae omo 
2 RPTA: “E” 
PROBLEMA 289: a 
Determine la región yl los 
números complejos z: 
los cuales se cumple 
Logia lz-2>Log ala» 


14) 


> 


A TES 


10m PX 

RESOLUCIÓN: 

* Por propiedad : 
l-4dd 294 (250/52 (0: 0) 


> li -2F+ y < fx tay? 


ar? 4xrdryien da y? 
> 4<4x > I<x 


* Graficando : 


RPTA.: “B" 
PROBLEMA 290 : 


Enun triángulo esférico rectángulo 
ABC, pecto en B ,reduzca la 
expresión ; : 


E =cosb tana cscA- cosb tana cotA 
Nota; a,b y e son los lados del 
triángulo esférico. 

Aj cosíb<) B)cos(b+c) C) cosíb+e) 


D) sen(b—<) E) 2cos(b-c) 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando las Reglas de Neper : 
cosb=cosa cose 


sene=tana cotA 
sena=senb senA 


| eS 


* Reemplazando: 
Bncoracoo(£022)(2en2)_ sab rene 
=> E=senbcoso — cosb seno 
> 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 291: 
una rotación de un ángulo de 
d es e] 


la ecuación original. E 
A) 5x* + 5y*- 25xy + 70=0 
B) 5x* + 5y* - 25xy +50 =0 
C) 5x* + 5y*-26xy + 72=0 
D) 5x* + 5y* - 26xy + 90 =0 
E) 5x* + 5y*-52xy+72=0 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: 4(x”)? -9(y")* = 36. 
Conocemos: 


lay ls Y = (AY) 

Asi: , yo =(x;y).(Cos0; Seno) 
x'=xC080 + ySen9 

+ y'=(x;y).(-Sen0;Cos9) 
y'=-xSen0 + yCosó 


Ahora, para 9 = 45" 


E) or 

2 2 
Reemplazamos: 

dez) o y- a). 19 
AS -2xy +72 =0 RPTA : “C” 


PROBLEMA 292 : 

L ecuación polar de la parábola 
es:r=2[vers(0)]*, calcule la 
longitud del lado recto. > 


AJ1 BJ2 C)J4 DJ8 > 
RESOLUCIÓN: 


Ecuación polar de la parábola: 


EJ6 


= ——r-reos0-2=>r=r0000+2 
1-cos0 


Cambiamos: 


r=yx?0+ y? arcos=x 
así: 


itsy 2012 Day dr 4d 


Ecuación rectangular de la 

parábola. y*=4(x+1) 

De aqui: 4p=4 =Lado recto =4 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 293: 

Determine la ecuación polar de la 

e 

de coordenadas, y su directríz es 

recta reos(0)=-4. 


RESOLUCIÓN: — yy 


* Del gráfico: 
vertice:(-2 ; 0) 
Ecuación rectangular de la parábola 
P:y?=4(2)(x+2) 
Determinar la ecuación polar a 


partir del gráfico: 
AL, 


2p=4> p=2 


Por definición: 
dpi FA ip;Lp) > 1 = 44 rcos0 


É 4sec0 
secO—1 
RPTA : “D” 

ORIGEN DE LA TRIGONOMETRIA 


Originalmente, la trigonometria es la ciencia cuyo 
objeto es la resolución numérica (algebraica) de 
los triángulos. Los seis elementos principales en 
todo triángulo son sus tres lados y sus tres 
ángulos. Cuando se conocen tres de estos 
elementos. con tal que al menos uno de ellos sea 
un lado, la tríigonometría enseña a solucionar el 
triángulo, esto es. a encontrar los otros tres 
elementos. En este estado de la trigonometría se 
definen las funciones trigonométricas (seno. 
coseno, tangente, etc), de un ángulo agudo en 
un triángulo rectángulo, como las razones entre 
dos de los lados del triángulo: el dominio de 
definición de estas funciones es el conjunto de 
los valores que puede tomar el ángulo [0*;180*]. 


Sin embargo, el estudio de la trigonometría no 
limita sua aplicaciones a los triángulos: geometría. 
navegación. agrimensura , astronomía: sino 
tambien. para el tratamiento matemático en el 
estudio del movimiento ondulatorio, las 
vibraciones, el sonido. la corriente alterna, 
termodinámica, investigación atómica. etc. Para 
lograr esto. se debe ampliar el concepto de 
función trigonométrica a una función de una 
variable real, en vez de limitarse a una función 
de ángulos. 


>r= 


1-cos0 


PROBLEMA Y : 


SiS y C representan los valores de un ángulo en 
grados Ss exagesimales y centesimales, 


Cc? +4S"C- S*-25C 


RESOLUCIÓN ; : 

Siendo: 

S=%f de grados sexagesimales 
C=%f de grados centesimales 


=> S=9K nC=10K 


Del dato (?+5*=2C?* - 55C?+48*C — S* 
Ordenamos: 
C*+28C+S* 


-25SC 


=2(0*)-58(C?)+48*(0)-8? .... (1) 


PO) 
P(C) es un polinomio que se anula para C=S. 
Factorizamos P(C) por divisores binómicos 
2 -58+48*; - S* 


28. =35S* : s 


Luego: 
P(C)=(C—S)(C= S)(C—S) 
*En (1) :(C+S'=(C=8S)' (20 — S) 


e0c-s[C+ 5 pS 107 - 261 
>2C-8 (E as => 2( 10K)-9K ES >K 77 
Como; C=10Kk=C= 3910 

11 BPTA : “C" 
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EDICIONES RUBIÑOS 


profundidad de8cm. 
2 Sr 6x - dr Sa 
AE pe [Ebo ¡E 25 
y S B) 6 C) 5 2D): 3 2 3 
RESOLUCIÓN: 


Dado un sector circular, generamos un cono de 
altura de 8 cm. 


P 
10 cm 
L 0 E 
10 cm 
Q 
Al desarrollar el cono L=2 77 (6 cm). 
L=12r cm 
Del primer gráfico :L=0 x10 em 
Reemplazando obtenemos 


12n o =0x 1000 >0= 
=> La medida del ángulo expresado en radianes 
es E. 
5 

BPTA : “0” 
PROBLEMA 3 : 
En la semicircunferencia de centro O del gráfico 
mostrado, mAB = 164% y AC= 2/50 cm. 
Calcule el área de la región sombreada (en cm?). 


C O re 
A) 58,5 B)60,5 C)62,5 D)64,5 E) 66,5 


RESOLUCIÓN : ES 
Cálculo del área de un Sector circular 


EXAMENES DE ADMISION 2012 [1085] UNI 
Se sabe lo siguiente: 

$ : área del sector circular 

6: número de radianes 

A r : radio del sector circular 

$ : representa el área del sector circular £: longitud del arco de circunferencia 

Piden m<AOB 


6 : número de radianes 

r: radio del sector circular 

Piden calcular el área de la región sombreada. 
Sea S el área de la región sombreada. 


Dato 
L¡¿= aV3,0C=b 


po 1 
m<AOB=0rad > SI aaa 1) 
Del gráfico, se establece lo siguiente: 


39= COR 23d. EST) 
s LA oy Es 5050 Serr16g > 5= 25 -7 - Reemplazamos (1) en (11) 
Sesabe que: 3d > S=64,5 cm? de se.% 
BPTA : “D” ) go y? 
PROBLEMA 4 : Debido 9>0 


En los sectores circulares AOB y COD. Si Se deduce que 0-5 


“gr 
Lan = ay3u, OC=b , calcule my AOB APTA: “B 


PHOBLEMA 5 : 


A)J= La figura muestra una esferita de acero 
suspendida por la cuerda flexible QH . Se impulsa 
B) peak la esferita en el sentido indicado de tal forma que 
b manteniéndose siempre tensa la cuerda, la 
C)a esferita llega a MN . Calcule la longitud recorrida 
D)Jb por la esferita, si MN=NP=PQ=9 cm. 
E)ab 


RESOLUCIÓN : 
Cálculo del área de un SOSiDs circular 


A)l2xcm B)j6xcm C)l0xcm D)9xcm E)8xcm 
RESOLUCIÓN : 
* Por teoría sabemos que: 


TRIGOMOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 (1086 


R 
£=9R 


AO rad 


R 
* Se nos pide hallar la longitud que recorre la 
esferita. 


9xm= 5 (8)=x 


0xa==5(21)= 7 


* Finalmente, la longitud recorrida por la esfera es: 
Tr+2x+x=10x 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 56 
En el triángulo rectángulo ABC (recto en B) con 
BC=h y m<CAB=8, se liene inscrita una 
semicircuferencia según se muestra en la figura. 
Exprese el radio de la circunferencia en función de 


hy 0. Cc 
A B 
hCos9 h h 
E 14+Send o) Sen9 o Cos9 
hCosó hSenó 
O no +Coso” E Sen9 +Cos0 


RESOLUCIÓN : 
Resolución de triángulos rectángulos 


nCscó 


nCotú 


EDICIONES RUBIÑOS 
Cos9 ; 


Identidad por cociente: Cot0==—= 
E Seno 


Identidad recíproca: Sen9Cscó = 1 


A rCscó VEB 

En el triángulo rectángulo OMA (recto en M) se 
cumple que OA=rCsc0 : 
En el triángulo rectángulo ABC observamos: 

rCscó+r_ CosO _ r(cscó +1) 
Cotó = h > Send = % 
> hCos9=r(Sen0Csc9+Sen6) 

hCos8 


> hCos0=r(1+Sen0) > Eno 


RPTA: “A" 
PROBLEMA 7 : 
En la figura, O es el centro del círculo 
trigonométrico, Si OA=1u y tang= 2 calcule 


el área de la región sombreada (en u?). 


RESOLUCIÓN : 


E + 


Además: 


EXAMENES DE ADMISION 2012 UNI 
PROBLEMA 9 : 


Sir es el radio de €,, según el gráfico se tiene: 
38r=i=>r=1 

3 
Por lo tanto : 


CEE 
Aaa, raro) => 
RBPTA : “E” 


PROBLEMA 8: 


RESOLUCIÓN: 
* Consideramos el siguiente caso; 


* En el triángulo AFP, mediante el teorema de 
senos tenemos : 

mE 20 os 20sen60" 

sen60”  sen4b5” sen45” 

>x= 24,5m 


=> La longitud del poste es 24,5m. 
=5 RPTA : “C" 


TRIGONOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 


¡S;: área dela región triangular OA'M 
> S= A 
Sa área dela región triangular OA'T 


Sea (1)(-Tan6) 


$: área de la región sombreada 
S=S,-S, 
sl M-Tanó) (D(Senó ) 
TEE ESAS 


>S => (Tan0 + Sen0) 


APTA : “B” 


PROBLEMA 10 : 
Sn la circunferencia tr 


a econo 20: .donde R es punto medio 


RESOLUCIÓN : 
*Representación geométrica del seno de un arco. 
*Representación geométrica del coseno de un arco. 


EDICIONES RUBIÑOS 


> n+Cosa=2nSena => Doma 1 
Q(—n;0) = 0) 

RBRPTA: “A” 
PROBLEMA 11 : 
En la circunferencia trigonométrica de la figura 


mostrada, elarco 00 (2:x) , Calcule el área de 


la región sombreada AM =0, 


es) 2 (css) e hr) 
ns) + es) 
RESOLUCIÓN : 

Se pide Área, nc 

Del gráfico: po 
ABHO - ACPO na 

a - z 4 1-Cos0= z Su aRElo— 3 


EXAMENES DE piero 2012 


a 1 E ¿de ds) 
2 1- Cos9 1- Cos0 


RPTA : 


“ur 
POBLA 12 1 


pros e £ 

* 2sentx=1- Cos2x 

» 4Sentx=3Senx - Sen3x 

» 2SenaCosb=Sen(a+b)+Sen(a — b) 

Piden A+2B+C. 

Dato :16Sen*x=ASenx+BSen3x+CSen3x... (1) 

Entonces : 

16Sen*x=2 (2Sen*x)(4Sen*x) 

=2(1- Cos2x)(3Senx - Sen3x) 

=6Sen x - 6Sen xCos2x - 2Sen3x+ 
+2Sen3xCos2x 

Aplicamos transformaciones : 

16sen*x=6senx - 3(sen3x — senx) - 2sen3x+ 
+(senSx+senx) 

16senix=10senx-—5sen3x +senSXem. (1) 

Comparamos (1) y (II) 

> A=10; B=. 5; C=1 


> A+2B+C=10+2( — Li 
PTA : “C” 


PROBLEMA 13 : 


1089 


RESOLUCIÓN : 


six+y+z=x, entonces 
Tanx +Tany + Tanz = TanxTanyTanz 


Piden 1+TanaTanfTany 


Datos: 
*Tana +Tanf$+Tany= 2007 
» a,B,y son los ángulos de un triángulo 
Entonces, a+PB+y=x. 
Luego :Tana + Tanf + Tany= TanaTanfTany 
Reemplazando tenemos Tana Tan f Tany = 2007 . 
Por lo tanto :1+Tana Tan f Tany=2008 

RPTA: “A” 
pl 14: 


RESOLUCIÓN : 


Se sabe que: 


Piden simplicar la expresión E. 


E=(1-a*b*)Tan(x ES) 


E=(1- pon Tan[E + 2) an (5-2) 


=(1-atb* a+b a-b 
eS a) E) 


(a? -b*) 
E=(1-956). L-2>E=a*-b* 
ar) 5 
RPTA : “B"” 


PROBLEMA 15 ; 


TRIGOMOMETRIA LA EMCICLOPEDIA 2012 


Pele a Ae q 2 $7 
RESOLUCIÓN : 
Transformaciones trigonométricas 

+  2Sen0 Sena=Cos(0-a)-Cos(0+a) 
e  a+0=90" > Sena = Cos0 


1 1- 2(2Sen70"Sen10") 
E nr SS E nio" 


1- 2(Cos 60” - Cos 80) 
2Sen10* 


>Es =_——— >3E= 


>E= E= 


PROBLEMA 16 : 

Simplificando la expresión siguiente 
—Tan343' - Tan107” 

54 £-( Tan197*+ Tan73* Jrantós" 


B)Cot17 CjTan34* 
[ E) Cot 340 
RESOLUCIÓN: 
Piden 
—tanS4S — tan 107” 

Ko tanioritanza Jen 0 
—tan(860" — 17*)— tan(180" 78%) 
tan(180+17*)+tan78” 

tan17"+tan78* A 
Es aa dr ]i—tan an 
=>K=-tan17” 
Simplificando la expresión K se obtiene -tan17”. 
RPTA : 4" 


| x(tan(180*—17”)) 


PROBLEMA 17 : 

En la figura se muestra un paralelepípedo recto 

de lados a, b, c, Calcule el seno verso del ángulo 

Vas . 
CET] 2 

Var+0? +0? 3 


EDICIONES RUBIÑOS 

1 1 1 A A 
y BJ > DIG DgI 
RESOLUCIÓN : 


Teorema de cosenos 
B 
a? = b* +0*— 2bcCosA 


Seno verso de un ángulo : 


Piden seno verso del ángulo y. 
Dato 


Vb + e? 1 


a A B 
dare 3 3 
Tenemos 
] : 
C 


Del paralelepípedo recto mostrado, analizamos 
el triángulo ABC Aa B 


Vb? +c? 


el 


Por teorema de cosenos 
2 2 
ar=(Va?+bt+0?) Hors e?) 
-2 dat+bi+c* x Vb? +e* cosy 


Operando 


Por referencia del dato, Cos, =3 


verey=1-Cosy => versy =1 5 58 


1 
> vers = + 
3 RP: 


EXAMENES DE ADMISION 2012 
Ma 187. 


área proxraRda de la a región cimtado Or el 
Estas SES li ae E E 


—B) 2/3Cos15'+2Sen15* 
DD) 8/2Cos15*+2Sen15" 
Ea o 
RESOLUCIÓN : 
* Teorema de senos 


A 
s : Área de la región triangular ABC 


>5=Eoenp 


* Enel problema dado : 
* Identidades trigonométricas del ángulo doble; B 
Sen20=2Sen06Cosg 2630 
* Según el enunciado, tenemos: 
B cos 26” 
sen 27" 
A Cc 
1 
Cc Y A cos26” sen 26" 30' 

* Por teorema de senos, resulta: 1 


CA AB BC > “A _ Sen135" S=¿(2sen27” xcos26) sen 26" 30 
Sen135” "Seni5" "Senso — AB” Seni5 


_AB_Seni5" _ Seni8” S=(senoF + sen1")sen 2630 
BC” Sen30 Sen15"Cos165* 
Sumando : Dato: sent =2_ 
CA, AB_ 2 1 
AB" BC 2Sen15 ' 2Cos15" s-U£, TE 397 
CA, AB _ 2/2Cos15" + 2Sen15" qe 290 590 


AB BC  2(2Sen15'Cosl5) 


A, AB _ 2/2Cos15" + 2Sen15” 
> am*ac” 


=>El área aproximada es 6 - 


2Sen30” BPTA : “B” 
PROBLEMA 20 : 


= 2/2Co815" + 2Sen15* 
BPTA : “B” 


e 
AB" BC 
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AJ2/3 CI2/6-D)3J2 > 
RESOLUCIÓN : 
* Recordando las identidades de Legendre: 


(a+b)*+(a —b)J'=2(a*+b*) 
(a+b)* - (a —b)?=4ab 


* Se tiene: 
Tga+Ctga=4; qa 
Nos piden hallar: W=Tga-— Ciga 
Aplicando las identidades de Legendre, tenemos: 
(Tga+Ctga)?* -(Tga-Ctga)=4Tga Ctga 
> 16-0?*=4(1)> 0=+ 2/3 
* ya que Ga, entonces Tga > Ctga 
*Se concluye que: Tga— Ctga> 0 => W=2/3 
BPTA : “4” 


PROBLEMA 21 : 
El triángulo ABC dela figura tiene perímetro igual 
em. Si AB=BC, halle a+9. 

B 


AC 
3(2 43) 


aJ1200 
B)135> 
Cj140= 
D)150= 
EJ130+ Á e 
RESOLUCIÓN : 

Recordando el teorema de senos: 

B 


A b C 
y el ángulo doble : Sen24=2SenaCosa 
B 


EDICIONES RUBIÑOS 
Según enunciado: a+ b+ c= HB 


3(2-43) 
Como a=c 
> 22+b>2% AS 
J3(2-J3) Há Y3) 
SenA 2+/3 _ ¿SenA 2 
A a o a 
De la imagen: A=C=a; B=0=180" - 2a 
Reemplazando: 
z Sena 5) E Sena Ñ YE 
Senla J/3  2SenaCosa J3 


> Cosa= 2 >4a=30" >a+0= 150 
APTA 1 “D" 
PROBLEMA 22 1 


Si 0<a<" simpliiquela e : 
-1-c0820 + sen20 
1+ cos20 + sen20 > 
A) ctg0 B) send C)tgo 
D)cos9 — E)tg20 
RESOLUCIÓN : 
De acuerdo a las condiciones del problema, para 
su resolución vamos a aplicar las identidades 
trigonométricas del ángulo doble, tales como: 
+ 25en* p=1-cos20 -2c08* Y =1+00820 
* sen2 O =2 sen O cos O 
* Se nos pide simplificar: 
_ 1- cos20 + sen20 
—T+co820 + sen20 
* Aplicamos las identidades del ángulo doble : 
_ 2sen*0 + 2sen0 cos _ 2sen0|sen0 + cos0 
—2Zcos"0 + 2senBcos0 2cos0(cosO + senó) 
Haciendo las simplificaciones del caso, tenemos; 


APTA 1 “Cc” 
PROBLEMA 23 ASIL - 
Halle la expresión trigonométrica e 
E=2eentx-1, VxeR. 
A) Sat x-sentx 


EXAMENES DE ADMISIÓN 2012 


RESOLUCIÓN : 


* Para resolver el presente problema vamos a 
utilizar las relaciones trigonométricas del ángulo 
doble, tales como: 
- 2Sen*0 =1- Cos20 
» Cos*9 — Sen*0 = Cos20 
- Sen*9 + Cos 0 =1 
Según el enunciado: 
E=2sen*'x — 1=> E=(1-cos2x) —1 
=>E=-cos2x > E=-(c0s*x —sen*x) 
=> E=(sen*x —cos*x)(1) 
E=(sen*x-— cos*x)(sen*x+cos*x) 
* Reemplazando nos queda: 
E=sentx-cos'x 
RBPTA : “E” 


PROBLEMA 24 


Si e 
RESOLUCIÓN : 


* Vemos que el triángulo ACBM esnotable de la 


uni 
* Ahora en el ABCA aplicamos el Teorema de 
PRÁgOLaS: a 342 p=é 

> 43044 /33+4=16 


=> +1 /3 -3=0 
* Aquí operamos según la fórmula general de las 
ecuaciónes de segundo grado: 


15-43 
E 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 25 : 


Ecuación de la circunferencia: 


8 :(x—h)?+(y-k)i=r? 
Por dato 
D (Mhi;k) L:y+x=0 > k=-h 
Por lo tanto 
€: (x-I)?+(y+h)?=r? 
11) (3:4) (3/2; /7) e € entonces 
(3-1) +(4+h)=r* 
(3/2-HP +(/7+h)* =r? 
Igualando, tenemos que A=0, entonces k=0, 
Luego € :x*+y?=r? 
Como (3; 4) e € 
>344=r* > r*=25 
>€:x0*4y*=25 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 26 : 
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A17 BJ8  C)J9  D)10 E) 11 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos la circunferencia: 

Y 


Ar RIA 


Determinamos el centro de la circunferencia: 


potato => pt ZO 


2 
_YA+Ya_7 ie 
EE 3 => E errernnnarceseenserececes (11) 


Determinamos el radio: 


2r=d>2r = Vte - 2% +(6 - 23 


5 
IS srnsoscconroso ( TIL) 


De (2); (1) y (AM) obtenemos: 


A nerconsionersecinaconionons 


>r= 


E r?_ 2 (5) ki? 
SA Ga Got 
APTA: “B"” 


e EBA 27: 


RESOLUCIÓN : 
Recuerde que del gráfico: 


EDICIONES RUBIÑOS 
Nos piden determinar: (Tana)(Cotf) + És 


(-3;-4) 
Observamos que: 


. Cot(90"+0)==% 
> - Tan9 =Í> Tano=-2 


. Tan( -90+8 3 


> Tan(90" - B)= 5>- -Cotfp =2>300tp = z 
pe PE E 
> (Tano )íot8 )= sl 5) 9 


PROBLEMA 28 : eS 
Sia, B y Csonlos ángulos de un tri z 


40 BJ1  C)2  Djá -EJ8 
RESOLUCIÓN: 


*senó + sena = 2sen[* 5“ )co [7 


»cos0 —cosa = —2sen[ PES FJren[ 272 


*sen20 = 2sen0 cos0 
*"SiA+B+C= 180" 
=> sen(A+B)=wsenC y 
cos(A+B)=-—cosC 
Piden: 
F= sen2A +sen2B + sen2C 
senA senB senC 
2sen(A+B)cosíA— B)+sen2C 
senAsenBsenC 
2senC cos(A — B)+2sen CcosC 
senA senB senC 


DP: 


F= 


EXAMENES DE ADMISIÓN 2012 UNI 
Factorizando obtenemos : 


F= 2senC|cos(A— B)+cosC] 
senAsenBsenC 


Por reducción al primer cuadrante se tiene 


y 2oenC|cos(A— B)—cos(A + B)] 


senAsenBsenC 
Transformamos : 
p- 2senC|-2senA sen(—B)] 
= senA senB senC De la circunferencia trigonométrica, se observa lo 
_ 4senA senBsenC 3 A =_1 5 
E RA AARGAO! =>F=4 siguiente: PEA Lo ini lo 


Por lo tanto, el valor de Fes 4. 


BPTA 1 “D? Porlotanto, se(355). 
RPTA: “8” 


PROBLEMA 31 : 
TN Xx 
Determin 


RESOLUCIÓN : 
Se nos pide: 


1 
E=SecS0”+8Cos* 80" 
S = Coss0” 


+8Cos* 80" 
* Aplicando ángulos complementarios : 


z 
ps 


Cos80"=Sen10" AR 
z RESOLUCION: 
* Reemplazando : 'SOLUCIÓ 
1d > > 

s > 1 +2( 4Sen*10”) Factorizamos la ecuación: 
Es RS = Senio” 2sen?%x + sen*x—2senx—1=0;0<x<2r 
* Tenga en cuenta que : » sen? x(2senx + 1)—(2senx +1)=0 

- REN ' 
4Sen*x=3Senx — Sen3x > (2senx + 1)(sen?x—1)=0 
A: ) 1 Za Li 
pa 1+2(8Sen10” — Senso?) _ L+ 6Seni0”-1_¿ Dienx==3>2=G 27 
Sen10? — Seni0? 


RPTA : “B" M)senx =1=+x == 
PROBLEMA 
s > => Dije =-13 x= 38 
Econ Entonces, x, + x3+x3+x¿=05m+ 


=> La suma de soluciones es 5”. 
BPTA : “A” 


PRO) 
RESOLUCIÓN : 
Datos Sen(xx)-Cos(1x)>0; x e [0; 2] 


Sen(xx) >Cos(rx);0<x<2 
Osxaxs2x 
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* Se aplicará la propiedad : 
vo e |- a 


>El valor de E es F 


PROBLEMA 33: 


ÉS 


Les E ER 

RESOLUCIÓN : 

* Recordando que: 
ArcSenx + + AreCoex == 52 e[-1; 1] 


* Según la condición, tenemos: 


> -ArcCotx < ArcCosx 
* Graficando ambas funciones en su dominio de 
definición , tenemos: 
Y 


*Segúnel gráfico, tenemos: 
Wxe [-1; 1] verifica —- ArcCotx<ArecCosx 
* comparamos con x e la; b] 
: > ad+b*=2 


BPTA : “D” 


EDICIONES RUBIÑOS 
PROBLEMA 34 : j $ 


Sive Ms A ez, 


A) al 
D) (0/3) 


RESOLUCIÓN : 
Piden el Ran(f). 


fis, = VI+2|Sen x1Cos x; n<a<E 
fi. = VI+ 2Sen x)Cos x 
fi. = VIE Sen 2x; 21<2< 2 


Analizamos en una C.T. 


E 
51/2 


Xx 
Del gráfico: 
0 < Sen2x < 1=> 0 >- Sen2x >-1 
>1>1-Sen2x > 0>1> /1- Sen2x > 0 
>1>f,, >0= Ran(f)=(0; 1) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 35 : 


RESOLUCIÓN + 7% 
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arcSenx+arcCos x= «+ -1<x<1 
Piden el rango de f. 2 


Dato 


fx) =arcSen(x) +arcCos(x) taretan( Z 5) A 


/(x)=arcSen(x) +arcCos(x)+arcTan (5) 


Entonces 


109=E +areTan( =) 


Como 
-1<x<1 > 0<|x|<1 
>1<lx]+1<2 
1 1 
2= 
ld +12 


arcTan(1)> areTan| 7 l+ 5) > areTan(+) 


>12 


ge areTan( 7) 2 areTan|+) 


3_x 
e Esareran(7)2 5 +areTan(2) 


mr 3) 
_ Es fx) > 3 + e 


RESOLUCIÓN : 
* Se nos pide hallar el valor de %, 
* De los datos: (,,=ArcCosx+ArcCotx; 
R/=[m; M] 
* Determinamos el rango de f.,,. 
* Ya que ÁrcCosx y ArcCotx son funciones 
decrecientes, al analizar f¿ se define en un 
dominio de f- 1; 1]. P 
* Luego se establece que: 
0S Arclosx S Humommcssaad LE) 
FS AreCotx < na) 


UNI 
* Sumando (1) y (1), tenemos : 


Ts AreCosx+AreCote s 7% >= Ps E 


Tx) 


RESOLUC 
» arccot(x)=arctan 6 ; 
2% 
— 2 - 
. ay rbrre 0 DEV doc 
Dela condición: 


paren) 


== o 
x virx x 


Gsen(2%) —8c0sx+9senx —6=0 

> 12senxcosx — Bcosx+9senx— 6=0 
*Factorizando: 
4cosx(3senx — 2) +3(3senx —- 2)=0 
> (3senx — 2)(4c08x+3)=0 
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*Como: PA (0:25) 


Se concluye que existe un único valor para x. 
RBPTA : “A” 


ce ori) Ez 


BESOLUCIÓN : 
* Desarrollando los numeradores , resulta : 


cosAcosB + senAsenB , cosBcosC + senB x senC 
senAsenB senBsenC 

cosAcosC + senAsenC 
senAsenC 

> E=cot Acot B+ 1cot BcotC+1+cot AcotC+1 

* Por propiedad se sabe que si: A+B+C=180", 

* Luego: 

cot Acot B+cot Beot C+cot Acot C=1=> E=4 

BPTA : “B” 


E= 


+ 


PROBLEMA 40 : 


En un triángulo ABC recto en A, el valor de la 


donde a, bye son los lados del triángulo, es 
igual a: 

-2" B)-1  C)1 
RESOLUCIÓN : 
Teniendo en cuenta que : 


. + [CotÉ =Cseb*Cot0 


* Según dato, tenemos: B 


D)2 E)4 


e 


*Se nos pide calcular: 4? a 


0 oy stats ($) (o 0Y +2 ¿ser (¿)) 
E cara) 


EDICIONES RUBIÑOS 
__(a- b)'+2ab(1-CosC) 
(a +b)' - 2bc(CseC +CotC) 


-(a- b)'+2ab 1? 
6 +b) - -200[ + DN ae 
RPTA : “Cc” 


PROBLEMA 41 : 


Sea; : 
A=[(x;y)eR" / x=co8*t; y=sen' 
Entonces podemos afirmar que: 
A) Aes una semicircunferencia j 
B) A es un segmento de recta , 


E) A es un segmento de parábola 
RESOLUCIÓN ; 

Se tiene: 

a=Cos*!. sens (1) 
y=Sen*t.. sesos (LE) 
dedonde 0 <x<1 A 0sysl 

* Al sumar(1) y (11) ,resulta : x+y=1 

Ya que x e y están acotados, tenemos la ecuación 
de un segmento de recta. 


RBPTA : “B” 
PROBLEMA 42 ; 


Si A, B y C sonlos ángulos de un triá 
y 3 son las longitudes de sus lados « 


RESOLUCIÓN : 


Teorema de senos: A "nB"Snc 

Teorema de proyecciones 
a=bcos C+ccos B 
b=acos C+ccos A 
e=acos B+bcos A 


€ 
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Se pide calcular: 


pee, a a 
Sen(A+B)+ Sen(A+C)+ Sen(B+C) 
53Cos A + 42C0sB + 356CosC 
SenC + SenB + SenA E) 

7 53CosA + 42CosB + 35CosC 


D= 


2,3 €. 
Por el teorema de senos tenemos: 


L2423+S 42 
SenA +SenB+SenC — SenA 
65 12 
> SenA + SenB+SenC L 
> Sena +SenB + SenC = e. O 


Por el teorema de proyección tenemos: 
1,2=3C0s B + 2,3Cos C 
3=1,2C08s B + 2,3Cos A 
2,3=3C0s A + 1,2Cos C 
Sumando las tres relaciones 
6,5=5,3C05 A + 4,2Cos B + 3,5cosC 
65=53C0s A + 42Cos B + 35C0SC...s... 
Al reemplazar (1) y (ID) en (a) se tiene que: 
L 


D== 
12 


(1) 


RPTA : “E” 


20013 


a+b- 


o 


RESOLUCIÓN : 
Cálculo de la bisectriz interior de un triángulo. 


D 


€ a 
A Cc 
AA—_——_—_ Y 


UNI 


* ,; Representa la bisectriz interior relativa al lado AC. 
* Piden la longitud de la bisectriz interna B. 


D 
€ 607 b 
A F e 
Datos: AB=a; BC=b y mx ABC= 120". 
Sea: BF=x > SD Xxcos60” 
a+b 

ym 24d 
a+b 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 44 : 
Después de una rotación de ejes, la ecuación 
3x*-8xy +5y*-9=0 representa una elipse cuyos 
focos tienen como coordenadas F ,¡(a;b), F,(c; d). 
Calcule ac+bd. 
42  B)-3 
RESOLUCIÓN: 
Cálculo del ángulo de girog : 


C)-4 — D)-6 3 


si Ar?*+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 


alain 


* Ecuaciones de rotación de ejes: 
[»=x"c080 — y'sen0] [y=x'sen0 + y'cos0] 
* Datos: 
Sx*-8xy +5Sy?-9=0 vsncorsrosroserorsss (E) 
* Focos: F,(a; b); F,(c;d) 
De la ecuación tenemos :A=5; B=-8 y C=5 
Calculamos el ángulo de giro (9 ): 


Establecemos que: 29=90* —>0=45* 
Aplicamos las ecuaciones de rotación 


x=x'xc080— y'send > x= Ban Y). (1) 
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yr kneno + y e ya Bo ve y 9. (11) Luego: Po 
Log, (tan 0)+ Log, (tan 0+6)=>3 Log;9 


* 'Reemplazando (1) y (II) en (1) obtenemos : 
(CUELA 


Log, (tan 0)(tan 0+ 6) =Log,V 9 


(74 NYY = 92 AER tan?0+6 tan 0=3 
* Se tiene que: a'=3 y b'=1 > tan?0 + 6tan0-3=0 
debido: (a'=(b'P+(c')? >0e'=2 J2 Std 8: /36- 403) 
¡camos la eli 
Es dia a > tan 0 =-3+2/3 
(er y x 
IZ Como 0 (057), entonces tan9 > 0. 
Los focos se denotan tan 0=-3 +23 > fan*0= 21-12/3 
F¡(=c; 0) y F,(c; 0) > sect9-1 =21-12/3 > sec*0= 22— 1243 


RPTA 1: “B” 


LA TRIGONOMETRIA EN LOS 
TIEMPOS MODERNOS 


En el s. XVII, Isaac Newton (1642 - 1727) inventó el 
cálculo diferencial e integral. Uno de los 
fundamentos del trabajo de Newton fue la 
representación de muchas funciones matemáticas 
utilizando series infinitas de potencias de la variable 
x. Newton encontró la serie para el sen x y series 
similares para el cos x y la tg x. Con la invención del 
cálculo las funciones trigonométricas fueron 
incorporadas al análisis, donde todavía hoy 


* Se observa que : desempeñan un importante papel tanto en las 
F,(a; b)=F,( —c; 0) > a=—e; b=0 matemáticas puras como en las aplicadas. 

Fale; d)=Fa( 0; 0) + c=—c;d=0 
* Piden : ac+bd. 

ac+bd=—(-2/2)(2/2)+(0)x(0) 

=>ac+bd =-— 

=El valor de ac+bd es- 8 

RPTA : “E” 
PROBL cional 451 Por último, en el siglo XVIII, el matemático suizo 


Leonhard Euler fue el que fundó verdaderamente la 
bea tal E Ad trigonometría moderna y definió las funciones 
0<0<z que S N trigonométricas utilizando expresiones con 

E exponenciales de números complejos. Esto convirtió 
Logitano)+Lagitondr0)= Z Logs a la trigonometría en sólo una de las muchas 


Determine el valor de sec? El aplicaciones de los números complejos. 
A) 24-12 J3 B)22 -12 43 C)20-12/3 También se le debe a este matemático el uso de las 
D) 15-12 /3 E) 12-12 minúsculas latinas a, b, e para los lados de un 


triángulo plano o esférico y el de las mayúsculas 
RESOLUCIÓN : correspondientes A, B, C para los ángulos opuestos. 
* Recordando , Además, Euler demostró que las propiedades 
“sec 0=1+tan*0 básicas de la trigonometría eran simplemente 


»Log,A + Log,B=Log,(A'B) —*nLog,A= log, A” producto de la aritmética de los números complejos. 


ps 
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